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1. Feladat:
Az alabbi differencidlegyenletet kell elemezgetniink.

y/_ayzebx

Az adott kezdeti feltétel, y(0) = 1. A feladat szerint a megoldast kereshetjiik, ha a # b az aldbbi
alakban:
y = Ae™ 4 Be'™

Hatarozzuk, meg az A és B konstansokat. frjuk be ezt a megoldast a diffegyenletbe:

Aae®® + Bbe?® — Aae®® — Bae®® = b

Ahonnan: .

T b—a
De ismerjiik az y(0) = 1 kezdeti feltételt, igy megtudunk adni egy Osszefiiggést A és B kozott,
ahonnan A-t is kitudjuk fejezni a-val és b-vel:

A+B=1
Tehat A-ra: )
A=1-
b—a
Vagyis a diffegyenlet megoldasa:
- N ebz — it
= € _—
Y b—a

De a = b esetén rezonancia van. Ekkor oldjuk meg a diffegyenletet, az allandé varidlasanak
modszerével:
y/ —ay = e

A homogénrész megoldasa:
Y = Ce*™

Tehat a partikuldris megoldast keressiik hasonl6 alakban:
yo = C(z) - ™ = y, = C'(x)e™ + C(x)ae™
Ezt visszirva a diffegyenletbe, a kovetkezot kapjuk:
C'lz)=1=C(z) ==

Tehat az altaldnos megoldas y =Y + yo:

y = Ce™ + ze
A kezdeti feltétel y(0) = 1 ahonnan C' = 1. Vagyis:

y=(z+1)e”

Azt kell belatnunk, hogy ha az el6z6 megoldasnal b — a akkor ezt kapjuk. Akkor vegyiik az el6z0
megoldas hatarértékét:

bx ar
. oe®—e
y = e 4+ lim
b—a b—a
De amint latjuk, a
) ebz _ et
lim
b—a b—a



hatarérték definicié szerint az e fiiggvény b szerinti derivaltja az a pontban. Ez pedig:

d
_ebx — xebz|b:a — et

db

b=a

Tehat az y:
y = M 1 et — (I’—l- 1)6(1:(3

Vagyis lathatéan ugyanazt kapjuk, ha b — a.
2. Feladat:

e A megoldandé differencialegyenlet:

;2P Fay+3y
Y 2?2 + 2zy + 3x + 4y

A diffegyenlet lathatoan Jacobi féle, igy osszuk, le a szamlalét és a nevezot is x-szel. Ekkor:

, o 2%y4y+38 oy (22+1) +3Y
Y T 2y +3 44T p(1+2Y) 3+ 4L

Most hasznaljuk az y = ux helyettesitést. Ekkor v = vz + w:

, y (24 +1) +3% 4u?
uxr = —Uu = —
x(1+2§)+3+4% T+ 2ur + 3+ 4u

Most vegyiik a két oldal reciprokat, tehat tekintsiik most a dx/du-t. Mostantdl a vesszos
jelolés tehat jelentse az u szerinti derivalést. azaz:

1dx T+ 2uxr + 3+ 4u 1 n 1 3 +1
- = e - - €T — - —
z du 42 4u?  2u 4u?2

Beszorozva x-szel, és rendezve:

T LI PR S—e
4u?  wu - 4u? - 2u

Lathatéan ez mar Bernoulli féle. Tehét hasznaljuk a szokdsos helyettesitést: v = 2!, Ekkor
ebbol kapunk egy linearis inhomogén diffegyenletet:

g (B 1), 11
u?  w 4w 2

Ennek a megoldasara hasznéljuk az allandé varidlasanak médszerét: A Homogén rész megoldésa:
dv 3 1
A I
Vv (4u2 * u) !

V =Cuexp (—%)

Vagyis keressiik a partikularis megoldast az alabbi alakban:

vo = C(uuexp (-%) o = C'(uuexp (—%) + O(u) exp (-%) {% + 1]

Integralva mindkét oldalt:



Ezt visszairva a diffegyenletbe, és rendezve:

111 1 3
, [ p— — — —
O 2 {2u3 * uQ} P (4u>
Tehat A C(u) fliggvény:

1 1 1 3 2 3 1 1
C(u) = 5/ {2_u3 + E} exp (@> du = —3 exp (@) {% + g}

Tehat az altalanos megoldéasa a diffegyenletnek v =V + vy:

. 3 3\ 2 3V [L 1
= xp| —— | —uexp| —— ) -zexp|(— | |— + =
CERUEPA T ) TP T ) 3P\ ) |20 T3

3 2 1
v = Cuexp (—4—) _?u_g
U

Visszatérve az el6z6 valtozdkra, azaz: v = 1/x, és u = y/x, a kdvetkez6t kapjuk:

Azaz:

3
9Cy exp (__x) —2y—3r—9=0
4y

Innen viszont y-t sajnos nem tudjuk kifejezni elemi fliggvényekkel.

A megoldando differencidlegyenlet:

y2

y =324+ 2
T i

Kicsit atrendezve:
3 1

r_Y :_2
yo— oY=y

Ez tehat nem mas mint egy Bernoulli féle diffegyenlet. Vagyis hasznaljuk a szokasos helyettesitést:

u =y . Ekkor:
u’+§u— !
r ot

Ez mar egy linearis inhomogén differencialegyenlet. Az allandé varialasanak moédszerével
oldjuk meg: A homogén rész megoldésa:

dU 3
— = ——d
U T v
Azaz: o
U - E

Vagyis a partikularis megoldast keressiik a kovetkezo alakban:

C(x) = C'(z)  3C(x)

Uy =

a3 0 a3 xt
Ezt visszairva a diffegyenletbe a kovetkezot kapjuk:
, 1 Inz
C'(x) = - — C(r) = —lnx = uyp = 5
Tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa u = U + uyg:
C Inz
YEE T

Visszatérve az eredeti véaltozékra: u = 1/y, az eredeti diffegyenlet altalanos megoldésa:

.’173

y:C—lna:



3. A feladatban leirt médszerrel megoldandé diffegyenlet, ugyanaz mint az elébb:

y2

y/:3g+—4
xr xr

A mi esetiinkben:
y v
et 3— _
flay)=3"+ 7

Azaz:
AT PN

Ez lathatéan csak akkor lesz f(Az, \"y) = A"!f(x,y) alaki, ha n = 3. Tehat a sziikséges
helyettesités:

n 2n,,2 2
f@LA%»:33if+A Y :A”4<3Q+A”3%>
X x

y = ur® = o = u'2® + 32%u
Ezt beirva a diffegyenletbe a kovetkezot kapjuk:
vr=u

A véltozdkat szétvélasztva (lathatéan u = 0 trividlis megoldasa az egyenletnek, most tehat legyen

u #0):

du dz
w2
Integralva:
1
“ C—Ilnx

Visszatérve az eredeti véltozokra, u = y/x3:

4= C—Inz
Tehat lathatoan ugyanazt kaptuk mint az el6z6 modszerrel.

4. A megoldand¢é differencidlegyenlet:
2y ==’y  +ay+1

Ha z # 0 osszunk le vele:
)

1
Y=y o+
x
Lathatjuk, hogy ez Riccati féle. Adott az egyik partikuldris megoldds: y = —1/x. Tehéat
hasznaljuk a kovetkezo helyettesitést:

Ez mér Bernoulli féle, hasznéljuk a szokdsos helyettesitést: v = u~!. Ekkor:

1
|
x
Ez mar inhomogén linearis, hasznaljuk az allandé varidlasnak mddszerét. A homogén rész
megoldasat rogton megadhatjuk:

V =Cx



Tehat a partikularis megoldas:
v =C(z) 2 = v, =C'(z)z + C(x)

Ezt visszairva a diffegyenletbe:

() = —é (@) =~z

Tehat az altalanos megoldas v =V + vg:
v=Cr—zlnx

Visszatérve az eredeti valtozékra u = 1/v és u = y + 1/z tehat:

1 1

y::E(C—lnx)_E

Lathatéan C' — oo esetén visszakapjuk a megadott partikularis megoldast.



