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1. Feladat:
A kovetkezo differencidlegyenletet kell elemezniink:

y':x+y2

Ez lathatoan Riccati féle. Tehét dtalakithatjuk linedris mésodrendii differencidlegyenletté.
Hasznaljuk a kovetkezo helyettesitést:

Ezt visszairva a diffegyenletbe:

Tehat:
v+ ru=0

Ez az i.n. Airy-féle differencidlegyenlet, egy minusz eldjeltdl eltekintve. Ennek a megoldasai
pedig az i.n. els6 és masodfaju Airy-fliggvények:

u=Cy - Ai(—z) + Cy - Bi(—x)

Az Airy-fiiggvényeket kitudjuk még fejezni a kozismert elséfaji Bessel-fliggvényekkel:
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AI(—I) = 1\/E <J1/3 (—I3/2) + J_1/3 <—l‘3/2))
3 3 3
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Bl(—ZE) = gl’ (Jl/?) (51‘3/2) - J1/3 (51'3/2))

Térjiink vissza az eredeti véltozdéinkra: y = —u'/u. Ehhez hasznéljuk fel a v rendi Bessel-
fiiggvények derivalasara vonatkozd Gsszefiiggést:
dJy(z) _ Jya(z) = Juni(@)

dx 2

Vezessiik be tovabba a C és Cy konstansok helyett a kovetkezé C konstanst:
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Ezekkel hosszadalmas alakitasok utan a kovetkezot kapjuk y-ra:
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De nekiink nem ezt kellett megadnunk, hanem y taylor soranak els6 tagjat, az y(0) = 1 kezdeti
feltétel mellett: Az ismert mddszer szerint: y' = ¢'(x)

y=4g@) =z+y" =40 =1

y'=g"(x) =1+2yy = g¢"(0) =3

" =9g" (@) = 2(y)" + 2yy" — ¢"(0) = 8

y" = g"(x) = 6y'y" + 2yy" — ¢g"'(0) = 34

" =g""(x) = 6(y")* + 8y'y" + 2yy"" = ¢""(0) = 186

Vagyis a Taylor sor:
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2. Feladat:

A differencidlegyenlet:
y=@+y)(z+y+2)

Elvégezve a beszorzasokat:
y = (2" +22) + 2z + Ny +y°

Lathatoan ez is Riccati féle. Most nem végezziik el az el6zo feladat jatékat..., hanem egybdl a
Taylor soros alakot adjuk meg az y(0) = 1 kezdeti feltételhez. A feladat szerint csak harma-
drendig kell. Ugyanigy mint az el6bb:y’ = ¢'(x)

v =g'(x)=("+22)+ 2+ y+y* = g(0)=3
y' = g"(x) =22+ 2+ 2y + 2zy + 2y + 2yy’ = ¢"(0) = 16
y/// — g//l(x) — 2 + 4y/ + Qxy// _I_ le/ _|_ 2(y/)2 + 2yy// _— g///<0) — 96

Vagyis a Taylor sor:

_ 3 16 5 96 4
Azaz:
y=1+3z+8x%+162° + ...
3. Feladat:

e A megoldandé differencidlegyenlet:
y —y=2¢"
Lathatéan ez egy allandé egytitthatds inhomogén linearis differencidlegyenlet. Tehét alka-

Imazhatjuk a probafliggvény modszerét. De vigyaznunk kell hiszen pont rezonancia van.
Ezért a probafliggvényt tgy kell modositanunk, hogy xz-szel megszorozzuk. Beldthatd, hogy



rezonancia esetén mindig ez a célravezeto probafliggvény.

Tehédt a homogén rész megoldasat egybdl felirhatjuk:
Y =Ce"

A prébafiiggvény legyen:

Yo = vAe” = yp = Ae” + rAe”

Ahol A valés konstans. Ezt az egyenletbe irva:

Ae” + xAe” —xAe® =2 = A =2

Tehat az egyenlet egy partikuldris megoldasa:

Yo = 2xe”

Az altalanos megoldéds a Homogén rész dltaldnos megoldasanak és az egyenlet egy partikularis
megoldasanak Osszege:
y=Y +uy

Vagyis a Differencidlegyenlet altalanos megoldésa:

y = Ce” + 2xe”
A megoldandé differencidlegyenlet:
Yy —y=sinz —cosx + 2

Lathatoan ez egy allandd egytitthatés inhomogén linedris differencidlegyenlet. Rezonancia
nincsen tehat nyugodtan alkalmazhatjuk a prébafiiggvény mddszerét.
A Homogén rész megoldasat ismét felirhatjuk egybol:

Y =Ce”
A proébafiiggvény pedig:
Yo = Asinx + Beosx + D —> y, = Acosz — Bsinz
Itt A,B, és D konstansok. Ezeket az eredeti diffegyenletbe irva:
Acosr — Bsinx — Asinz — Becosx — D =sinx — cosx + 2

Rendezve:
—(A+ B)sinz + (A — B)cosx — D =sinx — cosx + 2

A két oldal akkor lesz egyenl6 minden z-re ha az egyes tagok egytitthatéi megegyeznek:
A+B=-1
A-—B=-1
D=-2
Az els6 két egyenlet alapjan: A = —1 és B = 0, valamint D = —2 Tehat egy partikularis
megoldasa a diffegyenletnek:

Yo = —sinx — 2

Tehét az altalanos megoldas : y =Y + yo Azaz:

y=Ce" —sinx — 2



e A megoldandé differencialegyenlet:
(x+2)y —y=2(x+2)>
Ha x # —2 akkor leoszthatunk x + 2-vel:

1
Yy y =2+ 2)2

42

Lathatéan ez egy inhomogén linearis differencidlegyenlet. Az dllando varidlasanak médszerével
oldjuk meg. )
A Homogén rész szétvalaszthato. Igy az altaldnos megoldasa:

ay 1

- — x

Y T+ 2
Integrélva a kovetkezot kapjuk:

Y =C(z+2)

A partikularis megoldast tehat keressiik, a kovetkezo alakban:
yo=C(x) (z+2) =y, = C'(2)(x +2) + C(x)
Ezeket az eredeti diffegyenletbe irva:

Cz) - (z +2)

C'(z)(z+2) + C(z) — o179

=2(z +2)°

Ahonnan a kovetkezot kapjuk:
C'(z) =2(x +2) = C(x) = 2* + 41 = z(v + 4)
Vagyis az o partikularis megoldas:
yo = x(z +2)(x +4)
Tehat a diffegyenlet altalanos megoldasa y =Y + yo:
y=Cr+2)+z(x+2)(x+4)

e A megoldandé differencialegyenlet:
2

Yy —axy=ux
Lathatéan ez egy inhomogén linedris differencidlegyenlet. Az dllando varidlasanak médszerével
oldjuk meg. )
A Homogén rész szétvalaszthato. Igy az altaldnos megoldasa:

Y
d—:a:da:

Y
Integrélva:
Y = C’eé
A partikularis megoldast tehat keressiik a kovetkez6 alakban:
2

Yo = C’(:v)e% =y, = C”(x)eé + C(x)ze=

Ezeket az eredeti diffegyenletbe irva:

22

C"(x)eé + C’(x)xeé —20(x)e? = 2?

Ahonnan a kovetkezot kapjuk:

C'(z) = e

4



Most ezt kell integralnunk ahhoz, hogy megkapjuk a C'(x) fiiggvényt. Kicsit alakitsuk &t:

2 2

22 z 22 22 . .2
C(x) = /$26_2 dr = / 27T —e T 4e 2 | do = —ze” T + /6_2 dz

Amint ismeretes fent a jobb oldali tagban kijelolt integral nem adhaté meg elemi fiiggvényekkel.
Ez majdnem pont definicié szerint az erf hibafiiggvény:

Vagyis az 1o paritkularis megoldas:

= {—xezj + \/Eerf <i)] eé = —r+ eé \/Eerf (i>
Yo 5 NG 5 NG

Tehat a diffegyenlet altalanos megoldasa y =Y + yo:

=Ce? —x+ez \/jerf (—)
Y 2\ 5

A megoldandé differencialegyenlet:
vy —y=2a"+1
Ha z # 0 akkor leoszhatunk vele:
1 1
Y ——y=a"+—
x x

Ez ismét egy linedris inhomogén differencidlegyenlet. Es ismét az allandé varidldsanak
modszerét alkalmazzuk.

A homogén rész megoldasa:
ay d
e ayvy=02
Y x

A partikularis megoldast tehdat keressiik a kovetkez6 alakban:
yo = C(z)z = yo = 2C'(z) + C(x)

Ezeket visszairva a diffegyenletbe:

+C'(z) + Clx) — O(;f)x —a+ ]
Innen: ]
C’(l‘) =x + ﬁ

Vagyis a partikularis megoldas:

B | _373 )
o=\ %) 3

Tehat a diffegyenlet altalanos megoldasa y =Y + yo:

3

T
=C ——1
Y $+2



4. Feladat:
A megoldand¢é differencidlegyenlet:

ylny+ (z —Iny)y’ =0
Hasznaljuk tehat a kovetkezo helyettesitést:
y=e"=y =ue"
Ezt az eredeti egyenletbe irva:
ue" + (z — u)u'e" =0

Lathatdéan leoszthatunk e%-val:
u+(x—uu' =0

Azaz:
u+axu — uu =0
—_—— —~~
(uz)’ (u2/2)!

Tehat integralva mindkét oldalt x szerint:
U2
Jaon=[a(5)

u?
2

Ahonnan:

+C

ur =

Ezt atrendezve:
u? —2zu+C =0

Ez lathatéan egy mésodfoki egyenlet u-ra. A megoldéképlet alapjan:
u=x+vVr:-C
Itt meg kell kiilonboztetniink eseteket. Ha C' < 0 Akkor ez biztosan jo, tehat ekkor:

u=x+Va2-C

Ha azonban C' > 0 akkor lehetséges, hogy a gyokjel alatt negati szam jelenik meg, tehat u ekkor

komplex lesz:
u=x+xtivaez-C

Tehat az eredeti valtozora visszatérve az altalanos megoldasa az egyenletnek:

y = ez:l:\/xsz _ eme:t\/:ﬂfc

illetve:

y = eV — oP(cos a2 — C tisin Va2 — O)



