1 BEVEZETES

Abrazolaselmélet

1. Bevezetés

G csoport abrazolasa a V' linearis téren egy D: G—GL(V') homo-

morfizmus G-bdl a V' Osszes invertalhato linearis operatorabdl allo
GL(V)={A: V=V | det A # 0}

altalanos linearis csoportba.

Skalarok teste az abrazolas alapteste (komplikaciok, ha #C), V dimen-

zibja (azaz tetszGleges bazisanak szamossaga) az abrazolas dimenzidja.
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Abrazolas képe mindig linearis csoport, azaz GL(V) egy részcsoportja
(elemei linearis operatorok, az operatorok szorzasaval mint mivelettel);
homomorfizmus-tétel kovetkeztében a kép izomorf az abréazolas magja

szerinti faktorcsoporttal.

Egy abrazolas hii, ha magja trividlis (hti abrazolas képe a G-vel izomorf

linearis csoport).

D(g) abrazolasi operatorok linearisak ~~ linearis algebrai modszerek (spekt-

ralfelbontés, stb.) hasznalhatok vizsgélatukra.
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Példak:

1. Tetsz6leges GG csoport minden eleméhez a V' linearis tér egységope-

ratorat rendelve a V feletti trivialis abrazolast kapjuk.

2. Egy G <GL(V) linearis csoport esetén a
Dg G — GL(V)
g —4g
leképzés a definiald abrazolas.

3. Jelolje C(X) = {f: X —C} az X-en értelmezett komplex értékii

fiiggvények linearis terét a pontonkénti miiveletekkel, azaz legyen

(f+g)(x)=f(x)+g(z) és (af)(x)=af(z) minden f,geC(X)-re.
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Ha adott a G csoportnak egy p permutacios hatasa az X halma-

zon, akkor

Dp(g) : C(X) — C(X)
fooo=

egy linearis operator C(X )-en mindeng € G-re, ahol f9(x)=f (g_ x)

és a
D, :G — GL(C(X))
g — Dpu(g)
leképezés egy dim D,, = ’X ! dimenzios abrazolas, a p hatashoz

asszocialt permutacios abrazolas.
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Abrazolaselmélet fizikai jelentésége: szimmetridk a kvantumelméletben!

Fizikai rendszer szimmetriai a dinamikéval (idéfejlédéssel) felcserélhetd
allapottranszformaciok (mozgasegyenletek megoldésait masik megoldas-

ba transzformaljak).

Valoszintiségek megmaradésa + Schrodinger-egyenlet ~-

Wigner tétele: szimmetridk a Hamilton-operatorral (idéfejlédés

generatora) kommutaloé unitér (vagy antiunitér) operatorok.

Antiunitér operatorok iddtiikrozésbal.

Allapotvektorok csak egy skalarszorzo erejéig hatarozottak ~» projektiv

abrazolasok.
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2. Ekvivalencia, reducibilitas

Di: G— GL(Vy) és Dy : G — GL(V:) abrazolasok ekvivalensek, jelben
D1 = Dy, ha létezik olyan A : Vi — V5 invertalhato linearis leképezés,

hogy D2(g)A=AD;(g) minden g € G-re.
Ekvivalens abrazolasok dimenzi6ja megegyezik.

Ekvivalens abrazolasok lényegében nem kiilonboznek, a csoportelemek

abrazolasi matrixai megegyeznek (més-mas bézisra vonatkoztatva).

Feladat: csoport Osszes abrazolasainak osztalyozéasa ekvivalencia erejéig.

W CV invarians altere a D : G — GL(V') &dbrazolasnak ha D(g)xz € W

minden g € G és x € W esetén (zérusaltér és maga V trividlisan invarians).
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Ha W CV (nem-trivialis) invarians altere D: G — GL(V')-nek, akkor

minden D(g) abrazolasi operator esetén értelmezhetsk

DV(g): W =W
r — D(g)x

redukalt, illetve

DV/W (9):V/W —=V/W
r+ W= D(gx+W

faktoralt operatorok, és a

DY :G — GL(W)

r — DY (g)x
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illetve

DV'W(g) :G — GL(V/W)
r — DV (g)x

hozzarendelések a (G csoportnak egy-egy abrazolasat definidljak: a
D abrazolas W invarians altérre torténd redukciojat, illetve W szerinti

faktorat.

Egy W C V altér minden By, bazisa kiegészithet§ (sokféleképpen) az
egész tér egy By D By bézisava, és By \Byy elemeinek megfeleltethetsk
a V/W faktortér egy bazisanak elemei. A By béazisra vonatkoztatott

abrazolasi matrixok alakja
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D(g)_<DW(g) T(g) )
0 DY'W(g)

Egy D: G— GL(V) abrazoléas reducibilis, ha létezik nem-trivialis invari-

ans altere, egyébként irreducibilis (ekvivalencia-osztély jellemzGje).

Minden egydimenzidés abrazolas irreducibilis!

Schur-lemma: ha A€ GL(V) felcserélhet6 a D: G — GL(V') irreducibilis
abrazolas Osszes abrazolasi operatoraval, azaz AD(g) = D(g)A minden

g € G-re, akkor A az egységoperator skalarszorosa.

Fizikai alkalmazas: energia-sajatértékek degeneracidja.
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3. Abrazolasok direkt Gsszege

Rendezett parok Vi ®Vo={(x1,x2) | x1 € V1,22 € Vo} halmaza linearis

teret alkot a

(71, 72)+ (Y1, 92) = (T1+y1, T2+Y2)
a(xy,x2) = (a1, ars)

komponensenkénti miiveletekkel, a V7 és V5 linearis terek direkt osszegét.

Dimenzi6 additiv: dim(V;@Vs)=dim Vi +dim V5.

A1: Vi =Wy és Ay: Vo — Wy linearis operatorok direkt osszege

A1 DA : ViV — Wy W,

(x1,22) = (A121, Aoo)
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D:1: G—GL(Vy) és Dy: G— GL(Vs) dbrazolasok direkt Osszege

D1 ® Dy :G — GL(V; ® Vs)
g — Di(g9) ® D2(g)
Direkt 0sszeg ekvivalencia-osztalya csak az osszeadandok ekvivalencia-
osztalyatol fiigg, dimenzidja a dimenzidk Osszege, tovabba

D1 D= Ds® Dy
D1® (D2 D3) = (D1$D2)® D3

Teljesen reducibilis abrazolas: el6all irreducibilisek direkt osszegeként.

Példa: minden trivialis Abrazolas teljesen reducibilis, mert felbonthato

egydimenziés trivialis abrazolasok direkt osszegére.
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Irreducibilis dekompozicio:

D = EB nii

i€lrr(G)

ahol n; €Z, az i€lrr(G) irreducibilis abrazolas multiplicitasa.

7., értéki fiiggvények lrr(G)-n «~ teljesen reducibilis abrazolasok

Maschke tétele: véges csoport minden abrazolasa (komplex szdmtest

felett!) teljesen reducibilis.

Peter-Weyl-tétel: kompakt Lie-csoport minden dbrazolasa (komplex szam-

test felett!) teljesen reducibilis.
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4. A kontragrediens

Egy V linearis tér VY dualisa a ¢:V — C lineéris funkcionéalok 6sszessége
(lineéris tér a pontonkénti mtiveletekkel).
Ha B={by,...,b,} egy bazisa V-nek, akkor a

b, :V = C
ij(Sij

funkcionélok bazisat alkotjak VV-nak (dualis bazis) ~
dim VY =dimV
Minden v €V vektorhoz hozzarendelhets a

v VY = C
¢ = ¢(v)
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linearis funkcional, és v 1" egy bijektiv linearis V — (V)" leképezés

~> | dualis dualisa azonosithato az eredeti térrel!

A: Vi — V5 lineéaris leképezés transzponaltja

A VY — VY
o= @poA

A™ matrixa a duéalis bazisokra nézve: [A*]. =|A]

1P p’

Transzponélas antihomomorfizmus: (AB)™ = B A,

D: G— GL(V) abrazolas kontragrediense (duélisa)

DY :G — GL(VY)
g — Dtr(g—l)
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Kontragrediens dimenzidéja megegyezik as dbrazolas dimenzidjaval
dim DY = dim D

Irreducibilis Abrazolas kontragrediense szintén irreducibilis, és kontra-

grediens kontragrediense az eredeti abrazolas
(DY)Y =2 D
Direkt 0sszeg kontragrediense a kontragrediensek direkt Osszege

(@Di)v:®D{

Kapcsolat a kvantumtérelméleti toltéskonjugalassal (részecskék cseréje

antirészecskékre).
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5. Tenzorszorzat és fizioés gytrid

Bilinearis funkcional: skalarértékt (5:V; x V5 — C leképezés, amely mind-
két valtozojaban kiilon-kiilon linearis.
B(Vi,V5): bilinearis funkcionalok linearis tere pontonkénti miveletekkel.

Tenzorszorzat: bilinearis funkciondlok terének dualisa

VioV, = B(Vi, Va)"

v1 € V] és vg € V5 vektorok diadikus (tenzor-)szorzata

V1 ¥ V9 :B(Vl,‘/Q) — C
B B(v1,v2)
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Szorzatbazis: {e;®f,|e; €B1, f, €Bay}, ahol B, a V; bazisa (i=1, 2)

~> | dim (V1 ®V2) =dim V; dim V5,

A1 €GL(V7) és A € GL(V;) operatorok tenzorszorzata

A1®A2 ViV - ViRV,
b1 ® by — A1b1 @ A0

Matrixelemek (szorzatbazisban):
[A1®A2] (1) jq) = (Al [A2],

Tenzorszorzat nyoma:

TI’(Al ®A2) = TI'(Al) TI'(AQ)
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D1: G—GL(Vy) és Dy: G— GL(V3) abrazolasok tenzorszorzata

D1 ®D2 G = GL(Vl ®V2)
g = Di(9)®D3(g)

Tenzorszorzat az ekvivalenciaval kompatibilis, tovabba
D1®D2=Dy®D1 és D1®(D2®D3) = (D1®Ds)® Ds

illetve
D1®(Day®D3)=(D1®D2)® (D1 ®Ds)

Tenzorszorzat egységeleme az 1 egységabrazolas (egydimenzios trivialis

abrazolas)

1 D=2D®1=D
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Két irreducibilis tenzorszorzata legfeljebb egyszer tartalmazza az egység-

abrazolast (amikor is egymés kontragrediensei)

) 1 haj=i";

0 egyébként.

Fuazios gytrid: abrazolasok ekvivalenciaosztalyai direkt Osszeg és tenzor-

szorzat miiveletével.

Dimenzi6é multiplikativitasa kovetkeztében egydimenzids abrazolasok ten-
zorszorzata szintén egydimenzios ~~ az egydimenzios abrazolasok egy Gy
Abel-csoportot alkotnak a tenzorszorzas miiveletével, amelynek egység-

eleme az egységabrazolas, és ahol inverz = kontragrediens.
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Fszrevétel. Gg, izomorf a G/ kommutéator-részcsoport szerinti G /G’

faktorcsoporttal.

Egydimenzios abrazolas tenzorszorzata irreducibilissel tjfent irreducibilis

~ (Gap permutécios hatasa lrr(G)-n.

Ha minden &brazolas teljesen reducibilis (pl. véges, ill. kompakt cso-
portok), akkor a disztributivitds miatt elég ismerni az irreducibilisek

tenzorszorzatainak

iwj= D Nip
pelr(G)

irreducibilis dekompozicioit (Ng €7, ), a fazios szabalyokat.

Kvantumelméletben: fhziés szabaly = szimmetria-toltések kompozicioja.
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6. Elagazasi szabalyok

D:G— GL(V) abrazolas megszoritasa egy H <G részcsoportra:

resgyD :H — GL(V)
h — D(h)

Abrazolasa H-nak (fontos szerep szimmetriasértés leirasaban).
Megszoritas tranzitiv, azaz K < H <G esetén

resg(resyD) =resgD
és kompatibilis a direkt Osszeg és a tenzorszorzat miiveletével:

resy(D1 ® Dy) =resy D1 ® resy Do
resy(D1 ® D) =resg D1 Q@ resy Do
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Teljesen reducibilis 4brazolasok esetén elegendé az irreducibilis kompo-

nensek megszoritasait ismerni.

Elagazasi szabalyok: 1 € lrr(G) irreducibilisek respyi megszoritdsainak

tranzitiv dekompozicioi (ha léteznek, pl. ha H véges)

respgil = @ Bipp

pElrr(H)

ahol a Bf -k nemnegativ egész multiplicitasok.

Véges csoportok, illetve kompakt Lie-csoportok esetén elagazasi szaba-

lyok teljes mértékben jellemzik a megszoritast.
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7. Abrazolasi karakterek

Invarianselmélet alaptétele: egy G végesen generalt csoport esetén
minden n pozitiv egészre létezik a G elemeinek egy olyan véges GG,, halma-
za, hogy az n-dimenziés Dy : G— GL(V7) és Dy: G— GL(V3) abrazolasok
akkor és csak akkor ekvivalensek, ha a GG,,-be tartozé elemek abréazolasi

operatorainak nyomai megegyeznek, azaz minden g € G,,-re

Tr(D1(g)) = Tr(D2(g))

G, (messze) nem egyértelmt, és csak kivételes esetekben ismert, de véges

GG esetén minden n-re valaszthato G,, = G!
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Abrazolasi karakter:
Xp, :G—C

g — Tr(D(g))
Ekvivalenciaosztaly (egyértelmi) numerikus jellemzése!

Abrazolasi karakter osztalyfiiggvény: minden g, h € G-re

Xbp (gh> —Xb (g)

mert
Tr(D(g"))=Tr(D(h~")D(9)D(h)) =Tr(D(hh~")D(g)) =Tr(D(g))
Kontragrediens karaktere:

Xpv(9) = x5 (97")
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Direkt Osszeg és tenzorszorzat karaktere:
Xpyons (9) = Xop, (9) + X, (9)
Xb, 805 (9) = Xb, (9) Xb, (9)
~+ dbrazolasi karakterek az irreducibilisek nemnegativ egész egyiitthatos

D = @ nii

i€lrr(G)

kombinéacioi:

karaktere X, = D icir(q) MiX;-
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Osztalytiiggvények skalarszorzata:
‘G| 29l
geG
Ortogonalitasi relaciok

(X0 X, ) ‘G‘Zx

ge

-
b ¢

Kovetkezmények:

1. Irreducibilis karakterek ortonormalt bazist alkotnak az osztaly-

figgvények terében ~~

inekvivalens irreducibilisek szama = konjugalt osztalyok szama
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2. Irreducibilis dekompozicio: D= €D n;i irreducibilis felbontésban
ielrr(G)
szereplé multiplicitasok

= (Xp»X:) |G| > xo(9)

geG

Altalanositott ortogonalitas

(h
ZX —lh):é*ijx)( )
X;

geG

IGI

Kovetkezmény:

P, = X|1((;1‘) ZWD
geG

operatorok ortogonalis projektorok

PiP; = 6 P;
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P;V CV homogén invarians altér, azaz minden irreducibilis komponense

ekvivalens 1-vel.

"Masodik’ ortogonalitas

Z {1 ha gés hegymaéas konjugaltja;
X; ( = 11
|CG 1€|rr(G> 0 egyébként.
Kovetkezmény:
Z d1m1 Z x; (1) =G| Burnside-tétel
iclrr(G)

Fuzi6s egyutthatok

N3_< 1®J7XP>_‘G|ZX (g)

geG
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Véges csoport karaktertablaja

Cy={1} C;
1| x,(1)=1 1
i x(D)=dimi | -~ | x,(Cj)

sorok «~ irreducibilis karakterek; oszlopok «~ konjugalt osztalyok
(els6 sor: egységabréazolés; els6 oszlop: trivialis osztaly).

Oszlopok ortogonalisak, sorok (stlyozva) ortonormaltak.
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D3 karaktertablaja

Clz{]‘} 62:{07 C_l} 632{01702703}

1 1 1 1
1* 1 1 —1
2 2 —1 0

D tazios szabalyai

1 | 1° 2
1 1 | 1F 2
1 | 1* | 1 2

2 2 | 2 | 14172
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Galois—kapcsolat: | G normalis részcsoportjai «~ lrr(G) részhalmazai

Egy I Clrr(G) részhalmaznak az

N(I) = [{zeG|x,(@)=x,(1)} <G

iel
normalis részcsoport, mig egy N < G normaélis részcsoportnak az
J(N)={ielr(G)| keri<N}={ielr(G)|x,(z)=x,(1) VxeN}

részhalmaz felel meg.

G' ={reG|x,(r)=1ha dimi=1} derivalt részcsoport
2(G) = {z€G| |x, ()| =x, (1)} centrum
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8. Szimmetrizalt négyzetek

c: VeV - VeV
a®@b —b®a

fonatoperator involutiv (o2 =idy/), ezért lehetséges sajatértékei 41 ~

VRV =A2V e ALV

spektralis felbontas (szimmetrikus és antiszimmetrikus tenzorok).

Ha B={b1,...,b,} egy bazisa V-nek, akkor
A°B=1{b;®b; —b;®b;|1<i<j<n}

bazisai ALV -nek ~
n(nt1)
2

dim ALV =
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Egy D: G— GL(V) abrazolas 6nmagéaval képzett DRD tenzorszorzatanak
minden abrazolasi operatora felcserél o-val ~» mind /\?|_V, mind A2V
invarians altere D®D-nek ~ léteznek a A2 D redukalt abrazolasok, a D

szimmetrizalt, illetve antiszimmetrizalt négyzete.

Szimmetrizalt négyzetek karakterei:

Ypa o9) = Xn(9) ﬂ;xp (9%)

Fizikai jelent6ség: megkiilonboztethetetlen alrendszerek (Pauli—elv

~+ bozonok esetén szimmetrizalas, fermionok esetén antiszimmetrizalas).
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Egy abrazolas

valos, ha létezik olyan béazisa az abrazolasi térnek, amelyre vonatkoz-
tatott minden Abrézolasi matrixelem valés (ekkor a karakter csak
valos értékeket vesz fel, és ezért az abréazolas és kontragrediense

ekvivalens egymaéssal);

pszeudo6-valds, ha ekvivalens a kontragrediensével (~» karaktere csak

valos értékeket vesz fel), de nem valos;

komplex, ha nem ekvivalens a kontragrediensével (~~» karaktere nem

kizarolag valos értékeket vesz fel).



8 SZIMMETRIZALT NEGYZETEK

Egy i€ lrr(G) irreducibilis abrazolas valos vagy pszeudo-valos aszerint,
hogy Aﬁ_i szimmetrizalt vagy A2 i antiszimmetrizalt négyzete tartalmaz-
za az egységibrazolast (1 multiplkicitassal), és komplex, ha i ® i egyal-

talan nem tartalmazza az egységabrazolast.

Kovetkezmény: a

1
Vi = @ Z Xi(92>

ge

Frobenius-Schur—indikator értéke +1, 0 vagy —1 attol fiiggden, hogy 1

valos, komplex vagy pszeudod-valos.
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9. Polinominvariansok

Tekintsiik az n-valtozoés polinomok R, =C [:z:l, - ,xn] gytirijét.

Egy f € R, polinom homogén, ha

FOT1, . zn) = N f (2, ..., zp)

minden A€ C-re (d€Z, az f fokszama).

Homogén polinomok szorzata szintén homogén (fokszadmok Osszeaddd-

nak), de 6sszegiilk mar nem mindig.

Tetsz6leges polinom egyértelmtien felbonthato kiilonb6zé fokszami ho-

mogén polinomok Osszegére.
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Egy f€ R, polinom A€ GL(n,C) matrix altali f4 transzformaltja

fA(wl, c e ,a:n) = f ZAija:j
g=1

Homogén polinom képe ugyanolyan fokszamt homogén polinom.

f € R,, invarians polinomja a G <GL(n,C) métrixcsoportnak, ha
A
A=

minden A € G-re.

Invarians polinomok 6sszege és szorzata is invarians ~- invarians polino-

mok egy RY gytirit alkotnak (’invariansgytiri’).

Feladat: meghatirozni az R invariansgytirit.



9 POLINOMINVARIANSOK

Hilbert: véges G-re az R invaridnsgytiri végesen generalt, azaz létezik
véges sok olyan Pj,..., Py € R® (homogén) invarians polinom ('funda-
mentélis invariansok’), amelyekbsl minden P € R® invaridns polinom

elgallithato az alapmiiveletek segitségével:

P:%(PlaapN)

valamely N-valtozos 3 € Ry polinomra.

Megjegyzés: fenti elGallitas, azaz a 3 € Ry polinom nem egyértelmd,
mert 1étezhetnek nem-trivialis algebrai relaciok (’syzygyk’) a fundamen-

talis invariansok kozott.
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Fundamentalis invariansok kivalasztasara végtelen sok lehetéség létezik

(pl. 4j invariansok hozzéadésaval).

Noether tétele: mindig valaszthaté homogén fundamentélis invariansok

olyan rendszere, melyek fokszama nem nagyobb a csoport rendjénél.
Kérdés: (fiiggetlen) d-edfokt homogén invariansok H, szama?
Hilbert—Poincaré-sor:

= Z Hdzd
d=0

Molien-képlet:

\G| Z det ( 1—zA)
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10. Projektiv Abrazolasok

Kvantumfizikai allapotleiras:

(tiszta) allapotok «~ Hilbert—tér egydimenzios alterei

~» szimmetridt abrazolé operatorok csak skalarszorzd erejéig vannak

meghatarozva.

Projektiv abrazolas: olyan ®:G — GL(V') leképezés, amelyre (1) =1,
és létezik olyan a:G xG— C* kétvaltozos fiiggvény, hogy

D(g9)D(h) = a(g,h) D(gh)

minden g, h € G esetén (« a projektiv dbrazolas kociklusa).
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Operatorok szorzasa asszociativ:

D(91)(D(92)P(g3)) = a(g2, g3) D(91)D(9293) = (g1, 9293) (92, 93) D(919293)
| |
(D(91)D(92))D(g3) = (g1, 92) D(9192)D(g93) = (g1, g2) (9192, 93) D(g19293)

minden g1, g2, g3 € G-re ~~

(g1, 92)a(9192, 93) = (g1, g293)(g2,93) |  kociklus-egyenlet

Normaéalasi feltétel
a(g,1)=a(l,g)=1

Kociklusok (pontonkénti) szorzata is kociklus ~~ kociklusok egy Z2(QG)

Abel-csoportot alkotnak (egységeleme a trivialis kociklus).
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D1: G—GL(Vy) és Do: G— GL(V3) projektiv abrazolasok ekvivalensek,

ha létezik olyan invertalhato linearis A:V; — V5 leképezés és A:G— C*

fliggvény, hogy minden g € G-re
D2(9)A = Mg) AD1(9)

Ekvivalens abrazolasok kociklusaira

az(g,7)D2(gh) A=D2(g)D2(h) A= A(R)D2(g) AD1(h) = A(g) A(h) AD1(g)D1(h)

— A9\ (ar(g W) ADx(gh) = > (g, ) Dafgh)

miatt
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Ekvivalens dbrazolasok as és oy kociklusai kohomologok!

Kohomologia egy kongruencia-relacié a kociklusok Z2(G) Abel-csoportjan
~ kohomologia-osztalyok H?(G) csoportja (masodik kohomoldgia-csoport

= Schur—-multiplikator).
Véges csoport Schur—multiplikdtora szintén véges.

Invarians altér, reducibilis/irreducibilis, kontragrediens, tenzorszorzat
stb. Aabrazolas fogalma mint kozonséges abrazolasok esetén, de direkt
Osszeg csak akkor értelmes, ha az 6sszeadandok kociklusai megegyeznek

(’szuperszelekcios szabaly’).
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G univerzalis fed6csoportja G-nek, ha egy-egyértelmt kapcsolat all fenn
G kozonséges abrazolasai és G projektiv abrazolasai kozott ~- létezik

G-nek olyan A < Z (G) centralis részcsoportja, amely izomorf G Schur-
multiplikatoraval, és amely szerinti faktorcsoport izomort magaval G-vel:
H*(G)= A

és

G/A~G

Példa: SO(3) (a haromdimenziés forgéscsoport) univerzalis fedGcsoportja

A

SO(3)=SU(2), minthogy Z(SU(2)) = Zs = H2(SO(3))

~ tenzor (kozonséges) és spinor (nem-trivialis kociklusti) abrazolasok.
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11. Lie-csoportok abrazolasai

Lie—csoport univerzalis fed6csoportja vele lokalisan izomorf és egyszeresen

Osszefliggd.

D:G— GL(V) abrazolas esetén D=Do g egy differencialhato U — GL(V)

leképezés, és

oD oD 9D 8D S dD
N _ N\ i 9
Ooy Doy Oaj Doy - kDo

OD
0047;

~ a G csoport g Lie-algebrajanak ©b; bazisvektoraihoz a

derivaltakat hozzarendelve a g Lie-algebra
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0:g— gl(V)

oD
8041-

bz'l—>

abrazolasat kapjuk a V' lineéris téren (itt gl(V') a GL(V) altalanos line-
aris csoport Lie—algebrédja), azaz egy olyan linearis leképezést, amelyre

0(a),0(b)] = 0(a)0(b) —0(b)d(a).

g Lie-algebra abrazoléasai
GG univerzalis fedGcsoport abrazoléasai

)

GG csoport projektiv Abrazolasai
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SO(3) =2 SU(2)/Z miatt forgascsoport projektiv abrazolasai megfelelnek

SU(2) Lie-algebrajanak (impulzusmomentum-algebra) dbrézolasainak.

Casimir—operatorok kommutalnak minden Abrazolasi operatorral ~ Schur—
lemma miatt irreducibilis Abrazolasban az egységoperator skalarszorosai,

igy irreducibilis 4brazolasban J? skalarral valé szorzas

J?=j(j+1)

valamely egész vagy fél-egész j értékre (impulzusmomentum-kvantumszam).
Irreducibilis SU(2) 4dbrazolasban —1 képe 2™ ~- tenzor vagy spinor ab-

razolasok attol fliggGen, hogy 5 értéke egész vagy fél-egész.
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