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1 BEVEZETES

1. Bevezetés

Szimmetria: vizsgalt objektum Ilényeges tulajdonsagait valtozatlanul
hagyo transzformacio (emberi test kétoldali részaranyossaga; épiiletek
tiikorszimmetrikus felépitése; tiiskésbériiek otfogasi szimmetridja; foci-

labda, ill. bizonyos egysejtiiek és virusok ikozaéderes szimmetriaja).
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Csoport: szimmetridk (& homoldgia) algebrajanak absztrakt jellemzése.

Csoportelmélet az egyik legjelentGsebb matematikai diszciplina az alkal-

mazéasok (matematika, fizika, kémia, informatika, stb.) szempontjabol.

kvalitativ ~» kvantitativ informacio
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Példak:
1. Fenomenologikus jellemz&k leszamolasa
0ij = Lijriug Hooke-torvény

uij, 1. 0;; a deformécio- és a fesziiltségtenzor.

Onsager-féle szimmetriarelaciok
Lijki = Ljiki = Lktij = -

Flggetlen L;;; rugalmas egyttthatok szama?

[zotrop esetben 2 (Young—modulusok), triklin rendszerben 21.
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Adott (kristaly)szimmetria esetén

% gzeg {Tr(g)4 + 2Tr(g)2 Tr(g2) + 3Tr(92)2 — 2Tr(g4)}
ahol G a kristaly szimmetriacsoportja (pontcsoport).
Altalaban: a skalar szabadenergia a szimmetrikus deforméacidtenzornak
egy invarians polinomja, igy a feladat a pontcsoport szimmetrikus négy-
zete fundamentalis invaridnsainak meghatarozéasa (fenti képlet a fiigget-

len masodrendd invaridnsok szamaéat adja).
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2. Parcialis differencidlegyenletek redukcioja

Adott szimmetriaja peremérték-feladat megoldasai altal kielégitett egy-
szeriibb (kevesebb véltozos) egyenletek meghatarozésa.

A megoldasok csak a szimmetriacsoport invaridnsaitol fiigghetnek, igy
azt kell vizsgalni, hogy ezen invaridnsok (mint gérbevonalt koordinatak)
fiiggvényében milyen alakot olt a differencidlegyenlet.

Példaul a AP = 0 Laplace-egyenlet redukalt alakja gombszimmetrikus

d [ ,d®
d_< ﬂ—o

(r, ¢,19) gombi koordinatakat hasznalva.

peremfeltételek esetén
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2. Torténeti attekintés

Antikvitas (Eukleidész, Arkhimédész): szimmetriaelvek alkalmazasa geo-

metriai problémakra, szabalyos testek osztalyozasa.

J.-L. Lagrange (1771): polinom-egyenletek megoldhatosaga.

E. Galois (1832): Galois-elmélet (polinom-egyenletek, geo-

metriai szerkeszthetdség).
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A. Cayley (1854): absztrakt csoportfogalom.
E. Mathieu (1861,1873): Mathieu-csoportok.

F. Klein (1873): geometridk osztélyozésa.

S. Lie (1871-1893): folytonos (transzformacio-)csoportok.
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H. Poincaré (1882): homologia-csoportok.

E. Picard (1883): differencialis Galois-elmélet.

D. Hilbert (1888): invarianselmélet, homologikus algebra.
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G.F. Frobenius (1896): abrazoléselmélet.

W. Burnside (1903): véges csoportok.

[. Schur (1904): projektiv abrézolasok.
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A. Haar (1933): invaridns mérték és integral.

1966-1976: véges egyszerili csoportok osztalyozasa.
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Csoportelmélet a fizikaban

Reneszansz: szimmetriaelvek alkalmazasa a statikiban (Stevinus).

L. Euler (1765): merev testek mozgasa.

E.S. Fedorov (1891), L. Schonflies (1891) és W. Barlow

(1894): haromdimenziés kristalyszimmetriak osztéilyozasa.

H. Poincaré (1900): Maxwell-egyenletek szimmetriai (relativitaselmélet).
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E. Noether (1915): szimmetridk és megmaradéasi torvények.

E. Wigner: szimmetridk a kvantumelméletben (1933),

relativisztikus hullamegyenletek (1947).
C.N. Yang és R. Mills (1954): nem-abeli mértékelméletek.
M. Gell-Mann (1963): nyolcas it (kvark-modell).

D. Shechtman (1982): kvéazi-kristalyok.
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3. Csoportaxiomak

X halmazon értelmezett kétvaltozos miivelet: x: X x X — X leképezés

(két elemhez egyértelmiien rendel hozzé egy harmadikat).

Példak: egész (racionalis, valds, komplex, ...) szamok Osszeadasa és
szorzasa, egész szamok legkisebb kozos tobbszorose, vektorok osszege
és vektorialis szorzata (de nem a skaléris szorzat), linearis operatorok

osszege €és szorzata, ...

Multiplikativ jel6lésmod: a x(x,y) prefix jelolés helyett szokésos az xxy,
vagy egyszertien csak xy infix jelolés a mivelet eredményére (z,y € X

elemek szorzata).
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Egy X-en értelmezett kétvaltozos miivelet

asszociativ, ha barmely z,y, z€ X esetén

z(yz) = (vy)z

kommutativ, ha barmely z,y € X esetén
Ty = Yyx

egységelemes, ha létezik olyan 1 € X elem, hogy Vz € X-re

¢: X1—Xo leképezés miivelettarto, ha minden x, y € X1 esetén

P(ry)=o(x) o(y)
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Csoport: elemek egy G halmaza egy rajtuk értelmezett asszociativ és
egységelemes kétvaltozos miivelettel, amennyiben minden x € G elemnek

létezik inverze, vagyis egy olyan ™' € G elem, amelyre

Csoportmiivelet kommutativ ~» kommutativ csoport (Abel-csoport).
Csoport rendje = elemeinek szamossaga.
[zomorfizmus: bijektiv mivelettartd leképezés.

(G és H csoportok izomorfak, jelben G= H, amennyiben létezik ¢:G— H

izomorfizmus.
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[zomorfia reflexiv (G = (), szimmetrikus (G = H esetén H = G) és
tranzitiv (G= H és H = Kesetén G = K ), de nem ekvivalencia-relacio,

mert tal sok csoport van (Russel-féle antindmia).

Izomort csoportok rendje megegyezik: G=H ~~ ‘G’ = !H ]

Izomorfia-elv: izomorf csoportok algebrai szempontboél egymastol meg-

kulonboztethetetlenek.

Automorfizmus-csoport:
Aut(G)={a:G— G|« izomorfizmus}

a kompozicié miiveletével (csoportstruktira szimmetriai).
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Csoportfogalom altalanositasai

1. Félcsoport (csak a szorzés asszociativitasat koveteljiik meg) és mo-
noid (egységelemes félcsoport): automatéik elmélete (& matemati-

kai nyelvészet), renormélas elmélete, stb.

2. Kvézi-csoport (csak az inverzek 1étét koveteljiik meg): kombinato-

rikai alkalmazasok.
3. Grupoid (parcialisan definialt szorzés): kvézi-kristalyok.

4. Kvantum-, szuper-, stb. csoportok: elméleti fizikabol.
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4. Példak

4.1. Szamcsoportok

Szamgyiiri: szamok (egész, racionalis, valds, komplex, ...) olyan halma-

za, mely tartalmazza barmely két elemének szorzatat és kiilonbségét.

Példak: Z, Q, R, C, 2Z (paros egészek), de a paratlan egészek 27+ 1

halmaza nem szamgytrd (paratlan szamok kiilonbsége paros).

a eleme egy R szamgytlrinek ~~

1. 0=a—a és —a=0—a is eleme R-nek;

2. a,b€ R esetén a+b=a—(—0b) is eleme R-nek.
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Osszeadas asszociativ, kommutativ, egységelemes (a+0=a) mivelet, és
egy szamgylrid minden elemének létezik additiv inverze (a4 (—a) = 0)
~ szamgyirik elemei az 0sszeadas miiveletével Abel-csoportot alkotnak

(additiv szdmcsoportok).

Szorzas asszociativ, kommutativ és egységelemes (1) miivelet, de altala-
ban nem minden szdmnak létezik multiplikativ inverze az adott szam-

gytirtin beliil (példédul 2-nek nincs inverze Z-ben, vagy 0-nak Q-ban).

Szamtest: olyan szamgytird, melyben minden nemzérus elemnek létezik

multiplikativ inverze (reciproka); pl. Q, R és C.

Szamtestek nemzérus elemei Abel-csoportot alkotnak a szorzas mivele-

tével (multiplikativ szamcsoportok).
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4.2. Maradékosztaly-gytrik

Maradékos osztas tétele (Eukleidész): barmely a € Z egész és n >0 pozitiv
egész esetén léteznek olyan g € Z (az a és n hanyadosa) és 0<r <n (az

osztasi maradék) egész szamok, hogy a=gn+r.

Maradékosztaly: azon egészek halmaza, amelyek egyazon osztasi mara-

dékot adjak valamely pozitiv egésszel (a modulussal) torténd osztaskor.

nZ+r=4{nq+r|q€Z}

Két, azonos modulust maradékosztalybol vett szampéarok 6sszege és szor-

zata maradékosztalyt alkot ~~» maradékosztalyok Z, gytrije (n elemt).
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4.3. Szimmetrikus és alternalé csoportok
Permutécio: véges halmazt énmagaba képezd bijektiv (kdlcsonosen egy-
értelmti) leképezés.

Permutéciok szorzasa: leképezések kompozicioja (asszociativ és egység-

elemes miivelet, egységeleme az id x:x+— x identikus leképezés).
Permutacio6 inverze: inverz leképezés (szintén bijektiv).

X véges halmaz permutacioinak osszessége csoportot alkot, az X feletti

Sym(X) szimmetrikus csoportot (| X|>2 esetén nem-kommutativ).

Ha X elemszéma n, akkor Sym(X) rendje (elemszama)

Sym(X)| = n!
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Transzpozicio: két elem felcserélése.

Minden permutécié elGall (nem egyértelmtien) transzpoziciék szorzata-
ként: bar a felbontasban szerepld transzpoziciok szama sem egyértelmi,
de azok paritasa (paros vagy paratlan volta) az ~» paros és paratlan

permutaciok.

Paros permutacidok szorzata és inverze szintén paros ~» paros permuté-
cidk csoportot alkotnak, az X feletti Alt(X) alternal6é csoportot (rendje
fele Sym(X) rendjének).

Sym(X) és Sym(Y), ill. Alt(X) és Alt(Y) izomorf ha | X|=|YV| ~
S, = Sym({1,...,n}) és A, = Alt({1,...,n}) n-ed foka szimmetrikus

(alternéld) csoportok.
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4.4. Linearis csoportok

Egy V lineéris tér feletti linearis operatorok szorzata (kompozicidja) szin-
tén linearis operator, és a szorzas asszociativ miivelet, melynek egység-

eleme az idy:z+— x identitasoperator.

FEszrevétel. Linearis operatorok szorzasa altalaban nem kommutativ (ki-

véve, ha dim V' =1).

A:V =V linearis operator akkor bijektiv (invertalhato), ha a determi-
nansa nem zérus: det A#0.

Determinans multiplikativ: det(AB)=det Adet B.

~» invertalhatd operatorok szorzata is invertalhato.
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Altalanos linearis csoport: V linearis tér feletti invertalhaté linearis ope-

ratorok
GL(V)={A4: V=V | det A #0}
Osszessége az operatorok szorzasaval mint miivelettel.

dim V' >1 esetén GL(V') nem kommutativ, mig dim V' =1 esetben azono-

sithaté a skalarok testének multiplikativ csoportjaval (kommutativ).

Specialis linearis csoport: egységnyi determinansi linearis operatorok
SL(V)={A: V=V |det A=1}

csoportja.
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4.5. Unitér csoportok

Unitér operator: inverz = adjungalt (hermitikus konjugalt).

H komplex Hilbert—tér feletti U(?) unitér csoport: unitér operédtorok

Osszessége a kompozicié (operatorok szorzata) miiveletével.

SU(H) specialis unitér csoport: egységnyi determinansi unitér operato-

rok csoportja.

Véges n=dim H dimenzids esetben U(H) és SU(H) szerkezetét meghata-

rozza (izomorfia erejéig) annak dimenzioja ~» U(n) és SU(n) csoportok.

Fontos szerepet jatszanak a kvantumelméletben (Wigner tétele) és a ré-

szecskefizikdban (belsé szimmetriak).
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4.6. Ortogonalis és szimplektikus csoportok

Bilinearis forma (V linearis téren): skalar értékd kétvaltozos fiiggvény

V-n, amely mindkét valtozojaban linearis

B(ax+Py,z) = aB(x,z) + BB(y,z)
B(x,ay+pPz) = aB(x,y) + BB(x,2)
minden «, 8 skalarra és x,y,z €V vektorokra.

Degeneralt forma: 1étezik nemzérus x €V vektor, hogy B(x,y)=0 (vagy

B(y,x)=0) minden y € V-re.

B bilinearis forma szimmetrikus, ill. antiszimmetrikus (alternalo) attol

fiiggen, hogy B(y,x)=PB(x,y) vagy B(y,x)=—B(x,y) hax,yeV.
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Minden forma felbonthaté (egyértelmten) egy szimmetrikus B és egy

alternal6é B _ forma Osszegére: B=p_ + 3_, ahol

B(x,y) = B(y,x)
2

ﬁj:(Xv Y) —

Sylvester tétele: egy valdés n dimenzios linearis téren értelmezett 3 szim-

metrikus bilineéris formédhoz mindig valaszthaté olyan {by, ..., b, } bazis,

hogy x=> . x;b; és y=) . y;b; esetén

p p+q
B(x,y) =) xigi— Y iy
i=1 i=p+1

ahol 0<p, ¢g<p+qg<n; a forma degeneralt, ha p+qg<n.
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Darboux tétele: egy valos n dimenzids linearis téren értelmezett 3 alter-
nalé bilinearis formahoz mindig valaszthaté olyan {bi,...,b,} béazis,

hogy x=> . x;b; és y=) . y;b; esetén

p
B(x,y) = Z (TiYitp — TitpYi)

1=1

ahol 0<p <n/2; a forma degeneralt, ha 2p <n.

Bilinearis forma automorfizmusa: olyan A € GL(V') operator, melyre

ﬁ(AXa AY) — ﬁ(Xa Y)

minden x,y €V esetén.

Automorfizmusok csoportot alkotnak a kompozicié miveletével.



4 PELDAK

O(p, q) ortogonalis csoport: nem-degenerélt, (p,q) szignaturaju valos

szimmetrikus bilinearis forma automorfizmusainak csoportja.

SO(p, q) specialis ortogonalis csoport: ortogonalis csoport egységnyi de-

terminansu elemei.

Sp(2p) szimplektikus csoport: nem-degeneralt, 2p dimenziés valds alter-

nalé forma automorfizmusainak csoportja.

Fontos szerepet jatszanak a fizika minden teriiletén: SO(3) azonosit-
hatdé a haromdimenzios forgascsoporttal (egy kivédlasztott pontot fixen
hagyo, iranyitas- és tavolsagérzd transzforméciok), SO(3,1) a Lorentz—
csoporttal, a szimplektikus csoportok pedig a klasszikus mechanika ka-

nonikus formalizmusaban fontos
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4.7. Geometriai szimmetriacsoportok

Meértani alakzat szimmetridja: olyan transzformacio, amely az alakzatot

onmagaval fedésbe hozza.

Szabalyos sokszog: olyan konvex sikbeli alakzat, melynek oldalai mind
egybevagoak (~ azonos a hosszik, és a szomszédos oldalak altal bezért

szOgek is megegyeznek).

/\

Hasonl6sagi transzforméacié erejéig minden n > 2 egészre pontosan egy

szabalyos n-szog létezik.
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Szabalyos sokszog oldalfelez6 merélegesei mind atmennek egy kozos pon-

ton (sokszog kozéppontja).

Szabalyos n-szog szimmetridi: 27/n sz0g tObbszorosével torténs kozép-
pont koriili forgatasok + oldalfelezé merdSlegesekre és kozéppontot csics-

pontokkal 0sszekoté egyenesekre vald tiikrozések.
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Paros n esetén atellenes oldalak felez6merélegesei egybeesnek, ahogy az
atellenes cstucspontokat a kozépponttal 0sszekoté egyenesek is ~» n darab

kiillonboz6 tiikkrozési tengely.

Paratlan n esetén oldalfelezé merélegesek mind kiilonboznek egymastol,
de mindegyik atmegy valamelyik csiicsponton ~~ tjfent n darab kiilon-

boz6 tiikrozési tengely.

n-ed foku ID,, diédercsoport: szabalyos n-szog szimmetriacsoportja.
’]Dn ! =2n

(n kiillonbo6zs forgatas és n tiikrozés).

Csoportstruktura lefrasa: Cayley—tabla (szorzotabla, alacsony elemszém

esetén hasznalhato).
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1. || 1. h
g g gh

Sokszog onmagaval fedésbe keriil ~~ csticspont csticspontba, oldal oldal-
ba, tiikrozési tengely tiikrozési tengelybe megy at ~» minden szimmet-
riatranszforméciohoz tartozik a csucspontok (oldalak, stb.) egy permu-

tacidja, amely egyértelmien jellemzi a szimmetriat.

w: D, =S, mivelettartd leképezés (permuticios hatas).
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‘Dg’ = ’Sg’ = 31, ezért n = 3 esetén a permutécios hatas bijektiv ~~

D3 és S3 izomort egymassal.

T D4 1 C | C?| o1 | 09 | o3

() 1 1 C | C?| oy | 02| o3
(1,2,3) C| C |C*| 1 |o3| 01| 02
(1,3,2) C? | C?| 1 C | oo | 03 | 01

(2,3) o1 || o1 | o9 | O3 1 C | C?
(1, 3) oy || 09 | 03 | 01 | C? | 1 C
(1,2) o3 || 03 | o1 |02 | C |C?*| 1
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Szabalyos test: olyan konvex térbeli alakzat, melynek lapjai egybevago

szabalyos sokszogek (~ élek mind azonos hosszisaguak).

Harom dimenzioban 6t szabalyos test (hasonlosag erejéig):

1. tetraéder (4 egybevigd haromszog);
2. oktaéder (8 haromszog);

3. ikozaéder (20 haromszog);

4. kocka (hexaéder: 6 négyzet);

5. dodekaéder (12 szabélyos 6tszog).
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_,.-a-""'- kocka
ihexadder)

G LaEder
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Szabalyos testek szimmetriacsoportjai:

- T = Ay (tetraéder),
- O =S, (oktaéder = kocka)
- T2 Ay (ikozaéder = dodekaéder).

Négydimenzios szabélyos (konvex) poliéderek: szimplex (5-cella), orto-

plex (16-cella), hiperkocka (8-cella), 600-cella, 120-cella, 24-cella.

Négynél magasabb dimenzidkban mindossze harom szabalyos poliéder:

tetraéder, oktaéder és hexaéder magasabb dimenzids altalanositasai.
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4.8. Molekulak szimmetriacsoportjai

Molekulakat alkoté atomtorzsek & elektronfelhd invaridns bizonyos geo-

metriai transzforméciokra (pontcsoport) ~

1. vibréacioés és rotéacids spektrum szerkezete (Wigner, Tisza);
2. elektromégneses jellemzdk (dipdl- és magneses momentum, stb.);

3. kémiai tulajdonsagok.

WYL O
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Haromdimenzidés pontcsoportok: 7 végtelen sorozat + 7 poliéder csoport

1. C,=Z, ciklikus, pl. hidrogén—peroxid H,O,(n=2);

2. Cpy =D, piramidalis, pl. viz (n=2), ammoénia (n=3), hidrogén-

fluorid (n=o00);
3. Con=ZynxZsy , pl. borsav (n=3);
4. D, =D, diéderes, pl. ciklohexan (n=2);
5. Dyy=Ds, antiprizmatikus, pl. etdn (n=3);

6. Dpn =D, X Zy prizmatikus, pl. etilén (n =2), bor-trifluorid BF,

(n=3), C-, (n=5), benzol (n=6), széndioxid (n=00);
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7. Sn=Zloy;

8. T= A, kiralis tetraéderes;

9. Tq =84 tetraéderes, pl. metan CH,;
10. Ty, =2 A4 X Zs pyritoéderes;
11. O=S, kiralis oktaéderes;
12. O =S4 X Zy oktaéderes, pl. kén-hexafluorid SF;
13. I= A5 kiralis ikozaéderes;

14. I, = A5 X Zs ikozaéderes, pl. egyes fullerének.



4 PELDAK

4.9. Kristalyok szimmetriacsoportjai

Tapasztalat: egyes homogén (egynemii) anyagok anizotrop (iranyfiiggs)
viselkedést mutatnak (pl. kristalyok mechanikai, optikai, elektromos,

stb. tulajdonséagai).
Fenomenolodgiai leirds: anyagi jellemz6k tenzorialis jellege.

Mind a mikroszkopikus homogenitas, mind a rendezetlen mikroszkopi-
kus inhomogenitas izotropiara vezet ~~ anizotrop viselkedés a rendezett
mikroszkopikus inhomogenités (kristalyszerkezet) makroszkopikus meg-

nyilvanulasa (kvantumelméleti indoklasa nem ismert).
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Kristalyos anyag: térben periodikusan elhelyezked6 mikroszkopikus O0ssze-

tevék (atom-, molekula- vagy ioncsoportok) altal alkotott test.

Kvazi-kristaly: aperiodikus, de hosszil t4va rendet mutato elrendezés.
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Mikroszkopikus 0Osszetevok egy periodikus haromdimenzids racs

talyracs) racspontjai koriil lokalizaltak (racshibék hianyaban).

(kris-

Tércsoport: kristalyracsot onmagaba képezd transzforméciok (kristély-

racs szimmetriai);

ezek kilonféle kombinacioi.

elemei eltolasok, forgatéasok, tiikrozések, inverziok és



4 PELDAK

Transzlacios részcsoport: kristalyracsot onmagaval fedésbe hozo eltola-

sokat tartalmazoé kommutativ csoport.

Pontcsoport: kristalyos test forgéasi és tiikrozési szimmetriait jellemzdé

véges csoport.

Kristalyrendszer: adott pontcsoport altal jellemzett szimmetriaval bird

kristalyszerkezet.



4 PELDAK

Transzformacio rendje: legkisebb olyan pozitiv egész, amely hatvanyra

emelve a transzformaciot az identitast kapjuk vissza.

Kristalytani korlatozas (Barlow): pontcsoport barmely elemének rend-
jével relativ prim egészek szama nem haladhatja meg a dimenziét (csak

periodikus struktarakra érvényes, kvézi-kristalyokra nem).

dimenzi6 2,3 4,5 06,7

megengedett értékek || {2,3,4,6} | U{5,8,10,12} | U{7,9,14,18}

~+ minden adott dimenzidban csak véges sok lehetséges kristalyszerkezet

(tércsoport): osztalyozas!



4 PELDAK

dimenzi6 || 2 | 3F 4+ 5F 6"
kristalyrendszerek || 4 7 33 59 251
pontcsoportok || 10 | 32 227 955 7104
tércsoportok || 17 | 230 | 4894 | 222097 | 28934974

I: Fedorov (1891), Schonflies (1891) és Barlow (1894).
t: Brown, Biilow és Neubiiser (1978).
": Plesken és Schulz (2000).
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