1 ALAPFOGALMAK

Csoporthatasok

1 Alapfogalmak

G csoport hatdsa az X halmazon egy olyan u: GxX X — X leképezés,

amelyre teljesiil

(g, u(h, z)) = u(gh, x)
u(leg,x) ==

minden g, he G és x € X esetén.

Multiplikativ jelolés: | gr = pu(g,x) |ha ge G és x€ X.
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. 0,

Multiplikativ jelolésmédban a csoporthatas definicivjadban szerepld feltételek

g(hx) = (gh)x
és
lcx =2
Eszrevétel. Az egyes g€ G elemekre értelmezett

M, : X = X

x — gr
leképezések bijektivek, és teljesil p o, =p ), azaz

u:G — Sym(X)
g = M

egy miivelettarto leképezés (hatds-homomorfizmus).
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Példak:
1. vx trivialis hatas, ahol gr=x minden g€ G és x € X-re.
2. G csoport

Ag . GxXG—G , PG xG—=G

€S
(g, h) — gh (9,h) +— hg™

bal-, ill. jobbregularis hatasa onmagéan.

3. Linearis csoportok hatasa vektorok Osszességeén.

4. Geometriai alakzat szimmetriacsoportjanak hatasa pontjainak, ill.
kitlintetett részalakzatainak (csticspontok, élek, stb.) halmazain.

5. G csoport H <G részcsoporthoz tartozo

we G x (G/H) = G/H
(9, xH) > (92)H

coset-hatasa a (baloldali) mellékosztalyok G/H halmazan.
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n:GX X1—=X7 és uy: G X Xo— X5 csoporthatasok ekvivalensek, jelben
W, & u,, ha létezik olyan A: X;—X5 bijektiv leképezés, hogy py,=Aopu,,

vagyis A(gx) = gA(x) minden g€ G és x € X esetén.

Eszrevétel. Ekvivalens hatasok alaphalmazainak szamossaga megegyezik.

Feladat: adott csoport Osszes hatasdnak osztalyozasa ekvivalencia erejéig.

Példak:
1. vx és vy trividlis hatasok ekvivalensek, ha ’X ! — ‘Y‘
2. Ag bal- és ps jobbregularis hatasok mindig ekvivalensek.

3. Ug/m €8 Hg i coset-hatasok akkor ekvivalensek, ha H és K konjugalt

részcsoportjai G-nek.
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2 Az orbit-stabilizator—tétel

0 #£W C X stabil részhalmaz, ha gWW =W minden g € G-re, ahol
gW = {gz|zeW}
Hatas lesziikitése egy W C X stabil részhalmazra:

wy GXW =W
(9,2) — n(g,z)

Palya: minimalis stabil részhalmaz.

Palyak particionaljak X-et: két palya vagy megegyezik egymassal, vagy
diszjunkt, és uniojuk kiadja X-et ~» egyazon palydhoz tartozni egy ekvi-

valencia-relacio, és minden stabil részhalmaz el6all palyak uni6jaként.
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Kvociens-tér: palyak Osszessége

G\X ={Gzx|zre X}

x1, s € X egyazon palydhoz tartozik <= x9=gx; valamely g€ G-re

Egy hatas tranzitiv, ha csak egy palya van (maga az X alaphalmaz),

azaz a kvociens-tér egyelemdi.
Hatéas lesziikitése egy palyara mindig tranzitiv.

Minden coset—hatas tranzitiv (ideértve a regularis hatasokat is)!

reX fixpontja g€ G-nek
ge G stabilizalja z € X-et

Ha gxr = x, akkor {
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g € GG csoportelem fixpont-halmaza
Fix(g) ={zxe X |gr=x}
x € X pont stabilizatora

Stabg(x) = {g€G|gr=12} = G,

Példa. A pg, gy coset—hatas esetén
Fix(g) = {«H | ¢" € H}
mig az xH mellékosztaly stabilizatora

Stabg(zH) = aHx™*

Eszrevétel. Stabilizator mindig részcsoportja G-nek, G, < G, mert

g, h€Stabg(x) esetén (gh™ ) x=g(h~tz)=gr=uz.
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Fix(hgh™") = hFix(g) és Stab(gx) = g Stab(x) g™’
Egyazon palyahoz tartozd pontok stabilizatorai egymas konjugaltjai.

Orbit-stabilizator—tétel: bijektiv megfeleltetés létezik egy € X pont
Gr={gr|geG}
palydja (orbitja) és stabilizatordnak (baloldali) mellékosztalyai kdzott.

Ga o~ G/Gy

Kovetkezmények:

1. palya hossza (szamossaga) = stabilizator részcsoport indexe

Gz| =[G : G,]

2. | minden tranzitiv hatas ekvivalens egy coset—hatéssal!

1= Ug/q, barmely z-re
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3 Hatasok osszege és szorzata

A paronként diszjunkt X; halmazok (7 € I) feletti u,;: GXX; — X; csoport-
hatasok u=®;cry; Osszege a

u(g,z) = u,(g,z) ha xeX;
modon értelmezett hatds az J,.; X; halmazon.

Osszeghatés ekvivalenciaosztalya csak a tagok osztalyaitol fiigg, tovabba
ty & (He @ H3) = (1 © Hy) © pg
és

Ho Dy = 1y D Uy
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Tranzitiv dekompozicié: minden hatas felbonthat6 tranzitiv hatasok

Osszegére (sorrend erejéig egyértelmten)!

HZ@HW

WeG\ X
Minden py, tranzitiv Osszetevo ekvivalens egy pe,f coset—hatassal, ahol
H a W valamely pontjanak stabilizatora.

Palyak — stabilizatorok — tranzitiv 6sszetevék (multiplicitassal).

Egy-egyértelmii kapcsolat hatasok ekvivalencia-osztalyai és részcsoportok

konjugalt osztilyain értelmezett szamossigértéki fiiggvények kozott!
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Ui:Gx X1 — X1 és py: G X Xo— Xo csoporthatasok p, X gy szorzata a

(g X o) (g, (71, 22)) = (K1(9, 1) , Ha(g, T2))

aAZaZ

9(513175132> — (91’1,9332)

modon értelmezett hatas az X; X Xo halmazon.

Példa. Trivialis hatasok szorzata szintén trividlis, vx X vy = Vxxy;

tovabba, ha X egy n szamossagu véges halmazt jelol, akkor

7

N
n
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Szorzathatas ekvivalenciaosztalya csak a tényezck osztalyatol fiigg, tovabba

X (Mg X t3) = (Mg X Mg) X U3
Mo X My = [ X Ho
és

iy X (Mg @ u3) = (1 X Hy) D (1g X H3)

Burnside—gytiri: hatasok ekvivalencia-osztalyainak Osszessége a hatasok

Osszegének és szorzatanak mitveletével (val6jaban félgytird).

Elég ismerni a tranzitiv hatasok szorzatainak tranzitiv dekompozicioit

P X = @N jIim tzios szabalyok

j\/’f7 nemnegativ egész multiplicitasok a strukturaallandok.
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4 Permutacios hatasok

Permutacios hatéds: véges halmazon értelmezett csoporthatéis (hatas foka

— alaphalmaz szamossaga).

Minden ¢: G —S,, homomorfizmus egy permutacioés hatasboél szarmazik.

tranzitiv hatasok «~ részcsoportok konjugalt osztalyai

~ véges csoportnak csak véges sok inekvivalens tranzitiv hatasa van!

Regularis hatas: olyan tranzitiv hatds, melyben csak az egységelemnek

vannak fixpontjai (trivialis részcsoporthoz tartozé coset—hatéas).

Cayley tétele: minden véges csoport izomorf egy permutacidécsoporttal.
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Cauchy-Frobenius—lemma: palyak szdma = fixpontok atlagos szama

G\X| = ﬁ S [Fix(g)|

geG

Egy ekvivalencia-relacio a hatassal kompatibilis, ha x =y esetén minden

geG-re gr=gy.

Tranzitiv hatds esetén egy-egyértelmi kapcsolat hatassal kompatibilis

ekvivalencidk és stabilizatort tartalmazo részcsoportok kozott.

Egy permutaciés hatas k-tranzitiv, ha tranzitiv az
X{k}:{(xl, . ,:Uk) ‘ QIL‘Z'EX, wz#xj}

halmazon a g(x1,...,xx)=(9x1,...,9xr) komponensenkénti hatéas.
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