1 FOLYTONOS CSOPORTOK

Lie-csoportok

1. Folytonos csoportok

Kontinuum szamossagu csoportok esetén elemek jellemzése val6s para-
méterek (koordindtak) segitségével.
Topologikus (folytonos) csoport: olyan csoport, amely egyben topologi-

kus tér is, és topolodgidja kompatibilis a csoportstruktaraval, azaz a

Ag . GxG—G g :G—>G
valamint )
(g,h) = gh g =g

leképezések folytonosak (minden nyilt halmaz inverz képe nyilt).
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n-paraméteres folytonos GG csoport paraméterezése egy g: U — G lokalis
homeomorfizmus az U C R™ paraméter-tartoméany és G kozott (minden
a €U pontnak létezik olyan a € W CU nyilt kérnyezete, hogy g megszo-

ritasa W-re inverzével egyiitt folytonos).

Példa: térbeli eltolasok haromparaméteres csoportjanak jellemzése az
Gspontot a képponttal Gsszek6ts vektor (adott béazisra vonatkozd) vek-

torkomponenseinek segitségével.
Paraméterek a € U Gsszessége a g(ax) € G csoportelem paramétervektora.

Csoport topologidja «~ paraméter-tartomany topologidja (két csoport-

elem akkor kozeli, ha paramétereik kozeliek).
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Egy G folytonos csoport

kompakt, ha minden nyilt lefedésébdl kivalaszthatd egy véges lefedés

(& paraméter-tartoméany zart és korlatos);
Osszefliggs, ha barmely két pontja Gsszekothets folytonos gorbével;

egyszeresen Osszefiiggd, ha Osszefiiggd és minden zart gorbe folytonosan

osszehtizhatd egy pontra.

Egységelembdl kiinduld, G-beli folytonos gorbék végpontjainak G hal-
maza az egységelem komponense (részcsoportja G-nek, Gy <G, és Ossze-

fiigg6 csoportra Go=G).

G /Gy mellékosztalyok «~ G Gsszefliggd komponensei
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Egységelem paramétervektora (konvencié szerint) 0=(0,...,0), vagyis
g(ﬁ) =1

Csoportaxiomak miatt 1éteznek p: UXU—U és ¢: U— U folytonos
leképezések, hogy
g(a)g(B) = g(p(d, B))

és

g(a) " = g(¢(a))

u(&, 5) az a és (3 paramétervektora csoportelemek szorzatanak para-

métervektora, mig ¢(@) az & paramétervektorii csoportelem inverzéé.
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Csoportaxioméak kovetkeztében

asszoclativitas
egységelem

inverzek létezése

Lie—csoport: a u:UXxU—U és ¢: U—U leképezések konvergens Taylor-

sorba fejthet6k az egységelem egy kis kérnyezetében (elegendé kétszeres

folytonos differencidlhatosagot feltenni).
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Lokalis izomorfizmus: egységelem kis kornyezetében mivelettarté diffeo-
morfizmus, azaz olyan ¢ : W7 — Wy (inverzével egyiitt) differencialhato
leképezés 0 € Wy C Uy és 0 € Wy C Us euklideszi részhalmazok kozott,
amelyre

Ha(6(ex), 6(8)) = & (. (6, B))

Lokalis szerkezet ugyanaz, kiilonbség csak a topologiai tulajdonsagokban.

Minden 6sszefiiggé G Lie-csoportra létezik vele lokdlisan izomort egysze-

resen Osszefiiggé G univerzalis fedGesoport, amelyre

G=G/Z

ahol Z a G egy véges centralis részcsoportja.
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Példak

1. (R,+), a valés szamok additiv csoportja
U = R paraméter-tartomany és g(a) = « trividlis paraméterezés
esetén p(a, B)=a+p és t(a)=—a

egyszeresen Osszefiiggd és nem kompakt;

2. U(1)={z€C| |z|=1}, a komplex fazisok multiplikativ csoportja
U = R paraméter-tartomany és g(a) = exp(w«) exponencialis
paraméterezés esetén (o, 8)=a+p0 és t(a)=—«
~~ lokalisan izomorf (R, +)-szal

kompakt és osszetiiggd, de nem egyszeresen 0Osszefiiggd;
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3. a haromdimenziés forgascsoport (adott kézds ponton atmend ten-
gelyek koriili forgatasok csoportja): haromparaméteres (forgatasok
jellemezhet6k pl. Euler-szogekkel), és a paramétertartomény azo-
nosithato6 egy gémb belsejével (hatarfeliilet szerkezete nem trivialis)
kompakt és Gsszetiiggd, de nem egyszeresen Osszefiiggd
Azonosithato az SO(3) ortogonalis csoporttal (forgastengelyek met-
széspontjatol mért tavolsag invarians ~» minden forgatas leirhaté

egy 3x3-as ortogonélis méatrix segitségével);

4. SU(2)={U€eMat, (C) | det U=1, UTU =1} izospin-csoport
haromparaméteres, egyszeresen Osszefiigg és kompakt

SO(3) univerzalis fedGcsoportja;
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5. E(3) euklidészi csoport — R? izometridinak csoportja
hatparaméteres: 3 transzlacié + 3 forgatés

Osszefliggl és nem-kompakt;

6. O(n)={AeGL(n)| AA®*=1} ortogonalis csoport
dim O(n)= @

nem Osszefiiggd (tiikrozések), de kompakt;

7. P Poincaré—csoport = Minkowski—téridé szimmetriacsoportja
10 paraméteres: 3 térbeli + 1 idébeli eltolas + 6 négydimenzids
forgatas (3 térbeli forgatés és 3 Lorentz—trafo)
transzlacié részcsoport és Lorent—csoport féldirekt szorzata

nem 0sszefliggd és nem kompakt.
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2. Lie-algebra

Minden Lie—csoportnak létezik olyan (in. kanonikus) paraméterezése,

amelyre L(&):—éz’ és

n
,u(dE, B)Z = o; + 0; + Z cgkajﬂk + magasabb rendd tagok
J,k=1

Ad ¥ valos egyiitthatok a Lie—csoport struktiraallandoi.

Struktiraallandok tulajdonséigai:

" +¢’ =0 antiszimmetria

jm kL km lj | Im jk\ _ i :
g {c™e + el + et =0 Jacobi-azonossag
m
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Lie tételei:

1. strukturaallandék meghatarozzidk a magasabb rendd tagokat!

2. antiszimmetriat és Jacobi-azonossigot kielégits tetszdleges valds

C‘g g egylitthatok valamely Lie-csoport struktiraallandoi (megfeleld

kanonikus paraméterezésben).

Lokalisan izomorf csoportok struktiraalland6i megegyeznek (megfelelGen

valasztott paraméterezések esetén).

Kiilonb6z6 kanonikus paraméterezésekben szamitott strukturaallandok

kozott linearis Osszefiiggés ~~ csoportszerkezet linearizalasa.
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Lie-algebra: £ linearis tér egy |a, b]-vel jelolt mindkét valtozojaban line-
aris ("bilinearis’) kétvaltozos miivelettel (azaz [Aa+ ub, c|= A|a, c|+ulb, ¢|
és [a, Ab+uc] = Aa, b]+pla, c] minden a, b, c€ L, ill. \, u skalarok esetén),

amelyre teljesiil

la,b] + [b,a] =0 antiszimmetria

la, [b,c]] + [b, [c, a]] + [¢, |a,b]] =0 Jacobi-azonossag

Mivelet bilinearis ~~» elegendé ismerni baziselemekre.

Lie—morfizmus: miivelet6rz6 ¢: L1 — Lo linearis leképezés

#([a,0]) =[¢(a), ()]
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Példak:

1. R? a vektorialis szorzattal
adx(bxé) = (d-é)b— (a-b)é
2. nxn-es matrixok az [A,B]=AB— BA kommutator-mtvelettel;

3. gl(V) altalanos linearis Lie-algebra az A:V — V lineéris operatorok

Osszessége a szokasos [A,B]=AB— BA kommutéatorral;

4. megfigyelhetd mennyiségek a Poisson-zarodjellel a klasszikus mecha-

nika kanonikus formalizmusaban;

5. impulzusmomentum komponensei a kvantummechanikaban.
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Csoport Lie-algebrija: olyan valds Lie-algebra, amelyben megfelelGen

valasztott B={by,...,b,} bazis esetén (n=dim G a paraméterek szama)
[bi, bl = > by
k

ahol czj -k a csoport strukturaallandéi (Lie-izomorfia erejéig egyértelmii).
Alternativ definiciok: egységelem érintGtere, invarians vektormezdok, stb.
Lokalisan izomorf csoportok Lie—algebrii izomorfak.

Egyparaméteres alcsoport: valés szamok additiv csoportjaval lokalisan

izomorf részcsoport (ciklikus részcsoport analogja a Lie—elméletben).

egyparaméteres alcsoportok «~ Lie—algebra egydimenzids alterei
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Transzformacidcsoport: R™ folytonos koordinata-transzformécidinak

csoportja (differencidlhatéd sokasag diffeomorfizmusai)

g(&) :R™ — R™

Ti T

differencialhat6 leképezés € U CR™ esetén.

Infinitezimalis generatorok

— 0
i = Z( Oa; )&:6 8—903

g=1

els6rendi parciélis differenciél-operatorok (i=1,...,n).
T3, Ty] = TioT; — T;oT; = Y T

c}ij egylitthatok a transzformaciocsoport strukturaallandoi.
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Példak
1. A haromdimenzi6s eltolasok csoportja: jelolje

g(a) :R°> — R?
T— T+

az a cR3 vektorral torténd eltolast. Ekkor

T Z CC]‘I‘OZJ 0 _ 0

Oo;  Oxy; Oz,

azaz az infinitezimalis generatorok a koordinatak szerinti parcialis deri-

valasok. Mivel ezek alkalmazasanak sorrendje 1ényegtelen (Young—tétel),
15, T;] =0

~ a strukturaallandék mind zérusok.
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2. Az egydimenzios konform csoport: a,beR-re g(a,b):x— ax+b

Megjegyzés: az egységelem paramétervektora (1,0)!

T _ J(ax+Db) 0 —xi
“ da a=1.p=0 0T - T O0x
T d(ax+D) 0 0
° 0b a=1.p=0 0T Oz

o (0 0 9, 0
To Tl =25, (%) e (f“am) =Ty D

3. A kétdimenzids forgiscsoport: a€R-re

X cosa X —SsInay
#:(1) = (Garcmar)
y SIna X+ Ccosa y
J(cosax—sinay) 0 O(sinax+cosay) 0 0 0

T X5

I'= Do ox o oy~ Yox oy
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3. A Haar-meérték

Csoportstruktaraval kompatibilis Lebesgue-mérték.

Kompatibilitas csoportszerkezettel: transzlacio-invariancia

u(9X) = p(Xg) = p(X)

minden g € G-re és X C G mérhetS halmagzra.

Kompakt csoportra mindig létezik Haar-mérték.

Haar-mérték egyértelmd multiplikativ faktor erejéig.

Haar-mérték ~~ Haar-integral (csoportelemekre vett 6sszegzés): paraméter-

tartomanyra vett Lebesgue-Stieltjes—integral.
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4. A forgascsoport

Rogzitett ponton (origd) atmend tengelyek koriili forgatésok csoportja.

Descartes-koordinatak linearisan transzformalédnak, és az egyiitthato-
matrix ortogonalis és egységnyi determinansi ~» forgascsoport azonosit-

hato SO(3) csoporttal (n dimenziéban SO(n)-nel).

Tetszbleges forgatés elallithatd harom, egymasra meréleges tengely ko-

riili forgatas szorzataként:

O(a) = 0z(ay) Oy(ay) O, (a)
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ahol
X cosa X —SsInay
O.(a): [y ] — | sinax+cosay
z z

~ az infinitezimalis generator alakja

0 0

L,=x— —y—

X@y Ox

Hasonl6 megfontolasbol

0 0

L,=y— —z—

Y 2 Z@y

0 0

Ly = Z& — XE

Lie-algebra: L,, L, L, generdtorok linearis kombinacioi.
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Kommutatorok
0 0 0 0 0 0 0
L) = (v 755) (o) ~ (2 22) (ya‘z—y)
9,9 O\ ,0(0 9)\_ 3 0
B y@z Ox 0z oy \ Ox 0z yaz 8y

8 0 J = J &—z +zx o
oz~ ° ay yax “9z00 O yor | oy
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Tetsz6leges 1 iranyu tengely koriili forgatasok generatora
Li=ngLs+nyL,+n,L,

Kommutatoruk
(L, Lin] = Lixam
= forgascsoport Lie-algebrija izomort a hAromdimenzids vektorok Lie—

algebrajaval (vektoridlis szorzattal mint miivelettel).

Eszrevétel. Infinitezimalis generatorok anti-hermitikus operatorok az L? (R3)

Hilbert-téren

<f7 ng> — /f(X7 Y, Z)Lig(xa Y, Z) dXdde — <L2f7 g>
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Onadjungélt J; = —i L; generatorok (nem elemei a Lie-algebranak, csak
a komplexifikalt Lie—algebranak, amelyet a skalarok testének kiterjeszté-

sével kapunk) kommutatorai (e;;; a Levi-Civita-tenzor)
i, Jj] = t€iiJi
Impulzusmomentum-komponensek csererelaciéi (Noether—tétel)!
JP=JZ+J;+J;

nem eleme a Lie-algebrinak, csak annak fedGalgebrajanak (generatorok

polinomiélis kifejezéseinek algebraja), és kommutal minden generdtorral
[J;,J?] =0

~ J? egy (kvadratikus) Casimir-operator.
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Egységelemhez kozeli U € SU(2) méatrix alakja
U=1+icA

valamely 2x2-es A matrixra és kicsiny ¢ valés paraméterre.

l=det U=1+ieTr(A) miatt Tr(A) =0, mig U unitér volta kévetkeztében
1=UU"=(1+4icA)(1-icAN)=1+ic(A—-AT)

~ AT = A, azaz A egy 6nadjungalt (Chermitikus’) matrix.

2x2-es spurtalan és onadjungalt matrixok terének bazisa: Pauli-matrixok.

0 1
=1 o)
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Kommutatoraik

Struktiraallandék megegyeznek SO(3)-éval (Lie-algebrak izomorfak)
~+ SU(2) és SO(3) lokalisan izomorf csoportok.

SU(2) egyszeresen Osszefiiggs, és Z centruma kételemt ~~

SO(3) = SU(2)/Z

SU(2) a forgascsoport univerzalis fedGcsoportja!
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