1 RESZCSOPORTOK

Altalanos csoportelmélet

1. Részcsoportok

Részcsoport: csoportelemek olyan részhalmaza, amely maga is csoportot
alkot a csoportmiivelettel ~~ tartalmazza minden egyes elemének inver-

zét, és barmely két elemének szorzatat is.

Jelent@ség: szimmetriasértés (dinamika szimmetriai nem sziikségszertien

realizalodnak a fizikai konfiguraciokban).

H<G <= ab'eH minden a,bcH-ra
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Trivialis részcsoport: egy elemit, csak az egységelemet tartalmazza.
Részcsoport részcsoportja is részcsoport: K < H és H <G esetén K <.

Részcsoportok metszete szintén részcsoport ~» részcsoport-halo (halo:
olyan részben rendezett halmaz, melyben minden véges részhalmaznak

van legnagyobb also és legkisebb fels6 korlatja).

— az X altal generalt részcsoport — a legkisebb olyan részcsoport, amely
még tartalmazza csoportelemek X C G halmazanak 6sszes elemét (elemei

az X elemeibdl és azok inverzeibdl képzett Gsszes szorzat).
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Példa: D3 részcsoporthaldja, S;={1,0;}=(0;) és C3= {1, C,C! } >~ 7.3

Generatorrendszer: csoportelemek olyan X C G halmaza, amely altal

generalt (X) részcsoport megegyezik magaval a G csoporttal, (X) =G
~+ csoport minden eleme el6all generatorok és azok inverzei szorzataként.
Végesen generalt csoport: létezik véges generatorrendszere.

Ciklikus csoport: létezik egyelemi generatorrendszere.
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2. Ciklikus (rész-)csoportok

x € G csoportelem egész kitevGs hatvanyai (induktiv definicid)

ey a;'3:a;'1a;'2, x'2:a}'1x'1, x'l, a;ozlg, :1:1:1‘, a;2::1;a;, a;3:x:1;2,...

Hatvanyok szorzéasa: | z"z" = "™
Kovetkezmény.
Op 1 — G
n— x"

leképezés mivelettartd, azaz ¢p(n+m)=¢.(n)d(m).

Mivel (z) = {2"|n€Z} tartalmazza az x Osszes hatvanyat, ezért ¢,

val6jaban <x>—be képez.



2 CIKLIKUS (RESZ-)CSOPORTOK

Ha H < G ciklikus, azaz <az> = H valamely x € G-re (x a részcsoport

ciklikus generatora), akkor két eset lehetséges.

Végtelen ciklikus: ha x 0sszes hatvanya kiilonb6z6, azaz n#m
esetén x" #£a™, akkor ¢, bijektiv, igy H izomorf az egész szamok

additiv csoportjaval, H =7Z;

Véges ciklikus: ha létezik olyan N egész, hogy =& =1, (a leg-
kisebb ilyen pozitiv egész az x elem rendje), akkor egy adott N
modulust maradékosztalyba tartozé minden egészhez ¢, ugyanazt
a csoportelemet rendeli ~~ H izomorf az N modulust maradékosz-

talyok Zpy csoportjaval (N-ed foku ciklikus csoport).
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Ciklikus csoportok struktiratétele

1. Ciklikus csoport rendje vagy megszamlalhatoan végtelen,
vagy pozitiv egész.
2. Két ciklikus csoport akkor és csak akkor izomorf, ha azonos

elemszamuak.

Ciklikus csoport rendje = ciklikus generatoranak rendje.

Osszeadas kommutativ ~ ciklikus csoportok kommutativak!
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3. Mellékosztalyok

X, Y C( részhalmazok komplexusszorzata
XY ={zy|lzeX,yeY} CG

(csoportmiivelet kiterjesztése csoportelemek részhalmazaira).

Komplexusszorzas asszociativ és egységelemes miivelet (egységeleme a
trividlis részcsoport), de altaldban nem léteznek inverzek (kivéve egy

elemi részhalmazok esetén).

H, K < G részcsoportok komplexusszorzata csak akkor részcsoport ha
HK =KH; ekkor HK = (H U K) a legsziikebb, mindkét részcsoportot

egyarant tartalmazo részcsoport.
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H < GG részcsoport x € G szerinti mellékosztalya

xH C {zh|heH} baloldali

Hx C{hz|heH} jobboldali

(nem-kommutativ esetben altalaban xH # Hz).
Trivialis mellékosztaly: 1H=H1=H.
Coset—tér: bal(jobb-)oldali mellékosztalyok G/H (ill. H\G) halmaza.

Egy-egyértelmi G/H «~ H\G megfeleltetés miatt elég csak bal- vagy

jobboldali mellékosztalyokat vizsgalni.
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Példa: (5= {1, C, C"l} < D3 részcsoport mellékosztalyai

]Dg/Cg — {{1,0, 0_1},{0'1,0'2,0'3}}

Mellékosztalyok particionaljak a csoportot:
1. minden x € G eleme valamely mellékosztalynak;

2. két mellékosztaly vagy megegyezik egymassal, vagy diszjunkt

ENE#D = & =6

Kovetkezmény. H < G részcsoport mellékosztdlyai eqy (reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv) ekvivalencia-reldicio (x =5 y ha xly € H)

ekvivalencia-osztdlyasi.
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Részcsoport indexe = mellékosztalyainak szama

G H] = |G/H| = |H\C|

Lagrange tétele: véges GG csoport minden H <G részcsoportjara

G| = |G : H]|H]

~+ részcsoport rendje osztja a csoport rendjét.

Kovetkezmény. minden primrendd csoport ciklikus!

Bizonyitds. 1 # x€ G esetén () = G. []

Poincaré tétele: véges sok véges indexi részcsoport metszete szintén vé-

ges indext.
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4. Normalis részcsoportok és kongruencia-relaciok

Normalis részcsoport: N <G ha N =Nz minden x € G-re (Abel-csoport

minden részcsoportja normalis).

Normalis részcsoportok metszete szintén normaélis = normalis részcso-

portok (modularis) részhélét alkotnak a részcsoport-haloban.

Modularis tulajdonsag: ha H, K, L <G és K <L, akkor

HKNL=(HNK)L

~ H, K < G normaélis részcsoportok esetén kolcsonosen egyértelmi
{L<G|H<L<HK} o~ {N<G|HNK<N<K}

megfeleltetés.
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Kongruencia-relacio: csoportmiivelettel kompatibilis ekvivalencia-relacio.

> = T1T2 = Y1Y2

Ko6lcsonosen egyértelmt megfeleltetés 1étezik normaélis részcsoportok és

kongruencia-relaciok kozott:

- normalis részcsoport mellékosztalyai egy kongruencia ekvivalencia-

osztalyai;

- egységelem {x € G| x = 1} kongruencia-osztalya a csoport normalis

részcsoportja.
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Trivialis részcsoport és egész csoport mindig normélis: ha nincs tovabbi

normalis részcsoport, akkor a csoport egyszerti.

Egyszert csoportok jelentdsége: elméleti kérdések gyakran redukalhatok

egyszeri csoportok esetére.

Véges egyszeri csoportok osztalyozésa:

1. primrendd ciklikus Z,, csoportok (kommutativ);
2. A, alternal6 csoportok (n > 4);
3. véges Lie-csoportok;

4. 26 szporadikus csoport (legnagyobb rendje ‘M‘ > 10°8%).
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5. Faktorcsoport

Részcsoport (baloldali) mellékosztalyainak komplexusszorzata altalaban
nem mellékosztély (csak tobb mellékosztaly unidja), de normalis részcso-

port mellékosztalyainak komplexusszorzata maga is mellékosztaly!

N <G és z,ye G esetén

(zN)(yN) = (zy)N

Faktorcsoport: normalis részcsoport mellékosztalyai a komplexusszorzas
miiveletével; egységeleme a trivialis osztaly, rendje pedig a részcsoport

indexe

|G/N| =[G : N]
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Példa: D3/Cs (=2 Zs) szorzdtablaja

Ds/Cs Cs | 01C3

03 03 0'103

0'103 0'103 03

Els6 izomorfizmus-tétel: N< G és H <G esetén N<NH és NNH<H,
tovabba
H/(NNH)=NH/N

Masodik izomorfizmus-tétel: K<N és N< G esetén N/K < G/K, tovabba

(G/K)/(N/K)=G/N
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6. A homomorfizmus-tétel

Homomorfizmus: csoportok kozti miivelettartd leképezés.

képe  $(G) = {¢(x) |veG} < H

¢:G— H homomorfizmus _
magja ker(¢)={zeG|od(x)=1}<G

Homomorfizmus-tétel: ¢(G) = G/ ker(¢).

homomorf képek « faktorcsoportok

Korrespondencia-tétel: kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés ¢ magjat

tartalmazo részcsoportok és ¢ képének részcsoportjai kozott.

{K <G| ker(¢p) < K} o~ {L<H|L<®G)}
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7. Centrum, centralizator

x,y € G csoportelemek felcserélheték egymaéssal (kommutalnak), ha
xy = yx; egy csoportelem centralis, ha minden csoportelemmel felcse-

rélhets (~» Abel-csoport minden eleme centralis).

A csoport centralis elemeinek halmaza
Z(G)={zeG|zy=yx YyeG}

— a csoport centruma — egy kommutativ normélis részcsoport: Z(G)<G.

Egy x € G csoportelem centralizatora a vele felcserélhets csoportelemek

Co(z)={yeCG|ry=yz}

halmaza.
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A centralizator mindig részcsoport: Cq(x) <G.

Bizonyitds. y,z € Ca(x) esetén x(ylz) — (xyl)z = (ylx)z =yl (zz) =

yt(zz)=(y'2). ]

Egy H < G részcsoport centralizatora a legsziikebb olyan részcsoportja
G-nek, melynek minden eleme kommutal H minden elemével, azaz H

elemel centralizatorainak metszete

Ca(H) = () Ca(x)

reH
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Eszrevétel. Centralis elem centralizatora az egész csoport

1€ Z(G) +— Ca(zr)=C

ezért Cq(G) = Z(G).

Részcsoport normalizatora: legb&vebb olyan részcsoportja G-nek, mely-

nek H még normalis részcsoportja

Ng(H) ={xeG|xH=Hz}

Mind H, mind annak Cq(H) centralizdtora normalis részcsoportja az

NG (H) normalizatornak: H,Cq(H)<Ng(H)
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8. Konjugalt osztalyok

A z € G csoportelemhez asszocialt belsé automorfizmus:

¢, :G—>G

€T — za:z'l

Bizonyitds. c,(zy)=2(zy)zt = (zzz!)(2yz!) =c. () c.(y) ]

¢z0C, =C,, minden z,y € G-re

Bizonyitds. (czocy)(z)=cx(yzy™) =z (yzy ) zt=(zy) 2 (zy) " = Cpy(2)

[]
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Kovetkezmény.

¢:G — Aut(G)
2 C,

eqy homomorfizmus, melynek magja a csoport centruma.

x € G csoportelem (H < G részcsoport) y € G altali konjugaltja

(TR B |
¥ =c, 1(x) =y zy

HY = ¢ 1 (H) = {2V |z€ H}

1. ¥ = x akkor és csak akkor, ha xy=yx;

2. H” = H akkor és csak akkor, ha x €Ng(H).
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x € G csoportelem (H < G részcsoport) konjugalt osztalya

z% = {2¥|ye G}
HE = {HY |ye G}

Elemek (részcsoportok) konjugalt osztalyai particionéaljak a csoportot
(részcsoport-halot); az egységelem, ill. trivialis részcsoport énmagéban

alkot egy-egy osztalyt (trividlis osztdly).

Csoportelem akkor centrélis (részcsoport normélis), ha 6nmagaban alkot

egy konjugalt osztalyt ~» Abel-csoport konjugalt osztalyai egyelemiiek.

Altalanossagban: |2%|=[G : Cg(z)] és |[HY| =[G : Ng(H)] ~ konjugalt

osztaly elemszama osztja a csoport rendjét.



8 KONJUGALT OSZTALYOK

Példa: D3 diédercsoport konjugalt elemosztalyai

61:{1} ,CQZ{C, C_l} és C3:{O'1,0'2,0'3}

D3 részcsoportjainak konjugalt osztalyai:

- {1},C3= {1, C, C'l} és D3 normalis részcsoportok, ezért onmaguk

alkotnak egy konjugalt osztalyt;

- az S;={1, 0;} részcsoportok (1=1,2,3) egymés konjugéltjai, ezért

egyltt alkotnak egy konjugalt osztalyt.
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9. Derivalt részcsoport, kompoziciélanc

Az x,y € G csoportelemek kommutatora

[z, y] ="y ay
[z, y]=1 akkor és csak akkor, ha zy=yzx.

Kommutator-részcsoport (derivdlt részcsoport)

G, G| =G = ({lx,y] |z,yeG})

az elemparok kommutéatorai altal generalt részcsoport.

Példa: D = C5 = {1, C, C‘l}, és altalaban D7, a forgési szimmetridk

részcsoportja.

G’'={1} akkor és csak akkor, ha G Abel-csoport.
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G' < G, és G/G" Abel-csoport (mi tobb, G’ mindazon normalis részcso-

portok metszete, melyek szerinti faktorcsoport kommutativ).

Egy csoport perfekt, ha megegyezik sajat kommutator-részcsoportjaval

(egyszeril csoport vagy kommutativ, vagy perfekt).

Derivalt lanc:

GO —_Gp>Go = [G(O), G(O)] >G® = [G(l)7 G(U] D> oo

A G csoport feloldhato, ha G™ ={1,} valamely véges n-re (kommuta-

tivitds gyengitett valtozata).

Feloldhat6 csoportok jelentdsége: algoritmikus kezelhet&ség és alkalma-

zasok (Galois-elmélet, differencidlegyenletek integralhatosaga, stb.).
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Példa: S,, feloldhato ha n <4, de egyébként nem (mert ekkor S/ = A,

egyszeri csoport) ~» polinom-egyenletek megoldhatdsaga.
Feit-Thompson—tétel: minden paratlan rendi csoport feloldhato!

Kompozicidlanc: olyan G = Go> Gy > --- > G, = {1} szubnormél lanc,
amely nem finomithat6, azaz G;<H <G,;_1 esetén vagy H = G;, vagy

H=G;_1 (azaz minden G;_1/G; kompozicio-faktor egyszert csoport).

Nem minden csoportnak létezik kompozicidlanca, de pl. minden felold-

hato csoportnak igen (a derivaltlancbol szarmaztathato).

Jordan-Holder—tétel: ha egy csoportnak léteznek kompozicidlancai, ak-
kor azok mind azonos hosszuak, és kompozici6-faktoraik sorrendtsl elte-

kintve megegyeznek.
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10. Direkt szorzat

(G1 és G5 csoportok G1xGo direkt szorzatanak elemei (1, o) alaki ren-
dezett parok — ahol x1 € G; és x9 € G2 — a komponensenkénti szorzassal

mint csoportmiivelettel

(5’31»372) (?J1,y2) — ($1y1,5€292)

(1,1) par az egységelem, és (z1,z2) = (27t 231).

Eszrevétel. |G x Ga|=|G1||Gs], tovabba

G1XG22G2XG1 és G1X(G2XG3)2(G1XG2)XG3
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Példak:

1. ha n és m relativ prim egészek, akkor Z,, X Z,, = Zipm, €s adltalaban
Ly, X Ly, = Z[n,m] X Z(mm)

2. U(n)=SU(n)xU(1);

3. n>1 dimenziés valos vektorok additiv csoportja izomorf az

R”:Rx...x[@

A

~"

n

direkt szorzattal;

4. Dyp42 = Dopy1 X Zs.
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T, ZG1><G2 —>GZ

(331, 332) = ZT;

projekciok sziirjektiv homomorfizmusok i =1, 2-re, azaz 7;(G1 X G3) =G;.
Strukturalis jellemzés:
G = ker(m) = {(z1,1) |21 €G1} és G2 = ker(m) = {(1,32) | 2 € Go}
olyan normaélis részcsoportjai a direkt szorzatnak, amelyek

. metszete trivialis, G1 N Go={(1,1)};

. elemei paronként kommutalnak, (z1,1)(1,x2)=(x1,22)=(1,2z2)(x1,1);

- egyiittesen generaljak a direkt szorzatot, le qu = G1 XGo;

. i:1,2—re GAz = Gz és (Gl XGQ) /GA@ = GB—z’-
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Forditva: ha egy csoportban talalhaté két olyan részcsoport, amelyek
metszete trivialis, elemeik paronként kommutéalnak, és egylittesen gene-
raljak az egész csoportot, akkor a csoport izomort eme két részcsoport-

janak direkt szorzataval).

FEszrevétel. Direkt szorzatban viszonylag sok a felcserélhets elempar.

Kommutativ (specialisan ciklikus) csoportok direkt szorzata Abel-csoport.

Frobenius-Stickelberger—tétel: minden véges Abel-csoport felbont-
hat6é primhatvanyrendi ciklikus csoportok direkt szorzatéra, sorrendtsl
eltekintve egyértelmten (szamelmélet alaptétele: minden egész szam fel-
bonthatd primhatvanyok szorzatara). Ha a csoport csak végesen gene-

ralt, akkor a felbontasban el6fordulhatnak végtelen ciklikus faktorok is.
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Gy x G féldirekt szorzat: adott

« IGQ — Aut(G;[)

T Oy
homomorfizmus (o, =ay0q,) esetén

(71, 72) (y1,Y2) = (P10, (Y1) , T2Y2)

csoportmiivelet a rendezett parok halmazan.

Trivialis a esetén visszakapjuk a direkt szorzatot ~» direkt szorzatéhoz
némileg hasonl6 strukturalis jellemzés, de altalaban kevesebb felcserélhe-

t6 elemparral és bizonyos foku aszimmetridval (G és G5 viszonylataban).

Sok fontos csoport (pl. diédercsoportok, egyes kristalyok tércsoportjai,

Poincaré-csoport, stb.) féldirekt szorzatként targyalhatok.
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