
1 FOLYTONOS CSOPORTOK

Lie-csoportok

1. Folytonos csoportok

Kontinuum számosságú csoportok esetén elemek jellemzése valós para-

méterek (koordináták) segítségével.

Topologikus (folytonos) csoport: olyan csoport, amely egyben topologi-

kus tér is, és topológiája kompatibilis a csoportstruktúrával, azaz a

λG :G×G→ G

(g, h) 7→ gh
valamint

ιG :G→ G

g 7→ g-1

leképezések folytonosak (minden nyílt halmaz inverz képe nyílt).
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n-paraméteres folytonos G csoport paraméterezése egy g:U→G lokális

homeomor�zmus az U⊆Rn paraméter-tartomány és G között (minden

~α∈U pontnak létezik olyan ~α∈W ⊆U nyílt környezete, hogy g megszo-

rítása W -re inverzével együtt folytonos).

Példa: térbeli eltolások háromparaméteres csoportjának jellemzése az

®spontot a képponttal összeköt® vektor (adott bázisra vonatkozó) vek-

torkomponenseinek segítségével.

Paraméterek ~α∈U összessége a g(~α)∈G csoportelem paramétervektora.

Csoport topológiája! paraméter-tartomány topológiája (két csoport-

elem akkor közeli, ha paramétereik közeliek).
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Egy G folytonos csoport

kompakt, ha minden nyílt lefedéséb®l kiválasztható egy véges lefedés

a (⇔ paraméter-tartomány zárt és korlátos);

összefügg®, ha bármely két pontja összeköthet® folytonos görbével;

egyszeresen összefügg®, ha összefügg® és minden zárt görbe folytonosan

a összehúzható egy pontra.

Egységelemb®l kiinduló, G-beli folytonos görbék végpontjainak G0 hal-

maza az egységelem komponense (részcsoportja G-nek, G0<G, és össze-

függ® csoportra G0=G).

G/G0 mellékosztályok! G összefügg® komponensei
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Egységelem paramétervektora (konvenció szerint) ~0=(0, . . . , 0), vagyis

g(~0)=1G

Csoportaxiómák miatt léteznek µ : U×U→U és ι : U→U folytonos

leképezések, hogy

g(~α)g(~β) = g(µ
(
~α, ~β

)
)

és

g(~α)−1 = g(ι(~α))

µ
(
~α, ~β

)
az ~α és ~β paramétervektorú csoportelemek szorzatának para-

métervektora, míg ι(~α) az ~α paramétervektorú csoportelem inverzéé.
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Csoportaxiómák következtében

µ
(
~α,µ

(
~β, ~γ

))
= µ

(
µ
(
~α, ~β

)
, ~γ
)

asszociativitás

µ
(
~α, ~0

)
= µ

(
~0, ~α

)
= ~α egységelem

µ
(
~α, ι
(
~α
))

= µ
(
ι
(
~α
)
, ~α
)
= ~0 inverzek létezése

Lie�csoport: a µ :U×U→U és ι :U→U leképezések konvergens Taylor-

sorba fejthet®k az egységelem egy kis környezetében (elegend® kétszeres

folytonos di�erenciálhatóságot feltenni).
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Lokális izomor�zmus: egységelem kis környezetében m¶velettartó di�eo-

mor�zmus, azaz olyan φ :W1→W2 (inverzével együtt) di�erenciálható

leképezés ~0 ∈W1 ⊆ U1 és ~0 ∈W2 ⊆ U2 euklideszi részhalmazok között,

amelyre

µ2

(
φ
( ~α), φ( ~β)) = φ

(
µ1

(
~α, ~β

))
Lokális szerkezet ugyanaz, különbség csak a topológiai tulajdonságokban.

Minden összefügg® G Lie-csoportra létezik vele lokálisan izomorf egysze-

resen összefügg® Ĝ univerzális fed®csoport, amelyre

G ∼= Ĝ/Z

ahol Z a Ĝ egy véges centrális részcsoportja.



1 FOLYTONOS CSOPORTOK

Példák

1. (R,+), a valós számok additív csoportja

U = R paraméter-tartomány és g(α) = α triviális paraméterezés

esetén µ(α, β)=α+β és ι(α)=−α

egyszeresen összefügg® és nem kompakt;

2. U(1)={z∈C | |z|=1}, a komplex fázisok multiplikatív csoportja

U = R paraméter-tartomány és g(α) = exp(ıα) exponenciális

paraméterezés esetén µ(α, β)=α+β és ι(α)=−α

 lokálisan izomorf (R,+)-szal

kompakt és összefügg®, de nem egyszeresen összefügg®;
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3. a háromdimenziós forgáscsoport (adott közös ponton átmen® ten-

gelyek körüli forgatások csoportja): háromparaméteres (forgatások

jellemezhet®k pl. Euler-szögekkel), és a paramétertartomány azo-

nosítható egy gömb belsejével (határfelület szerkezete nem triviális)

kompakt és összefügg®, de nem egyszeresen összefügg®

Azonosítható az SO(3) ortogonális csoporttal (forgástengelyek met-

széspontjától mért távolság invariáns  minden forgatás leírható

egy 3x3-as ortogonális mátrix segítségével);

4. SU(2)=
{
U ∈Mat2 (C) | detU=1, U†U=1

}
izospin-csoport

háromparaméteres, egyszeresen összefügg® és kompakt

SO(3) univerzális fed®csoportja;
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5. E(3) euklidészi csoport = R3 izometriáinak csoportja

hatparaméteres: 3 transzláció + 3 forgatás

összefügg® és nem-kompakt;

6. O(n)={A∈GL(n) |AAt=1} ortogonális csoport

dimO(n)= n(n−1)
2

nem összefügg® (tükrözések), de kompakt;

7. P Poincaré�csoport = Minkowski�térid® szimmetriacsoportja

10 paraméteres: 3 térbeli + 1 id®beli eltolás + 6 négydimenziós

forgatás (3 térbeli forgatás és 3 Lorentz�trafó)

transzláció részcsoport és Lorent�csoport féldirekt szorzata

nem összefügg® és nem kompakt.
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2. Lie-algebra

Minden Lie�csoportnak létezik olyan (ún. kanonikus) paraméterezése,

amelyre ι
(
~α
)
=−~α és

µ
(
~α, ~β

)
i
= αi + βi +

n∑
j,k=1

cjki αjβk +magasabb rend¶ tagok

A cjki valós együtthatók a Lie�csoport struktúraállandói.

Struktúraállandók tulajdonságai:

cjki + ckji = 0 antiszimmetria∑
m

{
cjmi cklm + ckmi cljm + clmi cjkm

}
= 0 Jacobi-azonosság
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Lie tételei:

1. struktúraállandók meghatározzák a magasabb rend¶ tagokat!

2. antiszimmetriát és Jacobi-azonosságot kielégít® tetsz®leges valós

cjki együtthatók valamely Lie-csoport struktúraállandói (megfelel®

kanonikus paraméterezésben).

Lokálisan izomorf csoportok struktúraállandói megegyeznek (megfelel®en

választott paraméterezések esetén).

Különböz® kanonikus paraméterezésekben számított struktúraállandók

között lineáris összefüggés  csoportszerkezet linearizálása.
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Lie-algebra: L lineáris tér egy [a, b]-vel jelölt mindkét változójában line-

áris ('bilineáris') kétváltozós m¶velettel (azaz [λa+µb, c]=λ[a, c]+µ[b, c]

és [a, λb+µc]=λ[a, b]+µ[a, c] minden a, b, c∈L, ill. λ, µ skalárok esetén),

amelyre teljesül

[a, b] + [b, a] = 0 antiszimmetria

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0 Jacobi-azonosság

M¶velet bilineáris  elegend® ismerni báziselemekre.

Lie�mor�zmus: m¶velet®rz® φ :L1→L2 lineáris leképezés

φ
(
[a, b]

)
=[φ(a), φ(b)]
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Példák:

1. R3 a vektoriális szorzattal

~a×(~b×~c) = (~a · ~c)~b− (~a · ~b)~c

2. n×n-es mátrixok az [A,B]=AB−BA kommutátor-m¶velettel;

3. gl(V ) általános lineáris Lie�algebra az A:V →V lineáris operátorok

összessége a szokásos [A,B]=AB−BA kommutátorral;

4. meg�gyelhet® mennyiségek a Poisson-zárójellel a klasszikus mecha-

nika kanonikus formalizmusában;

5. impulzusmomentum komponensei a kvantummechanikában.
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Csoport Lie-algebrája: olyan valós Lie-algebra, amelyben megfelel®en

választott B={b1, . . . , bn} bázis esetén (n=dimG a paraméterek száma)

[bi, bj ] =
∑
k

cijk bk

ahol cijk -k a csoport struktúraállandói (Lie�izomor�a erejéig egyértelm¶).

Alternatív de�níciók: egységelem érint®tere, invariáns vektormez®k, stb.

Lokálisan izomorf csoportok Lie�algebrái izomorfak.

Egyparaméteres alcsoport: valós számok additív csoportjával lokálisan

izomorf részcsoport (ciklikus részcsoport analógja a Lie�elméletben).

egyparaméteres alcsoportok! Lie�algebra egydimenziós alterei
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Transzformációcsoport: Rm folytonos koordináta-transzformációinak

csoportja (di�erenciálható sokaság di�eomor�zmusai)

g(~α) :Rm → Rm

xi 7→ x′
i

di�erenciálható leképezés ~α∈U⊆Rn esetén.

In�nitezimális generátorok

Ti =
m∑
j=1

(
∂g(~α)j
∂αi

)
~α=~0

∂

∂xj

els®rend¶ parciális di�erenciál-operátorok (i=1, . . . , n).

[Ti, Tj ] = Ti◦Tj − Tj◦Ti =
n∑

k=1

cijk Tk

cijk együtthatók a transzformációcsoport struktúraállandói.
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Példák

1. A háromdimenziós eltolások csoportja: jelölje

g(~α) :R3 → R3

~x 7→ ~x+ ~α

az ~α∈R3 vektorral történ® eltolást. Ekkor

Ti =
∑
j

∂(xj+αj)

∂αi

∂

∂xj
=

∂

∂xi

azaz az in�nitezimális generátorok a koordináták szerinti parciális deri-

válások. Mivel ezek alkalmazásának sorrendje lényegtelen (Young�tétel),

[Ti, Tj ] = 0

 a struktúraállandók mind zérusok.
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2. Az egydimenziós konform csoport: a, b∈R-re g(a,b) :x 7→ax+b

Megjegyzés: az egységelem paramétervektora (1, 0)!

Ta =

(
∂(ax+b)

∂a

)
a=1,b=0

∂

∂x
= x

∂

∂x

Tb =

(
∂(ax+b)

∂b

)
a=1,b=0

∂

∂x
=

∂

∂x

[Ta, Tb]=x
∂

∂x

(
∂

∂x

)
− ∂

∂x

(
x
∂

∂x

)
=− ∂

∂x
=−Tb

3. A kétdimenziós forgáscsoport: α∈R-re

g(α) :

(
x

y

)
7→
(
cosα x−sinα y

sinα x+cosα y

)

T =
∂(cosα x−sinα y)

∂α

∂

∂x
+
∂(sinα x+cosα y)

∂α

∂

∂y
=−y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
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3. A Haar-mérték

Csoportstruktúrával kompatibilis Lebesgue-mérték.

Kompatibilitás csoportszerkezettel: transzláció-invariancia

µ(gX) = µ(Xg) = µ(X)

minden g∈G-re és X⊆G mérhet® halmazra.

Kompakt csoportra mindig létezik Haar-mérték.

Haar-mérték egyértelm¶ multiplikatív faktor erejéig.

Haar-mérték Haar-integrál (csoportelemekre vett összegzés): paraméter-

tartományra vett Lebesgue-Stieltjes�integrál.
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4. A forgáscsoport

Rögzített ponton (origó) átmen® tengelyek körüli forgatások csoportja.

Descartes-koordináták lineárisan transzformálódnak, és az együttható-

mátrix ortogonális és egységnyi determinánsú forgáscsoport azonosít-

ható SO(3) csoporttal (n dimenzióban SO(n)-nel).

Tetsz®leges forgatás el®állítható három, egymásra mer®leges tengely kö-

rüli forgatás szorzataként:

O(~α) = Ox(αx)Oy(αy)Oz(αz)
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ahol

Oz(α) :

x
y
z

 7→
cosα x−sinα y
sinα x+cosα y

z


 az in�nitezimális generátor alakja

Lz = x
∂

∂y
− y

∂

∂x

Hasonló megfontolásból

Lx = y
∂

∂z
− z

∂

∂y

Ly = z
∂

∂x
− x

∂

∂z

Lie-algebra: Lx, Ly, Lz generátorok lineáris kombinációi.
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Kommutátorok

[Lx, Ly] =

(
y
∂

∂z
−z ∂

∂y

)(
z
∂

∂x
−x ∂

∂z

)
−
(
z
∂

∂x
−x ∂

∂z

)(
y
∂

∂z
−z ∂

∂y

)
= y

∂

∂z

(
z
∂

∂x
−x ∂

∂z

)
− z

∂

∂y

(
z
∂

∂x
−x ∂

∂z

)
− z

∂

∂x

(
y
∂

∂z
−z ∂

∂y

)
+ x

∂

∂z

(
y
∂

∂z
−z ∂

∂y

)
= y

∂

∂x
+
�
�
�
�

yz
∂2

∂z∂x
−
Z
Z
ZZ

yx
∂2

∂z2
−
�
�
�
�

z2
∂2

∂y∂x
+
Z
Z
Z
Z

zx
∂2

∂y∂x

−
�
�
�
�

zy
∂2

∂x∂z
+
�
�
�
�

z2
∂2

∂x∂y
+
Z
Z
ZZ

xy
∂2

∂z2
− x

∂

∂y
−
Z
Z
Z
Z

xz
∂2

∂z∂y
= y

∂

∂x
− x

∂

∂y
= −Lz

és hasonló módon

[Lx, Lz] =Ly

[Ly, Lz] =− Lx
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Tetsz®leges ~n irányú tengely körüli forgatások generátora

L~n = nxLx + nyLy + nzLz

Kommutátoruk

[L~n, L ~m] = L~n× ~m

⇒ forgáscsoport Lie�algebrája izomorf a háromdimenziós vektorok Lie�

algebrájával (vektoriális szorzattal mint m¶velettel).

Észrevétel. In�nitezimális generátorok anti�hermitikus operátorok az L2
(
R3
)

Hilbert-téren

〈f, Lig〉 =
ˆ
f(x, y, z)Lig(x, y, z) dxdydz = −〈Lif, g〉
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Önadjungált Ji = −iLi generátorok (nem elemei a Lie�algebrának, csak

a komplexi�kált Lie�algebrának, amelyet a skalárok testének kiterjeszté-

sével kapunk) kommutátorai (εijk a Levi-Civita�tenzor)

[Ji, Jj ] = i εijkJk

Impulzusmomentum-komponensek csererelációi (Noether�tétel)!

J2 = J2
x + J2

y + J2
z

nem eleme a Lie-algebrának, csak annak fed®algebrájának (generátorok

polinomiális kifejezéseinek algebrája), és kommutál minden generátorral

[
Ji,J

2
]
=0

 J2 egy (kvadratikus) Casimir�operátor.
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Egységelemhez közeli U ∈SU(2) mátrix alakja

U = 1+ i εA

valamely 2x2-es A mátrixra és kicsiny ε valós paraméterre.

1=detU=1+i εTr(A) miatt Tr(A)=0, míg U unitér volta következtében

1=UU†=(1+i εA)(1−i εA†)=1+i ε(A−A†)

 A† = A, azaz A egy önadjungált ('hermitikus') mátrix.

2x2-es spúrtalan és önadjungált mátrixok terének bázisa: Pauli�mátrixok.

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 i
−i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
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Kommutátoraik

[σi
2
,
σj
2

]
=
σi
2

σj
2
− σj

2

σi
2

= i εijk
σk
2

Struktúraállandók megegyeznek SO(3)-éval (Lie-algebrák izomorfak)

 SU(2) és SO(3) lokálisan izomorf csoportok.

SU(2) egyszeresen összefügg®, és Z centruma kételem¶  

SO(3) ∼= SU(2)/Z

SU(2) a forgáscsoport univerzális fed®csoportja!
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