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Differencialegyenletek 09.07

(Simon Péter helyettesit) M1 a differencialegy enlet?

Pl
1. ¥(t) = — w*x(f)
2. X(t) =F@®)/m
3. 0,u=Au

4. x(t)=x(—-1)
Ezeket lehet rendszerezni: ODE (ordenary differential equation, azaz kozonséges differencial-egyenlet, 1-es és
2-es), PDE (partial differential equation, 3-as), FDE (functional differential equation, 4-es).

Most az ODE-val foglalkozunk. M1 a kozonséges differencial-egy enlet?

Definicié: legyen F:R" "2 — R, n-edrend(i kozonséges differencidlegy enlet: V1 -re
gy

0 = F(t, x(2), X(1), X(1),....x"(7))

Megjegyzés: egy ilyen n-edrendii egyenlet atirato elsérendii rendszerré. Pl: () = — w?x(¢) egyenletet atirjuk:
y; (1) = x(¢), y, () = x(¢). Ekkor y-ra az alabbi elsdrendii, kétismeretlenes rendszer all fenn:
yi (@) =y, (1)

@)= - w? v (1)



n-edrendtinél: y, = x,y, = x, ..., y, = x" =Y. Ekkor (y,,...,y,) -re elsérendii rendszert kapunk.

Definicio: legyen f:R X R" — R", x(r) = f(¢, x(¢)) elsérendii (explicit) kozonséges differencialegy enlet-rendszer.
Ismeretlen az x: R — R" fliggvény. Koordinatanként kiirva:

X1 (1) = f (&, x1 (), %2 (0),....% (1))

X (1) = [t x1 (), X2 (0),....% (1))

X (1) = fu (8, X1 (), 22.(0),.... % (1))
Mivel foglalkozik a kozonséges differencialelmélet?

1. Miamegoldas? Azaz szamitsuk ki a megoldast. (Ezt mar tanultuk.) Vannak:
a. képlettel megoldhatok
b. képlettel nem megoldhatok (de numerikusan kozelithetok)
2. Megoldas létezésének, egy értelmiiségének keresése, fiiggése a paraméterektol
3. Milyen a megoldés? Pl periodikus-e, korlatos-e... A megoldast szeretnénk jellemezni annak kiszamitasa
nélkil. Pl x = x és x(0) > 0. Ekkor egybdl latjuk, hogy x szigmon nd, akkor is, amikor még nem tudtuk, hogy

konkrétan mi a megoldas.

Kozonséges differencialegyenlet megoldasanak létezése és egyértelmiisége

PIL: x(¢) = x(), ennek egy jo megoldasa x(¢) = ¢ - €', ¢ € R, azaz végtelen sok megoldas van. Legyen kezdeti feltétel:

0

x(0) = a € R adott. Ekkor mar csak 1 megoldas van az ilyen fajtakbol: ¢ - ¢’ = a = ¢ = a, vagyis a megoldas

x(t) = a - ¢'. De mas fajtabol lehetne még megoldas? Nem, ugyanis:
x(t) = x(r)
x(t)-e ' —x(t)e ' =0

(x(@)-e) =0=>x(t)-e ' =c

Az implikécio csak akkor igaz, ha D(x) (azaz a differencidloperator) egy intervallumon van értelmezve. Tehat
dk e R:x(t)e™" =k © x(t) =k - e'. A megoldas egy értelmii, mert barmily en kezdé6feltételt adok meg, lesz

pontosan 1 megoldas.

Misik példa: #(1) = v/I(D]. Mi a megoldds x > 0 -ra? Z = | = 2/x() = +¢ = x(1) = (<), Hamis
gy 0kok a parabolak ,,bal oldalai”. x < 0 esetén a megoldas ,,lefelé forditott paraboldk bal oldalai”, hamis megoldés a
parabolak ,jobb oldalai”. x = 0 esetén mindkét fajta megoldés jo. Igy adott kezdeti feltétel mellett végtelen sok

megoldas 1étezik. Ha x(#y) = a a kezdeti feltétel, akkor a > 0 esetén a megoldas csak lokalisan egy értelmii, de

globélisan nem.



Mitol lesz a megoldas egyértelmii?

Tétel: ha x(¢r) = f(t, x(7)) kozonséges diffegy enletben az ffliggvény az x valtozoban teljesiti a lokalis Lipschitz
feltételt, akkor a megoldas egy értelmii. Vagyis ha minden pont egy alkalmas korny ezetéhez

IL € R™:|f(t, p) — f(t,q9)| < L - |p — ql, akkor a megoldas egy értelmii.

Pl: g(x) = 5x, vagy g(x) = x? teljesitik a lokalis Lipschitz feltételt, de a g(x) = /x| mér nem. Ez utdébbi 0-ban nem

lok. Lip, csak 1-ben pl.
Eszrevétel: ha a derivalt 1étezik, és korlatos minden pont kornyezetében, akkor lok. Lip.

A tétel bizonyitasa az alabbi lemman alapszik: Gronwall lemma (egyszeri eset): legyen u:[a, b] — R diffhato,

melyhez 3k € R :iu(t) < k- u(t) Vt € [a, b]. Ekkor u(t) < u(a) - e*'=%) Vt € [a, b].

—kt _

Bizonyitas: beszorzunk e vel:

) - e —k-u()-e ™ <0

(u@®e=)" <0

u(ne ™ < u(aye*

u() < u(a)et =

Tétel bizonyitéasa: legyen x és y két megoldas, amelyekhez 37 € R:x(z) = y(z). Belatjuk, hogy x(r) = y(r) V1.
Bizonyitas n = 1 esetre: u(r) = (x(r) — y(£))?,

w(®) = 2(x(t) — y(0)) - (x(2) = 9(1)) = 2(x(2) = y(O)(f (¢, x(1)) — f(2, (1))

(1) < Ji(0)] = 20x(t) = YOI - [f (1, x(6)) = f(t, ()] < 2x(0) = y(®)| - L - |x(t) = y(1)] = 2L - u(r) Gronwall alkalmazésa:

u(t) < ua) - =9 y(z) = 0 = u(r) = (x(t) — y())*> <0 = x(r) = y(r) V¢ > 7. Hasonloan igaz a t < 7 -ra is.
A Hilbert tér geometriaja, Fourier sorfejtés 09.14

Kiegésztés: fogalmaink haszndlatahoz be kell vezetni a komplex Euklideszi tér fogalmat.

srer

értelmezve van, a mitveleti tulajdonsagok ugy anazok.

Komplex Euklideszi tér: komplex vektortér (az alaptest a komplex szdmok halmaza, C ), plusz 2 elem
skalarszorzata is értelmezve van, értéke komplex szam. A miiveleti tulajdonsagok analdgok, eltérés: (x, y) = (y, x)

(a feliilhtizas a komplex konjugalas), ekkor amugy (Ax, y) = A(x,y) és (x, Ay) = A{x, y). (Vegyiik észre, hogy a



komplex vektortereken értelmezett skalaris szorzas kétféleképp definidlhato. Itt - és a matematikéaban altalaban - a
skalaris szorzas az els6 valtozdjaban lineéaris és a masodikban konjugdlt linearis. Fizikaban forditva, azaz az els6

véltozdjaban linedris, a masodikban konjugalt linedris:(Ax, y) = A{x, y), illetve {x, ly) = Ax,y).)

Megjegyzés, példik komplex euklideszi térre:
o C" esetén x = (x1,X2,...,%,), Xj € C, akkor Ax = (Ax;, Axa,....Ax,), (X, y) = Z X ;
=1

o L2(M) tér (komplex esetben), ha M C R”" mérhet6 halmaz: legyen f:M — C, f = f; +i- f,. Legyen
tovabba f, f, valos fliggvények. f mérhetdsége azt jelenti, hogy f;, f, mérhetéd = /f: = /fl + i/fz.
M M M

f:M — Cintegralhat6 < |f|integralhato, |f|: M — R mérhetd.
Definicié: jelolje L2 (M) az olyan f:M — C mérheté fiiggvények osszességét, amelyekre |f|* integralhato.

Koénnyen belathato, hogy L?(M) komplex vektortér. Vezessiik be ebben a kdvetkezd skalarszorzatot:

(f,g): = /j§ fgy egy Euklideszi teret kapunk. S6t, a tér teljes, vagyis L (M) Hilbert tér.
M
o Komplex 2 tér, x: = (X1, X2,..j,...), X; € C, [* komplex euklideszi tér, ebben a skalaris szorzas (x, y) =

oo
Z x;y; - Bizonyithato, hogy teljes is.
j=1

Ortogonalis kiegészito altér

Definicid: legyen X Hilbert tér (vagy akar Banach is). Egy ¥ C X halmazt altérnek nevezziik, ha az 6sszeadas és

szammal vald szorzéas nem vezet ki bel6le és zart részhalmaz (a konvergencia nem vezet ki).
Definicié: legyen X Hilbert tér, s két eleme x és y. Ezek merdlegesek, vagyis x L y, ha (x,y) = 0.

Definicié: legyen X Hilbert tér, Y C X altér. Azt mondjuk, hogy az x € X elem Y ortogonalis, ha Vy € Y -ra

(x,y) =0.

Definicié: legyen X Hilbert tér, Y C X altér. Az Y altér ortogonalis kiegészit® altérét, Y+ -t igy értelmezziik:

Yt:={xeX:xlY}.
Allitas: Y+ c X is altér.

Bizonyitas: az 0sszeadés és szammal vald szorzas nem vezet ki beléle, ugyanis tthy,,y, € Y+, x €Y
tetsz6leges. Ekkor (A1 y; + A2 y,,x) = 41 (y;, x) + 12 (¥,,x) = 0. Y1 zért halmaz, ugyanis legyen yj € Y+,

_4-



lim(yj) =y € X. Tudjuk, hogy (y;,x) =0Vx €Y.y, = y= (y,x) — (y,x) minden rogzitett x-re, ugyanis a

skalarszorzat a tényez6ktol folytonosan fiigg, tehat (y, x) =0, Vx € X -re, vagyis y € Y +.

Megjegyzés: komplex Cauchy-Schwarz egyenldtlenség, azaz [(x, y)| < ||x|| - ||v|| bizonyitéasa:

0 <(x+Ay,x+4y) = (x,x) + Ay, x) + Ax,y) + Ay, y)
0 < (x,x) + Ay, x) + A[(x, y) + A, »)]
A 1 € C szamot valasszuk meg gy, hogy /1 egyiitthatoja 0 legyen. Ez teljesiil, ha 1 = — (£)

vy
(x,y) (x,)|%

(3 = () = K0 S e )P < ) ().

(y = 0 trivialis eset,

igy feltessziik, hogy y # 0 ), behelyettesitve: 0 < (x,x) —

Riesz-féle felbontasi tétel: legyen X Hilbert tér, Y egy altere, Y + az Y-nak ortogonalis kiegészit6 altere! Ekkor

Vx € X elemre x = y+z,aholy € Y, z € Y * és a felbontés egyértelmii.

Lemma (paralelogramma egyenléség): legyen X egy Hilbert tér. Ekkor Va, b € X esetén

lla +bII> + lla = blI* = 2llall* +21Ib]1>.

Bizonyitas (lemmaé): ||la + b||> + |la — b||*> = (a+b,a+b) + (a —b,a — b) =

= llall® + 1IbI1* + (a,b) + (b,a) + llall* + 1> = (a,b) = (b, a) =2lall* +2[1b]1*.

Bizonyitas (tételé): legyen d: = inf{||x — y||:y € Y} > 0 (d véges). Belatjuk, hogy Iy, € Y:||x — yy|| =d. Az
infinimum definiciéja miatt 3y, € Y:d* < ||lx - y;||* <d® +1/j j € N. Tekintsiik az (y;) sorozatot!

Allitas: ( yj) Cauchy sorozat. Ehhez felhasznaljuk a paralelogramma egyenléseget: a: = x — y;, b: = x — ;.
0e=3) + =l + 1= ) = =3l =20 = + 20k = P,

e =1 = 20 =317 20 = 3ll” = [[2x = (3 + ) ||i < <2d” +1/j) +2(d° + k) —4d” =2 + 7 <e,

DN
Y
4”’“ 2

ha j, k > j,.

Mivel X tér teljes = Iy, € X:jlin:o”yj = Yo|| = 0. Mivel Yaltér zar halmaz = y, = lim(yj) eyY.

Masrészt d = inf{|lx - yl:y € Y}, d* < |x—y||* <d® + ;- éslim(y;) =yy = [lx = yol|* = d*, mivel

llx = ol = lim||x — y;||- Legyen zo = x — y,. Be kellene még latni, hogy zo L Y, vagyis x =y, + 2o, ahol

Yo €EY,z0 €Y.

Legyen y € Y! Mivel d a fenti infinimum, ezért tetszéleges 1 € K esetén d* = ||x — yo||* < [lx = vy — || =

= llzo = YlI*> = (20 — Ay, 20 — &) = llzo II” = Ay, 20) — Z[(z0.¥) = AllY[I*|. Most A -t megint gy valasztjuk,

{(z0.y)

hogy 7 egyiitthatoja 0 legyen, vagyis legyen A = Ve
y

(megint feltehetjiik, hogy y # 0 ). Tehat



: 2
d?> <d®> — My,z0) =d* — <”Z;’|’|)2> (y,z20) =d* — %, 0. Tehat zq, vagyis valoban lehetséges ilyen felbontas.

Indirekt bizonyitjuk, hogy a felbontas egy értelmii. Tfh két alakban is felirhato x: x =y, +z0 =y, + z1, ahol

Vi, EYész1,0 €Y. Yo (yy—y):=a=(z1 —z0) €Y .
(Yo =yi-z1—20) =llall> =0=>yy =y =20 —21 =0 = yy =y.20 = 21
Ortogonalis rendszerek 09.21

Definicid: egy X vektortérben az M halmaz elemei linedrisan fliggetlenek, ha barmely véges sok linedrisan

fiiggetlen.

Definicid: legyen X normalt tér! X dimenzidja az olyan linearisan fiiggetlen elemek maximalis szama, amely ek
véges linedarkombinaciéi mindeniitt stirtin vannak X-ben (egy A C X siir(i X-ben, ha A = X, ahol a halmaz
feliilvonasa a lezarast jelenti, ez amigy ekvivalens azzal, hogy Vx € X -nek minden kdrnyezetében van A-beli
elem). M asképp fogalmazva: jeloljik Z(x;, x»,...) -val azt a lineéris teret, amely az xj, x;,... elemek véges
linedrkombindacidjaként eldall. (Az eldallo linedris tér egy értelmi, de egy teret tobb ilyen vektorrendszer is
eloallithat.) Ekkor X tér dimenzidja az olyan linearisan fiiggetlen elemek maximalis szdma, mely ekre

ZL(x1,x,...) = X. A D dimenzidszam egy értelmii, 0 < D < co.

Definicié: egy X normalt teret szeparabilisnak neveziink, ha benne megadhatd megszamlalhatoan sok (azaz véges
vagy megszamlalhatoan végtelen sok) linearisan fliggetlen elem, amely ek véges linearkombinécioi stirlin vannak

X-ben.

Definicié: legyen X Hilbert-tér! Azt mondjuk, hogy az x;, x,...,X,... elemek ortogonalis rendszert alkotnak, ha

0 Jj#k
Vxj, x; # 0 esetén (xj, x;) = . A rendszer ortonormalt, ha Vx € X esetén ||x|| =1 .
nem0 j=k

Kérdés: ha az X Hilbert-térben y;, y,,...,.... linedrisan fliggetlenek, akkor lehet-e ezekbdl ortonormalt rendszert

konstrualni, és ha igen, hogyan? Valasz: lehet, az tin. Schmidt-féle ortogonalizacios eljarassal.

Tétel: az y,, y,,....V.... linedrisan fliggetlen elemekhez megkonstrualhatok az x;, x,...,x¢,... elemek ugy, hogy az

utdbbiak ortonormalt rendszert alkossanak, mégpedig Gigy, hogy Vk -ra Z(x1, x2,....%) = L (V1 Y5 »eeosVi)-
Bizonyitas:

1. legyenx; = ”iﬁ, ekkor [|x1 || = 1. y; # 0, mert y;, y,,... linearisan fliggetlenek.

-6-



2. z2: =y, —A1x1, ahol 41 € R. Ezt hogy valasszuk meg, hogy z» L x; teljesiiljon?

0= <22,X1> = <y2 —/11X1,X1> = (yz,xl) —/11 <X1,X1> > /11 = (yz,xl). EkkOI‘Zz # O, mert MERL) linearisan
=1

fliggetlenek. x, : = ”jﬁ, ekkor [lxz || =1 ¢és (x1,x) =0.

3. 231 =y3 — U X1 — X2, ahol i, u, € R. Ezeket hogy vélasszuk meg, hogy z3 L xi, x» teljesiiljenek?
0=(y3 =y x1 —ppx2,x1) =(y3,%1) —p; =0 & p; =(y3,x1)
0=(y3 —pix1 = %2, %2) =(y3,%2) =0 = pi © py =(y3,%2). 23 # 0y, y,, y3 linedris fuggetlensege
Z

miatt, ezért x3: = ﬁjé valasztas, igy ||xs]|=1¢ésx3 L x1,x;.

Nem nehéz belatni, hogy az eljaras folytathatd Vk -ra és L(y;, vy, Vi) = L(X1 5 X2 5eeesXi)-
Ortogonalis sorok, Fourier-sorok

A tovabbiakban legyen X szeparabilis Hilbert-tér, véges vagy végtelen dimenziés! Tudjuk, hogy ekkor X-ben

megadhatod xi, x3,...,X,... ortonormalt rendszer. Egy Z crx; alakua sort (6sszeget) — ahol ¢, € K — ortogonalis
k

sornak neveziink.
Tételek:

2
1. egy Z cx Xy sor konvergens < 2 lek]” < o0
k k

2. hax= Z ckXx, akkor ¢; = (x, x;)
k

3. |Ix))? = Z |ck|2 (végtelen dimenzios Pitagorasz tétel).
k

Bizonyitas:

1. Véges dimenzidban trivialis, igy tegyiik fel, hogy végtelen sok elemii az ortonormalt rendszer! Legyen
j

sjt = Z crx! A sor konvergencidja azt jelenti, hogy (i) sorozat konvergens < (s;) Cauchy sorozat.
k=1
J J J J ) 00 )
2 J—
llsj = sill” = (sj = 51,85 = 1) = 2 CkXfes Z CkXi) = Z CkC (X, X)) = 2 lex|”. Ez a Z ek
k=1+1 k=1+1 k=1+1 -1 k=1+1 k=1
o0
sor egy ,,szelete”. Tehat (is;) X-beli sorozatra teljesiil a Cauchy -kritérium < Z ek sorra teljesiil a
k=1
oo
Cauchy -kritérium < (s;) X-beli sorozat konvergens < Z lex|? sor konvergens.
k=1



2. tthx = Z cx Xy, X -lel szorozzuk skalarisan (jobbrol) az egy enldséget (ezt megtehetjiik, hisz nem nehéz
k

belatni, hogy egy konvergens sor tagonként szorozhato skalarisan),

(o) =) i) = ) el ) = ¢
X

k
30l = (xx) = (O cxex) = D e x) = Y leel’
k k T k

Definicié: legyen xi, x3,...,x; ortonormalt rendszer, x € X adott elem! Ertelmezziik az x elem k-adik Fourier-
egyutthatdjat: ¢;: = (x, x;). Az igy ado6do Z Xy ,sort” az x elem Fourier-soranak nevezzik.

k

Kérdés: egy x elem Fourier-sora konvergens-e? Ha igen, mi az 0sszege?

Tétel: egy x € X elem Fourier sora mindig konvergens, ugyanis teljesiil az un. Bessel-egy enldtlenség:

Z Ickl2 < |lx]|*. A sor 0sszege pontosan akkor x, ha teljesiil az tin Parseval egyenldség, azaz Z Ickl2 = ||x]|%.
k k

J
Bizonyitas: s;: = Z Xy, ekkor 0 < ||x — s]|% = (x — 57, x — 5;) = [lx[|1* = (57, %) — (x,57) + ||s;]|* =
k=1

J

J J J
2
= [xl% = ()} e x) = (. D cn) +( ) cuxes D cuxi) =
k=1 k=1 k=1 k=1
J J J J ) J ) o0 )
2 = = = 2 2 2 [y
= al® = Y e~ Y aa+ Q2 ad=lll? = X lal® = Y lal® <kl = Y lal” < llx®, mésrészt a
k=1 k=1

k=1 k=1 k=1 k=1

J
fentiek szerint [|x — s[|* = [lx[|* = ) lcl*. Ebbl lithatjuk, hogy s; — x < [lx]|* = ) leul® = 0, vagyis a sor
k=1 k

Osszege pontosan akkor x, ha ||x||* — Z lexl* = 0.
k

Tétel: legyen x1, x3,...,X,... ortonormalt rendszer. Ekkor egy x € X elem Fourier-soranak 6sszege az x elemnek az

Xo: = ZL(x1,x2,....%,...) C X alterén vett mer6leges vetiilete.

Bizonyitas: jelolje x* : = Z CkXx, ahol ¢ 1 = (x, xz). Azt kellene belatni, hogy x* € Xy és (x —x*) L Xp.
k

J
x* € X, ugyanis Z Xk € L(x1,%2,...,%7), igy Z cxx € Xo. (x —x*) L Xo ugyanis elészor legyen
k=1 k



!
y € L(x1,x2,...,x7) tetszbleges! Belatjuk, hogy (x —x*,y) =0.y = Z djxj,
j=1

(x—x",y) = (xy) = (x*,y) = <x2dx,>—<2ckxk,2dx = ) x,>—2d<2ckxk,x,>-

j=1 j=1 j=1 ; j=1
%,_J

¢

~

Most legyen y € Xy = L(x1, x2,...), szeretnénk, ha ekkor (x — x*,y) = 0 is igaz lenne. Ehhez vegyiink egy (y,),

Z(x1,x2,...) -beli konvergens sorozatot, melyre y, — y. Ekkor (x — x*,y,) = 0. Igy, mivel y, = y, (x — x*,y) =

,ugyanis [(x —x*, y)| =[x —x*, y) = (x—x"y)| = (x —x" y =y ) < e =x* [ - ly =y, ]| = 0.
——

-0

Definicié: az x;, x»,... ortonormalt rendszert zartnak nevezziik, ha (x|, x»,...) = X.

Kovetkezmény: ha az x;, x»,... ortonormalt rendszer zart, akkor Vx € X elem Fourier-soranak 6sszege x.
Definicié: egy xi,x;,... ortonormalt rendszert teljesnek nevezziik, ha x L x; Vk = x = 0.

Tétel (bizonyitas nélkiil): egy xi, x7,... ortonormalt rendszer teljes < zart.

Példak zart (teljes) ortonormalt rendszerekre 09.28

Eszrevétel: ha V15 VaseeesVio-. linedrisan fiiggetlen olyan rendszer, hogy Z(y,,y,,...) = X (X Hilbert-tér, a linearisan
fliggetlen rendszer zart), akkor ebbdl a Schmidt ortogonalizalasi eljarassal zart (teljes) ortonormalt rendszert

kapunk.
1. Konkrét pl: X: = L?(a,b), ahol (a,b) véges intervallum.

Tétel: ebben az t — 1,6 — 1,1 t%,....t — t*,... linedrisan fiiggetlen fiiggvények zart rendszert alkotnak.

Bizonyitas (vazlat): egyrészt a fliggvényrendszer linedrisan fiiggetlen: zk: ajtj =0 & q; = 0. (Egy valos k-ad foka
j=0

polinomnak legfeljebb & db gydke lehet k > 1 .) Az, hogy a rendszer zart, kovetkezik a Weierstrass ap proximacios

tételebol. Eszerint tetszoleges f:[a, b] — R folytonos fliggvényhez 3P, polinom sorozat, amely egyenletesen tart

fhez. Legyen g:(a,b) » R, g € L?(a, b). A Lebesgue integral felépitésébdl kiolvashatd, hogy g:[a, b] — R

folytonos fiiggvények siirtin vannak L% (a, b) -n. A g folytonos fiiggvényt Weierstrass approximacios tétele szerint

tetszoleges eldirt pontossaggal meg lehet kozeliteni polinomokkal, a szuprémum normaban = ezek kozelitik g-t

L? normaban is.



2. Komplex trigonometrikus rendszer X: = L?(0,27), ¢,(¢): = ¢’*',¢t € (0,2x),k € Z.

Tétel: a fenti fiiggvények egy zart ortogonalis rendszert alkotnak (biz. nélkiil). Belatjuk, hogy (¢;),c

2 2 2
i S . . . itk—Dr 27 ,
ortogonalis. /qbk(t)qbl(t)dt = /e”“e"”dt = /e’(k_l)’ = [ei(k—l) ]z—o =0hak#ly: = ﬁﬁbk mar
0 0 0

ortonormalt rendszer.

3. valds trigonometrikus rendszerek.

, ) ik L. eikt+e—ikz A ekt _ ,—ikt
Legyen az X alaphalmaz a valos L=(0,2x). e = cos(kt) + i sin(kt), cos(kt) = — sin(kt) = —
Egyszerli szamolassal adodik, hogy 1,cos #, sin z, cos(2¢), sin(2¢),...,cos(kt), sin(kt),... fliggvények p aronként
merdlegesek. Tehat ezek ortogonalis rendszert alkotnak a valés L2 (0,2x) -ben. Abbol, hogy a komplex

trigonometrikus rendszer zart = a fenti rendszer valos ortogonalis zart rendszer.

A fentiekbdl kdvetkezik, hogy egy tetszéleges f € L?(0,27) fiiggvénynek akar a komplex, akar a valos

trigonometrikus rendszer szerint Fourier sora eldallitja a fiiggvényt L? normaban.

4. Az 1,cost,cos(2t),....cos(kt),... fliggvényrendszer zart és ortogondlis a L?(0,7) -ben. A szinuszos ugyanigy.
Linearis és korlatos operatorok

Allitas: legyen X, Y normalt terek! Korabban bizonyitottuk, hogy A:X — Y linerais operator folytonos < A

korlatos.
Definicié: egy A:X — Y lineéris operatort korlatosnak nevezziik, ha 3¢ > 0:||Ax||y < cl|x||x Vx € X.

Tétel: legyen X normalt tér, Y teljes normalt tér (Banach tér), A:M — Y korlatos lineéris operator, ahol M C X
line4ris altér, de nem kell zartnak lennie. Ekkor az 4-nak egy értelmiien 1étezik korlatos linedris kiterjesztése az M
-ra (M lezaraséara). Mas szoval: 31A: M — Y korlatos linedris operator, amelyre Ax = Ax, Vx € M. Spec eset,

mikor M = X.

Bizonyitas (véazlatos): legyen x € M. Ehhez Jx; € M:lim(x;) = x. Tekintsiik az (Ax;); ¢ sorozatot Y-ban!
Belatjuk, hogy ez Cauchy sorozat. ||Axy — Ax|ly = |AGx — x)ly < ¢ - |lxe — x]lx. Legyen e > 0, Iko: Yk, I > ko
esetén ||xx — x| < € = ||[Axx — Ax|| < c-e.Yteljes = Ty € Y:lim(Axg) = y. y csak x-tol fiigg, nem fiigg (xy) -tol

és egyértelmil. A(x): =y, A linedris, korlatos (és folytonos).
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Hahn-Banach tétel: legyen X Banach tér, Xy C X valddi (zart linearis) altér, f: Xy — K korlatos lineéris

funkcional (azaz szamértékili operator). Ekkor Hf:X — K korlatos linearis kiterjesztés, és ||]7|| =|IfIl .
Korlatos linearis funkcionalok, dualis tér (Hilbert tér esetén)

Eszrevétel: legyen X Hilbert tér, y € X tetszdleges rogzitett elem. Ertelmezzik az f: X — K, f(x): = (x,y)

funkcionalt.
Allitas: ekkor f'korlatos linearis funkcional. flinearitasa triviélis, és korlatos is, ugyanis [f(x)| = [(x, )| < ||| - |[y]| -

Tétel (Riesz): legyen X Hilbert tér (valos vagy komplex), f'egy korlatos lineéris funkcional X-en. Ekkor 1étezik

egyetlen y € X, hogy f(x) = (x,y) Vx € X.

Bizonyitas: jelolje Xo: = {x € X: f(x) = 0} -vel fmagterét. X, altér X-ben, azaz az algebrai miiveletek nem
vezetnek ki Xy -bol, és zart részhalmaz X-ben. Utobbi azért igaz, mivel ffolytonos, azaz ha x; € X,

(xx) > x=>x € Xo. f(r) = f(x) = f(x) =0, mivel jelen esetben f(x;) =0.

1. Ha Xy = X, f(x) =0 Vx € X, trividlis eset. Ekkor legyen y = 0.
2. Xp valddi altér = (Riesz-féle felbontasi tétel) 3x; # 0:x; € XOl . Legyen x € X tetszdleges, tekintsiik az

X 3y = f(0)x; — f(x)x elemet. Ekkor f(y;) = f(x)f(x1) — f(x)f(x) =0 = y; € Xo = (y;,x1) =0.

Mis szoval 0 = (y;,x1) = (f)x1 — fOe)x,x1) = Ol |7 = FG)(xx1 ) =

f(x1)

$ f(x) — f(xl)<x’xl> — <x, f(xl)xl ”x] ”2

llx1 112 flxq 112

Y = 3Ty, nevezetesen y = Xi.

3. yegyértelmil. Tth (x,y) = (x,y*)VxeX=>(x,y—y*")=0VxeX=>y—-y*  =0=>y=y*.
Korlatos linearis funkcionalok 10.05

Legyen X Hilbert tér y € X egy rogzitett eleme, f(x): = (x,y). Ekkor a CS-bol kovetkezik: || f]| < ||yl -

Megjegyzés: || f]| = ||yll, ugyanis egyrészt [f(x)] = [(x, y)| < lIxll - [yl = [I/]] < llyll. Masrészt
L1l = sup{|f(x)|: |lx|| = 1}. Vélasszuk x: = ﬁ (v # 0, maskiilonben trivialis), ekkor ||x|| = 1,

[l = (25 3)] = Iyl - Tehat 11 =l

Spec eset: X: = L*(M), M C R" mérhetd halmaz. Ekkor egy tetszdleges fkorlatos linearis funkcionél ilyen alaku:

f(@): =(d,y) = /(j)l/_/, ahol y € L?(M) rogzitett. yy,: = i € L*(M) jeldléssel f(¢p) = /gbz//(), Vo € L2(M) .
M M

Korlatos linearis funkcionalok L” (M) -en, ahol 1 < p < oo (azaz L* (M) teret nem targyaljuk)
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Legyen y € L9(M) tetszbleges rogzitett, ;7 + é = 1! Ertelmezziik az ffunkcionélt: f(¢): = / ¢y, ahol
M

¢ eL(M).
Allités: fkorlatos linearis funkcional L? (M) -en.

Bizonyités: tudjuk, hogy ¢ € LP (M), y € L4(M) = ¢y € L' (M), tehit a funkcional értelmezve van az egész

/Mfﬁl//

L? (M) -n, nyilvan lineéris. A Holder egyenl6tlenség szerint

< Néleeay - W llLaan = W< M llzan.

vagyis korlatos is és normédja < [|y/||Lq(s)

Tétel: (|1l = llyllLaca -

Tétel: legyen 1 < p < oo. Ekkor tetszoleges f:LP (M) — K korlatos linedris funkcionalhoz

ly € LIM): f(¢) = /l//qb :
M

Dualis (konjugalt) tér

Definicié: legyen X normalt tér! Az X-en értelmezett korlatos linearis funkcionalok terét X dualisanak nevezziik és

X'-vel jeloljiik (van, ahol *-gal jelolik).

Megjegyzés: X' = L(X, K). Tudjuk, hogy X' = L(X, K) normalt tér (norma az operator normaja), X' tér teljes,

mivel K alaptest teljes, igy X’ Banach tér.
Ertelmezziik az eldbbieket ezen fogalom rogzitésével!

X Hilbert tér. Tudjuk, hogy Vf € X'3y € X: f(x) = (x,y), ||f|| = ||¥||. Forditva, y € X esetén
f(x): =(x,y),x € X! Tehat ha X Hilbert tér, bijekcio létesithetd X' és X kozott. Jeloljik: @(y): = f, f(x): = (x,y)

. @:X — X' bijekcié. Ennek tulajdonsagai:

® D(y; +yy) =D(y1) + P(y) fi(0) = (x.y1), () = (x,32).
(h+ L)@ =1+ L) = (xy1) + (6 y,) =(xy + ), vagyls fi + o <y +,
o } € K esetén D(dy) = 1D(y). f(x) = (x,y) = (x,Ay) = Kx,y) = Af (x) = (Af)x, vagyis Ay < Af, tehat &

konjugalt linedris.

X = LP(M) esete, mikor | <p <coés 42 =1.

Tudjuk, hogy tetszdleges w € L9(M) esetén f(¢): = /qbl//, ¢ € X mellett f € (L?(M))', ||f|| = |lyl]|. Tovabba
M
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(LP(M))' minden eleme ilyen alakll p < oo esetén.

Li(M) >y « f € (LP(M)). Kéonnyen belathatd, hogy az eddigiek alapjan @ bijekcio, sét, @ linearis. L” (M)

izomorf €s izometrikus (normatarto) L?(M) -vel, ha p < oo.

X" tér, mas széval bidualis, reflexiv tér

Definicid: legyen X normalt tér. Ekkor definici6 szerint X": = (X')'.

Allitas: ha X Hilbert tér, akkor X" izomorf, izometrikus az X térrel.

Definicid: legyen X Banach tér! Ha X” izomorf és izometrikus X-szel, akkor X”'-t reflexivnek nevezziik.
Allitas: legyen X = LP (M), ahol 1 < p < oo! Ekkor L? (M) reflexiv.

Vizsgaljuk X"-t altalanos esetben, mikor X Banach tér! Tekintsiik egy tetszoleges, rogzitett x € X elemet, ehhez
rendeljiik hozza a kovetkezo, F, € X" elemet! F,.(f): = f(x), Vf € X'. Ekkor Fy jol definialt funkcional X'-n,

nyilvan linearis, korlatos is. |[Fx(f)| = |f )| < fIl - lIxllx, Vf € X'. = ||Fx|| < ||x]|.
Allitas: ||F,|| = ||x]|.

Bizonyitas: (definicio szerint ||F|| = sup {|F(f)| = |[fX)|:||f]] = 1} ) azt kellene belatni, hogy 3 f € X":||f|| =1,
fex

melyre igaz, hogy |F.(f)| = ||x|| barmely rogzitett x esetén. Tekintsiik a kovetkezd f, funkcionalt X kdvetkezd, 1
dimenziods alterén: Xo: = {Ax:4 € K}, ahol x € X rogzitett. Legyen f,(Ax): = A||x||. f, korlatos is,

|fo ()| = WlIx|l = lIAx]| - 1 = ||y || = 1. A Hahn-Banach tétel szerint az X, altéren definialt f; korlatos linearis
funkcional kiterjeszthetd a korlatossag és linearitas megtartasaval az egész X térre tigy, hogy || f]l = || fy || (ezt

persze nem bizonyitottuk). Jelolje ezt /! f € X', || f|| = || ]| = 1. Erre
(Nl =1l =1fA-0l=fod-x)=1-|x|l = [lx] .

Altalanos esetben X" egy részhalmaza izomorf és izometrikus X-szel. X"-nek lehetnek més elemei is (ha nem

reflexiv).

Gyenge konvergencia

Definicid: legyenek X, Y normalt terek, és tth A; € L(X,Y), j € N (A; korlatos lineéris operator X-n). Azt

mondjuk, hogy ez az A; sorozat gyengén konvergal az 4 operatorhoz, ha Vx € X elemre (A;x) — Ax

JEN

(pontonkénti konvergencia). (Y-beli norma szerinti konvergencia).
13-



Allitas: ha lim||A; — A|| = 0, azaz (A;) — A az L(X, Y) norma szerint, akkor (4;) — A gyengén, de forditva nem

mindig igaz.

Bizonyitas: tfh lim||A; — A|| = 0. Ekkor ||Ajx — Ax||, = ||(4; — A)x|| < ||4; — A|| - lIxll = 0.
—_—

-0
Specialis eset: ¥ = K, L(X,Y) = X" (]j) — f gyengén X' -ben, ha barmely rogzitett x € X esetén (jj-(x)) - f(x).

Példa X -beli gyengén konvergens sorozatra, amely norma szerint nem konvergens. Legy en X szeparabilis, végtelen
dimenzios Hilbert tér! Legyen ebben egy y;, y,,....y;,... ortonormalt, teljes rendszer! f;(x): = (x,y;). Ekkor (x, y;)

az x € X elem j-edik Fourier-egy eiitthatoja y; ortonormalt rendszer szerint, ¢;: = (x, y;). Tudjuk, hogy

Z |Cj|2 < oo = lim(¢j) =0, azaz jlin:o]j-(x) =0, Vx € X. Més szoval (]j) X -beli sorozat gyengén tart f =0
j=1
funkciondlhoz. Masreszt || f;|| = |||, = 1. igy ( f]) nem tart a norma szerint az f = 0 funkcionalhoz.

(Bebizonyithato, hogy véges dimenzidban a gy enge konvergencia egybeesik a norma szerinti konvergencia

fogalmaval.)

Tétel: tth A; € L(X, Y), ahol X, Y Banach terek, (4;) — A gyengén. Ekkor (||A;]]) korlatos. Ez a tétel

jeN

kovetkezik az alabbi tételbol.

Egvenletes korlatossag tétele (Banach-Steinhaus tétel, bizonyitas nélkiil): legyenek X, Y Banach terek,

A;j € L(X,Y). Haaz A; operator sorozat pontonként korlatos, azaz ha Vx € X esetén

sup{||Ajx||} < o = (||Aj||) korlatos.

jeN

Megjegyzés (gyenge kompaktsagi kritérium): tekintsiik a X' = L(X, K) specialis esetet az egyszertiség kedvéért.
Ha f; € X' korlatos sorozatot alkot (X most Banach tér), akkor ( ]j) -bol kivalaszthat6 egy gyengén konvergens

részsorozat.
Gyenge konvergencia X-ben 10.12

Definicié: legyen X normalt tér! Azt mondjuk, hogy egy (xj) ; _, X-beli sorozat gyengén konvergal egy x € X

jEN

ponthoz, ha V f € X' funkciondlra (f(x;));cp = f(0).

Megjegyzés: ha X reflexiv Banach-tér, akkor minden korlatos X-beli sorozatnak létezik gy engén konvergens
részsorozata. Ugyanis ekkor X = X" = (X")".
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Inverz operator

Emlékeztetd: egy fliggvénynek létezik inverze, ha injektiv. Tudjuk tovabba, hogy egy A:X — Y linearis
operatornak létezik inverze (azaz injektiv) < a magtér csak a 0-bol all, azaz Ax = Oy < x = Ox. Tovabba, ha A~!
létezik, akkor A~ linedris operator. Egy 4 operétor folytonos xy -ban, ha

Ve>03p>0:lx—x0lly <p = [Ax —Axplly < €.

? ,
Kérdés: ha X, Y normalt terek, A: X — Y linedris és injektiv = A~! korlatos is? Altaldban nem, akkor sem, ha 4

korlatos.

Nyilt leképezések tétele (bizonyitas nélkiil): legyenek X, ¥ Banach terek, A: X — Y korlatos linearis operator és

R4 =Y , vagyis rdképezés. Ekkor A4 operator X minden nyilt halmazat Y nyilt halmazaba képezi. Ebbol
kovetkezik:

Tétel (Banach): legyenck X, Y Banach terek, A:X — Y korlatos és lineris, Ry = Y és A injektiv! Ekkor A~!

korlatos (azaz folytonos).

Bizonyitas: legyen tetszlleges yg € Y =Ry =D, 1. Xo: = A~ly,. Belatjuk, hogy az A~! folytonos y, -ban.
Tekintsiik xp = A~'y, egy tetszSleges B, (xo) nyilt kdrnyezetét! Ennek képe is nyilt az Y-ban az elébbi tétel
szerint. Mivel y, € A(B,(xp)), ami nyilt, ezért y, -nak van olyan kornyezete, melyre B, (y,) C A(B,(xp)). Ez azt

jelenti, hogy hay € B,(y,) = A~y € B,(x0). Eszerint A~! folytonos y, -ban.
Zart graf (grafikon) tétel

Definicié: legyenek X, Y normalt terek, A: M — Y linearis operator, M C X. Ekkor 4 operator grafja, grafikonja az

alabbi halmaz: G4: = {(x,Ax):x € M = D4 }.

Definicié: egy A:M — Y linedris operatort zartnak neveziink, haa G4 C X X Y zart halmaz X X Y -ban.

XxXY={(xy):xeX,yeY}.
Megjegyzés: a szorzattéren értelmezett miiveletek:

® (x1,y1)+(x2,y) = (1 +x2,5 +,)
® Ax,y) = (4x, 4y)
o (1 Wllxsey: = VXN + lIylI%, X X Y normalt tér tehat.

Legyenek X, Ynormalt terek, A:M — Y linearis operator, Dy = M C X. A zart < ha minden (xj)jGN M-beli

-15-



sorozatra, melyre lim(x;) = x € X és 3lim(Ax;) =y € Y, akkor x € M és y = Ax . Ezért ha A4 folytonos, akkor

zart 1s.

Példa zart, linearis, de nem folytonos (nem korlatos) operatorra: X: = C[0,1], M = D4 = C'[0,1], A¢p: = ¢,
vagyis a differencialop erator. (qb]) — ¢ egyenletesen ( C[0,1] -beli konvergencia) és (gb/j) — y egyenletesen

=y =¢ ,tehit 4 valoban zart, lineris (de nem korlatos, igy nem is folytonos, ezt lattuk kordbban).

Zart graf tétel: legyenek X, Y Banach terek, A: X — Y zart, lineéris operator (tehat D4 = X ). Ekkor 4 folytonos

(korlatos).

Bizonyitas: G4: = {(x, Ax):x € Dy = X} C X X Y (utdbbi Banach-tér), ugyanis G4 zart halmaz X X Y -ban, az
X X Y vektortenérnek altere: (x1, Axy) + (X2, Axo) = (x1 +x2, A(x1 +x2)) € Gy, Alx, Ax) = (Ax, A(Ax)) € Ga. G4
az X X Y Banach tér zart linedris altere = G4 Banach-tér. Tekintsiik a kovetkezo két operatort: U(x, Ax): = x,
V(x, Ax): = Ax, ahol (x, Ax) € G4. Ekkor U:G4 — X, Ry = X, V:G4 — Y. Most U-ra alkalmazhat6 a Banach
tétel (az inverz operator korlatossagarol): Dy = G4, Ry = X, U korlatos és injektiv = U~!:X — G, korlatos
(folytonos), A = VU~!, mert U~!x = (x,Ax), V(U1 (x)) = V(x, Ax) = Ax. V:G4 — Y korldtos = A=VU~!

is korlatos.
Sajatérték, regularis érték, spektrum

Legyenek X, Y normalt terek, A:M — Y lineéris operator, M C X, b € Y adott elem.

1. Els6faju egyenlet: melyik az ax € M = Dy: Ax = b?

2. Mésodfaju egyenlet: legyen Y = X. Melyik az ax € X, melyre (I — A)x = b, ahol A € K, I az identitas. Ha
(M — A) nem injektiv, azaz nem létezik az inverzre, akkor A -t az 4 operator sajatértékének nevezziik. Ez azt
jelenti, hogy Ixp # 0:(A4 — A)xg =0 & Axp = Axp.

Definicié: ha 3(A/ — A)~!, ez korlatos és R;;_ 4 értelmezési tartomanya stiri halmaz X-ben, akkor 4 -t regularis

értéknek nevezzik.

Allitas: ha A zart operator, akkor regularis érték esetén D X,azaz Ry;_4 = X.

Gr-A-1 =

Megjegyzés: ekkor regularis értéke esetén (Al — A)x = b egyenletnek Vb € X -hez 3 !x megoldas, és x

folytonosan filigg b-t0l, azaz x = (Al — A~ b
——

folytonos

Definicid: az A operator spektruma a regularis értékek halmazanak a komplementere az alaptestben. A

-16 -



sajatértékek halmaza része a sp ektrumnak.

Korlatos linearis operatorok regularis értékei

Tétel: legyen X Banach tér! Legyen A: X — X korlatos linearis operator. Ekkor r,(A): = klim V| ”k, ez létezik

¢és véges. Ha A4 € K szamra teljesiil, hogy |4] > r;(A), akkor A reguléris érték (4-ra nézve).
Definicid: r,(A) szdmot az A korlatos lineéaris operator spektralsugaranak nevezziik.
Megjegyzésck:

® A,B e L(X,X) esetén ||AB|| < [|A[[||BIl, ugyanis [[(AB)x|| = [|A(Bx)|| < [|All - [1Bx]| < [|A[l - IB]| - [Ix]]
minden x-re, = [|AB|| < [|A]|[|B]|

o K < nAl. AR < (IAIF) ' = 114N = ry(4) < [1A]l. Kévetkezmény: ha 2] > [|A]| = A reguléris
érték.
Lemma 1: legyen Z Banach-tér, z; € Z. Ha Z |zx|l < 00 = Z Zx konvergens Z Banach-téren.
k=1 k=1

J
< Z llzkll < & hal,j> j,, tehat teljesiil
k=1+1

J

> -

k=1+1

J
Bizonyités: legyen s;: = Z Zx részlet Osszeg! ||s; — s/|| =
k=1

a Cauchy kritérium. Mivel Z Banach-tér, azaz teljes normalt tér, ezért minden Cauchy-sorozatnak van hatarértéke

Z-ben.

Lemma 2: tfth B, € L(X, X), Z By konvergens L(X, X) -en. Ekkor VC € L(X, X) operatorra C Z B, = Z CB;.
k=1 k=1 k=1

A bizonyitas egyszerl a részletosszegek segitségével.
10.19

Tétel: legyen X Banach-tér, A: X — X korlatos, linearis operator. Ekkor 1étezik és véges:

1/k

re(A): = kn}:o |AX|| """ . Tovabba |4] > r,(A) = A regularis érték,

- 1w | k S —k—1 4k :
MU-A)"" = % (I — %A) == Z —kA = Z A A" . Ez a sor — a Neumann-sor — L(X, X) normaban
i=o k=0
konvergens.
Bizonyitas:
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1. jeloljik: r: = inf{ ||Ak||1/k:k € N} > 0, ez véges. Belatjuk, hogy

||1/k _

rs(A) = klim |A* r= inf{ ||Ak||1/k:k € N} > 0. Legyen € > 0 tetszoleges, ekkor az alsé hatar

definicigjabol kovetkezik, hogy Im € N:r < |A™|''™ < r + e. Ezen m mellett valasszunk egy k>m
szamot, melyre k = pm + g, ahol p € N és 0 < g < m (ez k-nak m-vel vett maradékos osztésa, g a
maradéktag). Ekkor A% = AP"H4 = (AP)™ . A9 igy

[AK] < Am)17 - AN = [JA4]1TE < am P A9 <+ &) R A9, Vegy ik észre, hogy

lim % = 1, mert hm % = 0, igy a fenti egyenl6tlenség jobb oldala — r + €. Ebbdl kovetkezik, hogy

k— 0

ko :k > ko = r < [laK]|"*

<r+2e= hm ||Ak||1/k

2. Belatjuk, hogy a Neumann-sor L(X, X) -ben konvergens. Az 1. lemma szerint ehhez elég bizonyitani, hogy a
sor tagjainak normadibol alkotott sor konvergens, azaz 2 |A=*=TA¥|| < co. Valasszunk egy olyan r;
k=0

szamot, melyre || > r; > rs(A)! Mivel r (A) = klim ||Ak||1/k és r1 > rs(A), ezért

1/k 1 k_1

Ik €Nk > ki = 1 > (AN WH Ikl < et =

gy [[A7F 1Ak = (I/ll) Ezeket 6sszegezve k

szerint egy mértani sort kapunk, melynek kvéciense 0 < = i il < 1, igy a sor konvergens, azaz

i 14 <I/1I>

3. jeloljik B: = Z A~*=1A¥ € L(X, X). El8bb lattuk, hogy ez konvergens. Ebbl kovetkezni fog, hogy
k=0
(AI — A)~" 1étezik és egyenld B-vel. A 2. lemmat felhasznalva:

(Al —A)B=B—-AB = zZz-k LAk Az/rk LAk = ZA"A" Z,rk LA+ =
k=0 k=0

Hasonloképpen, B(AI — A) = I. Kovetkeztetésképpen (Al — A)~! 1étezik és egyenld B-vel.

Kovetkezmény: |1| > r,(A) esetén a (I — A)x = b masodfaju egyenletnek létezik egyetlen x megoldasa, mégpedig

x=W-A4)""b= (Z/l_k_lAk) Z /1 k= lAk Zﬂ_k_l(Akb),ez a sor pedig X normaban
k=0 k=0 k=0

konvergens. A sor Osszege igy is irhato: %b + 2 A7*=TA¥p. A fentiek még inkabb érvényesek, ha |4 > ||A]|.
k=1

Bizonyithat6 (de nem tessziik) tétel: r,(A) = sup{|Al: 1 € A;peksrum } -

Alkalmazas, példak.
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1. példa: négyzetesen integralhatdé magu integralop eratorok.

Legyen M C R" egy Lebesgue szerint mérhetd halmaz, X: = L?(M), ez ugye Hilbert tér. Legyen ¥ € L>(M X M)

az ugynevezett magfiiggvény, s ¢ € L*(M). Definidljuk: w(x): = / K (x, v)p(y)dy.
M

Allitas: w € L*>(M), tovabba a K(¢): = y képlettel értelmezett K:L2(M) — L?(M) operator lineéris, korlatos. A

K operatort négy zetesen integralatd maga integralop eratornak nevezziik.

Bizonyitas: a Cauchy-Schwarz egy enlétlenség szerint majdnem minden x-re

1/2 1/2
Wl < / 0] Oy < { / |zf(x,y)|2dy} { /M |¢(y)|2dy} Mivel
M M

F € LX(Mx M) = |F (x, y)|> dxdy < co. Fubini tételt hasznalva / / \F (x, y)I* dydx < oo, igy
M

MxM M

véges m. m. x-re

(O < / |5L”(x,y)|2dy- [/ |¢(y)|2dy] < oo. Integrélva:
M M
/|l//(x)|2dx < [/ / |# (x, y)|2dydx] . [/ |¢(y)|2dy] < 00 =y € L*(M). K linearitasa trividlis. K korlatos,
M MJIm M

wganis IKPI 2, = W2 < { [ e )Pasay | 1917 = K kortvos s
M

Mx

1/2
K|l < {/M MI%(x,y)Izdxdy} = 1 L2 v aay -
X

Kovetkezmény: |4 > [|F || 2.y ar) €setén 4 regularis értek. Tudjuk, hogy || > r(K) esetén 4 regularis erték és

W =K)~" = Y a7t Rk,
k=0

Kérdés: K integral operator hatvany ai hogyan szamolhatok?

Allitas: legyen %, % € L*>(M x M) és K, L a megfelel6 integraloperatorok. Ekkor P: = KL szintén négyzetesen

integralhaté magh operator, amelynek magfiiggvénye P(x, y): = / K (x, )L (t,y)dt.
M

Bizonyitas: ¢ € L*(M) esetén (Pp)(x) = [K(Lp)](x) = / K (x,1) [/ Z(t, y)(p(y)dy] dt =
M M

= / [ / F(x, ) Z(t, y)dt] ¢ (y)dy, ahol Fubini-tételt ismét alkalmaztuk. & € L?(M x M), merthogy
mLIm

9’&&)

1/2 1/2
P 9] < { / G, z>|2dz} { / 0 y>|2dy} gy integrélva:
M M
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/ |P(x, y)|* dxdy < / [ / |%(x,t)|2dt]dx- / [ / |5£(r,y)|2dz]dy<oo.
MxM \M M P \M M ,,

'g 2 'g
<o <o

Kovetkezmény: (K/¢)(x) = / Hi(x,)pdy, j=1.2,..,ah0l F: = H, H>(x,y) = / F(x, ) F (¢, y)dt.
M

Ki(x,y) = /%(x DH j_1(t,y)dt. Ebbél kdvetkezik, hogy (A — K)~ 'p = 2/1 I=1Kip.
j=0

(1= K)~'b|(x) = [ZA‘f‘leb] @)= Y A7 (KIb)(x) = Moy Zﬂ‘-’”/%j(x,y)b(y)dy;
j=0 j=1 M

j=0
< @ + / [Z Y4 G(x, y)] b(y)dy. A sor L*(M) normaban konvergil. Az egyenléséget a kdvetkezd Oran
Ml
j=1
eLz(‘A(/Ix M)
latjuk be.

© 11.02
A korébbiak szerint (A — A)x = b egyenletnek van egy értelmii megoldasa x-re és x = Z Akl (Akb) ,hal
k=0

regularis érték, ugyanis ekkor a jobb oldal konvergens X > x -ben.

Az el6z6 példaban X: = L?(M) volt, (ahol M C R" mérheté halmaz), ¥ € L>(M X M),

w(x): = (K¢)(x) = / F(x,y)p(y)dy ahol K:L*(M) — L?(M) korlatos linedris operator és
M

ro(K) < NIKN < NZ N 2 arsary-
(M = K)p = b, b € L*>(M) adott esetén mi a megoldas ¢ € L?(M) -re? Az egyenlet ekvivalens:
Ap(x) — / H(x,y)p(y)dy = b(x) majdnem minden x € M -re. Ha

M

o

W>roK)=¢=) A'Kib="L+ Z ~I= Kb, (K/b)(x) = /%j(x,y)b(y)dy,
j=0 j= M

Fi(x,y) = / K1 DKt y)dt és Ky = K. gy
M

; b(x) S
P =22 + Zx i= 1/%(x WOy = —=+ /M [Zﬂ j 1%,-(x,y)] b(y)dy. A sor L*(M x M)

7/

v

R;(x,y) €L2(M x M) rezolv. op magfgve

-ben konvergens, ha |1] > r5(F) .
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A bizonyitas alapja: #;(x,y) = / Fi 1 )E(t, y)dt = K7~ operator alkalmazva t — J(t, y) fiiggvényre (v
M

rogzitett):

1/2 1/2
{ [k} <t [ireopal ™= [mwofa< o [ peoba
M M M M

Integralva y szerint: / |%; (x, y)|2dxdy < |Iki=1| 2/ \F (1, y)|* dtdy.
MxM MxM

1 )
/ TEED) | (x, y)|2dxdy < |’12(’1—+1)| l&k=1* - ||3,,V||52(MxM), igy a bal oldalbol képzett szamsor (ami
MxM
. v

hd

o0
Z sorkonv. ha |l > r4(K)
j=1

> () is konvergens.
2. példa: folytonos magh integralop eratorok.

Legyen £2 C R" korlatos tartomany (azaz nyilt és sszefiiged), X: = C(R), Q2 — K folytonos fiiggvények (a

feliilvonas a lezarast jelenti), tehat C(£2) az £ korlatos tartomany lezarasan értelmezett folytonos fiiggvények tere

allg|l = sgp|¢| normaval. Legyen & € C(2 X Q2), w(x): = (Kp)(x): = /ﬁ%(x, Vo ()dy.

Allitas: K:C(2) — C () korlatos, lineris operator.

Bizonyitds: ()| = /ﬁ H e )Y < /§ e 1 WOy < 191 | |0 ldy < s [ 1y T

Q xeRJQ
is igaz: (K/¢)(x) = /%j(x, No)dy. F;(x,y) = /,%’j_l(x, NF(t,y)dt, K; folytonos.
2 2
3. példa

Az elébbi spec esete: 2 = [a, b] C R, ekkor & € C([a, b] X [a, b]), tovabba F(x,y) = 0, hay > x.

b X
(Kp)(x): = /,%(x, V$(y)dy = /%(x, v)¢(y)dy Voltera tipust operator. Erre is igaz, hogy %# :Cla, b] — Cla, b]

folytonos linearis operator.
Allitas: r,(K) = 0, igy A # 0 esetén A regularis érték, azaz 1étezik egy értelmii megoldasa a

Ap(x) — / K (x,y)p(y)dy = b(x) masodfaji egyenletlnek barmely folytonos b(x) esetén.
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Bizonyitas: #;(x,y) = /%] 1(x, ) F (¢, y)dt, specidlisan F, (x,y) = /%(x VA y)dt /.%/(x NH(t,y)dt,

0hat>x0 hay>t

mert csak y < ¢ < x esetén nem 0 az integrandus. {gy > (x,y) =0, hay > x. #5(x,y) = /%2 (x,)F(t,y)dt =0

y

ha y > x. Ekkor ||K]|| < sup /l%(x Vldy < a(b — a), ugyanis # € C([a, b] X [a, b]) = K korlatos és igy

xeab]

| Z(x, | <a, Vx,y€la,b].

K2 < sup /l%z(x Vldy = sup /l%z(x y)ldy. Az integrandusra

XE ub] anb]

|F 5 (x, y)| = /%(x, NH(t, y)dt| < /I%(x, HIE (¢, y)ldt < az(x —y)hax>y. fgy
e —

y y <a <a

X

K2 < sup /I«%z(x yldy < sup /az(x—y)dy=

x€la b] x€la,b]
a
N2 _ 2 _ 12
=a? sup [_(x zy) ] =a? sup € 2a) =2 2a) ‘
x€la,b] y=a x€la,b]

2
||K3 || -re hasonlé modon jarunk el. Ekkor [ %3 (x, y)| = /,%(x NH,(t,y)dt| < /L%(x DK, (t, y)ldt < a —).
" —— —

Y e <al(t-y)

X
2
x— )3 )3 _ .
fgy |K3|| < su HK3(x,y)dy < sup a’ (=) dy =a® sup Ga)” g3 boa” Teljes indukcioval
gy P y 37 3]
x€la b] x€la,b] 2 x€la,b] ’ ’
a

b—a

bizonyithat6, hogy |K/|| < &/ (b;—,a)] => ||Kj||1/j =a 7 — 0,ha j — oo.
J: J!

Hilbert tér operatorai
Az adjungalt operator

Legyen X Hilbert tér, A: D4 — X linearis operator, ahol D4 az A-nak az értelmezési tartomanya, Dy C X,y € X
elem.
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Kérdés: 1étezik-¢ illetve hany y* € X Iétezik, melyre (Ax, y) = (x,y* ), Vx € D4 esetén? Mi az egyértelmiiség

feltétele?
Allitas: legfeljebb egy y* létezik < Dy = X , vagyis ha az értelmezési tartomany siirii X-ben.

Bizonyitas: legfeljebb egy y* létezik < hogy ha (x,y*) = (x,y), Vx € D, -bol kovetkezik, hogy y* =y.
(x,y*) ={(x,y), Vx € D4 pontosan azt jelenti, hogy (x,y* —y) =0, Vx € D4. Ebb6l kovetkezik:

y* =y < D4 = X. (Felhasznaljuk, hogy a skalarszorzat folytonosan filigg a tény ez6ktdl.)

Definicid: legyen X Hilbert tér, A: D4 — X linearis operator, D4 = X. Ekkor 4 operator adjungaltjat, A* operatort

igy értelmezziikk: Dy« : = {y€e X:3y" € X:(Ax,y) =(x,y*) VX €Dy} és A" (y): =y* .
Megjegyzés: 0 € D 4+, ugyanis (Ax,0) = (x,0) =0, Vx € Dy .
Allitas: A* lineéris operator.

Bizonyitas: legyen y,,y, € Dy« ! Ekkor (Ax,y,) = (x,A*(y;)), Vx € Ds és (Ax,y,) = (x,A"(y,)), Vx € Dy.
lgy (Ax,y1) + (Ax, ;) = (6, A" (7)) + (5, A* (1)) (Ax, 31 +32) = (5, A* () + A* (1)), Vx € Dy. Ebb6l

kovetkezik, hogy A* (v, +y,) = A*(y;) + A" (y,) . Hasonl6an igazolhato A* (1g) = 1A* (g).
Tétel: legyen A: X — X korlatos linearis operator. Ekkor A* : X — X korlatos linearis operator ¢s [|[A* || = ||A]l .

Bizonyitas: tekintsiink tetszoleges, rogzitett y € X elemet! Ekkor f(x): = (Ax, y), flinearis funkcional korlatos is:
[f @ = [(Ax, )| < NAxI] - NIyl < IIAIF- Hxl - vl = CHATID -l igy (LA < AT [1yll. A Riesz-tételbSl most
kovetkezik, hogy 3!y* € X: f(x) = (x,y*), azaz (Ax,y) = (x,y*), Vx € X -re. fgy D, = X, A"y = y*.
Tovabba |[A*y|| = |[y* Il = I£Il £ IAll - |Iyll, ezért A* korlatos és ||[A™ || < ||A]l. Az egyenldség abbdl fog

kovetkezni, hogy (A*)* = A= ||All = [(A*)* || < |IA*]l.

Legyen A: X — X korlatos linearis operator! Lattuk mar, hogy A*:X — X operator korlatos ¢€s linearis, €s 11.09

IA* I < lIA]l .
Tétel: legyenek A, B: X — X korlatos lineéris operator! Ekkor

.(A+B)* =A" +B*
. (A" =1A*
(AT =A

L I=1%,0" =0

N S

-23-



5. (AB)" =B*A*.
Bizonyitas: legyenek x,y € X !

1. ((A+B)x,y) =(Ax+ Bx,y) = (Ax,y) + (Bx,y) = (x,A"y) + (x, B*y) =
=(xA"y+B"y) =(x,(A" + B")y)

3. (Ax,y)y = (x, A" y) = (A" y,x) = (3, (A*)"x) = (A" ) " x, y),tehat Ax=(A")"x, Vx€X => A= (A%)"igy
[A“] < [[(A*)* || = ||All,igy az el6z6 tétellel egyiitt: ||A|l = ||JA* |

5. (x,(AB)*y) = (ABx,y) = (Bx,A*y) = (x,B* A" y)

Megjegyzés: mi a helyezet a linedris operatorok esetén (ha nem korlatos)? Dy, D C X, Dy = D = X.

Jelolés: ha A* x = Ax, Vx € Ds, Dy C D4+, akkor A™ Kkiterjesztése A-nak s ezt igy jeloljik: A C A*. Ezzel a
jeloléssel: (A+B)* D A" +B* és Dy« g+ = Dy+ NDg«. Ugyanis Yy € (D, N Dg+) esetén
((A+B)x,y) =(x,(A" +B*)y), Vx € (D4 N Dp).

Tovébba (AA)* = 1A*, (AB)* D B*A*,(A*)* DAé 1ACB=> A* DB*.

Példak:

X: = K". Tudjuk, hogy ekkor minden linearis operator korlatos. A:K" — K" lineéris korlatos operator. Tudjuk,
hogy A reprezentalhaté egy </ (valos vagy komplex elemekbdl alkotott), n X n -es matrixszal Gigy, hogy &/x = Ax.

Ekkor A* : K" — K" korlatos linearis operator. Kérdés: mi a lesz ennek a matrixa?

ap v dip
o =\ : ¢ | ajx € K. Ekkor x,y € K" esetén
anl Ann
n n n n n [ n n n
J— [ B —— % ES .
(Ax,yy= | Dapn |3 = D x| D aiy; | = D x| Dy | = Dw| D aiy | =(xdy), vagyis
j=1 Lk=1 k=1 |j=1 k=1 Lj=1 k=1 Lj=1
* * —_—
ayyp o Ay ap v anl
* . * . . . —
a; =aj, vagyis " =| : . =
Cl:l a,fn ain Ann

Négyzetesen integralhaté magu integral operatorok valés vagy komplex fiiggvényeken

Legyen X: = L>(M),M C R" mérhetd halmaz, % € L>(M x M), (K¢)(x): = / F(x,y)¢(y)dy. Tudjuk, hogy
M

K:L*(M) — L*(M) linearis operator, node mi K * ? Legyen ¢,y € L*(M), ekkor
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(K¢, p) = / (Kp)x)w(x)dx = / [ / F(x, y)gb(y)dy] w(x)dx, ami a Fubini-tétel alkalmazasaval
M mLm

= / ¢(y) _ / F(x, y)de] dy = / () [ / H(x, y)l//(x)dx] dy = (felcserélve x-t és y-t)
M LM M M

= / P(x) / F(y,x) w(y)dy|dx = / P (x) l / H*(x, y)y/(y)dx| dy. A bevezetett jeloléssel konzekvensen
M M. M M

(K*y)(x): = / H " (x,y)w(y)dy, igy az korabbiakkal egyiitt: (K¢, y) = / P)(K* w)(x)dx = (¢, K" ).
M M

Allitas: tetszSleges A linedris operator esetén (melyre Dy € X, Dy = X ) A* zart operator.

Bizonyitas: azt kellene belatni, hogy hay; € D4+, (yj)jeN — y X-ben, tovabba (A*yj) — zX-ben = y € Dy=
és A"y = z. Tudtuk, hogy (Ax,y;) = (x,A"y;), Vx € D4, Vj, igy j — oo esetén (Ax,y) = (x,z), Vx € Dy. Ez azt

jelenti, hogy y € Dy« ész=A"y.

Tétel: legyen X Hilbert tér, A: X — X korlatos linearis operator és 1 € K. Ekkor

Roi—a = =S;(A%): = {x € X: (U — A*)x =0}, ahol R az értékkészletet jel5li.

Bizonyitas: vilagos, hogy R a) linedris altér, ezért R(;;_ ) zart altér. Masrészt S7(A™) is zart altér. Az S3(A™)

halmaz azért zart, mert A* folytonos linedris operator.

e Eloszortthy e Ry, .ekkor0=( (U —Ax ,y)={(x, U —A)*yezigaz VxeX=>AU—-A) y=0
— —
ER);_ACR)_4 =-A*
,vagyis y € §7(A™).
o tthy e S;(A*)azaz (Al —A* )y =0, Vx € X,igy ((Al — A)x,y) = (x,(Al —A)*y) = 0,vagyis y L Ry_

minden elemére = y L R;;_ 4 minden elemére.

Megjegyzés: spec eset, mikor R);_ 4 zart halmaz, azaz R);_ 4 = R;;_ 4. Ekkor a fenti tételbdl kovetkezik:
(Al — A)x = b masodfaju egy enletnek létezik x € X megoldasa pontosan akkor,hab € Rj;_4 = S7(A™) 1 azaz
(b,y)=0a (M —A)"y=0egyenlet Vy € X megoldasara. Kés6bb latni fogjuk, hogy ha A Gn. kompakt linearis

operator, akkor A # 0 esetén az R);_ 4 zart halmaz.

Szimmetrikus és onadjungalt operatorok

Definicié: legyen X Hilbert tér, Dy C X és Dy = X és A:D4 — X linearis operator. Ekkor A-t dnadjungaltnak

nevezziik, ha A* = A (ekkor ugyanott vannak értelmezve, D+ = Dy ).

Definicié: legyen X Hilbert tér, D4 C X és Dy = X és A:D4 — X linearis operator. Ekkor A-t szimmetrikusnak
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nevezziik, ha A C A*. Tehat minden 6nadjungalt operator egyuttal szimmetrikus is.
Megjegyzés: ekvivalens definicio: 4 szimmetrikus, ha (Ax, y) = (x, Ay), Vx,y € Da.

Példa: ha X = K", akkor A: K" — K" -nak megfelel egy &/ matrix. Tudjuk, hogy A* matrixa &/ *, melynek elemei

* g 5 i 4 £ — . . =T
aj; = a;- Ekkor 4 d6nadjungalt < a; = ajk, aZaz aji = ;.

Példa: legyen X: = L2(M), M C R" mérhetd halmaz, (K¢)(x): = / F(x,y)¢p(y)dy korlatos operator, ahol
M

K € L>(M x M). Ekkor (K* ¢)(x) = / H " (x,y)p(y)dy, vagyis K * (x,y) = F (v, x). K énadjugnalt pontosan
M

akkor, ha #(x,y) = #(y, x) majdnem minden x,y € M.

Példa: legyen X: = L2(0,1), (Ap)(?): = ¢  (¢), midén ¢ € [0,1], vagyis legyen A a masodik derivalt operator (ami
linedris)! Dy: = {¢ € C*[0,1]:(0) = 0,¢p(1) = 0}, erre belathatd, hogy D = L?(0,1).

Allitas: A szimmetrikus operator (de nem dnadjungélt). Ennek igazolasahoz tekintsiink ¢,y € D4 tetszbleges

fiiggvény eket, ekkor parcialis integralassal:

1

1 1
(Ap.w) = / (A (n)dt = / ¢ Owdt = [§ O], — / ¢ Oy (dt =
0 0

0

1
= — [ )], + / ¢y (Odt = (¢, Ay)
0

Allités: legyen X komplex Hilbert tér! Ha D, C X , A:D, — X szimmetrikus operator, akkor (Ax, x) értéke 11.16

valos Vx € Dy esetén.

Bizonyitas: mivel 4 szimmetrikus, ezért (Ax, x) = (x, Ax), Vx € D4, masrészt a skalaris szorzat tulajdonsagabol

kovetkezden: (Ax, x) = (x, Ax) = (x, Ax) = (x, Ax) = (x, Ax) valos, igy (Ax, x) is valds.
Megjegyzés: bebizonyithatd, hogy ha X komplex Hilbert tér és (Ax, x) valoés Vx € Dy = A szimmetrikus.

Tétel: legyen X Hilbert tér (Iehet valos is). Ha Dy C X, A: D4 — X szimmetrikus operator, akkor A minden

sajatértéke valos €s a kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo6 sajatelemek ortogonalisak.
Bizonyitas:
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e tth Ax = Ax valamely 0 # x € D4 elemre, 1 € K. Ekkor = (Ax, x) = (Ax, x) = Allx]|%. A norma értéke
valés
valos, igy a sajatérték is az, mert szorzatuk valos.
o tth Ax; = A1x1, Axo = hhxy és Ay # A, valos sajatértékek. Szorozzuk skalarisan jobbrdl elobbit x, -vel!
(Ax1,x) = (Ai1x1,x2) = A1 {x1,x), illetve (Ax;,x2) = (x1,Axp) = (x1,x2) = L {x1,x), vagyis

M{xr,x) = (x,0) © (4 —L)x1,x) =0, igy mivel &, # 4 = (x1,x) =0.
Tétel: legyen X Hilbert tér, A:X — X korlatos dnadjungalt operator. Ekkor ||A]| = sup{|(Ax,x)|:x € X, ||x|| =1} .

Bizonyitas: az operator norma definicidja szerint ||A|| = sup{||Ax||:x € X, ||x|]| = 1}. Ezért egyrészt a Cauchy-
Schwarz egy enl6tlenségbdl |(Ax, x)| < [|Ax]| - x|l < [IA]l - Ix|* = ||A]l, ha ||x|| = 1. Jeldljiik:

a: =sup{|{Ax,x)|:x € X, ||x|]| = 1}. Az elébbiek szerint @ < ||A||. Belatjuk a forditott egyenl6tlenséget.
TetszOleges x, y € X elemekre

(Ax+y),x+y) =(Ax+ Ay, x +y) = (Ax,x) + (Ay,x) +(Ax,y) +(Ay,y) =
=(y,Ax) =(Ax,y)

= (Ax, x) + (Ay,y) + 2R(Ax, y)

Hasonloképpen: (A(x —y), x — y) = (Ax, x) + (Ay,y) — 2R(Ax,y). A kapott 1. egyenl6ségbdl a 2-at kivonva:

4R(Ax,y) = (Ax +y). x +y) = (Alx = ), x —y) <A + ). x +y)|+ [(Alx = y), x = )| <

<ale+ 12 +alle=yI1? = a(llxll® +2¢x ) + IylI” + x> = 2¢x ) + Iyll*) =

= R(Ax,y) <5 (IIxl> + [IylI*).-

Tetszbleges A > 0 szamra: M = (Ax, Ax) = (A(4x), Ax/1) = ifﬁ) =R(Af,g) <5 [IIfII2 + ||g||2] =
>0

eRry =f =8

2
= [ + |2 | = ¢ [12 lell® + %] Vilasszuk: 2: = 20 ekdcor 1> 0 teljesill (feltéve, hogy Ax #0),

Il Ax]]
Ml

. 2 2 lixl 2 it
¢s [|Ax]|® < %[ [l + o 1A ]— 5 LNAx] - lxll + [Ixl - JAx]]] = ell Ax]| - [lx]l. [|Ax]| = O trividlis esetet

l[Ax] T2
kivéve osztva ||Ax|| > 0 -val: [|[Ax|| < a - ||x||. Ez igaz ||Ax|| = O esetén is persze. Tehat ||A|| < a. El6bb azt

kaptuk, hogy a < ||A||, igy a mostanival egyiitt: ||A|| = a .

Tétel (bizonyitas nélkiil): vezessiik be M: = sup{(Ax,x):x € X, ||x|| = 1} és m: = inf{(Ax,x):x € X, ||x|| = 1}.
(Ekkor a fentiek miatt [m, M] C [—||A]l, ||All], és max{|m|, M} = ||A]| ). Az 4 6nadjungdlt korlatos operator

spektruma C [m, M], més szoval, ha A € K -ra A € [m, M] = A reguldris érték 4-ra.

Megjegyzés: azt eddig is tudtuk, hogy |1] > ||A|| esetén A regularis érték (ha 4 korlatos). Azt is tudtuk, hogy ha 4

szimmetrikus és S 4 # 0 = A nem lehet sajatérték.

Definicié: legyen A: D4 — X lineéris operator, Dy C X, D4 = X. Ha (Ax, x) > 0, Vx € Dy, akkor A-t pozitiv
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operatornak nevezziik (konzekvensen pozitiv szemidefinitnek kéne nevezni).
Allitas: ha 4 pozitiv, akkor 4 minden sajatértéke > 0.

Bizonyitas: Ax = Ax = 0 < (Ax,x) = (Ax,x) = A||x||> = A1 >0, ha ||x||> #0.
Izometrikus és unitér operatorok

Definicid: legyen X Hilbert tér! Az A:X — X operatort izometrikusnak nevezziik, ha ||Ax|| = ||x||, Vx € X.

Ekkor lathato, hogy A4 korlatos és ||A|| = 1.
Allitas: ha 4 izometrikus, akkor tavolsag és skalérszorzattarto (szogtarto).

Bizonyitas:

* [|Ax — Ayl = [[A(x =yl = llx = ylI.
e Belatjuk a skalarszorzattartast valos X Hilbert tér esetén. ||lx + y||* = ||x]|* + 2(x, y) + |Iy|I*,
Ix = yII* = lIxlI*> = 2{x, y) + ||y]|*. Ezeket egymasbol kivonva:
2 2
v+ 3012 = =yl = 4¢x,3) = (v, y) = LRl gy
(Ax,Ay) = 3 (IlAx + Ayl1* = [[Ax = AYII*) = 3 (IIAG+ DI = IAG = DIIP) = 7 (e + 17 = e =y11%) =
= (x,y) = (Ax, Ay).
e Komplex esetben (x,y) = jT [llx + 9012 = llx =yl +illx 4+ iyll* = illx - iy||2] , igy kicsit hosszabb a

bizony itas.

Kovetkezemény: ha A: X — X izometrikus operator és (xi, x3,...) ortonormalt rendszer, akkor (Ax;, Axp,...) is

ortonormalt rendszer.

Kérdés: ha (x|, x,...) teljes ortonormalt rendszer, akkor kovetkezik-e, hogy (Ax;, Ax,,...) is teljes ortonormalt

rendszer? Altalaban sajnos nem.

Példa: legyen X végtelen dimenzids, szeparabilis Hilbert tér és (x;, x,...,Xk,...) teljes ortonormalt rendszer.

(o)

Ertelmezziik A-t! Egy x € X elemet fejtsiik Fourier-sorba! x = Z Xy =c1x1 +cax + ...,
k=1
o0
Ax: = Z CiXp+1 = C1 X2 + 2 x3 + ... Ez egy jol definialt linearis operator. Tudjuk, hogy
k=1
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lAx||? = Z lekl* = ||x]|?, tehat A izometrikus. Lathatjuk, hogy igy (Ax; = x2, Axp = x3....) nem teljes. Az is
k=1

kiolvashat6 A definiciojabol, hogy Ry = Z(x2, x3,...) az X-nek valddi altere, igy Ry # X.
Definicié: A: X — X izometrikus operatort unitérnek nevezzik, ha Ry = X.

Tétel: egy A:X — X korlatos operator unitér < JA~! = A*.

Bizonyitas:

e = iranyba: tth 4 unitér. Ekkor 4 korlatossaga 1évén A™ értelmezve van X-n, tovabba ||Ax|| = ||x]|,
Vx € X = Ainjektiv = A~ is létezik. Belatjuk, hogy A* = A~!. Egyrészt D,-1 = Ry = X, mivel 4
unitér. Ekkor Vx,y € X elemre (x, y) = (Ax, Ay) = (x,A*Ay) = y= A" Ay,
VyEX=2A"A=I=>A"AA" ' =A" =24" = A7

e & iranyba:tth A* = A~!'. Ekkor mivel Dy+ =X = Ry = D,_; = X, tovabba

lAx||? = (Ax, Ax) = (x, A* Ax) = (x, Ix) = ||x||?, tehat 4 izometrikus is.

Allitas: ha 4 unitér, akkor teljes ortonormalt rendszer képe szintén teljes ortonormalt rendszer. 11.23

Példak unitér operatorokra:

1. Trivialis példa az identitas
2. X: =K". Tudjuk, hogy egy A:IK" — K" linearis korlatos operator megadhat6 egy of négyzetes matrixszal,

ail ot din a]

Il

1]

]
1]
A~
&l
’j ~
&

~N
=~

S
SN—"

Aanl o dpn a,
Aleképzés unitér © A* =A" S AA = I=A"Ae dd* =F =d*A. A" elemei:

. lhaj=k
4 = (@), ax)yn = Sjk =
Ohaj#k
A sorvektorok tehat ortonormaltak, belathaté az of * of = .7 egyenletbdl, hogy az oszlopvektorok is. Az
ilyen — unitér op eratorokat megadd — matrixokat ortogonalis matrixoknak is nevezziik.

3. Fourier-operator (Fourier-transzformacio): X: = L?(R) Hilbert tér! Az F fourier operatort igy értelmezziik

(e 0]

az ¢ € L2(R)n L' (R) c L2 (R) fiiggvényeken: [F(¢)](x): = ﬁ / e~ ¢(y)dy. Lathato, hogy ennek

— o0

csak akkor van értelme, ha ¢(y) integrélhaté. Tudjuk, hogy e~ ¢ (y)| = |p(y)], mert |e=*¥| = 1. ¢ € L*(R)
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N

esetén [F(¢)](x) = lim \/1_ /e""‘y(ﬁ(y)dy az L?(R) norméaval.
N-o>o V27
-N

Tétel: az F:L2(R) — L?(R) operator unitér, # ~! = F* akovetkezé képlettel adhaté meg:
N

[.97 -1 (1//)] () = Nh_r)nc0 \/% / e™y(x)dx, ahol a limesz L?(R) norma szerinti.

-N

Bizonyitas (vazlatos):

1. eldszor értelmezziik F -et a kdvetkezo spec. alaku 1épcsds fliggvény eken:

1 hax 0 és a kozott van
P (x): =
0 egyébként

Egyszerii szamolassal (F ¢, )(x) = ﬁ % Bevezetjiik a € operatort ¢ € L?(R) N L(R) fiiggvény ekre:

(EP)(x): = \/% e ¢p(y)dy. Hasonloan adodik: (€¢,,)

elax _

=L
(x)_m x

. Allitas: tetszbleges ¢, bp

— o0

esetén (F o, F ) = Pus Pp)s (G0 Gbp) = bo: ) E (F o bp) = (b0 Gbp) is igaz.

2. Kiterjesztjlik az allitast 1épcs0s fliggvény ekre, amik lathatdan ilyen fiiggvény ek linearkombinacioi.

3. A 1épcsés fiiggvények siiriin vannak L2 (R) -ben. Hasonlé allitast kap ok ezen 1épcsés fiiggvény ekre. F és €
-t a linearitas és korlatossag megtartasaval egy értelmiien kiterjeszthetjiik L (R) -re.

4. F és @ képlete L2 (R) -en megadandd.

Megjegyzés: F operator R" -ben: (F¢)(x) =

1 —i(x,y) 2 n 1 o
ok /R”e ¢(y)dy,ha¢p € L=(R")nL" (R), ekkor F
unitér.

Véges rendii operatorok

Definicié: legyen X Hilbert tér! Egy A: X — X korlatos operatort véges rendlinek neveziink, ha R4 véges

dimenzios.

Példa: legyenek ¢ ,...,¢,, linedrisan fiiggetlenek, akarcsak v,y ,...,i,,, mind X-beli elemek! Az A4 operatort igy

értelmezziik: A: X — X, A(f): = 2 (f.w;)¢;. Lathato, hogy ez véges rendd. Vilagos, hogy A operator linedris,
j=1
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m

Ry =Ly, ¢2srthy) véges dimenzios. A korldtos is: [[Aflly < D [(£.w)e;| = D [(f-wp)|- || melyrea
j=1 j=1

Cauchy-Schwarz szerint < Y [I£llx - [l [l - 1511y = 11 D [5lly - 1161
j=1

j=1

Allités: legyen X Hilbert tér, A:X — X véges rendii operator. Ekkor 3¢, b, .....p,, € X linearisan fiiggetlenek és

Ay, y,,... ¥, € X linedrisan fiiggetlenek a fentiek szerint, és 4 a fenti alaku.

Bizonyitas: R4 véges, m dimenzios linedris altér. Legyenek ¢, ¢,....,¢,, linedrisan fiiggetlen elemek,
L(PysPosenh,,) = Ra. Ezek valaszthatok tigy, hogy ortonormaltak legy enek (a Schmidt eljarassal). Ekkor, ha

feX,Af = Z ¢j(f)¢;.Ebben a ¢; egyiitthatok egy értelmiiek, ¢;(f) = (Af, ¢;). Latjuk, hogy ¢; linedris
j=1

funkcional, tovabba korlatos is, és |¢;(f)] = [(Af. #;)| < A1l - ||¢;|| < NAIl - lf]I. Riesz-tétel segitségével

—_—

=1

ly; € Xegi(f) =(f.w;) = Af = Z ¢i(Ng; = Z (fsy;)@;. Nem nehéz belatni, hogy w,y;,....,, s linearisan
j=1 j=1

fiiggetlenek.
A masodfaju egyenlet véges rendi operatorokra

Legyen X Hilbert tér (véges vagy végtelen dimenzios), A: X — X véges rendl operator. Tekintsiik az 4 operatornak

a masodfaji egyenletét: (I — A)f = b, ahol b € X adott és f € X keresett. Ezt az elobbiek szerint igy irhatjuk:

Af — Z (fsy;)@; = b. Belatjuk, hogy 4 # 0 esetén ez az egyenlet ekvivalens egy linedris algebrai
j=1

egy enletrendszerrel.

m
Az el6z6 egyenletet jobbrol y;, -val skalarisan szorozva: A(f,y;) — Z oy wi) = (boyy), k € {1,2,...,m}.
j=1

m

Keressiik &: = (f,y;) -t, adottak ax;: =(;,w;), Br: = (b, ). Ezzel ajeloléssel: 1§, — Z arj& = P
j=1
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&l b ap ot Aim
ke {1,2,...m}. Ez egy linedris egyenletrendszer &, egyiitthatokra. &: =| : [ p: = : || &: =

&, B Al Amm
igy (AF — )& = . Ha fkielégiti a masodfaju egyenletet = ¢ kielégiti a kapott linedris algebrai egy enletrendszert

A =0 esetén is!

m
Allitas: legyen A # 0 és tfh & kielégiti a lineéris algebrai egyenletrendszert! Ekkor f: = %b + % Z i, kielégiti a
j=1

véges rendll operatorra vonatkoz6 masodafaju egy enletet.

Bizonyitas: behelyettesitiink a masodfaji egyenletbe, s kihasznaljuk, hogy & kielégiti a linearis algebrai

egy enletrendszert.

Tétel: egy f € X elem kielégiti a véges rendii opertarra vonatkoz6 masodfaju egyenletet A # 0 esetén
& & = (f, ;) képlettel értelmezett koordinatakbol &llo £ kielégiti a fenti linedris algebrai egy enletrendszert.
Ennek alapjan a véges rendii op eratorokra vonatkoz6 masodfaji egy enlet megoldhatosaganak elmélete kovetkezik a

linearis algebrai egy enletrendszerek megoldhatdsaganak elméletébdl. Két eset lehetséges:

1. ha 1 # 0 szam az & matrixnak nem sajatértéke < det|l¥ — of| # 0, ekkor (A7 — )& = f egyenletben

Vp e K"31E megoldas = 3! f megoldas a (I — A)f = b egyenletre. Nem nehéz belatni, hogy f
folytonosan filigg b-t6l. Ekkor A # O regularis érték A-ra.

2. ha A # 0 az o matrixnak sajatértéke = A az A4 sajatéréke, s a kétféle rang egyenld. A = 0 végtelen rangh
sajatértéke 4-nak (ha X végtelen dimenzios).

Allitas: ha X végtelen dimenzios vektortér, akkor 4 = 0 végtelen ranga sajatértéke az operatornak. 11.30

m
Agp: = Z (@, y;); - 2 = 0 sajatérték azt jelenti, hogy A¢ = 0¢ = 0 biztosan teljesiil. Mivel ¢; -k linedrisan
j=1

fiiggetlenek, (¢, ;) =0, Vj€ (1.2,..m} & ¢ L Ly, v, -

Osszefoglalva: legyen X végtelen dimenzids szeparabilis Hilbert tér! Ekkor egy 4 véges rendii operator spektruma
csak sajatértékekbdl all, mégpedig a 0-tol kiilonboz o (véges sok) sajatérték véges rangh (ezek megegy eznek az &

matrix sajatértékeivel, s ranguk is megegy ezik), a 0 pedig végtelen rangh sajatérték. M inden mas A regularis érték.

Példa véges rangu operatorokra (elfajult magu integralegyenletek)
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X: = L*(M), ahol M mérheté halmaz. F(x,y) = Z ¢;(w;(y), ahol ¢,y € L*(M) = K € L*(M x M).
i=1

mmw=L%@mwm=AJ;@WM@P@@=ZHm%ﬂuWWWMMm

Ko=) ().

j=1

Az eldbbiek alapjan egy elfajult magh (els6faju) integralegy enlet megoldasa kiszamolhato egy linedirs algebrai

egy enletrendszer megoldasaval.

Kompakt (teljesen folytonos) operatorok

Definicid: egy M C Y halmazt feltételesen (vagy relative) sorozatkompaktnak neveziink, ha lezarasa

sorozatkompakt.

Megjegyzés: M feltételesen sorozatkomp akt, ha tetszoleges M-beli sorozatbdl kivéalaszthato konvergens

részsorozat. R" -ben a feltételesen sorozatkompakt halmazok a korlatos halmazok.

Definicid: legyenek X, Y Banach terek! Egy A:X — Y linearis operatort teljesen folytonosnak, avagy kompaktnak

neveziink, ha X tetszdleges korlatos halmazat feltételesen (avagy relative) sorozatkompakt halmazba képezi.
Megjegyzés: Ekkor A4 korlatos is, tovabba két kompakt operator 6sszege és szamszorosa is komp akt.

Allitas: egy A:X — Y operator kompakt < V(x)ien. X € X korlatos sorozatra (Axy), <y -bol kivélaszthato

konvergens részsorozat.
Allitas: legyen X Hilbert tér, A:X — X véges rend{i operétor. Ekkor 4 kompakt.

Tétel: legyenek X, Y Banach terek, A; € L(X, Y) operatorok kompaktak, é¢s 3A € L(X,Y): lim A; = A= Ais

J—)w

kompakt operator.

Bizonyitas: legyen (x); en €8y X-beli korlatos sorozat. Bizonyitani akarjuk, hogy (Ax);cn -nek van konvergens
részsorozata Y-ban. Tudjuk, hogy A € L(X,Y). Mivel A| kompakt, ezért az (A} x;); < SOrozatbol kivalaszthato
Y-ban konvergens részsorozat, legyen ez (A; xx1 )ren! (A2xk1 )ren -bOl kivéalaszthato konvergens részsorozat,

legyen ez (A2 Xx2 )i en- (A3Xxk2 )i en -bOl megint kivalaszthato. ..
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xl x2 see xk

Ay xi1 X1 e Xk -+ részsorozatra (A xi) );en Konvergens
Ay x12 X2 -+ Xkp -+ részsorozatra (A xxo )i en konvergens
Aj xij Xpj -+ Xy - réSZsorozatra (ijk ; )k cn konvergens

Tekintsiik az (xgx ) e atlos sorozatot. Belatjuk, hogy (Axw )i en konvergens Y-ban. (xi ) en az eredeti (X )i en
sorozatnak olyan részsorozata, amely barmelyik sorban levo részsorozatnak a részsorozata, bizonyos indextol
kezdve.

1A%k = Axmmlly = [|[Axee = Ajxie] + [Ajxie = AjXmn] + [AjXmm — Axin] ||y, <

< [1(A = A7) x|y + 11400 = AjXm|ly + [| (A = A) Xom ||y, <

<A = Al ey Wil + 1A X = AjXium |y + 147 = All L xyy 1 -

(x)xen korlatos sorozat, ehhez 3¢ > 0:||xic || < c. Legyen € > 0 tetszdleges. Mivel ilingo”Aj —A|| =0, ezért
3jo:J = jo = |Aj — Al < e. Vilasszuk pl: j = j,. Mivel (Ajoxu ), ., konvergens, ezért

Jko:k, > ko = ||Ajox — Ajoxu|| < e Tehat k, [ > ko esetén ||Axg — Axy|ly < ce + e+ ce = (2c + 1)e = (Axw)

Cauchy sorozat.
Kovetkezmény: kompakt operatorok alteret képeznek L(X, Y) -ban.

Tétel: (bizonyitas nélkiil) legyen X szeparabilis Hilbert tér. Ha A: X — X kompakt operator, akkor 34;: X — X

véges rendii operatorok, hogy lim ||A; — A||L(X X = 0.
j— oo ’

Osszefoglalva: ha X szeparabilis Hilbert tér, akkor az A: X — X korlatos operator kompakt < eldall véges rendi

operatorok sorozatanak norma szerinti limeszeként.

Példa: legyen X = L? (M) Hilbert tér, K:L*>(M) — L? (M) négyzetesen integralhaté magu integraloperator,

(Kp)(x): = / K (x,y)p(y)dy. Ez a K operator kompakt. Ennek igazolasanak alap gondolata: tudjuk, hogy L?(M)
M

szeparabilis Hilbert tér (végtelen dimenzios). Legyenek ebben teljes ortonormalt rendszerek v, , v, ,... illetve

00 N
$1>ha.. Bkkor H(x,y) = Y < > cjkcﬁ;(X)wk(y)),«%N(x,y): DD et (),

m=1 Jj.k<m m=1 j,k<m

lim || &N — F | 201xmy = 0. F 'y -nek veéges rendli operatorok felelnek meg. [|Ky — KllL(Lz(M) 2an) = 0, ha
N— oo >
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N — oo.
Mas odfaju egyenlet kompakt operatorokra

Legyen X szeparabilis Hilbert tér, A: X — X kompakt operator. Tekintsiik a (4 — A) f = b méasodfaju egyenletet,
melyben 4 # 0 rogzitett. Tudjuk, hogy 4 kompakt operator tetszdleges eldirt pontossaggal megkozelithatd egy B
véges rendll operatorral. 3Ap: X — X véges rendli operator, hogy ||[A — Aol < A]. Bo: =A—Ag © A=Ay + By,
ahol Ay véges rendi, és ||By || < |4]. Tehat a masodfaji egyenlet igy irhato:

[Al = (Ao +By)lf =b<s (MU —-By)f =b+ Aof.

|4l > ||Bo || = |4l > By korlatos operator spektralsugara = A regularis érték By operatorra nézve = a legutobbi

egyenlet ekvivalens: f = (Al — Bo)_l(b +Aof) =@ — Bo)~'b+ (Al —By)" ' Ay f. A -val beszorozva, atrendezve:
d
adott

Af — Al — Bo)_lef = MMl — By) ™' b. A bevezetett jeloléssel (Al — B))f = g. Eszrevétel: B, véges rendll

: =BT= B) =g
operator, mert Ag véges rendll operator. Legyen 6 > 0 rogtitett szam, és valasszuk Ag-t ugy, hogy ||A — Ag|| < o

legy en. Ekkor az el6bbi gondolatmenet érvényes VA -ra, Ap nem fiigg 4 -t6l, ha 1 > 6 (de o -tol igen). Ay véges

m
rendii operator A > & esetén, és Ay f = Z (fsy;)@; alakban irhato.
j=1

Bf = B;f = Al — By) ™! Z (oo, = Z ﬂ(f,l//j)(/ll—Bo)_ld)j. A masodfaju egyenlet:

j=1 j=1

M= Y KLy =By~ =g =g,

j=1

m 12.07
Tehat kaptuk, hogy Af — Z M Sy YAl — Bo)_lq{)j =g =g, . Ez megfelel egy linearis algebrai

j=1
egyenletrendszernek: A.7¢ — %,& = B, . Ekkor det(A.¥ — &B;) = 0 egyenlet gyokei a sajatértekek. A matrix ( B, )
¢s az operator ( B, ) sajatértékei azonosak az eredeti operator (4) sajatértékeivel, és rangjuk is azonos. Belathato,
hogy a matrix elemei a A valtozonak holomorf fiiggvényei! igy a determinans is holomorf fiiggvénye A -nak. Tudjuk,
hogy egy holomorf fliggvény gy dkei nem torlddhatnak egy véges pontban, hacsak nem az azonosan 0 fiiggvény.
Mivel 4 < [|A]| , ezért csak véges sok gy 6k van. Tehat tetszdleges rogzitett § esetén A operatornak véges sok & -nal

nagy obb abszolut értékii sajatértéke van, s ezek véges ranghak.
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Tétel: ha A kompakt operator, akkor 4-nak legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok sajatértéke van, a 0-tol
kiilonboz6 sajatértékek véges ranghak, s a sajatértékek csak a 0-ban torlodhatnak. (Gondoljunk csak a 6: = 1/k,

k € N esetre!)
Tétel (biz. nélkiil): minden A # 0, ami nem sajatérték, az regularis érték 4 (kompakt operatorra) nézve.

Kovetkezmény: ha 1 # 0 nem sajatérték, (A — A) f = b masodfaju egyenletnek Vb -re 1étezik egyetlen f megoldas,

¢s ez folytonosan fiigg h-t0l.
Mi a helyzet, ha 4 sajatérték?

Emlékezteto: tetszOleges korlatos linedris operator esetén R;;_ 4 1= S7(A*) © Ry—a=5;(A%) L HaRy_4 zart

altér, akkor Rjj—a = Ryj—a = S7(A™) L
Tétel: ha A kompakt operator, akkor A # 0 esetén R);_ 4 zart altér.

Bizonyitas: 1athatd, hogy R);— 4 lineéris altér. Azt kell bizonyitani, hogy R;;_ 4 zart halmaz. Legyen tetszdleges

Wi € Ri—a és Ellimy/j =y, ekkory € Ry;_4? Mivel W ERy-a > Elgbj e X:(Al — A)gbj =y Jeloljiik:

S,(A): = {¢ € X:(Al — A) = 0}. Ekkor S;(A) zart linearis altér (4 folytonos). A Riesz tétel kovetkeztében

X:=S5(A)@®S(At © VxeXTx,xn:x €S8(A),x €S)(A)T, x =x; + x. Ennek megfeleléen

X>¢; =f +g;,ahol f; € S;(A). g; € Si(A)*, W = —A)p; =AU = A)f; + (U — A)g; = (Al — A)g; = ;. Kis
=0

allitas: ( g )je N korlatos sorozat X-ben.

Bizonyitas (a tétel bizonyitasan beliil): indirekt feltessziik, hogy 3 < 8j k) részsorozat, hogy

keN

. 8
klinio”gjk || = o0 Legyen hj, = ke ekkor hjlly = 1. A — A)g;, =w;, egyenletet osztva ||g; || -val:

I3 l1x

(Al = A)hj, = ”;;ﬁ — Oy, ugyanis y; konvergens = korlétos. kli)n:o(/lhjk — Ahj, ) = Ox. (hj, ) korlatos

sorozat (mert ||4;, || = 1), A kompakt operator, ezért 3 (ﬁ jk) részsorozat, amelyre (Aﬁjk) konvergens
S </1ﬁjk )keN is konvergens. 1 # 0 = (ﬁjk) konvergens,

(B ) pen = ho = QI = Ahj, — 0 = (A = Ahg = 0. Ebbé] kdvetkezik, hogy o € S3(A). Msrészt

8j . Lo ;
e = m gj. €Si(A)T = hj, €S;(A)T = limeszben hy € S)(A)*. Masrészt hy € S3(A), igy ho =0,

| =1 = ||ho|| =1 kéne lennie.

de ez meg nem lehet, mert ||7ljk |
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Tehat (A — A)g; =y, lim(y/j) =y, ||8 ||X korlatos. Mivel 4 kompakt és g; korlatos = agjk részsorozat, hogy
Ag i, konvergens. y; is konvergens = Ag; 1is konvergens, 1 # 0 = ( g jk) konvergens. g; — g, X-ben, g) € X.

(U —A)gy =w =>w ERy-a.

Tétel (bizonyitas nélkiil): legyen A: X — X kompakt operator. Ekkor A* is kompakt. Tovabba A # 0 az A-nak

sajatértéke < 1 sajatértéke A* -nak, és ekkor a rangok egy enlék.

Osszefoglalas (Fredholm alternativa): legyen A: X — X kompakt operétor, 1 # 0 tetszbleges szams (Al — A)f = b

masodfaji egyenlet. Ekkor két eset lehetséges:

1. ha A # 0 az A-nak nem sajatértéke (legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok, véges rang, 0-ban torlédo
sajatértékek), akkor a masodfaju egyenletnek Vb € X esetén 3! f megoldasa és ez folytonosan fligg b-t6l (
AU —A)~! folytonos)

2. ha 1 # 0 sajatérték, akkor a masodfaju egy enletnek a megoldasa nem egy értelmti, a homogén egy enletnek
véges sok linearisan fliggetlen megoldasa van. A megoldas pontosan létezik, ha b L S7(A*) minden elemére.

Ez annyi db ortogonalitasi feltétel, amennyi a A sajatérték rangja.
Onadjungalt kompakt operatorok

Tétel: legyen X szeparabilis Hilbert tér, A: X — X kompakt és onadjungalt operator, A # 0. Ekkor 34, sajatérték:
il = IAll = sup{{Ax, x)|: [|x]lx = 1}.

Megjegyzés: ha 1; az 4 operator olyan sajatértéke, amelyre |4;| = ||A|| és x; olyan sajatelem, hogy ||x; || = 1, azaz
Axy = Aixy, |l |l = 1, akkor [(Axy, x1 )| = KA xr, x1 ) = [ (e, x| = | = Al = sup{[{Ax, x): [Ix][x = 1]}. Mas
szoval, az x — [(Ax, x)|, ahol ||x|| = 1, ez a fuggvény felveszi a suprémumot az x = x; sajatelemen, a maximum
(ami most a suprémum is) értéke = |4;|. Forditva: ha x* olyan, hogy ||x* || = 1, és arra |( Ax, x)| maximalis, akkor
ez sajatelem és a maximum egy enld a sajatérték abszolut értékével. Ugyanis

[(Ax*, x* ) < |JAx* || - l=* || < Al - |]x* 1> = ||A]l, a Cauchy-Schwarz egy enl6tlenségben egy enldség pontosan

akkor all fenn, amikor Ax* || x*, azaz Ax* = const - x*.

Tovabbi sajatértékek, sajatelemek keresése.

Legyen X;: ={x € X:x L x;},ahol A;: = Alx,, a leszlkités, és Ax; = A x].
Allitas: X, invarians altér, azaz x € X; = Ax € X;.

Bizonyitas: tth x € X;! (Ax, x1) = (x, Ax;) = (x, 41x1) = 41 {x,x1) =0, tehat Ax € X;. Az el6bbi tételt

-37 -



alkalmazhatjuk az A; operatorra X; Hilbert térben. Ekkor 31, sajatérték, hogy
[42] = ||A1 ]| = sup{(A1x, x):||lx][y = 1,x € X; }. A maximum helye x, sajatelem helyén van, 1, x, = Axp, xp L x;.
Igy egymas utan megkaphatjuk az 4 operator sajatértékeit és sajatelemeit, |4;| > |A2| > .... Ha 4 véges rendii, akkor

az eljaras véges sok 1épés utan befejezddik.

Tétel: legyenck az 4 6nadjungalt operator sajatértékei 4;, 4,,... és sajatelemei x;, x2,... A sajatelemekrol feltehetd,

hogy ortonormalt rendszert alkotnak. Ekkor Vx € X elemre Ax = Z Ak {x, X Yx.. Az (x;) ortonormalt rendszert
k

kibévitve a 4 = 0 -hoz tartozo sajatelemek ortonormalt rendszerével, akkor ezek egy teljes ortonormalt rendszert

alkotnak.

-38-





