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Fizika BSc (fizikus szakirany), 2014. tavasz

Vizsgaidépontok. Méjus 20., 29., junius 18., 25., 30., jalius 3. A vizsgak 8:30-kor kezdddnek a Déli
tomb 3-719-es termében. A felkésziilési id6 1 ora, egyszerre mindig 4 hallgato fog felkésziilni (amig még
van annyi), ezért reggel is legyenek ott legalabb ennyien. Ha a hallgatok elfogynak, akkor a vizsga véget
ér, tovabbi esetlegesen késén érkezd hallgatokra nem varok. Konzultaciot szivesen tartok, az id6pontot
emailben célszerd egyeztetni, de révidebb kérdésekre emailben is tudok valaszolni.

Tudnivaldk. Megjelenés hétkoznapi 6ltézetben. A vizsgan a részletes tematika nem hasznalhato, csak
annak a cimszavas valtozata. Ezt vizsgara nem kell hozni, én adok beléle. Ures lap viszont legyen
mindenkinél. A tematikabol mindenki két tételt huz, de a felelet soran a htzott tételektdl eltérd kérdé-
seket is fel fogok tenni. A kézepes és elégséges jegyekért a fogalmakat és tételeket tudni és legfGképpen
érteni kell, ezt konkrét (egyszerii) példakon valo alkalmazasokkal tesztelni fogom (példéul f(x,y) = zy
bilinearis fiiggvény-e, [0,1] U {2} halmaznak a 2 hatarpontja-e stb.). A jeles és j6 érdemjegyekért a
fogalmak és tételek mellett az elhangzott bizonyitasok f6bb lépéseit is ismerni kell (legalabbis minél
tobbet a minél jobb jegyért).

Reészletes vizsgatematika.

1. Egyvaltoz6s Riemann-integral.

e Riemann-integrdlhatdsdg egyvdltozéban: motivacio (teriilet), felosztés, alsé és fels6 kozeli-
t60sszegek, osztopont hozzavételének hatéasa, sy < Sg, Darboux-féle also és fels§ integral,
Riemann-integralhatoség;

o FElkuivalens feltételek integralhatdsdgra: oszcillaciés Osszeg, Rimeann-féle Gsszeg, Riemann-
integralhatosag ekvivalens feltételei a négyféle dsszeg segitségével (nem biz.);

o Integrdlfiggvény: definicio, folytonossag, Lipschitz-folytonossag (biz.), differenciadlhatosag
folytonos f esetén (biz.), folytonos fliggvény primitiv fiiggvényének létezése, Newton-Leibniz-
tétel (biz.);

2. Gorbék rektifikdlhatosiaga és a vonalintegral értelmezése

o Gorbék: motivacio (pontszeri test palyaja), definicio, gorbe=leképezés (nem képhalmaz),
halmaz paraméterezése, példak, egyszerd iv, tordttvonal, beirt téréttvonal, gorbe ivhossza,
rektifikdlhato gorbe, példa folytonos, de nem rektifikilhato gorbére (z sin% grafikonja),
Lipschitz-folytonossag elégséges feltétel rektifikalhatosagra (biz.), folytonosan differencial-
haté = Lipschitz-folytonos (biz.), ivhossz nem véltozik atparaméterezéssel, egyszert fv
(mint halmaz) hossza értelmes;

e Vonalintegrdl: motivacié (munkavégzés), definicio, atparaméterezéssel nem valtozik a vonal-
integral (ha létezik), elégséges feltétel a vonalintegral létezésére (f folytonos, « folytonos
és rektifikalhato, nem biz.), folytonosan differencidlhato gorbe esetén a vonalintegral felir-
hatoé mint Riemann-integral (biz. vazlat), a vonalintegral tulajdonsagai (algebra, triviélis
becslés);

3. Vonalintegral és primitiv fliggvény.

o Primitiv fligguény és Newton—Letbniz-tétel vonalintegrdlokra: definicio, Newton—Leibniz-tétel
vonalintegralokra (biz. vazlat), Newton—Leibniz-tétel kovetkezményei;

o Sziikséges és elégséges feltételek primitiv fliggvény létezésére: ha van potencidl (vagyis a
vektormezd konzervativ), akkor zart gorbén vonalintegral 0, az integrél fiiggetlen az uttol,
s6t ezek ekvivalensek a potencidl létezésével (biz.), sziikséges feltétel potencial létezésére a
keresztben vett parcidlis derivaltak egyenlGsége (biz.), altalaban ez nem elégséges (példa),
elégséges, ha a tartomany csillagszert (biz.).



4. Paraméteres integralok.

e Differencidlhatdsdgi tételek: paraméteres integralok differencidlhatosaga (biz.), egy tovab-
bi paraméteres integral differencidlhatosagi tétel (paraméter az integralasi hatarban és az
integrandusban is, biz.)

o Alkalmazds: fol fggi dx = log 2.

5. Komplex differencialhatésag.

o Komplex szamok (ismétlés): képzetes egység, valos és képzetes rész, algebrai és trigonomet-
rikus alak, argumentum, abszolut érték, komplex szamsik, hatvinyozas és gyokvonas (t6bb-
értéki!), komplex sorozatok konvergenciaja, komplex fiiggvények (f(z) = wu(z) + iv(2)),
f(2) = az + b hasonlésagi transzformacio;

o Komplex értelemben vett differencidlhatdsdg: definicio (kiillonbségi hanyados és maradéktag),
derivalas és algebrai miiveletek (Osszeg, szorzat, hanyados, Osszetett fliggvény), Cauchy—
Riemann-egyenletek (biz.), példak (f(z) = Z nem differencialhato, valos értékid komplex
fiiggvény csak konstans esetben differencialhato), (u(x,y),v(x,y)) Jacobi-matrixa iranyi-
tastartd hasonlosagi transzforméacio matrixa, kélesonosen egyértelmii megfeleltetés az a + ib
komplex szamok és az iranyitastartdé hasonldsagi transzformaciok kézott, lokélis aszimpto-
tikus kortartas, f(z) = Z irdnyitasvalto, ezért nem differencidlhato;

o Aramldsok: f(z) sebességvektor, stacionarius, divergencia- és rotaciomentes, sikbeli dramlés
= f(z) holomorf (f(z) antiholomorf), példék (f(z) = z,iz,z).

6. Komplex hatvanysorok és elemi fiiggvények.

o Komplex hatvinysorok: hatvanysor, Cauchy—Hadamard-tétel (nem biz.), konvergenciasugar,
egyenletes konvergencia;

e Elemi fiigguények: exponencialis fiiggvény, hatvanysor, konvergenciasugar, derivalt, e*t% =
e - e¥, e* # 0, abszolutérték, argumentum, komplex szam exponencialis alakja, geometri-
ai szemléltetés (vizszintes és fligg6leges egyenesek képei), trigonometrikus fiiggvények hat-
vanysora, logaritmusfiiggvény reguléris aga, derivalt, geometriai szemléltetés, hatvanyfiigg-
vények, geometriai szemléltetés.

7. Komplex vonalintegral.

o Girbék a komplex szamsikon: gorbe a komplex szamsikon, ivhossz, rektifikilhatosag;

o Komplex vonalintegrdl: vonalintegral értelmezése, a vonalintegral kifejezése valés vonalin-
tegralok segitsegével, elégséges feltétel a létezésre (f folytonos és « folytonos, rektifikalha-
t6), folytonosan differencidlhaté gorbe esetén a komplex vonalintegral felirhaté Riemann-
integralként (biz.), Newton—Leibniz-tétel komplex vonalintegralokra (biz.);

o Primitiv fiigguény: primitiv fliggvény definicidja, a vonalintegral uttol vald fiiggetlensége,
zart gorbén vett vonalintegral eltiinik és primitiv fiiggvény létezése ekvivalensek (biz.).

8. Cauchy-alaptétel és Cauchy-integralformula.

e Cauchy-alaptétel: egyszeri zart gorbe (Jordan-gorbe), egyszeresen Osszefliggd tartomany,
Cauchy-alaptétel egyszeresen 6sszefliggd tartoméanyra (biz.), Goursat-lemma (biz.), Cauchy-
alaptétel tobb Jordan gorbére (biz.);

e Cauchy-formula: Cauchy-formula (biz.), példak (f\z|:2 ﬁdz, f‘z|:2 Z%Hdz);
9. Hatvanysorba fejthetGség és kévetkezményei.

e Hatvdnysorba fejtés: regularis fliggvény hatvanysorba fejthetésége, a hatvanysor egyiittha-
toinak integralformuldja (biz.);



o A hatvdanysorbafejthetdség kévetkezményei: végtelen rendben eltiing fiiggvény azonosan nulla
(biz.), unicitas tétel (biz.), alkalmazas addiciés formulék igazolaséra (biz.), maximumelv
(biz.), mese a harmonikus fiiggvényekrol, egészfiiggvények, Liouville tétele (biz.), az algebra
alaptétele (biz.).

10. Laurent-sorok, izolalt szingularitasok és reziduumtétel.

o Laurent-sorok: definicio, Laurent-sorok konvergenciaja korgytrtin (biz.), 6sszegfiiggvény re-
gularitasa (biz.), kérgytrtn regularis fiiggvény Laurent-sorba fejthets (biz.), példa;

o [zoldlt szingularitdsok: izolalt szingularitas definicidja, megsziintethetd szingularitas, pdlus,
lényeges szingularitas, megsziintethets szingularités jellemzése (biz.), polus jellemzése (nem
biz.), Casorati—Weierstrass-tétel (nem biz.), példak;

o Reziduumtétel: reziduum definicioja, reziduumtétel (biz.), alkalmazas improprius integrél

kiszamitasasra ([ md:ﬁ)

11. Nullmértéki halmazok és lépcsés fiiggvények.

o Nullmértékd halmazok: intervallum R™-ben, nullmértékid halmaz, példék (véges, megszamla-
¢hato, egyenes R2-ben), megszamlalhato sok nullmértéki halmaz uni6ja nullmértekd (biz.),
majdnem mindeniitt.

o Lépcsds fiigguények integrdlja: 1épcsds fiiggvény, integréal, az integral tulajdonsigai (nem
biz.), két lemma lépcsts fliggvények monoton sorozatairdl (,A és B lemma”, biz. csak B).

12. Integral a C; és (> osztalyban.

(egyenlGtlenség biz.), az integral tulajdonsagai (Gsszeg, pozitiv szdmszoros, pozitiv rész, also
és felsg burkolo integralhatosaga biz.);

o (9 osztdly: a Cy osztalybeli fliggvények integralja, a definicio jogossaga (biz.), az integrél
tulajdonsagai (6sszeg, szdmszoros, abszolutérték, pozitiv, negativ rész, also és felsg burkolo
integralhatosaga biz.);

13. Integral konvergenciatételek.

o Beppo-Leuvi tétele: két valtozat kimondassa és a két valtozat ekvivalencidja (biz.), kévetkez-
meények (elég hatéar/osszegfiiggvény integralhatosdga, nemnegativ fiiggvény integralja mikor
0, biz.),

o Lebesgue-tétel: Lebesgue-tétel (biz.), Fatou-lemma (nem biz.), Lebesgue-tétel modositasa (a
hatarfiiggvény majoralhato, biz.).

14. Mérheté fiiggvények és halmazok, integralas mérhets halmazon.

o Mérhetd figguények: mérhetGség definicidja, ha mérhetd és majoralhatd, akkor integralhato
(biz.), mérhetdk Osszege, szorzata, hanyadosa, limesze mérhetd (biz.), folytonos és mérhetd
kompozicioja mérhets (biz.);

o Mérhetd halmazok: halmaz karakterisztikus fiiggvényének definicdja, mérhet§ halmaz defi-
nicidja, mérhets halmazok metszete, unidja, kiilonbsége mérhets (biz.), additivitas, o addi-
tivitas (biz.);

o Integrdlds mérhetd halmazon: mérhetd halmazon vett integral értelmezése, integralhato fligg-
vény megszoritisa integralhato (biz.);

15. Riemann-integral és Lebesgue-integral, L? terek.

o Riemann-integrdl és Lebesque-integrdl: a Riemann-integralhatésag Lebesgue-féle kritériu-
ma (biz.), Rimeann-integralhato fiiggvény C1-beli (biz), impropriusan Riemann-integralhato
fiiggveny nem feltétleniil Lebesgue-integralhato (példa);



o L2 tér: az L?(M) tér, vektortér (biz.), skalarszorzat bevezetése, Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség
(biz.), Riesz—Fischer-tétel (biz.).

16. LP terek.

o [P tér:az LP(M) tér, vektortér (Jensen-egyenlétlenség), norma bevezetése, Young-egyenlétlenség
(biz.), Holder-egyenlétlenség (biz.), Minkowski-egyenlStlenség (biz.);

o L tér: az L>°(M) tér, lényeges szuprémum, teljesség (biz.).



