Analizis 1
Simon Laszlo eloadasa alapjan
ELTE, 2009. januar

Ajénlott irodalom:

e Komornik Vilmos: Valds analizis eléadasok

® Mezei Istvan, Farago Istvan, Simon Péter: Bevezetés az analizisbe

El6ado e-mail cime: simonl a ludens.elte.hu-nal

Ez ajegyzet nem szakirodalom s nem garantalt, hogy az orai anyagot teljesen lefedi, az eléadasokra bejarni ajanlott.

Ha a jegyzetben helyesirasi, tartalmi vagy formai hibat taldlsz, kérlek jelezd az el6adonak vagy a

tuzesdaniel@gmail.com e-mail cimen!

A korabban (kozépiskolaban) tanultakbdl ltalanositunk. R" -ben éltiink eddig, ahol vektor alatt ezt értettiik: 09.16
v =(vi,12..v,) ahol v; € R és v € R" Ezen vektorfogalmat fogjuk altalanositani Gigy, hogy a mar korabban tanult
vektorok némely tulajdonsagait kivalasztjuk, s egy halmaz (V) elemeit (a, b és ¢) akkor fogjuk vektoroknak nevezni,

ha az aldbb kivalaszott - és korabban (kozépiskoldban) mar tanult - tulajdonsagokat (a miiveletekkel) teljesitik.

® (sszeadas +
R" -ben azt mondtuk, hogy v+u = (vi,va..v,) + Uy, up...tt) = (v1 +uy,va +up...v, +uy), ezek
tulajdonsagaibol az alabbiakat altalanositjuk:
1. a+ (b +c) = (a+ b) + c (asszociativitas)
2. 310 e Via+0=0+a = a (egység semleges elem létezése)
3. VaeV3al(—a) € Via+ (—a) =0 (inverz eclem Iétezése)
4. a+ b = b + a (kommutativitas)
Az els6 3 tulajdonsagokkal rendelkez6 struktirat csoportnak, a 4-ikkel is rendelkez6ét Abel-csoportnak, vagy

kommutativ csop ortnak nevezziik.
e skalarral valo szorzas

Legyen 4, f € R! R" -ben azt mondtuk, hogy Av = A(vi,vs...v,) = (A1, Ava...4v,), ezek tulajdonsagaibol az

alabbiakat altalanositjuk:
1. Ma+b)=2la+ ib,(A+ p)a = Aa + pa (disztributivitas)

2. Mpa) = (Ap)a

3. la=a

Definicié: Ha egy halmazon értelmezve van az 6sszeadas és a skalarral valo szorzas a fentiek szerint, akkor azt



vektortérnek (avagy linearis térnek) nevezziik.

n
Ismert miivelet volt R” -ben a skaldris szorzas, ezt értettiik alatta: (v,u) = viu;. Brre érvényesek az alabbi
j Uj Y
j=1

tulajdonsagok:

® (a,b+c)={(a,b)+(a,c)

e (a,b) = (b,a)

o Ma,b) = (la,b)

® (a,a) >0és{a,a)=0a=0

Definicio: Legyen X vektortér, amelynek elemei kdzott értelmezve van a skalaris szorzat (két elem skalaris szorzata

egy R -beli szam) a fenti tulajdonsagokkal. Ekkor X-t valos euklideszi (eukleidészi) térmek nevezziik.

J6 példa az euklideszi térre a [0,1] intervallumon értelmezett folytonos fliggvények dsszessége (roviden C[0,1] ) a

1
szokasos Osszeadassal, szammal valo szorzassal, ha a skalaris szorzat definicidja: (f,g): = / f-s
0

Definicié: Legyen X valos euklideszi tér! Ekkor egy a € X elem normajat igy hatarozhatjuk meg: ||a||: = VAa,a)
A norma tulajdonsagai:
1. |lall >0¢s |la]| =0 a=0
2. lAall =141 - llall
3. |la+b]| < |lall + |16]| (haromszdg egy enldtlenség), mert (a + b,a + b) = (a,a) + (b,a) + {(a,b) + (b,b) =
= [lall® + IBI* + 2(a,b) < |lall® + 161> + 2llall - |16l = (lall + |1b])?. Itt felhasznaltuk az un Cauchy -
Schwarz-egy enl6tlenséget, mely szerint:
Tétel: Legyen X valos euklideszi tér! Ekkor Va, b € X esetén [(a, b)| < ||la|| - ||b]|. (Cauchy-Schwarz egy enl6tlenség,
roviden CS)
Bizonyitas: 0 < (a4 Ab,a + Ab) = (a,a) + (Ab,a) + (a, Ab) + (Ab, Ab) = (a,a) + 2{a, b) + 1> (b, b), ez teljesiil
minden A értékre, igy 4(a, b)* — 4(a, a)(b,b) < 0, vagyis

(a,b)?* < (a,a)(b,b) = |(a,b)| < V{a,a)\/(b,b) = |a|| - ||b||, és pont ezt akartuk igazolni.

Definicié: legyen X vektortér, amelyen értelmezve van egy norma a fenti tulajdonsagokkal, ekkor X-t normalt térnek
nevezziik.

Példa: X = C[0,1], a fliggvény normaja pedig || f]|: = sup|f].
Egy normalt térben mindig értelmezhetd az elemek p tavolsaga, p(a, b): = ||la — b||. A tavolsag (metrika) tulajdonsagai:

1. pla,b) >0¢s p(a,b) =0 a=>b



2. p(a,b) = p(b,a)
3. p(a,c) < pla,b) + p(b, c) (hdromszog egy enldtlenség)

Definicid: Legyen X valamilyen halmaz és tfh értelmezve van p: X X X — R fiiggvény (metrika, tavolsag) a fenti

tulajdonsagokkal! Ekkor X-t metrikus térnek nevezziik.

Topologiai alapfogalmak a metrikus térben

® [egyen X metrikus tér! Egy a € X pont r sugari kdrnyezete azon pontok dsszessége, amely ek a-t6l r-nél

kisebb tavolsagra vannak: B.(a): = {x € X:p(x,a) < r}
Pont és halmaz viszonya

Legyenae X, M Cc X !

Definicié: azt mondjuk, hogy az a pont az M halmaznak bels6 pontja, ha létezik a-nak olyan » sugara korny ezete,

hogy B,(a) C M. Jele: a € int (M)

Definicié: a pont az M halmaznak kiils6 pontja, ha létezik a-nak olyan r sugaru komyezete, hogy B.(a) "M = @.

Jele: a € ext (M)

Definicié: az a pont M-nek hatarpontja, ha @ minden r sugart kdrnyezete esetén B,(a) "M # @ és B.(a) NMC +# @.

Jele: a € d(M) = front (M)
Allitas: d(M), ext (M), int (M) halmazok diszjunktak, unidjuk kiadja X-et.

Definicié: egy a € X pontot az M halmaz torlodasi pontjanak neveziink, ha az a pont minden kérnyezetében van
M-beli, de a-tdl kiilonbdz6 pont, formailag: a torlodasi pont, ha {B,.(a)\{a}} N M # @. Az M halmaz torlodasi
pontjainak halmazat M'-vel jeloljiik.

Megjegyzés: ha az a pont M-nek torlodési pontja, akkor a-nak minden kérmyezete végtelen sok pontot tartalmaz az

M halmazbol.
Definicié: egy a € M pontot az M halmaz izolalt pontjanak neveziink, ha 3B, (a):B.(a) "M = {a} és r # 0.
Definicié: az M halmaz belsd és hatarpontjainak 6sszességét az M halmaz lezéarasanak nevezziik, M = int M U dM.
Megjegy zés: M pontjait szokas M érintkezési pontjainak is nevezni. Tovabbaa € M < VB, (a)NM # @.
Példak:

e X=R,M=(0,1) = M'=[0,1], izolalt pontja nincs, 0M = {0,1},intM = (0,1), M = [0,1]
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® X=R,M =7 = M'= @, minden pontja izolalt, oM = Z,int M = 3, M =7
o X=R,M=1[0,1] = M' = [0,1], nincs izolalt pontja, dM = {0,1},int M = (0,1), 7 = [0,1]

Nyilt és zart halmazok

Definicid: egy M C X halmazt nyiltnak neveziink, ha Vx € M esetén x € int (M) © M Cint(M) & M N oM = @.

Definicid: egy M halmazt zartnak neveziink, ha tartalmazza az 6sszes hatarpontjat < oM C M.

Példak (legyen X: =R ):

e M =[0,1] zart halmaz
e M =(0,1) nyilt halmaz
e M = (0,1] se nem nyilt, se nem zart halmaz

® M = Z zart halmaz (minden pontja izolalt is)
Allits: egy M C X halmaz zart <& M =M < M' C M.

Tétel: tetszoleges M halmaz esetén int (M) és ext (M) nyilt halmaz.
Bizonyitas ( int (M) nyilt halmaz ): legyen a € int M. Azt kellene megmutatni, hogy 3B,(a) C int M.
a € int(M) = 3Bg(a) C M. Legyen r: = R/2, ekkor B,(a) C int (M), ugyanis ha b € B,(a), akkor a haromszog

egy enlotlenség miatt B, (b) C Br(a) C M,b € int(M) = B,(a) C int(M).
Allitas: oM, M, M' zért halmazok.

Tétel: ha M C X nyilt, akkor M = X\M zart halmaz.
Bizonyitas: tth M nyilt halmaz, ekkor oM "M = @, OM = d(M€), ezért oM  NM =@ = oM c M€, vagyis M€

zart.

Tétel: akarhany nyilt halmaz unidja nyilt halmaz, és véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt.

Bizonyitas: legyenek M, ¢; nyilt halmazok (/ indexhalmaz)! Belatjuk, hogy M: = U M, nyilt. Legyen
vel

a €M = Iy:a € M,. Mivel M, nyilt, ezért IB,(a) C M, = B,(a) C M.

Legyenek M| ¢ nyilt halmazok (/ indexhalmaz)! Belatjuk, hogy M: = % M; nyilt halmaz. Legyen
j=1

a€M=aeM;,Vj=12..p Mivel M; nyilt, ezért drj:By,(a) C M;. Legyen

_ P
r=min{ry,rp,..r,} = B.(a)C N M,.
j=1

Tétel: akarhany zart halmaz metszete zart halmaz, és véges sok zart halmaz unidja is zart.



c
Bizonyitas: (belatjuk, hogy metszetiik zart) tfh M, zart! Ekkor MYC nyilt halmaz. Ezért N M, = ( U M],C> zart.
yel yel

Az unif esete hasonldan bizonyithato.
Megegyzés: végtelen sok nyilt halmaz metszete altalaban nem nyilt, az alaphalmaz és az tireshalmaz nyilt és zart

egyszerre.

Sorozatok hatarértéke a metrikus térben 09.18

Definicié: egy f:N - X (X'metrikus tér) fiiggvényt X-beli sorozatnak neveziink. Jel6lés: a sorozat k-adik tagja

ax: = f(k) -nek, a sorozat (ay)ren: = f (ar) = f.

Definicid: azt mondjuk, hogy az (a;) sorozat hatarértéke (limesze) a € X, ha az a pont tetszdleges ¢ sugaru
kornyezetéhez létezik olyan ky € N kiisz6bszam, hogy k > ko, k € N esetén a; € B.(a). Masképp:

Ve > 03ky:k > ko = plag,a) < g, ezt igy jeloljik: lim (a;) = klim ay=a

A limesz tulajdonsagai

1. ha a; = a (minden k-ra), akkor lim (a;) = a
2. tth lim (a;) = a, akkor (a;) minden részsorozatanak hatarértéke létezik és értékiik a.
Részsorozat: (a;) véges vagy végtelen sok elemét elhagy om gy, hogy még mindig végtelen sok maradjon, és a

sorrenden nem valtoztatok. Masképpen: (ay) részsorozata (ag ‘ ), ahol g:N — N szigortan monoton novo.
Bizonyitas: lim (a;): = a = Ve > 03ko:k > ko = plax,a) < e. Mivel g, > k = k > ko -rap(ag, ,a) < &, hisz
ekkor g, > ko.

3. ahatarérték egy értelmii
Bizonyitas: tfth (a;) hatarértékei a és b (X elemei), Belatando, hogy a = b. Ve > 03kg:k > ko = p(ax,a) < e,
masrészt Ve > 03k 1k > ki, plag,b) < € = k > max {ko, k; } esetén p(ag,a) < &, plag, b) < €,1gy a
haromszog egy enlétlenség alapjan p(a, b) < p(a, ai) + p(ag, b) < 2e,Ve > 0= pla,b) =0 a=>b

4. halim (a;) = a = (a;) minden atrendezésének a hataértéke szintén a
Egy (ay) atrendezése: veszek egy g:N — N bijekciot, az atrendezett sorozat: (agk).

5. sorozatok 0sszefésiilése
(ay), (br) X-beli sorozatok Osszefésiilése olyan (c;) X-beli sorozat, melynek elemei a;, by, a;,b;.... Ha
lim (ay) = a =1lim (b)) = lim(c;) = a

6. Ha egy sorozatnak létezik a limesze, akkor korlatos is. (Korlatos: Iétezik olyan n dimenzids gdmb, mely
tartalmazza a sorozat 0sszes elemét.)
Bizonyités: lim (a;) =a = e = 13ky:k > kg = plag,a) < 1,1gy r: = max {p(a,m ), p(a, az),...,p(a, ako)}

esetén a; € B, 41 (a)Vk.

A limesz miiveletei tulajdonsagai

e (sszeadas



Tétel: legyen X normalt tér! Ha lim (a;) = a,lim (by) = b = lim (ay + by) = a + b.
Bizonyitas: mivel lim (a;) = a, ezért Ve > 03kg:k > ko = pla,ar) = ||lax — al| < € és mivel lim (b;) = b, ezért
Ve> 03k k> ki = pb,br) = ||br — b|| <&, igy

plai + by, a+b) = ||(ar + bi) — (a+b)|| = |[(ax — a) + (b — D)|| < llak — all + ||bx — b|| < 2&, ha k > max {ko, ki }.
® SZOorzas

Tétel: legyen X normalt tér! Tth lim (a;) = a, (ax € X ) és lim () = A ( 4 € R). Ekkor lim (4xa;) = Aa.
Bizonyitas: mivel lim (a;) = a ezért Ve > 03kg:k > ko = ||ar — a|| < e. Mivel lim (J;) = k ezért

Ve> 03k k> k = | — A < e Tehat k > max {kgy, k; } esetén

lAkax — Zall = ||(Akax — Aar) + (Aax — Aa)|| < ||Aeax — Aax || + || Aax — Aall =

= [I(% = Darll + A = a)ll = i = Mlall + A |lax — al|. Mivel (a) korlatos, IM > 0:[|ax|| < MYk € N -re,
<e rogz.
<e

tehat k > max {ko, k; } esetén ||Arar — Aa|| < eM + |A|e = (M + |A))e.

Tétel: legyen X euklideszi tér! Tth lim (a;) = a és lim (b;) = b, ahol ay, by, € X. Ekkor lim {ay, b;) = (a, b)

Bizonyitas: a Cauchy-Schwarz felhasznalasaval.

Tétel: legyen X normalt tér! Ha lim (4;) = 0 és (ay) korlatos, = lim (4xax) =0

Bizonyitas: hasonl6 az el6z6hoz.

o Osztas

Tétel: legyen (ay) egy valds vagy komplex sorozat. Ha a = lim (a;) # 0 = lim <i) =1

-
Bizonyitas: mivel lim (a;) = a = Ve > 03ko:k > ko = |lar —al < &, igy ki k> k) = |Jay —a| < s|a|2 /2. Legyen

_a—ag| _ elal?12 _ eaj/2

1 ’
= Taral " lagllal - darz = &S

1 _
ay a

e = ';—l, ekkor Jky :k > ko = |ax| > ';—' Legyen k > max {k;,k; }, ekkor|

pont ezt akartuk igazolni.

Zart halmazok jellemzése sorozatokkal

Emlékeztetd: X metrikus térben egy M halmazt zartnak neveztiink, ha 0M c M & M C M < M = M (ahol
M =int(M)U dM ), tovabbd a € M < ha a barmely kornyezete tartalmaz M béli pontot is. Ezek szerint M zart

halmaz pontosan akkor, ha minden olyan pont, amelynek barmely kornyezetében van M beli pont, az M-hez tartozik.

Tétel: egy M C X halmaz zart pontosan akkor, ha tetszdleges konvergens sorozatot nézve, melynek tagjai a € M
lim (a;) € M.
Bizonyitas: az el6bbiek szerint M halmaz zart pontosan akkor, ha minden olyan pont, amelynek barmely
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kornyezetében van M beli pont, az M-hez tartozik.

= iranyban: tfh M zart! Ha a; € M és lim (a;) = a, akkor a € M, mert a minden kérnyezetében van M beli pont is
(nevezetesen ay ).

<& iranyban: forditva is igaz, ha @ minden kdrny ezete tartalmaz M béli pontot, akkor 3(a;) € M:lim (a;) = a.
Vagyis minden olyan pont (a), amelynek minden kérny ezetében van M-beli pont (az a; -k), az M-nek eleme, és a

fentiek szerint ebbdl kovetkezik, hogy M zart.
Korlatos és zart halmazok, illetve sorozatk ompakt halmazok

Tétel: legyen (ay) korlatos sorozat R" -ben! Ekkor (ay) sorozatnak létezik konvergens részsorozata. (Bolzano-
Weierstrass-féle kivalasztasi tétel R" -ben)

Bizonyitas: el6szor n = 1 esetre, ekkor (a; € R) korlatos = 3[c,d] > ax, Vk. Felezziik [c, d] intervallumot! Ekkor a
két zart fél intervallum koziil legalabb az egyik végtelen sok tagot tartalmaz a sorozatbol. Ez legyen [c;,d ]. Ezt
megint felezziik, melyek koziil legalibb az egyik végtelen sok tagot tartalmaz a sorozatbol, ez legyen [cy,d,] ...1gy ax
-bol kivalaszthato egy ay, részsorozat Gigy, hogy ay, € [c;,d;]. Belatjuk, hogy ay, részsorozat konvergens.

[c.d] D [c1,di] D [c2,d2] D ... D e, di], llim lc; —di| = llim ‘;—ld = (. Tudjuk, hogy {c¢;:l € N} feliilrdl korlatos

= FJsup {¢;:1 € N} és azt is, hogy {d;:/ € N} alulrdl korlatos = Finf {d;:] € N}. Mivel
lim|c; —dj| =0 = sup{¢;:l €N} =inf {d;:l € N}: = a, tovabba ay, € [¢/,d;] = lim (akz) = a (,,rendor-elv”).

[ >0

(1)

s algz) korlatos sorozatok R -ben. Az

n = 2 esetre, ekkor a; = (a,il), aliz)). Mivel a; korlatos sorozat R? -ben, igy a
elézek szerint az elébbibs! kivalaszthat ebbél egy konvergens részsorozat, (af’) _ . Tekintsiik az a{”’ ugyanilyen
€

indexii elemekbdl allo (alilz)) részsorozatat (mely korlatos R -ben). Az el6zbek szerint ennek 1étezik konvergens

. @) ( <1>) : ( (1)) - ; .=( (1) <2>> ;
részsorozata, (akzm )meN. @Gy ) e konvergens, igy G ) 5 (akzm ) Ay, Gy részsorozat
konvergens.

n = 3 esetén hasonld médon, mint n = 1 -rdl valtottunk n = 2 -re, itt is igazolhat6 (tkp teljes indukci6).

Megjegy z¢&s: hasonlo jellegh allitasok altalaban nem igazak tetszdleges normalt terekben, csak véges dimenzidban!

Tétel: legyen M C R" korlatos és zart halmaz! Ha (ay € M), <y tetszleges sorozat, akkor 1étezik olyan (akl) 09.23

részsorozata, amely konvergens és lim (ay,) € M
Bizonyitas: mivel M korlatos = (ay) korlatos sorozat R" -ben. A Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel szerint

ennek Iétezik konvergens részsorozata ay, € M, M zart = lim (akz) EM.

Definicid: legyen X tetszdleges metrikus tér! Egy M C X halmazt sorozatkompaktnak neveziink, ha tetszdéleges



M-beli sorozatnak van konvergens részsorozata, és limesze € M.

Megjegy zés: a fenti tétel szerint R" -ben minden korlatos és zart halmaz sorozatkompakt.

Allitas: ha X tetsz6leges metrikus tér = V sorozatkompakt halmaz korlatos és zért, de ha egy metrikus térben egy
halmaz korlatos és zart, még nem kovetkezik, hogy sorozatkompakt is (természetesen R" -ben igaz).

Bizonyitas: legyen M C X sorozatkompakt halmaz! El6szor belatjuk, hogy M korlatos.

Indirekt bizonyitas: M nem korlatos. Legyen a € X rogzitett pont. Ha M nem korlatos = Jx; € M, x; /E/ Bi(a) és
Ax, e M, x; )E/ B, (a) és... Belatjuk (indirekt), hogy az igy nyert (x;) sorozatnak nincs konvergens részsorozata. Ha

ugyanis 3lim (sz) =x) EM > klim p(x;k,a) = p(xp,a), ez ellentmond annak, hogy
- 0

X, & By (a) & p(xlk,a) > [ — oo.
Most belatjuk, hogy M zart. Tekintsiik az (a;) M-beli elemekbdl allé konvergens sorozatokat! Mivel M
sorozatkompakt, ezért (a;) -nak létezik (akl) részsorozata, ami konvergens €s lim (akl) eM,de

lim (akl) = lim (a;) = lim (a;) € M. Mint korabban bizonyitottuk, ez ekvivalens azzal, hogy M zart.
Cauchy-féle konvergencia-kritérium, teljesség

Tétel: legyen X metrikus tér! Ha (a;) konvergens sorozat, lim (a;) = a € X, akkor teljesiil ra az un. Cauchy-féle
(konvergencia) kritérium: Ve > 03k :k, [ > ko = plak, a;) < €.
Bizonyitas: mivel
lim(a;) = a = Jko:Vk, 1> ko = play,a) < 5, plas,a) < 5 = plag, a) < pla,a) + pla,a) < 5+ 5 =«
Kérdés: forditva igaz-e? Altalaban nem.
Példak:

e Legyen X = Q a szokasos tavolsageal! Tth aren € R, de lim (a;) = V2. Ekkor (az) teljesiti a Cauchy-féle

konvergencia-kritériumot, de nincs hatarértéke X-ben.

e X: =(0,1), aszokasos tavolsaggal. a;: = % tagokbol allo sorozat. Ez megint teljesiti a Cauchy -féle

konvergencia-kritériumot, még sincs hatarértéke X-ben.

Definicid: egy X metrikus teret teljes metrikus térnek nevezziik, ha minden X-beli Cauchy-sorozatnak (vagyis melyre

teljesiil a Cauchy -féle konvergencia-kritérium) van limesze X-ben.

Tétel: R" teljes metrikus tér.
Megjegy zés: a tétel azt mondja, hogy ha (a;) € R" -beli sorozatra teljesiil a Cauchy -féle konvergencia-kritérium
= Jlim () € R".

Bizonyitas: legyen (a;) € R", melyre teljesiil a Cauchy -féle konvergencia-kritérium
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S Ve > 03ky:k, 1> ko = |lar — a;|| < €. Eloszor belatjuk, hogy (ay) korlatos.

Legyen e: =1, ekkor kg :k,l > ko = |lax —a;|| < e = 1. Legyen [ = ko + 1 rogzitett, ekkor lathatjuk, hogy minden
Vk > I:||lax — ai]| < 1, vagyis ko 10l6tt korlatos a sorozat. Mivel ky veges, ezert ap, ay ...ax, veges sok elem, igy
korlatos is.

Most belatjuk, hogy konvergens is. Alkalmazzuk a Bolzano-Weierstrass kivalasztasi tételt, miszerint minden korlatos
sorozatnak van konvergens részsorozata = 3 (akl) :lim (akl) =a € R". Belatand6 még, hogy az (a;) sorozat is
ehhez tart. Legyen £/2 > 0 tetszoleges. Mivel lim (akl) =a= 3lp:l>1l > ||ay —a| < % M asrészt mivel a Cauchy

sorozat is, ezért 3k 1k, 1> ki = |lax —aill < 5 = ||ax —ay|| < 5 = llax —all < ||lax —ag|| + ||, —al| <5 +5 =&
Figgvények limesze (hatarértéke)
A tovabbiakban legyen X és Y metrikus terek, f: X » Y, Df C X és Ry C Y!

Definicid: legyen a € X az ffiiggvény értelmezési tartomany dnak torlddasi pontja! Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvénynek az a pontban b € Y a hatérértéke (limesze), ha b barmely (kicsi) B.(b) kdrny ezetéhez 1étezik a-nak
olyan Bs(a) kornyezete, hogy x € Bs(a) N Dy, x # a = f(x) € B:(b).

Megjegyzés: mivel a pont Dy -nek torlodasi pontja, ezért barmely 6 > 0 esetén Ix # a:x € Bs(a) N Dy, tovabba a

fliggvény hatarértéke szemp ontjabol mindegy, hogy fértelmezve van-e a-ban vagy sem és f(a) mivel egyenlo.
Allitas: a limesz egy pontban egy értelmii.

Definici6: legyen a € Dy. Ekkor ffiiggvényt a pontban foly tonosnak nevezziik, ha az f(a) € Y barmely B.(f(a))
korny ezetéhez talalhato az a-nak olyan Bs(a) kornyezete, hogy x € Bs(a) N Dy = f(x) € B.(f(a)).
Megjegyzés:

® haa a Dy -nek izolalt pontja, akkor abban a fliggvény folytonos
® haa a Dy -nek torlodasi pontja, akkor ffolytonos a-ban < lLim f(x) = f(a).

X—a

® legyen f'valos-valos fliggvény! Ekkor f-nek a-ban baloldali hatarertékét igy értelmezzik: lim f|_, , (x) (ha

létezik), és f-nek a-ban jobboldali hatarértéke lim f], ., (x) (ha létezik)

® az f(x) = % fiiggvény folytonos, mert mindenhol folytonos, ahol értelmezve van (0-ban nincs értelmezve)

0 haxe[0,2]\{1}
Példa: f(x) = . Ez a fiiggvény 1-ben nem folytonos, és hatarértéke 1-ben 0.
1 hax =1

Definici6: ha f folytonos Dy minden pontjaban, akkor f-et foly tonosnak nevezziik.



Atviteli elv 09.30

1. Tétel: legyen a € Df' ( Dy' a torlodasi pontok halmaza)! xli_lgf(x) =b & V(x) C D/\{a},lim (x;) = a esetén
kliﬁc}of (xx) = D.
Bizonyitas = iranyban: legyen xh_r)r; fx) = lilgn f = b. Legyen (x;) tetszoleges olyan sorozat, melyre
X € Dp\{a},lim (x;) = a! Belatando, hogy Ve > 03ky,k > ko = f(xx) € Be(b). Mivel
li;nf =b=>Ve>036>0:x€ {B5(a) an}\{a} = f(x) € B.(b), masrészt
lim (xx) = a,xx € D\{a} = V6 > 03ky:k > ko = xx € Bs(a), vagyis k > ko esetén f(x;) € Bo(b).
Bizonyitas < iranyban: tth V(x;) C Df\{a},lim (x;) = a esetén kli_)ngof(xk) = b, bizonyitand6: = litgnf =b,
vagyis Ve > 038 > 0,Vx € {Bs(a) N Ds}\{a} = f(x) € B.(b). Indirekt bizony itunk:
deg >0V6 >0,3x € {B(g(a) an}\{a} :f(x)ﬁ/Bgo(b). Legyen 6: = %,k € N, ehhez
dx, € Bi(a),xk € D/\{a} :f(xk)ﬁ/BgO(b). Ekkor lim (x;) = a, de klin;f(xk) # b, mert Vk € N -re
fx) )E/ B, (b), ez meg ellentmond a feltevésiinknek.

2. Tétel: legyen a € Dy! Ekkor az ffiiggvény a-ban folytonos pontosan akkor, ha V(x;) C Dy, lim (x;) = a esetén
kliﬁgof (%) = f(a).

Bizonyités: az eldzdvel analog mdédon
Miiveleti szabalyok

® + Osszeadds
Tétel: legyen X metrikus, ¥ normalt tér! Legyenek f,g:X » Y ésa € (DN D,)". Ekkor

limf =b,limg =c = lim(f +g) =b+c.

Bizonyitéas: legyen (x;) tetsz8leges olyan sorozat, melyre teljesiil, hogy x; € {Dy N D, }\{a}, lim (x) = a. Azt
kell megmutatni, hogy klim (f + @) (x) = b+ ¢, ahol (f + 2)(xx) = fx) + g(xx). Mivel

limf = b, x; € D\{a},lim(x) =a = klim f(xx) = b (atviteli elvbdl), hasonldan limg = ¢ = klim 8() = ¢, igy
ezekbSl lim (f(x) +g(u)) = b +¢
® S70rzas

1. Tétel: legyen X metrikus, Y normalt tér, f:X = Y, 4:X —» R. Legyena € {D;nD;}'! Ha
limf=beY,limi=74 € R=>1lIm(Af)=hbeY
a a a
2. Tétel: legyen X metrikus, Y euklideszi tér, f,g:X — Y,a € {D;nD, }'! Ha
limf = b € ¥,limg = c € ¥ = lim(f, g) = (b, )
a a a

® 0sztas

Tétel: legyen X metrikus tér, f:X » R. Halimf = b € R\{0} = lim J% =7
a X—a

Miiveleti szabalyok folytonossagra
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® + (§sszeadas:
Tétel: legyen X metrikus, Y normalt tér, f,g:X » Y. Haf, g folytonos a-ban = f + g is folytonos a-ban.
® szorzas
1. Tétel: legyen X metrikus, Y normalt tér, f:X — Y, 1:X » R folytonosak a-ban, ekkor 4 - f is folytonos
a-ban.
2. Tétel: legyen X metrikus, Y euklideszi tér. Ha f, g: X » Y folytonosak a-ban = (f, g) is folytonos
a-ban.

® 0sztas:

Tétel: legyen X metrikus tér, f: X » R. Ha ffolytonos a-ban és f(a) # 0 = }— is folytonos a-ban.
(Az el6zd tételek bizonyitéasa az atviteli elvvel torténik.)
A kompozicio fiiggvény

1. Tétel: legyenek X, Y, Z metrikus terek, f:X » Y,g:Y » Z. Ha ffolytonos a € X -ben, g pedigh = f(a) € Y
-ban, = g o f is folytonos a-ban.
Bizonyitas: mivel g folytonos b = f(a) -ban, igy g értelmezve van f(a) -ban, ezért g o f értelmezve van a-ban,
(g° f)a) = g(f(a)). Az atviteli elvvel belatjuk, hogy g o f folytonos a-ban. Legyen (x;) tetszdleges sorozat,
melyre lim (x;) = a,xx # a,xx € Dg.r. Az utobbi azt jelenti, hogy x; € Dy, méasrészt f(x;) € Dy, igazolando
tehat, hogy Jim (8= f)x) = (g fHa) = g(f(a)).

Mivel ffolytonos a-ban, klim f(xx) = f(a). Masrészt g folytonos f(a) -ban, igy g-re alkalmazva az atviteli
elvet, lim g(f (X)) = g(f(@)).
Ohay=0

Kérdés: halimf = b, li;ng = ¢ = lim(g o f) = ¢? Altaldban nem. Példa: legyen g(y) = , és fpediga
a a lhay #0

konstans 0 fiiggvény, azaz f(x) = 0, valamint a = b = 0. Ekkor lisng =1,(ge)x)=0Vx > li(r)n(g o f)x) =0
2. Tétel: legyenek X, Y, Z metrikus terek, f: X » Y,g:Y » Z. Halimf = b és g folytonos b-ben, akkor

lim(g * /) = g(6).
Inverz fiiggvény folytonossaga

Egy tetszOleges fiiggvény inverzét akkor tudjuk értelmezni, ha a fiigevény injektiv, azaz x; # x = f(x1) # f(x2).

Definici6: ha finjektiv, akkor inverzét igy értelmezhetjiik: f~! :Rr = Dy, y € Ry esetén =1 (y) = x, ahol

x € Dy, f(x) =y.

Allitas: ha f:R » R és szigoraan monoton fiiggvény, akkor finjektiv.

. x hax<l1
Kérdés: Ha ffolytonos és injektiv, akkor inverze is? Altalaban nem. PI: f(x) =

x—1 hax22‘
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Allitas: ha f:R » R fiiggvény szigorGian monoton, akkor inverze is.

Tétel: ha f:] — R szigorian monoton fiiggvény és I C R valamilyen intervallum = f~! folytonos.

Megjegyzés: az intervallumok az R dsszefiiggd részhalmazai. Egy A C R halmazt 6sszefiiggdnek neveziink, ha
Vxi,x EAx) <x<xp >x€EA.

Bizonyitas: legyen y, € Df_l = Ry. Legyen xy = £~ 1(y). Elészor tegyiik fel, hogy xo € int1. Azt szeretnénk
belatni, hogy f~! folytonos y, -ban. Legyen £ > 0,xo = & € I (ilyen € 1étezik, mert xo € int7)! Ekkor

fxo — &) < f(xp) < f(xp + €), mivel fszigordan monoton (n6vo). Hay € (f(xyp — &), f(xo + €)), mivel finverze is
szigortian monoton, ezért =1 (f(xo — &) < f'M) < f (fxo + &) & 1) —e< f71() < £ () + &, vagyis

f~! folytonos y, -ban. Az xo € 91 eset targyaldsa hasonlo.
Példak: 10.06

I. f:R > R,x € R,x >0,f(x) =x",n € N, ekkor f'szigorian monton né, Dy = [0,00), f‘1 folytonos az y € Ry
pontokban és f~!(y) = &/y. (Késébb latjuk a Bolzano-tétellel, hogy Ry =[0,00) .)
2. f:R» R, x €R, f(x) = e*, ekkor fszigoran monoton né, Dy = R, f~! folytonos. (Késdbb latjuk a Bolzano-

tétellel, hogy Df_l = Rf = (0,00).)

Tétel: legyenek X, Y metrikus terek, f:X = Y, f € C(Dy), Dy sorozatkompakt, finjektiv = f~! € C(Ry).
Bizonyitas: legyen yy € D ;-1 = Ry. Belatjuk, hogy f~1 € C[y,]. Alkalmazzuk az atviteli elvet! Legyen

Yk € Dy-1 = Ry olyan, amelyre lim (y,) = y,. Beldtando: (f! (yk))kGN = )

= %00 = F7 00) = v = f), Yo = f(xo), vagyis belatando: lim (x;) — xo. Indirekt bizonyitunk: ha ez
nem lenne igaz, akkor 3y > 0,x,: p(xkl,xo) > gy. Tekintsiik az (Xk,) sorozatot, amelyre x;, € Dy. Tudjuk, hogy Dy

sorozatkompakt, ekkor 3 (xkl. > :lim (xkl,> =x* € Dy, demivel f € C[x*] = Lim f(xkl.> = f(x*) és mivel
J J Jj— J

lim f<xk1j ) = lim (ykl]_) =y, = f(x) = f(x0) = f(x=). De hat finjektiv, vagyis xo = x *, ami meg ellentmondas,

j—o oo

mert lim (Xk,_> =x% =Xxp esetén Ij € N:p(xkl.,xo> < &y, de ez ellentmond p(xkl,xo) > gy -nak.
' '

A folytonos fiiggvények alaptulajdonsagai

Tétel: legyen X, Y metrikus terek, f:X — Y, f € C(Dy), Dy sorozatkompakt = Ry is sorozatkompakt. (Weierstrass
tétele).

Bizonyitas: legyen (y;) C Ry tetszleges sorozat! Azt kell megmutatni, hogy 3 ( yk/) részsorozata, mely konvergens
és lim (ykl) € Rr. Mivel y, € Ry = Ax; € Dy: f(xi) = y. Mivel Dy sorozatkompakt €s

X € Dy = 3(xy,) :lim (xy,) = x0 € Dy. Mivel f € Clxo] = llim f(x,) = f(x0) =y, € Ry, node f(x,) = Vi, » €Zért
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lim ( ykl) =Yy € Ry, és pont ezt akartuk belatni.

Kovetkezmény ek:

1. Dy sorozatkompakt = Ry korlatos és zart (minden sorozatkompakt halmaz korlatos és zart)
2. haY = R akkor is, ha Dy sorozatkompakt = R; C R korlatos ¢és zart. A korlatossag kovetkezménye:
sup Ry, inf Ry véges, és mivel az Ry értékkészlet zart = Jxy,xp € Dy: f(x1) = inf f, f(x2) = sup f

Példak arra, hogy miért sziikséges feltenni, hogy Dy sorozatkompakt ( Dy, Ry sorozatkompaktsaga R -ben azt jelenti,

hogy a halmazok korlatosak és zartak)

1. Dy = [0,00) zart, de nem korlatos, f(x) = x, ekkor Ry = [0,00) nem korlatos
2. Dy =(0,1], f(x) = 1, ekkor Dy korlatos, de nem zért, Ry pedig nem korlatos.

Megjegyzés: az a tény, hogy egy f:X = Y, f € Clxg] = Ve > 036 > 0:x € Bs(xo) N Dy = f(x) € B.(f(x0)), ahol 6

fligghet ¢ -tol és xp -tol is.

Definicié: azt mondjuk, hogy X, ¥ metrikus terek esetén egy f:X » Y fiiggvény egyenletesen folytonos, ha

Ve> 030> 0:x1,x € Dy, p(x1,x2) <6 = p(f(x1), f(x2)) < e. Tehat ekkor & csak e-tol fiigg.

Tétel: ha ffolytonos és Dy sorozatkompakt = f egyenletesen folytonos. (Heine tétele.)

Bizonyitas: tth ffolytonos, Dy sorozatkompakt. Indirekt bizonyitunk: 3¢ > 0V5 > 0: 3x1,x2 € Dy, p(x1,x2) < 6, de
p(f(x1), f(x2)) > &. Legyen 8: = 1.k € N, ekkor tehdt 3x, X € Dy:p(xi. %) < 1 de p(f(x0). f(3%)) > e. Tudjuk,
hogy Dy sorozatkompakt, igy 3 (x,) € Dy:lim (x,) = xo € Dy. Mivel

p (%, %) < 1;,lim (1;) =0 = lim (x;) =lim (x,) = x0 € Dy. Mivel f € C[xo], az atviteli elv alapjan

= llim f(x,) = f(xo)s llim f(%g) = f(x0), de ez meg ellentmondas a feltevésiinkkel, miszerint p(f(x), (%)) > €.

Példak:

1. Dy =[0,00) ez zart, de nem korlatos, f(x): = x? nem egyenletesen folytonos

2. Dy = (0,1] ez korlatos, de nem zart, f(x): = % nem egyenletesen folytonos.

Tétel: legyen f:[a,b] - R, f € Cla, b], f(a) # f(b), ekkor tetszbleges n € (f(a), f(b)) szamhoz

A& € (a,b): f(&) = n. (Bolzano tétel)

Bizonyitas: tekintsiik a kovetkez6 halmazt: M: = {x € [a,b]: f(x) < n} C [a,b] = M # @& mivel a € M, tovabba M
korlatos. Legyen &: = sup M. Belatjuk, hogy f(£) = #. Indirekt bizonyitunk: f(£) < n vagy f(£) > n nem lehetséges.
Els6 eset: ha f(&) < i lenne, akkor f(b) > n = & # b, ezért £ -nek megadhato olyan jobboldali kornyezete, ahol a

fliggvény értékek n-nal kisebbek, mert f € C[£], vagyis 36 > 0:x € [&, &+ 0] = f(x) <7, ez pedig ellentmond annak,
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hogy & = sup M.
M asodik eset: ha f(&) > 7 lenne, akkor f(a) <n =>E#aés f € Cla,b]=> 36 >0:x € [E-6,&] = f(x) >n.Ezis

ellentmond annak, hogy & = sup M = sup {x € [a,b]: f(x < n)}. Tehat mivel £(&) X n, £(&) £n = f&) =n.

Kovetkezmények: legyen I C R valamilyen intervallum (véges vagy végtelen, nyilt vagy zart), és tth
f:iI->R,feCd).Ekkor Vxi,x, €1,y € (f(x1), f(x)) esetén Ixy € (x1,x): f(x0) = y.

Megjegyzés: az ilyen tulajdonsagh fliggvény eket Darboux tulajdonsdgiaknak nevezziik. A Bolzano-tétel kimondja,
hogy ha f:1 = R, f € C(I) = fDarboux tulajdonsagu.

sint ha0<x<1
Példa: f(x) = . Ez a fiiggvény Darboux tulajdonsagi, de nem folytonos 0-ban.

0 hax=0

Allitas: egy A C R halmaz intervallum < Vx;,x € A, Vx € (x1,x) esetén x € A.

Ezen allitas segitségével a Bolzano tétel igy is megfogalmazhato:
Tétel: ha / ntervallum, és f:1 - R, f € C(I) = Ry is intervallum.

Alkalmazas:

1. I: =[0,00), f(x) = x",n € N! Ekkor a tétel szerint mivel ffolytonos, Ry valamily en intervallum, f'szigortian
monoton né, f(0) =0, lim f(x) = 00 = Ry = [0,00) = Df_l = [0,00)
2. I=R, f:I >R, f(x) =e*=> f(x) € C{U), lim f(x)=0,lim f(x) = oo, f'szigorGan monoton no,

Rf =(0,0) = Df—l = Di, = (0,00).
Bolzano-tétel metrikus terekben 10.13

Definicié: Legyen X metrikus tér, [a, f] C R, ¢:[a, f] = X, ¢ € Cla, f]. Ekkor azt mondjuk, hogy ¢ folytonos ivet,
gorbét hataroz megaz X-ben. R, = {¢(t):t € [a, f]} C X. Ekkor ¢(a) és ¢(p) -t a gorbe végpontjainak nevezziik.

(Meg: van, amikor ¢ -t nevezziik gorbének, nem pediga ,.képét”.)

Definicid: azt mondjuk, hogy az A C X halmaz ivszeriien 0sszefiiggd, ha az 4 halmaz barmely két pontja
Osszekdthetd az A-ban halad6 folytonos gorbével, ivvel, vagyis Va,b € A3g:[a, f] = X, ¢ € Cla, f], hogy

o) =a,p(f)=b,t € (a,p) => (1) €A

Tétel: legyenek X, Y metrikus terek, f:X — Y, f € C(Dy)! Ha Dy ivszeriien 6sszefiiged, akkor Ry is.
Bizonyitas: legyenek y;,y, € Ry. Belatjuk, hogy y;,y, 6sszekdthetd Ry -ben halad6 folytonos ivvel. Mivel

Vi.Y» € Ry = 3x1,x € Dp: f(x1) =y;, f(x2) = y,. Mivel Dy ivszerlien dsszefiiggd = ¢:[a, f] = X, ¢ € Cla, p],
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hogy ¢p(a) = x,p(f) = x2,t € (a, f) = @(t) € Dy. Legyen y:[a, f] = Y,y: = f o ¢ ekkor y folytonos (kompozicid
fiiggvény tulajdonsagabol), tovabba ¢ € (a, f) = w(t) = f(p(1) € Ry, sot,
w(a) = flp(@) = f(x1) =y, y(h) = fp(P) = f(x2) = y,.

Definicid: azt mondjuk, hogy az A C X 0sszefiiggd (topologiai értelemben), ha nem adhaté meg G, és G, diszjunkt
nyilt halmaz gy, hogy G{ UG, D A, ANG, # B, ANG, # @.

Megjegy z¢€s: belathatd, hogy ha A ivszeriien 0sszefliggd, akkor 0sszefiiggo.

Tétel: legyenek X, Y metrikus terek, f:X » Y, f € C(Dy)! Ha Dy 6sszefiiged = Ry is. (Bolzano-tétel metrikus

térben.)

Fiiggvénysorok és sorozatok egyenletes konvergenciaja

Definicid: legyenek X, Y metrikus terek, M C X, és Vj € N -re f;:M — Y. Azt mondjuk, hogy f; figgvények

fliggvény sorozatot alkotnak, jelolése ( 5 ) jen

Definicié: azt mondjuk, hogy az f;: M — Y figgvényekbdl 4llo sorozat pontonkent tart egy f:M — Y figgvényhez,
ha Vx € M, lim ﬁ(x) = f(x).
j— o
Kérdés: feltéve, hogy f; € C(M) minden j-re, = f € C(M)? Altaldban nem. PI: i) = x,0<x<1,j€eN, ekkor
0 ha0<x<1
Vi € CM), de lim i) = .
J=eo 1 hax=1
Definicid: azt mondjuk, hogy az f;: M — Y fuggvényekbdl allo sorozat egyenletesen tart az f: M — Y fiiggvenyhez,
ha Ve > 03, €N:j> jo = p(fi(0), f(x)) <& VxeM.

Megegyzés: j, csak e-tol fiigg, és nem fligg x-t6l. (Pontonkénti konvergencia esetén fligghet x-t6l.)

Példa: (0= #,0<a<1,0<t<a,ekkor f egyenletesen tart 0-hoz a [0,a] -n. Ugyanis legyen € > 0 tetszdleges,
0 < <eesetén 0 < ¢ < e mikor teljesiil? Véalasszuk meg j, szamot ugy, hogy j > ji, esetén @’/ < e. Ezt mindig

megtehetjiik, ugyanis 0 <a < 1,igy 0 <t <aesetént/ <a/ <e.

Tétel: legyen f;:M - Y. M C X, f; € C(Dy).Ha (fj) fliggvénysorozat egyenletesen tart egy f:M — Y
fiiggvényhez, akkor ffolytonos.

Bizonyitas: legyen xy € M. Belatjuk, hogy f € C[xo]. Tetszdleges x € M esetén

p(f@), f(x0)) < p( (), £;(0)) + p(£i(x). fi(x0)) + p(f:(x0), f(x0)). Legyen & > O tetszéleges, ezért mivel (f;)

egyenletesen tart fhez, 3j,:j > j, = p(f(x),]j-(x)) < %,p(f(xo),]j-(xo)) < %. Vélaszthatunk egy rogzitett j > jj -t,
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mondjuk j = j, + 1. Tovabba tudjuk, hogy f; € Clxg] = 36 > 0:x € M, p(x, x0) < & = p(f;(x), fi(x0)) < %, tehdt

P, F00)) < p(fQ £ + p(£0, £:x0)) +p( £ f(x0)) < e

J/

' '
<e/3 mivel j> jo <g/3haxeB5(x0) <e/3 mivel j> jg

Megegyzes: f;(1): = t,0 <t <1 fiiggvények esetén ( ]3) fiiggvény sorozat nem tart egyenletesen az ffiiggvényhez.
Definicié: legyen X metrikus tér, Y = R,M C X, g;,:M — R ( R helyett lehetne C is). Ekkor tekintsiik a kovetkezo

J
fuggvénysorozatot: f;: = Z 8x- Az ilyen modon értelmezett ( ]j) sorozatot a g, tagokbol allo fliggvény sornak
k=1

nevezzuk.

Definicid: azt mondjuk, hogy a g, tagokbol all6 sor pontonként konvergens és sszege f: M — R fliggvény, ha

Vx € M esetén g, (x) tagokbol 4llé szamsor konvergens R -ben, és a sor 0sszege f(x), és ezt igy jeloljiik:

Y g = f() jelsliiik.

k=1

00 J
Megiegyzés: Y, g,(x) = Jim ) = Jim D g,
k=1 ® 7T %=1

Definicio: azt mondjuk, hogy a (g,) tagokbol allé figgvény sor egyenletesen konvergal egy f: M — R figgvényhez,

J
ha f; = Z g esetén (fj) fliggvény sorozat egyenletesen tart f~hez.
k=1

Tétel: tth g, : M — R folytonos és a g, tagokbol allo sor egyenletesen konvergil egy f:M — R fliggvényhez
> fe C(l%ﬂ.
J
Bizonyitas: f; = Z g folytonos, lim (]5) = f -hez egyenletesen konvergil = f € C(Dy).
k=1
Tétel: tth g,: M — R fiiggvényekre teljesiil, hogy |g;| < ax, ar € R és Z ay < oo. Ekkor a (g, ) tagokbol 4llo
k=1

fliggvény sor egy enletesen konvergens.

Bizonyitas: legyen x € M tetszdleges, rogzitett pont. Elészor belatjuk, hogy Z |gx(x)| < o0. Legyen
k=1

J J
< Z g ()| < Z ai < &, mivel

k=1+1 k=1+1

J
PIAE))

k=1+1

J
£ =) gi(x), ekkor Fjo:j > 1> jo = |[fi(x) - fi(x)| =
k=1
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(8]
Z ap < o0, vagyis ( J?(x))jeN szamsorozatra teljesiil a Cauchy-kritérium. Mivel R teljes tér
k=1

= 3f(0) € R: lim fi(x) = f(x), vagyis a [g; (x)| és a g;(x) tagokbol 4ll6 fiiggvénysor konvergens.
j—o o

Belatjuk, hogy a sor, illetve a vele ekvivalens ( ]5) fliggvénysorozat egy enletesen konvergal f~hez. Legyen € > 0

tetszOleges, a fentiek szerint, j — oo hataratmenetben a fenti egy enl6tlenségbdl kapjuk, hogy

lf) = fi0)] < Z ap <& Vx € M,hal > j,. Dehisz ez pont az jelenti, hogy f; egyenletesen tart f~hez.
k=1+1

Hatvanysorok

Definicié: egy ¢;x/,x € R,¢; € R, j =0,1,2... tagokbol all6 fiiggvénysort hatvany sornak neveziink.
Megjegy z¢€s: a hatvanysor tagjai folytonos fiiggvények.

Kérdés: a hatvanysor mely x-ekre konvergens, illetve egy eneltesen konvergens?

Definicid: legyen a; € R,k € R. Az (a;); ey valos szamsorozat limesz szuperiorjat illetve limesz inferiorjat igy

értelmezziik: limsup (ay); cn = limsupa, jelenti azt a legnagy obb valds szamot (vagy végtelent), amelyhez az (a;) egy

k— oo

alkalmas részsorozata konvergal. Ezzel analog a liminf (ay).
M egjegy z¢s:

1. mindig létezik limesz inferior és limesz szuperior
2. ha 3lim (a;) = lim (a;) = limsup (a;) = liminf (a;)

3. limsup (a;) = klirn [sup {ak, ar+1,---}]

1
limsup ]{/m

esetén a hatvanysor konvergens, |x| > R esetén pedig divergens.

Tétel: legyen R: = . Ha anevez6 nulla lenne, akkor R: = oo, ha végtelen, akkor R: = 0. Ekkor |x| < R

Bizonyitas: a gy okkritérium alapjan...

Tétel: legyen 0 < Ry < R, ekkor a hatvanysor egyenletesen konvergens az Ry sugart intervallumban (vagy korben).
Bizonyitas: Weierstrass kritériummal bizonyitjuk. Legyen g;(x) = ¢ix', j=0,1,..., ekkor
lg; ()] = lej | = lej W] < | IR . Azt kellene belatni, hogy |cj|R) tagokbol 4ll6 sor konvergens. Alkalmazzuk erre a

gy okkritériumot! \j/ |cj |R{) =Ry \j/ |cj ,limsup\j/ |cj |R(’) = Ry ljmsup\j/ |cj| = %O <l= Z |cj |R6 konvergens (ez a

Jj— j—o j=1

gy okkritérium).
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(o] )Cj
Kovetkezmény : a hatvanysor 6sszege folytonos a konvergenciakor belsejében. Példaul ¢ = Z —, ennek a
-0/
j=0
o A — 1 =1 ¥l =
konvergencia-sugara végtelen, mert R Tmsan V7T limsup V72! = co.
Differencialhatosag 10.20

Definici6: egy f:R » R vagy C » C fiiggvényt az xo pontban differencialhatonak neveziink, ha xy € int Dy és

3 lim F)—f(xp) és Véges < Jlim f(xg+e)=f(xp)
X—XO &

X=X e—0

és véges.
Megegyzés: Hogy egy ilyen definiciot tovabbvihessiink "tobbvaltozos" fliggvény ekre, sziikségiink van a linearis
leképezések vizsgalatara.

Linearis lek épezések

Definicid: legyen X vektortér, azt mondjuk, hogy az M C X halmaz elemei linearisan fiiggetlenek, ha barmely M -beli

véges sok elemre Z a;x; =0 < a; = 0. Gyakran M-et nevezziik linedrisan fiiggetlennek, nem pedig az elemeit.

1

Allitas: egy vektortér linedrisan fiiggetlen elemeinek maximélis szama egy értelmi.

Definicid: az X vektortér dimenzidjanak nevezziik az X-beli linearisan fiiggetlen elemek maximalis szamat (véges vagy

végtelen is lehet).

Definicid: legyenek X és Y vektorterek, M C X! Egy A:M — Y leképezést linearisnak neveziink, ha

. xj, o EM=>x1+x EM,ésxeM,AeER=>IxeM
2. A(x; +xp) = A(x1) + A(xp) (additivitas)
3. A(4x;) = AA(x1) (homogenitéas)

Megjegy z¢és: az elso feltétel M-t61 megkoveteli, hogy lineéris altér legyen, azonban gyakran 4-t egy X-r6l Y-ba képezo
fliggvényként definialjuk, igy M-re nincs is sziikség.

Példak: X: =R",Y: = R"™ A:R" - R" linearis leképezés. Ekkor egy értelmiien létezik egy olyan &/ matrix, hogy

ailp dadp2 ain
, . ) a1 djp» arp

Ax = Ax, és o ilyen alakl: of: =
aml Am2  Amn

Definicid: jeldlje alin (X, Y) = L(X, Y) az 6sszes X — Y linearis leképezések halmazat!
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Definicid: legyen X, Y vektorterek, A € lin (X, Y), B € lin (X, Y), ekkor A + B -t igy értelmezziik:

(A+ B)(x) = Ax + Bx, Vx -re.
—

€Y

Allités: (A + B) € lin (X, Y)

Definicio: az A € lin (X, Y) -nek 1 € R szammal val6 szorzatat igy értelmezziik: (AA)(x) = A(Ax).

Megjegy z¢€s: a homogenitas miatt a zarojelet elhagy hatjuk, a miivelet egy értelmii marad.
Allitas: 1A € lin (X, Y)

Tétel: lin (X, Y) vektorteret alkot az elobbi két miivelettel (vagyis az A + B kozott értelmezett 6sszeadassal és 1A

-val értelmezett szorzassal).

Definicié: legyenek Y = X vektorterek! Egy A € lin (X, X), B € lin (X, X) szorzatat igy értelmezziik:

(AB)(x) = A(B(x)), vagyis mint kompozicio, tehat AB = A - B.
Allitas: AB € lin (X, X).

Definicid: legyen

o ' X—> X, Ix=xVxe Xés
e ) X->X,0x=0eXVxeX

Ekkor I € lin (X, X) és 0 € lin (X, X). [gy igaz a kovetkez

Tétel: lin (X, X) -ben érvényesek a kdvetkezok:

(A+B)C = AC + BC
C(A+B)=CA+CB

Aer(AB) = (AA)B

310 € lin(X, X):0A = A0 =0 VA
317 e lin(X,X):IA = Al = AVA

A

Definicié: egy A € lin (X, X) hatvanyait igy értelmezziik: A° =1, A = A, A2 = AA ...

A" = AA..A=AA""1 = A" 1A,
n db

Allitas: legyen X: = R" és A, B € lin(R",R"). Ha &/ © A, B < B, akkor 4B < AB. (Itt of < A azt jelenti, hogy

Ax = ofx; of 9B matrixszorzast jelent).

-19-



Definicid: legyen X vektortér, A € lin (X, X)! Azt mondjuk, hogy 1 € R szam az A4 leképezés sajatértéke és

x € X, x # 0 pedig a sajatvektora, ha Ax = Ax.

Definicid: a y sajatérték rangjanak (vagy geometriai multip licitdsdnak) a y -hoz tartoz6 linedrisan fliggetlen
sajatelemek (sajatvektorok) maximalas szamat nevezzik.

Megjegyzés: a y -hoz tartozé sajatvektorok alteret alkotnak.
1 0

Specidliseset: X: =R" Ao A, I E=| 0 -~ 0 | det(d —1&) =0 egyenlet megoldasai adjak a y
0 1

sajatértékeket.
Linearis leképezések inverze

Legyen X vektortér! Egy A € lin (X, X) leképezésnek mikor van inverze? (Tudjuk, hogy az inverz csak akkor

értelmezhetd, ha a fliggvény injektiv).

Tétel: egy A € lin (X, X) leképezésnek pontosan akkor van inverze, ha Ax = 0 & x = 0, vagyis haker A = {0}.
Bizonyitas: belatjuk, hogy A4 injektiv, ha ker A = 0, illetve ker A = 0 ha 4 injektiv. Els6 része: legyen x;,x; € X és
Ax; = Axy =2 A(x; —x) =0, mivel kerA = 0, ezért = x; —x, =0 = x; = xp, tehat 4 injektiv, haker A = 0.

Most belatjuk, hogy ker A = 0 ha A4 injektiv, vagyis Ax =0 = x =0. A0 =0 és 4 injektiv = x =0.
Allitas: A € lin (X, X) injektiv = A~ € lin (X, X)

Allitas: legyen A € lin (X, X) olyan, hogy 3B € lin (X, X):AB = BA =1, ekkor JA™! és A~' =B.
Linearis és folytonos operatorok

Legyen a tovabbiakban X, Y normalt tér, A € lin (X, Y).

Kérdés: kovetkezik-e ebbdl, hogy A4 folytonos is? Altaliban nem.

Allitas: legyen A € lin (R",R™), ekkor 4 folyonos.

Bizonyitas: legyen of matrix, melyre &/x = Ax. Becsiiljiikk meg amink-an |Ax| -t!

m m n n m n
Ax> = |elx* = Z v < Z Z ay ) % =W’ 2 Z aj, (lisd a megjegy zést), vagyis
j=1 j=lk=1 k=1 j=1k=1

2 £ 21,2 : _ _ “ —
|Ax|" < ¢*x|” = |Ax] < clx], igy |Ax — Axo| < clx — xo|. Legyen & > O tetsz6leges, 5: = = > 0. Ha
k—xl<d=2=]Ax—Axl<ci=e
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Megiegyzés: az elsd szamitas soran felhasznaltuk, hogy y; = (&/x); = Z ajiXi = in < ( Z aﬁ) ( Z x,f)

(Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség).

Definicid: legyen X, Ynormalt tér, A € lin (X, Y)! Az A leképezést korlatosnak nevezziik, ha

Jdc¢ > 0,c € R:||Ax|| < cllx]l, Vx € X -re.

Tétel: legyen A € lin (X, Y). Ekkor 4 folytonos < A korlatos.

Bizonyitas: <« iranyban: tfth 4 korlatos, vagyis 3¢ > 0:||Ax|| < c||x||. Legyen xy € X. Azt szeretnénk belatni, hogy
Ve>036>0:|lx — x|l <6 = [|Ax — Axg|| < e. Tudjuk, hogy [|[Ax — Axg|| = [|A(x — xp)|| < cllx — x0]|, ezért legyen
§:=2>0,1igy |[Ax— Axoll <ct=e

= iranyban indirekt: tth 4 nem korlatos, de folytonos, vagyis a nem korlatossagbol adéddan

Ve > 03x:||Ax|| > c||x||. Ekkor Vn € N szamhoz Ix, € X:||Ax,|| > n||x,||,c: =n. Legyen X, : = ﬁ, ekkor
17,1 = % ”iz:: = %, vagyis lim (X,) = 0. Mivel 4 folytonos, igy az atviteli elv segitségével lim ||Ax, || = 0, de tudjuk,
hogy ||A%, || = ||A n”x)’: 7 | Z”X” = 1, tehat azt kaptuk, hogy ||AX, || > 1Vn -re, de ez meg ellentmond annak, hogy

lim || A%, || = 0

Definicié: egy ffiiggvényt akkor neveziink folytonosan differencialhatonak egy [a, ] -n, ha folytonos az [a, f] -n,
differencialhat6 a («, f) -n és a derivaltjanak 1étezik folytonos kiterjesztése az [a, ff] -ra. Ezt a tényt igy jeloljiik:
fecto,1].

Példa linearis, nem korlatos operatorra: X: = C[0,1], mivelet a szokasos 0sszeadas ¢s skalarral valo szorzas, a norma
I£1l = sup|f]. Legyen f € D4 = C'[0,1] C X, ahol 4 a differencidloperator, vagyis Af: = f' € X. Vegyiik észre, hogy
A € lin (X, X), de nem folytonos. Ugyanis: az L@ = jl—.e‘j’,j e N, € [0,1] fiiggvények folytonosan
differencidlhatoak, normdjuk || £;(2)|| = ;— => hjm” f|| =0 . Tovabba

=~ e It > |5 O|=1=> 11JII1||]5'|| = thn”A]j” =1.Eszerint az Af = f', ffolytonosan differencialhat6, C

[0,1]~C[0,1] operator nem folytonos, de linearis (az 4 operator a [0,1] intervallumon folytonos fiiggvény ek

halmazabdl képez a [0,1] intervallumon folytonos fiiggvény ek halmazaba).

Adott vektortérhez tobbféleképp is értelmezheté norma. Folytonos fiiggvény ekre (amik vektorteret alkotnak) 11.04

1
egy lehetséges norma a kovetkezd: || f]|, = / |f| vagy akar a kovetkezé: || f||,, = sup {|f|: € [0,1]}. Ez utdbbira
0
lassuk be a norma tulajdonsagait!

L. |Ifll =0 < f =0 lathatoan teljesiil
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2. [14f1l = sup {IAf@I:1 € [0,1]} = sup {Llf D)I:7 € [0,1]} = Wsup {If(®)I:2 € [0,1]} = || - |If]]
3. 1f + gl = sup{lf + gl(®):1 € [0,1]} < sup{[f (D] +g(D)]:2 € [0.1]} < < sup{|f(®)]:7 € [0,1]} + sup
{le(®]:1 € 10,11}

Definicié: legyen X, Y normalt tér, A € lin (X, Y) és korlatos. Ertelmezziik az 4 operator normajat!

[|A]l: = sup {||Ax]||:||x|]| = 1}. Belatandd, hogy a norma tulajdonsagai teljesiilnek. Mivel 4 korlatos,
dc € R:||Ax|| < c||x|| = ¢, ha ||x|]| = 1.

1. Nyilvan [|A]| > 0¢és A =0 = ||A|| = 0. Forditva: ||A|| =0 = ||Ax|]| = 0Vx € X, ||x|| = 1. Bizonyitando, hogy

ekkor A =0 & Az = 0Vz € X. Ekkor Az = A(”ZTII ||z||) = |1zllA (ﬁ) =zI0=0,Vz € X & A =0.

ALLLTA
norméja 1

2. |1AA|l = sup {{I(AA)x(llllx]l = 1} = sup {|AlllAx[[|[[x]| = 1} = |Asup {{|Ax]llllx]| = 1} = Al|A]l.
3. A+ B = sup {{|[(A+ B)x|:|lx|| = 1} <sup {||Ax]|| + [IBx||: ||lx]| = 1} <
< sup {[|Ax[|:|lx[| = 1} + sup {||Bx||:|lx|| = 1} = ||A[| + [|B]|.
Tétel: legyen X, Ynormalt tér! Tekintsiik a korlatos, lin (X, Y) -beli operatorokat az 6sszeadassal és szammal vald
szorzassal és az elobb értelmezett normaval. Ez normalt teret alkot és L(X, Y) -nak jeloljiik.
Megjegyzés: az X-en értelmezett Y-ba képezo korlatos lineéris operatorok a szokasos miiveletekkel vektorteret
alkotnak, mert 2 korlatos, folytonos operator dsszege is folytonos, korlatos és skalar szorosa is korlatos (utobbi

ekvivalens a folytonossaggal, mint bizonyitottuk).

Allitas: legyen A € L(X, Y)! Ekkor [|A]| = min {c > 0:||Ax]|| < c||x||, Vx € X}.
Bizonyitas: a: = inf {c > 0:||Ax|| < c||x||Vx € X}. Mivel ||A|| = sup {||Ax|||l|x]| = 1} = Vz € X\{0} elemet véve
— 2 — A= = Izl - (A=
¢ = iy llell- Ekkor [lAz]] = [[A 52y llzll]| = lall (A(nzn )) <
<zl - Al = llAll € {c = 0:]|Ax|| < c||x|l, Vx € X} = a < ||A]|. Belatjuk, hogy a < ||A|| nem lehet, ha ugyanis
a < ||Al| lenne, akkor Jc:0 < ¢ < [|A]l, [[Ax]| < c[lx]|, de ekkor [|A]| = sup {|[Ax][[llx]| = 1} < sup {c|lx]l[l[x]| =1} =¢

lenne, ami ellentmond ¢ < ||A|| -nak.

Tétel: legyen X normalt, Y teljes normalt tér, ekkor L(X, Y) normalt tér is teljes.
Bizonyitas: legyen (Aj)j <n Cauchy-sorozat az L(X, Y) normalt térben, vagyis

Ve >03ko:j, k> ko = ||Aj — Ar|| < e. Be kellene latni, hogy 3A € L(X, Y):lim||A; — A|| = 0. Legyen x € X
J
tetszOleges rogzitett elem! Tekintsiik az (ij)j <n Y-beli sorozatot! Belatjuk, hogy erre teljesiil a Cauchy -kritérium.
|Aix — Aex|| = || (A — Ax)x|| < ||A7 — Ac|[llx]l < ellx]l. Mivel Y tér teljes, 3 lim (A;x) = A(x) € Y.
Jj—
lim ||Ajx — A(x)|| = 0, Vx € X rogzitett elemre. Nem nehéz belatni, hogy A € lin (X, ). Belatando, hogy korlatos is.
Jj— oo

|4 x|l < |4;]l - llx|l. Mivel (A;) Cauchy sorozat, Ve > 03 jy:j, k> j, = ||Aj — Ax]| < e. Legyene: = Lk: = j, + 1,

ekkor ||A; —Aj 41| < 1haj> j,. A1, Asx...Aj, Ax véges sok operator, ezek korlatosak. EbbOl kovetkezik, hogy
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dc:||Aj|| £ ¢ Vj, tovabba a ||Ajx — Axx|| < ellx|| egyenlStlenségbdl kdvetkeik k — oo esetben, hogy
|Ajx — Ax|| < ellx||, tehat ||Ajx|| — ||Ax]| < c|lx|| és lim||A; — A|| = 0.
J
Emlékeztetd kalkulusrol: f:R — R fliggvény differencialhaté egy xo pontban, ha 3 lim M: = f'(xp). Legyen

X=X X=X

e(x) = LI oy o () = Fxo) = £00)(x = x0) + e(x)(x — xp), ekkor egy fdifferencidlhato, ha

X—Xx(

lim e(x) = 0. Ha f(x) — f(x0) = f'(x0)(x — x0) + &(x)(x — xp) teljesiil igy, hogy lim e(x) = 0 = f differencialhato.
X = X0 X=X0

M édosités: 7(x): = e(x)(x — xo), ekkor £(x) — f(x0) = A(x — xo) + 5(x), ahol lim % = 0. Ezt, az eredetivel
X=X

ekvivalens meghatarozast tovabb lehet altalanositani normalt terekre.

Definicio: legyenek X, ¥ normalt terek, f:X » Y, xo € int Dy! Azt mondjuk, hogy f differencialhat6 az xo € Dy

pontban, ha 3A € L(X, Y): f(x) — f(x0) = A(x — x0) + n(x) és lim 2 _ =0 €Y.

g TE=%0l

Megjegyzés: X = Y = R esetben visszaadja a klasszikus definiciot.

Allitas: ha fdifferencialhat6 az xy -ban, akkor 4 egy értelmii.

Bizonyitas: tth A A e L(X, Y):f(x) — f(x0) = Alx —x0) +(x) és f(x) — f(xo) = Alx —x0) + 7(x) ahol

lim 2 =0= lim 7’"20 Belatjuk, hogy A — 4 = 0.

xoxg I¥=x0ll x—xp =0l
Legyen z € X tetszoleges és a € R\{0}. Ekkor x = xy + a - z benne van az x, kis kérnyezetében, ha |a| elég kicsi.

Ekkor 0 = (A - Z) (az) + (n — )(xp + az). Osszuk mindkét oldalt a-val! 0 = (A - Z)z + (n —n)(xo + az)la, igy

|(n—71)(XO+aZ)
a

— | (=1 (xg +az)|l — |(n=7) (xg+az)|l ”Z” — [ (7 =)l ”Z” = 0. ezért (A—Z)Z =0.Vz

lal llx=xoll llx=xol|

—0hax—xg

Definicid: ha fdifferencialhat6 az xo -ban, akkor az A € L(X, Y) korlatos linearis operatort az ffiiggvény xo beli

derivaltjanak nevezziik, és f'(xo) -nak jeloljik.

Megjegyzés: f'(xp) € L(X,Y), tovabba erre igaz, hogy f(x) — f(xo) = f'(x0)(x — xp) + n(x), ahol lim x”_(—);)o =0.
X—>X0
aypr aiz o dig
o _ axp ax azn
Specialis eset: A = f'(xg) € L(R",R™), ennek megfeleltethetd egy of matrix: o/x = Ax:of =
aml Am2 =t Amn

Allitas: ha fdifferencialhato6 xy -ban, akkor ffolytonos x; -ban.
Bizonyitas: f(x) — f(x0) = f'(x0)(x — x0) + n(x). Belatjuk, hogy lim [f(x) — f(x0)] = 0. Egyrészt
X = Xx(

Izl
llx=xoll

1 (o)(x = %)l < 17 Go)llllx = %o [l = 0 ha x = x0. Mésrészt |[n(x)l| = Ilx = xoll = 0 'ha x — xo. Tehét
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lim 1100 = o)l = Hm [1FGo)x = x0) + @) < Tim £ = x0)]| + Tim lnCol =0.

A derivalas miivelete, miiveleti szabalyok 11.18

Tétel: tth fés g differencialhato xy -ban = f+ g is, és (' + g")(x0) = f'(x0) + £'(x0). Tovabba tetszdleges 1 € R
esetén Af is differencidlhato xy -ban és (Af)'(xp) = A(f'(x0)).
Bizony itas: mivel f differencidlhaté xo -ban = f értelmezve van B, (x9) -n is, ha ry elégkicsi. Legyen x € B, (xo)!

Ekkor £(x) — f(x0) = f'(x0)(x — X0) + 77, (x), ahol lim —X_ = 0. Mivel g differencialhaté x -ban = g értelmezve

X=X ”x_x()”

van az B, (xo) -n is, ha rp elégkicsi. Legyen x € B, (xo), ekkor g(x) — g(x0) = g'(x0)(x — xp) + 17, (x), ahol

. (x)
lim —2
sxg T5=%0]

= 0. Ezekbdl kovetkezik, hogy r = min {ry, r; } esetén, x € B,(xy) -re:

) + 8] = [f(x0) + g(x0)] = f'(x0)(x — x0) + &'(x0)(x — x0) + 17, (x) + 17, (x) =

e , _ hha mive] IO+ 11 (x) 1n2(x)
= [f'(x0) + &'(x0)](x = X0) + [17, (x) + 175 (x)]. Tovabba mivel Tx=xol =0 + =l 0hax — xo,

—-0hax—xy —0hax—xg

lim m+np) 0
X = XQ ”x_“x()”
Tétel (a kompozicio fliiggvény derivalasi szabdlya): tth X, Y, Z normalt terek, f: X — Y, g:Y » Z, ekkor
(ge f):X » Z. Tth fdifferencidlhatd xy € X -ban és g differencialhat6 y, € Y -ban gy, hogy y, = f(xo). Ekkor g f

is differencialhat6 xp -ban és (g o f)'(xo) = g'(f(x0))f'(x) € L(X, Z).

Bizony itas: mivel f differencialhaté xo -ban, igy f¢rtelmezve van egy B, (xp) kornyezetben. Legyen x € B, (xo), ekkor

Jx) = f(xo) = f'(x0)(x — x0) + 17 (x) ahol lim

X—=> X0

”1_(;‘3 = 0. Mivel g differencialhat6 y, = f(xo) -ban, ezért

Il

értelmezve van y, egy By, (o) kornyezetében. Legyen y € By, (yy), ekkor g(y) — g(vy) = &'(00) - (v = ¥o) + 12 () és

Jim ﬁ = 0. Mivel f € C(x9) = By, () = Br, (f(x0)) kirnyezethez Bx(x0):x € Br(x0) = f(x) € By, (f(x0))

.Legyen ry.: =min {r|,77}. x € B, . (xo) esetén y helyébe f(x) -t irhatunk a g-re vonatkozo egyenletben
= g(f (%) — g(f(x0)) = &'(f(x))(f () = f(x0)) + 1, (f (X)) = (g 2 /)(X) — (g ° /)x0) =
= g'(f(xo))[f' (x0)(x = x0) + 1, ()] + 15 (f () = g'(f (x0))[f"(¥0)(x — x0)] + Lg'(f (x0))my (x) + 1, (f (X))J- Azt kellene

7(x)
megmutatni, hogy lim ”x”_(?()” = 0. Tekintsiik el6szor #(x) elso tagjat:
X—)XO
lg'(fCo))m @I lg"(fCo) [m ol _ i s lnt GOl . s "
ol < D=0l = ||g'(f(x0))|| T=rol — 0, mert az utolso tag — 0. Tehat mar elegend6 csak
»
) : : , ||||;12-;0|||| hay # 30,y € Br, (o)
ol 0 allitast belatni. Ehhez hasznaljuk a kdvetkezd jelolést: e(y): =
0 hay =y,
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Lathatjuk, hogy ekkor e:Y — R, e € C(y,). Atrendezve:

[l (FCNI £ = f (x) Il F(x) = f(x0) |l
Tesor = EU ) gy g(f( )=l

W = ey =yl Yy € Br, (o) = ,aszorzat — 0, ha

bizbe: korlatos

az utolso tényezd korlatos, ugyanis € definiciojabol kovetkezik, hogy lim &(f(x)) = e(f(xp)) = 0, mert
_x—)_xo
fE€Cx),e € C(yy) < €€ C(f(x)). A masodik tényezd valdban korlatos, ugyanis

@) = fxo) = f'(x0)(x = x0) + 17, (%) = ||f(x) = fQxo)|| < [1f'Co)(x = x0)ll + ||y ()] <

<Gl - llx = xoll + [l7; O] = 7=/l I1F G| + 1
R,_z

llx=xoll llx=xoll”
gt

rogz -0

Tétel (a valos fiiggvény inverzének derivalasi szabalya): legyen I egy R -beli nyilt intervallum! Legyen f:1 — R
szigoruan monoton fliggvény és f € C(Dy). Ha fdifferencialhatd a € Dy -ban és f'(a) # 0 = f ~1 differencialhat6

f(Cl) -ban és (f ) (b) m

Bizony itas: mivel f'szigorian monoton (ndvé), ezért finjektiv, tehat 1étezik £~'. Mivel Dy = I intervallum, ezért
Ry = J is intervallum (Bolzano tétel), sét, nyilt is, mivel /' szigorGan monoton. Ekkor b = f(a) -t tekintve

b €intD 1= Rs. f ~1 értelmezve van b egy kornyezetében, ebbdl véve egy y pontot
J)—f(a)

-t _ 1 1 —— hax #a o
y=b f(x) f(a) (f—l(y))_f(f—l(h))'ha(x): = Ebbdl lathatjuk, hogy h, € C(a).
1o)== f@  hax=a
~1y— =1 o ) ) )
Bikkor (= = o lim £ (0) =amert £ € C(Ry). £~ () =a. Hay £ 71 () # a (mert /

szigoruan monoton). M asrészt h, € C(a) = lirr}]ha (f_l(y)) = hy(a) = f'(a).
y—)

Példak:
o fn)=e,xeR=1 fszigorﬁan monoton nd, mindenhol derivalhato, f'(x) = e*, Ry = (0,00) =J b > 0,b € J

esetén In'(b) = (f~')'(b) = (—1(,7)) = el}1b =3

® f(x)=sinx,I: = (-%,

1 _ 1 _ 1 _ 1
f'(f_l (X)) cos(arcsin(x)) v 1—sin2(arcsin(x)) Vi-x2'

’2—’), ez szigoruan monoton nd, differencialhato, f'(x) = cos x. arcsin'(x) = ( f! )'(x) =

Differencialhatéosag R"—R™ -ben

A tovabbiakban legyen X: = R",Y: = R™. Tegyiik fel, hogy f:R"~R™. Mit jelent az, hogy f differencialhato egy

xo € R" pontban?

Definicio szerint 3A € LR". R"):f(x) = f(x0) = A(x = xp) +7(x), lim "N _ — 0,Vx € B,(x0). Tudjuk, hogy

o Ix—xoll
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aip -t dia

A-hoz egy értelmiien megfeleltethetd egy of =| : ¢ | matrix, melyre A(x — xp) = &(x — xp), igy
Ami

J) = fxo) = (x = x0) + ().

Kérdés: mik a matrixelemek, vagyis a;; = ? Elészor legyen m = 1, azaz f:R"—R. fdifferencialhatosaga azt jelenti,

xmrg TE=50]

hogy R > f(x) — f(xo) = 2 ai j(x —xo;) +n(x) ahol lim "0 _ — (), Legyen speciel
i=1

X = (X0,1,X02.-X0,j— 15X, X0,j+1---X0, ). Ekkor f(x) = f(x0) = a1 (% — x0,;) +n(x) =

F(X0,1:X0.2-%0,j = 1:%j:X0,j 41 -X0,n ) = £ (X0,1,X0,2+-X0, j— 1,X0,j»X0,j + 1 ~X0,1) n(x)

Xj—XQ i =daj; =+ | nx) | _ )l n)| -0
J 5]

Bi=0] " Jg-xo ] Fmxol "

, ahol
Xj—XQ

Ezért a fiiggvény j-edik valtozo szerinti parcialis derivaltja xo -ban 0; f(y,) = :—f_ (x0) = ayj. Tehat a;; = 0; f(x). Ez
X
volt az m = 1 eset. Altalanosan, f:R">R™, f(x) € R™ esetre mi lesz? f(x) = (f; (%), f5(0)...f,,(x)). f -t nevezhetjiik

a fiiggvény koordinata-fiiggvény ének. fdifferencidlhatosaga azt jelenti, hogy

) = f(xo) = A (x — x0) + n(x), xlirrxlo IJlfn—(?(Ll -0, n=n,,n,.-n,) Ugyanez koordinatanként kiirva:

n

Fi () = filxo) = 2 akj (% — x0.7) + 1 (x), az elébbiek szerint ax; = 9; f;(xo). Tehat a métrixot ilyen alakban irhatjuk:

j=1
d1 f1(x0) 92 f1 (x0) 9, f1(x0)
e 1 fL(x) 02 falxo) -+ Onfr(x0)
01 fux0) 02 fu(x0) 0 Ou fiu(X0)

Tétel:ha f = (f;, f5...f,):R">R"™ fiiggvény differencialhato egy xyp € R" pontban, akkor Vk -ra f; parcialisan
differencialhato minden valtozodjaban, tovabba f'(xp) € L(R",R™) a fenti matrixszal adhaté meg. Az & matrixelemei a
koordinata fiiggvények els6 parcialis derivaltjai.

Megjegy zés: ha f:R"—R parcialisan differencialhat6 x; -ban minden valtozoja szerint, abbol nem kovetkezik, hogy f
differencialhat¢ is.

Egyvaltozos kitérés

Lokalis novekedés, fogyas — lokalis szélsoérték

Definici6: legyen f:R~R, a € int Df! Azt mondjuk, hogy

e flokalisan n6 a-ban, ha ABs(a) = (a — J,a + 8) kdrnyezet, hogy a — 6 < x < a = f(x) < f(a) és
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a<x<a+0= fla) L f(x)

® flokalisan szigorian nd a-ban, ha EIB,;(a) = (a —-0,a+ 5) kérnyezet hogy a —6 < x <a= f(x) < f(a) és

e flokalisan csokken a-ban, ha 3Bs(a) = (a — §,a + J) kdrnyezet, hogy a — 6 < x < a = f(x) > f(a) és
a<x<a+0d=> fla) > f(x)

e flokalisan szigorian csokken a-ban, ha 3Bs(a) = (a — §,a + 6) kdrnyezet, hogy a — 6 < x < a = f(x) > f(a)
ésa<x<a+0= fla)> f(x)

Tétel: legyen fdifferencialhatd a pontban! Ha f fiiggvény a-ban lokalisan n6 = f'(a) > 0, és ha f'(a) > 0 = f a-ban

szigoruan lokalisan nd, illetve ha lokalisan fogy = f'(a) <0 és ha f'(a) < 0 = f a-ban szigoruan lokalisan fogy.

f(X) f(a)

Bizonyités: a) tth ffiiggvény a-ban lokalisan nd és f differencialhatd a-ban. hm = f'(a). Mivel f fliggvény

a-ban lokalisan nd $M>Ohao<lx—a|<6$ hmM>0 azaz f'(a) > 0.

xX—=a

b) tth f'(a) > 0 = f értelmezve a egy kémyezetében. Mivel lim {2=/ (x) f @

X—a

= f'(a) > 0, ezért

36>0:0< |x—a|<d >0 f(x) f(a)

> 0 tehat ffiiggvény a-ban szigortan lokalisan né.
Megjegy z¢és: forditva nem igaz, tehat ha f'szigoruan lokalisan n6 /:K f>0.

Példa: f(x) = x>, ekkor f'(x) = 3x2. Ez 0-ban szigortan lokalisan né, de £'(0) = 0
Definiciod: legyen f:R~R,a € int Dy. Azt mondjuk, hogy f-nek a-ban

® Jokalis minimuma van, ha 3Bs(a) = (a — 8,a + 6):x € Bs(a) = f(x) > f(a)

® szigoru lokalis minimuma van, ha x € Bs(a)\{a} = f(x) > f(a).

Tétel: ha fdifferencialhaté a-ban és a-ban lokalis sz€ls6értéke van = f'(a) =

Bizonyitas: indirekt, f'(a) # 0. Hapl f'(a) > 0 = a -ban szigortian lokalisan nd, vagy ha f'(a) < 0 = a -ban
szigoruan lokalisan fogy.

Megjegyzés: f'(a) = O;Kf -nek a-ban lokalis szélséértéke van. Pl f(x) = x>,a =0 = f'(0) = 0, pedig f0-ban

szigoruan lokalisan nd.

Monoton novekedés és fogyas 11.25

Definicié: azt mondjuk, hogy az f:R — R egy [ intervallumon

® monoton nd, ha Vxj,x € Iesetén x; < x = f(x1) < f(x2)
e monoton csokken, ha Vx|, x; €1 esetén x; <x = f(x1) > f(x2)
® szigorti monoton nd, ha Vxi,x; €l esetén x; < xp = f(x1) < f(x2)

® szigorti monoton csdkken, ha Vx;,x; € [ esetén x; < xp = f(x1) > f(x2)

Rolle Tétel: tth f:[a,b] — R folytonos és (a, b) -n differencialhat6, f(a) = f(b). Ekkor 3¢ € (a, b): f'(&) =
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Bizonyitas: a) ha f(x) = f(a) = f(b), Vx, akkor f'(x) =0 Vx € (a,b).
b) ha létezik x € (a, b): f(x) # f(a) = f(b), pl f(x) < f(a), akkor mivel f € Cla, b] = [a, b] sorozatkompakt halmaz
R -ben (ami korlatos €s zart) ezért Ry sorozatkompakt = korlatos és zart. 3¢ € [a, b]: f(§) = inf f = min f. Mivel

Af(x):f(x) < f(a), ezért & € (a, b). Ezért fnek &-ben lokalis minimuma van. fdifferencialhato &-ben, tehat f'(§) =

Lagrange-féle kozépérték Tétel: tfh f:[a,b] - R, f € C(Dy) és fdifferencialhato6 (a, b) -n. Ekkor

3¢ € (a,b): (&) = T2,

Bizonyitéas: visszavezetjiik a Rolle tételre. Ertelmezziik a g fiiggvényt a kovetkezé modon:

g(x) = f(x) - L9219 (x — a). Ekkor g € Cla, b] és g differencidlhato (a, b) -n. g(b) = f(b) — L2=LL (b — a) = f(a)
, de a definiciobdl lathato, hogy g(a) = f(a) = g(b) = g(a). Alkalmazzuk Rolle tételét! 3&:g'(§) =0, azaz
0=g(® = f(® -5

Tétel: legyen I C R intervallum! f:1 — R, f € C(I), tovabba f differencialhat6 int / -ben. Ekkor f monoton né az I-n
< f'(x) > 0Vx €intl.

Bizonyitas: a) ha fmonoton né6 = Vx € int/ -re f'(x) >0

b) tth f'(x) > 0Vx € intl. Legyen x1,x;, € I, x| < xp! Azt kellene belatni, hogy f(x1) < f(x;). Alkalmazzuk a

fla) = fx1)

Lagrange-féle kozép érték tételt! [x;,xp] C 1= IE € (x1,x0) CL: f'(§) = oy xl). A feltétel szerint

@ 20x—x1 >0= fOn)—f(x1) 20=> f(x) = f(x1).
Megjegy zés: azt hihetnénk, hogy f'szigorian monoton novekedése < f'(x) > 0Vx € int Dy, pedignem.

Példa: f(x) = x>, x € R. Ekkor f'szigorian monoton né, de f'(0) =

Tétel: legyen I C R intervallum, f:1 —» R, f € C(I) és fdifferencialhat6 int / -ben! Ekkor f'szigorian monoton nd /-n
& f'(x) > 0 és I-nek nincs olyan J részintervalluma, ahol f'(x;) = 0,Vx; € J

Bizonyitas: = iranyban: tth f'szigorGan monoton n6é az I-n = monoton né = f'(x) > 0Vx € int/. Indirekt tfh
A(c,d) C I: f'(x) =0Vx € (¢, d) = Lagrange-féle kozépérték tétel felhasznalasabol = f = allando6 (¢, d) -n. Ez
ellentmond annak, hogy f'szigortian monoton nd.

& iranyban: tfh f'(x) > OVx € int ] és /ZfJ C I részintervallum, ahol f'(x;) =0Vx; € J. Mivel f'(x) >0 = f
monoton nd. Ha fnem szigorian monoton névo lenne, akkor Ix;,x, € I, x; < xp:f(x1) = f(x2) = (mivel fmonoton

n6) f(x1) = f(x) = f(2)Vx € (x1,x2) = f'(x) =0, hax € (x1,x).

Tétel: tth f:R" »R, és ennek az dsszes elsérendii parcialis derivaltja l1étezik xo € R" valamely teljes kornyezetében,
¢és ezek folytonosak xy -ban. Ekkor fdifferencialhat6 xq -ban.

Bizonyitas: a feltétel szerint egy xy bizonyos kérnyezetében fekvd x = (x1, x2...x,) pontra f(x) — f(xg) =
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= [fCe1,x2.0.%0) = f(x1.05 %2020)] + [f (X105 %2 %) = (X105 %20 X0)] + oo + [F (X105 X200 Xn =105 %) — f(X1.0---X0)
, alkalmasan valasztott &; € (x;, x;0) segitségével folytatva (Lagrange-féle kozép értéktétel felhasznalasaval):

f) - fxo) =

= 01 f(&, %2 x0) (X1 —X10) + 02 f(X10,E,x3...%,) (02 —X20) + oo+ Oy (X105 220X -1.05E0) (X — Xno) =

= 01 f(x0)(x1 —x10)+ 02 f(x0)(x2 —x20) + .. + 0y f(X0) (X0 — X 0) + [01 (&), x2..%0) — 01 f(x0)](x1 —xl,oz +

.

n1(x)

+[02 f(x10,&,x3..%,) — 02 f(x0)](x2 — Xz,oJ) F e+ [0 f(X10, 22,00 Xn—10E,) — O f(x0)] (x4 — Xn,o)- Azt kellene

. ~- . ~
m(x) (%)
n
belatni, hogy xlin;() |x'7_(X)0| = 0 ahol 57(x) = Z n;(x). Hasonlo egyenldség érvényes 7(x) minden tagjara, pl. az 1-re:

i=1

[[01 £(&1.x0..xn) = 01 f(x0)] (x1 = x1,0)]
|x = xo]

[x—xol
-
x—xgés 9] fE€C(xg)=> ez -0 <1

< Lalf(fl,xz...xn) -0 f(XO)J|X1 —x10|

Megjegy zés: a tétel feltétele elegendo, de nem sziikséges f differencialhatosagahoz.

Tétel: legyen f:R"=R"(m > 1). f = (fi, fo..fy,). Az, hogy fdifferencialhaté xo -ben < Vj-re f; differencidlhato
Xo -ban, f:R"—R. Kovetkezmény: ha d; f; létezik xy egy kdrnyezetében és folytonos x -ban V j, k -ra, akkor f
differencialhato6 xq -ban.

Bizonytas: fdifferencilhaté xo -ban = £(x) — f(x0) = &/ (x — xo) + 5(x) ahol xhjgo ﬁ =0, n==1.10.03..1,).

,»Koordinatas™ alakban igy is irhattuk volna: f;(x) — f;(x0) = &;(x — xo) +n;(x) Vj -re, ahol

an a2 v din
ayp dz» e Ao | . . . ' ’

a=r  |illetve & = (ax1, a2..axn ). Bz pontosan azt jelenti, hogy f; koordinatafiiggvény
aml am2 cee amn

differencialhato6 xq -ban.

Definicié: legyen X, Y normalt terek, f: XY, £ C X tartomany (vagyis nyilt és 0sszefiiged). Ha az faz 2 minden

pontjaban differencidlhato, akkor azt mondjuk, hogy f differencialhat6 £2-n.

Definicié: legyen f:R"—>R,Q C R! Ha Vj-re 30; f(x), Vx € L, akkor f'egyszer parcidlisan differencialhat6 £-ban.

Ha 0, f folytonos is £2 minden pontjéban V j -re, akkor f'egyszer folytonosan differencidlhato Q2-n, f' € C(£2).

Magasabbrendii differencialhatosag

Definicid: legyenek X, Y normalt terek, f:X>Y. Tekintsiik az 6sszes x € X pontot, melyben fdifferencialhato! Azt a
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fliggvényt, amely az ilyen x € X ponthoz az f'(x) € L(X, Y) derivaltat rendeli, f (elsd) derivalt fliggvényének

nevezziik, jele f".

Definicié: legyenek X, Y normalt terek, f: X—Y. Ha f' differencidlhatd x -ban (tehat értelmezve is van xo egy
korny ezetében), akkor azt mondjuk, hogy fkétszer differencialhato xy -ban és definicid szerint f"(xp): = (f")'(xo).

Megjegyzés: f"(xp): X>L(X,Y), f"(xp) linearis folytonos operator, igy f"(xp) € L(X, L(X, Y)).

Definicié: ha f" fiiggvény értelmezve van és folytonos valamely €2 C X tartomanyon, akkor azt mondjuk, hogy 1
egyszer folytonosan differencialhato £2-n.

Megjegy zés: ez a definicid X = R",Y = R esetén ekvivalens a korabbi definicioval.

Definicid: ha /' fiiggvény értelmezve van és folytonos valamely £2 C X tartomany on, akkor azt mondjuk, hogy

kétszer folytonosan differencialhaté £2-n.

Definici6: legyen f:R"—~R képezd fliggvény! Ha valamely j-re a 0, f fiiggvény a k-adik valtozdja szerint parcialisan
differencialhat6 egy xo € R" pontjaban, akkor 0y 9; f(xp): = [dk ( o f )]xo. Hasonlo6an értelmezhetd ffliggvény
magasabb rendii parcilis derivaltjaira.

Kerdés: igaz-¢, hogy 0; 0x f = 0, 0, f, Vj, k -ra? Altalaban nem (de azért a fizikaban eléforduld példakra altaldban

igaz, mint ahogy latni is fogjuk).

x 3
——  ha(x,y) #(0,0)
PL: f(x,y): =4 (£+%) . Ekkor 9, 0, £(0,0) = 0 de 0, 9, £(0,0) = 1. Az eredmények nem
0 ha (x,y) = (0,0)
52,3 392 4 2
=05 ha(ey) #00) T ha(ny) #(0.0)
trividlisak, segitségképp: 9; f =4 (3 +%) illetve 0, f =4 (¥*+7?)
0 ha (x,y) = (0,0) 0 ha (x, y) = (0,0)

Young Tétel R? -bSl R -be képezé fliggvény ekre: legyen f:R?—R, melyre (x0,yp) € Dy C R? pont kérnyezetében

1étezik 0y 0, f és 0, 9, f is és folytonosak (xg, y,) pontban. Ekkor 9 05 f(x0,yy) = 02 91 f(x0, Yp)-

Bizonyitas: P = /ey = J o) = F(x) — F(x) = G(y) — G(y)- Alkalmazzuk el6szor a Lagrange
G(): = f(xy) = f(x0,)

kozépérték-tételt F és G fiiggvényekre! 3¢ az x, xo kozott, hogy

F(x) = F(x0) = F'(§)(x —x0) = [01 (&, y) — 01 f(& p)](x — x0) és T az y, y, kozdtt, hogy

G(y) — G(o) = G'((y — ¥o) = [92.f(x,n) = 92 f(x0, MI(y = ¥o), ezért a fenti egy enlség miatt

[01 F(&y) — 01 f(&,y0)](x = x0) = [0 f(x,17) = 02 f(x0.1)](y — ¥y ). M ég 2x alkalmazzuk a Lagrange-féle kozép érték

tételt: y = 0, f(&,y) fiiggvényre és x — 9, f(x,n) fiiggvényre.
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3&,7: 02 (01 NE M = 3o )(x = %0) = 1 (92 /)& 1) (x = x0)(y = yo), ahol & egy x, x0 kdztt, 7 pedig egy v, ¥
kozott van. d, (0 f)(E,7) = 9, (0, f)(g,n). (x,y) = (x0,Yy) esetén, mivel d; 0, f és 0, 9, f folytonosak (xo,y)

-ban, = 0, (9 f)(x0,¥y) = 01 (92 f)(x0,Yp)-

Kovetkezmény: ha f:R" — R -be képez és az f-nek az dsszes masodik parcialis derivaltja 1étezik xo egy
korny ezetében ¢€s folytonos xo -ban = 0; 9y f(x0) = 0 9; f(x0).
Definicié: azt mondjuk, hogy egy f:R" — R fiiggvény k-szor ( k > 1) folytonosan differencialhaté Q-n, ha 12.02

minden legfeljebb k-ad rendii parcialis derivalt létezik és folytonos az £2 C R” tartomanyon.

Tétel: ha f: Q2 — R fiiggvény k-szor folytonosan differencialhatd, akkor fminden legfeljebb k-adrendii parcialis
derivaltjaban a derivaldsok sorrendje tetszdlegesen felcserélhetd.
Jelolés: feltéve, hogy ffiiggvény k-szor folytonosan differencialhato, a tovabbiakban hasznalandé a kdvetkez6 jelolés

a legfeljebb k-adrendii parcidlis derivéltakra: @ = (a1, @2...,),@; > 0,0; € Nesetén 0“ f: = df” 0;2 L0 fOA

n
derivalas rendje |a| = Z aj <k
Jj=1

Megjegyzés: ha f:R" R fliggvény k-szor folytonosan differencialhaté £2-n = f minden legfeljebb (k — 1) -edrendii

parcialis derivaltja differencialhato.
Bilinearis operatorok

Azért kellenek, mert f"(xp) € L(X, L(X,Y)), és ezt dsszefliggésbe akarjuk hozni az XxX-bol Y-ba képezd

operatorokkal.

Definicid: legyenek X, Y vektorterek, ekkor X X Y:{(x,y)|x € X,y € Y} és XxY-n értelmezziik az 0sszeadast és a

valos szammal valo szorzast: (x1,y;) + (x2,¥,) = (x1 + X2,y +¥,), 4 € Resetén A(x,y,) = (Ax1, Ay, ).
Allitas: az XxY a fenti tulajdonsagokkal vektorteret alkot.

Definicid: legyenek X, Y normalt terek. Ekkor az X, Y vektortérben vezessiik be a kovetkezd normat:

G I = VI + [y

(Meg: mas normat is lehetne definialni, pl ||x, y||: = |[x]| + [IYI] )-
Allitas: XxY a fenti normaval normalt tér.

Definicié: legyenck X, ¥ Z normalt terek, tekintsiik az Xx ¥ vektorteret! Egy A:X X Y — Z operatort bilinearisnak
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neveziink, ha minden rogzitett Vx € X esetén y — A(x, y), y € Y linearis és minden rogzitett y € Y esetén x — A(x, y)
, X € X linearis.
Megjegyzés: az X< Y-bOl Z-be képezd bilineéris operatorok vektorteret alkotnak a kdvetkezé miivelettel:

(Z+§) (_X’L) =M+M ¢s A € R esetén (ﬂx)(x,y) =1-A(x,y) €Z.

exXxy (=V4 (=V4
eL(XXY,Z)

Kérdés: legyenek X, ¥ Z normalt terek (tehat vektorterek is). Tovabba legyen A: X X Y — Z bilineéris operator.

Kovetkezik-e ebbél, hogy A folytonos? Altaliban nem.

Tétel: az A:X x Y—Z bilineéris operator folytonos < Je¢ > 0:||A(x, y)|| < cllx|| - ||y]l, Vx € X, Vy € ¥ -ra.

M egjegy zés: ha az utobbi teljesiil, akkor A bilinearis operatort korlatosnak nevezziik.

Bizonyitis < irdnyban: tth A korlatos. Belatjuk, hogy A folytonos (xp,y,) € X X Y rogzitett elemnél.

1AGe, y) = Ao, o)l = [[[ACe, 3) = Axo, )] + [Ax0.3) = A3, 30)] | <

< [|TAG. ) = AGo. )] + [AGx0. 7) = Axo. y0)] | < 1ACr = x0. Il + [[ACro. y = yo) | < ellx = xo Iyl + cllo 1y = o

ezért nyilvan

Ve > 035> 0:[1(x,3) — (%0, yo)ll = VIx=x0 /12 + [y =y lI> <& = cllx = xoll - Iyll +cllxoll - [y = yo |l <&

= iranyban: tfh folytonos, de nem korlatos (indirekt): Vn € N3x, € X,y, € Y:||A(x,,v,)|l > 72 1%: | - |13, |-

Yn
n-|yull

Xn

T — 0. Ebb6] mar latszik az allités.

LegyenX,: = - 068y, =

Definicié: legyenck X, ¥ Z normalt terek, A: X x Y»Z korlatos, folytonos bilinearis operator. Ekkor A normajat igy

entelmezzik: |[]: = sup {3 s 1l = Lyl = 1.

Allitas: ||Z|| = min {c||Z(x, y)|| <cllxll - Iyll, Y (x,y) € X x Y}. (A bizonyitasa hasonl6 linearis korlatos operatorok

esetchez.)

Tétel: tekintsiik az X X ¥ — Z képezd korlatos bilinearis operatorokat az elobb bevezetett 0sszeadassal és skalarral
val6 szorzassal, és vegyiik hozzé a fenti normat. Ekkor egy normalt teret kapunk.
Eszrevétel: legyenek X, ¥ Z normalt terek, A € L(X, L(Y, Z)). Ertelmezzik az A:X X Y — Z operatort:

A(x,y): = (Ax)y. Ekkor A: X X Y — Z korlatos bilinearis operator.
€z

Bizonyitas: a) a fentiek szerint A:X X ¥ — Z

b) belatjuk elészor, hogy A bilinearis operator

Aixy +20x2,y) = [AGux + 2x2)ly = A + 2 Ax)y = 4 [(Ax)y] + 4 [(Ax)y] = 4 A(x, y) + L A(x, )
A(x, Ay +42y,) = ANy +42y,) = 2 (A, + 2 (A0, = A A y) + 2A(x ).

¢) belatjuk, hogy A korlatos: [ACx, )l = A0yl < lAx - llyll < 1Al - llxll - [Iyll = A korlatos, tovabba [[A]| < [|A]l.
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Tétel: legyenck X, ¥ Z normalt terek, A € L(X, L(Y, Z)). Ekkor az A(x, y): = (Ax)y,x € X,y € Y képlettel
értelmezett A:X X Y — Z bilineéris operator. Forditva: minden A: X x ¥ — Z bilinedris operatort ilyen alaku:
J1A:L(X, L(Y, 2)): A(x, y) = (Ax)y.

Bizonyitas: az els allitast belattuk. Forditva: tth A: X x ¥ — Z korlatos bilinedris operator. Tekintsiik tetszéleges,
rogzitett x € X esetén a kovetkezd A(x) operatort: y = A(x, y). Ez egyrészt linearis, masrészt korlatos, hiszen a
feltétel szerint A korlatos:

HEAGION = IAGe, I = |1l - 1l - A 72 )|| < WA el - Wy = (I il 1yl = fenti operdtor korlatos
operator és normaja < ||Z|| - |1x]]. Jelolje A(x) ezt az L(Y, Z) -beli operatort = A(x,y) = (A(x))y. Nem nehéz belatni,
hogy A(x) x-tél linearisan fiigg. 4 korlatos is, hisz ||A(x)|| < ||A]l - |lx]l, Vx € X = A korlatos is, s6t

Al < ||1A]l = ||Al| = 1A]l. (14sd az el8bbi tételt)

M egjegyzés: Z(x, y) = (Ax)y képlet linearis normatart6 leképezést definial a bilinearis operatorok és L(X, L(Y, Z))

kozott.

Multilinearis leképezések

Definicié: legyenek X, X5...X,,, Z vektorterek. Egy X; X Xp X ... X X;, = Z leképezést multilinedrisnak neveziink, ha

minden koordinatajaban linearis (midén a tobbit rogzitjiik).

Definicié: legyenek X, X;...X,,, Z normalt terek! Egy A: Xy X Xp X ... X X, — Z multilineéris leképezés korlatos

3¢ > 0:[|AGy, x|l < - [l |- M2l - o - [l |V € X
Tétel: A folytonos < A korlatos.

Tétel: egy A multilinedris folytonos operator ltalanos alakja

AQx1, %2, X3..20) = (Ax)x2)x3...%,), A € L(Xy, L(X,...L(X,, 2))).
Alkalmazas a magasabbrendii derivaltak értelmezésére

Legyenek X, Ynormalt terek, f: X—Y. Ha fdifferencialhat6 xy € X -ben, akkor f'(xp) € L(X,Y). f' fliggvény X-bol
L(X,Y) -baképezd fiiggvény. Ezért f"(xp) = (f")'(x0) € L(X, L(X, Y)). Az f"(xg) € L(X, L(X, Y)) -beli operatornak a
fentiek szerint egy értelm{i médon megfelel egy X x X — Y bilineéris folytonos operator:

A: = f'(a) € LI, L(X, Y)), A1, 1)1 = (Ax)x = (f"(@)x1)xz, (n,x) € X X X.

Specialis eset: X: = R",Y: = R. Ekkor f:R" - R, L(R",R) > f'(a) © (0, f(a), 0; f(a),...,0, f(a)) € R" (a < jel
a megfeleltethet6séget jelenti). f:R" — L(R",R). Ez Ggy is felfoghato, hogy f":R" — R". f"(a) € L(R", L(R", R))
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tekinthet6 R" x R" — R bilinearis operatornak, de tekintheté L(R",R") -beli operatornak is, ennek megfelel egy

01 fl@) 020, f@ - 09,0 f(a)
- 010, f(@)  93f@ - 3,01f(a)
nxn-es matrix. f' = (01 f, 0 f,...,0, f), ["(a) & =d.
010, f(@) 020,f(a) - 97 f(a)

[F' @)1, %) = (dxi, x0) = [Z 0 akf(amk] X,
j=1 Lk=1

Specidlis eset: X: = R, Ytetszbleges normalt tér, f:X — Y, L(R,Y) > f'(a) & y € Y (anyil a megfeleltethetdséget
jelenti) a kovetkezo képlettel: R » ¢ — yr € ¥, R -bol Y-ba képezd linearis operator. Ekkor f'(a) azonosithatéo y € Y
elemmel.

fla+h)—fl@) o
Y

M agyarazat: ebben az esetben az Y 5 f'(a) « hlin%) (a) © b € Y, ugyanis / is tekinthet6 R - Y

figgvénynek, x, x> € R, [f"(@)](x1,x) = [["(@)xi ]2 = (bx1)x,.
A Lagrange kozépértéktétel tobbvaltozos fiiggvényekre
Legyen X normalt tér, Y: = R.

Tétel: legyen a,b € X, L(a,b): = {a+t(b—a):t € [0,1]}. Tth f:X — R folytonos L(a, b) -n és differencialhato

ey

—N—
int (L(a, b)). Ekkor 3¢ € int (L(a, b)): f(b) — f(a) = f'(&) (b—a).
&Y  er  eLxy) ex

Bizonyitas: visszavezetjilkk az R — R fiiggvényekre. ¢(¢t): = a + t(b — a),t € [0,1]. Ekkor ¢:[0,1] — X, ¢ € C(0,1)
és itt differencidlhato is. ¢'(r) = (b —a) € X, g(t) = f(p(1)) = (f = p)(?),t € [0,1], ekkor g:[0,1] — R. Mivel

f e C(La,b))=> fo¢ e C[0,1], tovabba f o ¢ differencialhato (0,1) -n, g'(t) = (f  ¢)'(®) = f'(P(1))p'(H) € L(R,R),
g fliggvényre alkalmazzuk a Lagrange-féle kozép érték-tételt: Az € (0,1):g(1) — g(0) = g'(z)(1 = 0),

g(l) = f(¢p(1)) = f(b), g(0) = f(a), g'(x) = f(P(0)P'(2) = f(P(D)(b —a). & = ¢(r) =a+1(b—a).
Kérdés: mi a helyzet akkor, ha ¥ # R. Egyszerlipélda: X: =R, Y: = R?. Ebben az esetben a fenti 4llitas altalaban

1 —sinzt

0
nemigaz. f = (f;, o):R~R?, £, (t): =sint, t € [0,27], f,(#): = cost. Ekkor £(0) = f(27) = [ ]’ f(z) = [ o8t ]’
0
[ ]=f(2ﬂ)—f(0)=f'(T)2ﬂ¢0(0=a,27r=b).
0

Tétel: legyenek X, Y normalt terek, f: XY, a,b € X, f € C[L(a, b)] és fdifferencialhat6 int (L(a, b)). Ekkor
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lfB)f@ll < sup [|f'(E)(® —a)ll. Ez a Lagrange egy enlGtlenség.
£€Lia.b)

Alkalmazas 12.09

Allitas: legyenek X, ¥ normélt terek, 2 C X tartomany (azaz nyilt és Gsszefiiged) < 2 nyilt és barmely két pontja
0sszekothetd egy €2-ban haladé torott vonallal. Tth f: Q2 — Y és fdifferencialhaté £ minden pontjaban és

f'(x) =0,Vx € 2= f allando.

Bizonyitas: legyen x| € 2, x, € Q tetszdleges. Belatjuk, hogy f(x1) = f(x;) € Y. K&ssiik 6ssze az x; és x
pontokat egy €2 -ban halad6 torott vonallal! A téréspontok legyenek x;, &, &, ,....&, x2. El6szor alkalmazzuk a

Lagrange-egy enldtlenséget L(x1,&;) -rel || f(5;) — f(x)]| < SI(JP )||f'(’71)(§1 —x)[[ =0= f(&) = flx).
n1 €L(x1,¢1

Alkalmazva L(&,&,) -re, L(&,, &) ra,..., L(&, x2) -re, kapjuk, hogy
&) = f(&), [(&) = f(&)nf(6) = f() = fx) = f(x).

Fiiggvénysorok és sorozatok integralasa és derivalasa

Legyenek f,:[a,b] — R, egyszertiség kedvéért folytonos fiiggvények, k € N. Tth Vx € [a, b] esetén klim fi(x) = f(x)

. Ekkor mondtuk, hogy (f;) fiiggvény sorozat pontonként tart egy ffiiggvényhez.

Kérdés: ebbol kovetkezik-e, hogy klim / fi(x)dx = / f)dx? Altalaban nem. PL:
x/(112k)ha0 <x < 1/2k
Silx): =9 —x/(1/2k) +2kha 1/2k < x < 1/k

0 egyébként

Tétel: egy f.:[a,b] = R, f, € Cla,b] és (f,) — f egyenletesen ( = f € Cla, b] ). Ekkor hm Ji(0)dx = /f(x)dx

Bizonyitas: kljm / Ji(x)dx — / f(x)dx| = 0 ezt kellene belatni.

b
/fk(x)dx— /f(x)dx |/ [f (%) —f(x)]dx| < /|fk(x) — f(X)|dx. Mivel (f;,) — f egyenletesen

-35-



b
= Ve > 03ko:k > ko = |fi(x) — f(x)| <& Vx € [a,b]. fgy /|fk(x) — f(®)ldx < € - (b — a), ebbdl kdvetkezik a tétel
allitasa.

Tétel: legyen g;:[a,b] — R, g; € Cla, b], Z g; = f sor egyenletesen konvergens (vagyis ha a részletdsszegek
j=1

b b
sorozata egyenletesen konvergal f-hez, ekkor amugy ffolytonos) = Z / gi(x)dx = / f(x)dx.
j=1 a

Tétel: tth f;:(a,b) — R fiiggvény folytonosan differencialhato, tovabba (f,') — g egyenletesen (a, b) -n, tovabba egy
alkalmas ¢ € (a, b) helyre klim fi(©) = a véges. Ebbol kovetkezik, hogy (f,) — f egyenletesen (a, b) -n, f folytonosan
differencialhat6 és f'(x) = klim [/ (0]

Bizonyitas: alkalmazzuk a Newton-Leibniz formulat az f, folytonosan differencialhato fliggvényekre, x € (a, b)
rogzitett. f,(x) — fi(c) = /fk‘(t)dt > filx) = /fk'(t)dt + f,(0) = /g(t)dt + a, mert f,'(t) — g(¢) egyenletesen,

X

t € [x,c] vagy t € [c, x]. Tovabba f, egyenletesen tart / g()dt + a | -hoz, ugyanis

———
Jfx)

X

lfi(x) = f()| = / fi'@dt + fi(c) | = / gdt+all < / (') — g®)dt| +|fi(c) —a| <
‘ - ~——

<ehak>kgy

<l —cl-sup(|fy'(®) — g®)]) + € < (b — a)e + € és k > max {ko, k1 } = (f,) — f egyenletesen (a, b) -n. Kellett, hogy

~
<ehak>ky

X

(b — a) véges legyen! f(x) = /g(t)dt +a= f'(x)=gkx),Vx €(a,b).

c

Tétel: tth ¢;:(a, b) — R folytonosan differencialhato. Z ¢;' = g egyenletesen konvergens (a, b) -n, tovabba
j=1

[o0]

dc € (a,b): 2 ¢;(c) = a véges. Ekkor 2 ¢; egyenletesen konvergens (a,b) -n, f: = Z ¢; fuggvény
j=1 j=1 j=1
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differencialhato (a, b) -n és f'(x) = Z $;'(x), Vx € (a, b).
j=1

k
Bizonyitas: f;, = 2 é; -

j=1

Cauchy-féle kozépérték Tétel: tth f, g:[a, b] — R, folytonosak, (a, b) -n differencialhatoak és g'(x) # 0,Vx € (a, b).

Ekkor 3¢ € (a, b): ggi;:gig gg (Ha g(x) = x, akkor ez a Lagrange kozép érték tétel)

Bizonyitas: g(b) — g(a) # 0, ugyanis ha g(b) — g(a) = 0 lenne, akkor a Rolle tétel szerint g fliggvényre

Iy € (a,b):8'(7) = 0. Legyen F(x): = f(x) — % [g(x) — g(a)]. Bkkor F folytonos [a, b] -n és differencialhaté

(a,b) -n, F(a) = f(a), F(b) = f(b) — % [¢(b) — g(@)] = f(a). F(a) = F(b) = Rolle tétel segitségével

3Z € (a,h):F\() = 0,azaz 0 = F'(¢) = (&) - L5 09),

L’ Hopital szabaly
Tétel (alapeset): tth £, g értelmezve van és differencidlhatd a € R egy kdrnyezetében (a-ban nem is kell), tovabba

lim f(x) = hm f=0¢s hmg 0. Ekkor hm § = hm ha létezik ez utobbi.

X—a
Bizonyitas: értelmezziik az fés g fliggvényt a-ban! f(a): =0, g(a): = 0. Ezért £, g folytonosak a egy kornyezetében

és derivalhatok is x kivételével, g'(x) # 0. Alkalmazzuk a Cauchy-féle kdzép érték-tételt: a kornyezetében levo x pont

S _ f)—fla) @
T = sh—e@ = @ = X — aeseten

€s a altal meghatarozott intervallumra 3¢ € (a, b):

£—>a= lim =— SO — im f(é), ha ez utdébbi létezik.
IO R ©)

Altaldnositasok: a) a: = + oo és limf = 0,limg = 0, ekkor is igaz, hogy lim§ = lim 5, ha ez utobbi Iétezik
a a a a

b) imf = + oo és limg = + oo esetén hasonlo allitas.
a a

Hatvanysorok integralasa és derivalasa

(o]
2 c(x —a)*, a, x € R ezt nevezziik x-nek a koriili hatvanysornak. Ez egy specialis fliggvénysor. Legyen ennek a
k=0

konvergencia sugara R! Tudjuk, hogy |x — a| < R esetén a hatvany sor konvergens x-ben. Azt is tudjuk, hogy Vé > 0

esetén a hatvanysor egy enletesen konvergens [a — R+ &, a + R — 0] intervallumon.

Tétel: legyen a hatvanysor konvergencia sugara R > 0 és R < oco. Ekkor egyrészt tetszoleges [¢,d] C (a — R,a + R)
[So] (o]
. , o s . k k
esetén a hatvany sor tagonként integralhato, vagyis / Z c(x—a)dx= Z / c(x —a) dx.
k=0 k=0
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Tétel: legyen a hatvanysor konvergencia sugara R > 0 és R < co. Ekkor |x — a| < R esetén a hatvanysor x-ben
o0 o0
tagonként derivalhato: ( Z cr(x — a)k)’ = Z (cn (x - a)k)'.
k=0 k=0

Bizonyitas: alkalmazzuk a fiiggvény sorok tagonkénti derivalasarol szolo tételt! Vilagos, hogy a hatvanysor tagjai
folytonosak, akdrhanyszor differencialhatoak. Kérdés: mi a tagok derivaltjaibol alkotott hatvanysor konvergencia
sugara? Lathato, hogy ugyanaz. A derivélt sor k-adik tagja: c;k(x — a)* !, erre ugyanaz a konvergencia sugar adodik.
Tehat a derivaltakbol all6 sor egyenletesen konvergens [c,d] -nha[c,d] C(a—R,a+ R), |[x —a| < R, [c,d] -t

megvalaszthatjuk ugy, hogy x € [c,d].

Taylor formula

(o]

tth egy hatvanysor konvergencia sugara > 0, f(x) = Z cr(x — a)k, |x —a] < R > 0. (Definici6 szerint itt 0° = 1.)
k=0

Az elébbiek szerint [x — a| < R esetén
f@) =) akx-a)*"

k=0
1@ =) akk = 1)x—a)* >

k=0
F(x) = Z crk(k— 1Dk =2)...(k—j+ 1)(x— a)fI

k=0

: . . : ()
m¢mfwmn=q-ﬂ]-n0—2y2.1=qﬂ=>q=fjﬁX

1 — k f ® (a)
Allités: ha f(x) = ) cx(x—a),lx—a| <R >0 = ¢, =

k=0

. Specialis eset, ha fpolinom, azaz f = Py (N-edfoku

P®(a)
k!

(x — a)~.

N N
. . () . ,
polinom), vagyis f = 2 cr(x — a)k, ekkor ¢, = P k,(a), mas szoéval P(x) = 2

k=0 k=0

Taylor formula Lagrange- féle maradéktaggal

Tétel: tth ffliggvény N+1-szer differencialhato a egy kdrnyezetében. Ebben a kdrnyezetben fekvo tetszoleges x
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N (k)

3 O ) N+1)

pontjira f(x) = 3, —=—(v=a)* + L
k=0 :

N+1

(x—a) , alkalmasan valasztott & € (x, a) elemre.

Megjegyzés: N = 0 esetén megkapjuk a Lagrange-féle kozép értéktételt.
v f@

Bizonyitas: jeldlje g(x): = f(x) — 2 0
k=0 :

(x — @) = f(x) — P(x). Ekkor g(a) = f(a) — P(a), de P(a) = f(a), igy

g(a) = 0. Tovabba g'(a) = f'(a) — P'(a), node f'(a) = P'(a), igy g'(@) =0 ... g™ (a) = f™(a) — P"(a) = 0.

Tekintsiik: —$%__ = 8W=8@) =— 80O felhasznal hy -féle kozépérték tételt. Tovabbi
ekintsii T = eV @M T i~ elhasznalva a Cauchy -féle kozép érték tételt. Tovabbi

alkalmazasa segitségével

HON. g'(€1)—g'(a) _ g"(&2) _ :f(N+1)(§N+1) g(x) =f(N+1)(5N+1)
@=L v -V - a-aN  NEDNEG —a) (N+1)! (x—1)N+1 (N+D)!

Kovetkezmény: ha fakarhanyszor differencialhat6 a egy kornyezetében, akkor (ha tudom, hogy

o0 (k)
i £Y@ N+l _ _y /@
& e(a, x),Nh_r)noo Finr @ —a) = 0 £-ben egyenletesen) = f(x) = ,(ZO m

(x—a), ez fTaylor sorfejtése.

Egyszerti, elegendd (de nem sziikséges) feltétel, ha & € (a, x), |f "1 (£)| egyenletesen korlatos, ugyanis

. (X—d)n+1 _
Jlim =eee =
s f(k)(a) k
Definicid: tfth egy ffiiggvény a egy kormyezetében akarhanyszor differencialhatd! Ekkor Z 0 (x—a)
k=0 "

hatvanysort az ffiiggvény Taylor soranak neveziink.
Megjegyzés: lehetséges, hogy fakarhanyszor differencialhato, de a Taylor sora az a pont kivételével nem allitja el6 a

0 hax=0

figgvényt. pl: f(x) = . Ennek lim f(x) = O,XIi_r)r})f‘(x) = 0...x1ii%f(k)(x) =0,Vk = f akarhanyszor

x—0

L
e x> egyébként

derivlhato az a = 0 helyen. lim TOZIO) = 0, tehat £(0) = 0,f(0) =0... = f Taylor sora 0, pedig f(x) > 0 ha

x #0.
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