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Eloszo

Ez a haromrészes jegyzet az ELTE TTK Fizika alapszak fizikus szakiranyon tartott
harom féléves Analizis eldadas anyaganak irott valtozata.

Az el6adas anyagat eredetileg Simon Laszl6 egyetemi tanar allitotta 6ssze; az 6 eldadasai
alapjan jegyzetelte, majd gépelte be a harmadik szerz6. Ehhez képest foként a mértékelmélet
és a funkcionalanalizis témakorében torténetek lényeges valtoztatasok.

Az anyag felépitése tiikrozi azt, hogy elézetesen a Kalkulus (de még inkdbb az Emelt
szint{i kalkulus) téargy keretein beliil az egyvaltozds val6s analizis jénéhany olyan fogalméat
elsajatitjak a hallgatok, amelyek ismeretét az eldadasban feltételezziik.

Ezen ismeretek kozvetlen altalanositdasa az elsé rész targya: a kornyezet, tavolsag,
hatarérték, folytonossag és differencidlhatésag fogalmat targyaljuk megfeleld terekben.

A masodik részben a Riemann-, majd a Lebesgue-integralt ismertetjiik el0szor a klasszi-
kus mértékelméleti fogalmakkal egyiitt. A valés vonalintegralokra vonatkozo ismeretek
birtokaban a komplex fiiggvénytan klasszikus elméletének fontosabb allitdsait ismertetjiik.

A harmadik rész anyaga funkcionédlanalizis, ahol a Banach- és Hilbert-terek linearis ope-
ratorainak alaptételeit targyaljuk. Roviden betekintést nytjtunk a nemkorlatos operatorok
elméletébe is, amely a kvantummechanika nélkiilézhetetlen eszkoze.

Budapest, 2018. majus

a szerzok
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1. FEJEZET

Altalanos strukturak az analizishez

1.1. Vektorterek és normalt terek

A kordbban tanult targyak keretében megismert vektorfogalmat fogjuk altaldanositani.
S6t, nem is a vektor fogalman van a hangsily, hiszen az csupan egy kitiintetett tulajdonsagu
halmaz egy eleme.

1.1. Definicié. A V halmazt a 4 és - miiveletekkel ellatva kapott, (V, 4+, -) szimbélummal
jelolt strukturat vektortérnek nevezziik, ha az alabbi tulajdonsagokat teljesiti:
Az Osszeadéasra nézve V' kommutativ csoport, azaz

o tetszOleges a,b € V esetén a + b € V is teljesiil;
o tetszbleges a,b,c € V esetén a+ (b+ ¢) = (a + b) + ¢ teljestl (asszociativitds);
o létezik egy O-val jelolt egységelem, amelyre minden a € V esetén a+0 = 0+a = a;

e minden a € V elemhez van olyan —a € V' elem, amelyre a + (—a) = 0;

tetszéleges a,b € V esetén a + b = b+ a (kommutativitds).

A szorzas R (vagy C) és V elemei kozott van értelmezve gy, hogy

tetszoleges a € V és A € R (vagy C) esetén A -a € V is teljesiil;
tetszéleges a,b € V és A € R (vagy C) esetén A - (a +b) = X -a+ A - b teljestl;

tetszOleges a € V és A\, u € R (vagy C) esetén A\ -a = X - (ua) teljesiil;

tetszoleges a € V esetén 1 - a = a teljesiil;

tetszéleges a € V és A\, u € R (vagy C) esetén (A+ ) -a=X-a+ u-a teljesil.

1.2. Megjegyzések. (1) Ha nyilvanvald, melyek a fenti miiveletek, vagy nem kell
hasznalnunk ezeket, akkor gyakran egyszeriien az alaphalmazzal jeloljiik majd a
vektorteret.

(2) A szorzas miiveletének jelolésekor a pontot gyakran elhagyjuk.

Hasznaljuk még a skaldarszorzds miiveletét is, de csak R™ x R™ -ben, ezért ennek altalanos

« sz

1.3. Példa. A |0, 1] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények halmaza (amelyet
roviden C'|0, 1])-vel fogunk jelolni) a szokasos Osszeaddssal, szammal valo szorzassal vektor-
teret alkot. Az ehhez sziikséges allitasok a kalkulus el6adéasrol ismertek, altalanos formaban
a jegyzet késébbi részében targyaljuk 6ket. Megjegyezziik azonban, hogy az (6sszeadasra
nézve) egységelem az azonosan nulla fiiggvény, amelyet szintén 0-val jelolunk.

Vektortereken gyakran sziikséges valamilyen hossz-fogalom hasznalata, amelynek alta-
lanos formajahoz a kovetkezd strukturat definialjuk.

1.4. Definicié. Az X vektorteret a ||-|| : X — [0, 00) fuggvénnyel elldtva kapott, (X, ||-||)
szimbélummal jelolt struktiarat normalt térnek nevezziik, ha az alabbiak teljestilnek:

9



10 1. ALTALANOS STRUKTURAK AZ ANALIZISHEZ

o tetszileges x € X esetén ||z|| > 0 és ||z|| = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0;
o tetszileges x € X és A € R (vagy C) esetén ||Az|| = |A| - ||z]];

o tetszileges x,y € X esetén ||z + y|| < ||z|/+]|y||, amelyet hdromszog-egyenlStlenségnek
nevezink.

1.5. Megjegyzés. Ha nincs jelentosége a norma véalasztasanak, vagy nem okoz félreértést,
akkor egy normalt teret is egyszeriien X-szel jeloljiik.

1.6. Példa. A legegyszeriibb esetben X = R, tovabb4

_ _ ]2 2 2
lell = (@1, @2, @a)ll = /ot + a3+ + 2,
amelyet euklideszi normanak is neveznek, és az egy-, két-, illetve haromdimenziés hossz

nyilvanval6 altalanositasa.

1.7. Példa. Adott vektortérhez tobbféleképp is értelmezhetd norma. A C10, 1] vektortéren
egy lehetséges norma a kovetkezo:
1
£l = [ 11
0

[ flloo = sup {Lf (£)] ¢ € [0,1]}.
Ez utoébbi a ,szokasos” norma, amelyre belatjuk az Definiciéban szerepl6 tulajdon-
sdgokat. Mindenekeltt megjegyezziik, hogy a norma-fliggvény (akar az eléz6 esetben)
értelmes; ezt altalanosan csak a jegyzet késébbi részében igazoljuk.
1. Ha ||f||,, = 0, akkor minden ¢ € [0, 1] esetén |f(¢)| < 0, azaz csakis f(t) = 0 lehet.
Forditva, az azonosan nulla fiiggvény normaja definicié szerint nulla.

vagy akar az aldbbi:

2. Tetszéleges A € R esetén a Af € C|0, 1] figgvény, valamint a fenti norma definici-
Oja miatt
M|l = sup {[AS (@)] - € [0, 1]} = sup {[A[[f ()] : £ € [0, 1]}
= [Alsup {|f ()] : t € [0, 1]} = [A[ - || fll -
3. Tetszoleges f, g € C|0, 1] fiiggvények esetén a norma definiciéja miatt
If + 9lloe = sup{I(f +9) ()] : £ € [0, 1]} < sup{[f ()] + |g @)] : £ € [0, 1]}
<sup{|f ()] : t €[0,1]} +sup{lg (¢)| : t € [0,1]} =1 fllc +]l 9/l -

1.2. Metrikus terek és specialis részhalmazaik

A fenti, hossznak megfelel6 normafogalom nyilvanval6an alkalmas arra, hogy a vektortér
elmeinek tavolsagat értelmezziik a kévetkezo modon:
Legyen z,y € X tdvolsdga az ||z — y|| szdm. Figyeljiik meg, hogy ez nemnegativ, pontosan
akkor nulla, ha x = y. Masrészt ez szimmetrikus abban az értelemben, hogy y és x tavolsaga
is ugyanennyi, emellett a normara érvényes haromszog-egyenlotlenség miatt tetszoleges
z € X elemre

o =yl <z — 2]+l =yl

érvényes.

Ezt a harom tulajdonsagot megkovetelve altalanos tavolsagfogalmat kaphatunk, amely-
hez még az sem sziikséges, hogy vektortér elemei kozt értelmezziik.

1.8. Definicié. Az X halmazt a o : X x X — R figgvénnyel ellatva kapott, (X, o) szim-
bélummal jelolt strukturat metrikus térnek nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek:
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e minden a,b € X esetén g (a,b) >0és o(a,b) =0< a="b;
e minden a,b € X esetén o (a,b) = o (b, a);

e minden a,b,c € X esetén o (a,c) < p(a,b) + o(b, c), amelyet itt is haromszog-
egyenlotlenségnek neveziink.

1.2.1. Topolégiai alapfogalmak metrikus terekben A metrikus terekben hasz-
nalt kornyezetfogalom alapvet6 fontossagi az analizisben. Ez a nyilt gomb (kérlap) fogalméat
altalanositja.

1.9. Definicié. Egy (X, o) egy metrikus valamely a € X pontjénak r sugari kornyezete -
amelyet B, (a)-val jeloliink - azon pontok 6sszessége, amelyek a-tdl r-nél kisebb tavolsagra
vannak, azaz

B, (a) ={r e X :0(x,a) <r}.

A fenti jelolésben az X teret nem tiintettiik fel. Mindig ezt tessziik, ha nem okoz
félreértést.
Ennek segitségével dltalanosithatjuk a korlatos halmaz fogalmat.

1.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (X, o) egy metrikus tér egy K részhalmaza
korlatos, ha létezik olyan B, (a) gomb, amely tartalmazza a K halmazt.

Az alabbi definiciék mindegyikében is (X, g) egy metrikus teret jelol.

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (X, o) metrikus tér a € X pontja az M C X
halmaznak

e belsd pontja, ha létezik a-nak olyan B, (a) kornyezete, hogy B, (a) C M.
Jelolés: a € int (M).

e [ilsd pontja, ha létezik a-nak olyan B, (a) kornyezete, hogy B, (a) C M°€.
Jelolés: a € ext (M).

e hatdrpontja, ha a minden B, (a) kérnyezetére B, (a) "M # & és B, (a)NM° # @.
Jelolés: a € OM.

1.12. Megjegyzés. A definiciébdl nyilvanvaléan adédik az int(M) C M relacié, amelyet
a tovabbiakban minden kiilon hivatkozas nélkiil hasznalunk.

1.13. Allitas. A OM,ext (M), int (M) halmazok diszjunktak, inidjuk kiadja X -et.

Bizonyitas. Azt kell tehat igazolnunk, hogy tetszéleges x € X elem pontosan a harom
fenti halmaz egyikében van benne.
Ha z € int (M), akkor nyilvin a masik kettében nem lehet benne.
Ha z ¢ int (M), akkor két eset lehet. Vagy van olyan B,(a) kornyezete, amely maga is
Mc¢-beli; ekkor x € ext (M), de hatdrpont nem lehet.
Vagy x minden kornyezete tartalmaz M-beli pontot, és M¢-belit is; ekkor definici6 szerint
x € OM, és ekkor x sem ext (M)-ben, sem int (M)-ben nem lehet, amivel az allitast
belattuk.

U]

1.14. Definicié. Egy a € X pontot az M halmaz torloddsi pontjinak neveziink, ha az a
pont minden B, (a) kérnyezetében van M-beli, de a-tél killonb6zé pont. Az M halmaz
torlodési pontjainak halmazat M ’-vel jeloljik.
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1.15. Megjegyzés. Ha az a pont M-nek torlodasi pontja, akkor a-nak minden kérnyezete
végtelen sok pontot tartalmaz az M halmazbdl.

1.16. Definicié. Az M halmaz belsd és hatdrpontjainak Gsszességét az M halmaz lezdrd-
sanak nevezzik, és erre az M = int (M) U OM jelolést hasznaljuk.

1.17. Példa. Az alabbi négy példaban X C R, a o tavolsagfiiggvény pedig az euklideszi
metrika altal adott, azaz p(a,b) = |a — b|. Ha nem mondunk maést, az R halmazon (és
annak részhalmazain) mindig ezt hasznéljuk.

(1) Legyen X =R és M = (0, 1); ekkor 9M = {0, 1}, tovdbbd int (M) = (0, 1), végiil
M =10,1].

(2) Legyen X =R és M = Z; ekkor M = Z, tovabbd int (M) = &, végill M = Z.

(3) Legyen X =R és M = [0, 1] =; ekkor M = {0, 1}, tovabbd int (M) = (0, 1),
végil M = [0, 1].

(4) Legyen most X = (=2,0] és M = (—1,0]; ekkor M = (), tovabbd int (M) =
(—1,0], végil M = (—1,0].

1.2.2. Nyilt és zart halmazok

1.18. Definicié. Az (X, o) metrikus tér egy M C X halmazat
e nyiltnak nevezzik, ha minden pontja bels6 pont, azaz ha M C int(M), vagyis ha

M = int(M).
e zdrtnak nevezzik, ha tartalmazza az Osszes hatarpontjat, azaz ha OM C M.
1.19. Példak. (1) Legyen X := R, ekkor

o M =[0,1] zart halmaz,
0, 1) nyilt halmaz,

M = (
e M = (0,1] se nem nyilt, se nem zart halmaz,
e M = 7 zart halmaz.

(2) Legyen X := (—1,1], ekkor
e M = (0,1] nyilt halmaz,

e M = (—1,0] zart halmaz.

1.20. Allitas. Az (X, 0) metrikus tér tetszéleges M C X részhalmazdra az aldbbi ekviva-
lencia teljestil:

M zirt < M = M < M€ nyilt.

Bizonyitds. Az Allitas szerint X = int(M) UM Uext(M) = M U ext(M).

Ha M zért, azaz az dsszes hatdrpontjat tartalmazza, akkor nyilvan M D int(M)UOM = M.
Forditva, ha ez a tartalmazas igaz, akkor persze OM C M, vagyis M zart.

Végiil, definicié szerint ext(M) = int(M€), amely pontosan akkor egyezik meg a fenti
felbontdsban M¢-vel, azaz int(M€) pontosan akkor nyilt, ha M = int(M) UOM =M. O

1.21. Tétel. Tetszdleges M halmaz esetén int (M) és ext (M) nyilt halmaz.

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy int (M) nyilt halmaz.
Legyen a € int(M). Azt kellene megmutatni, hogy van olyan r € R, hogy B, (a) C int (M).
Tudjuk, hogy a € int (M) esetén van olyan R € R™, hogy By (a) C M. Legyen r := R/2;
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ekkor tetszéleges x € B, (a) esetén minden y € B, (z)-re
o(a,y) < ola, )+ o(z,y) <r+r =R,

azaz B, (r) C M, vagyis valéban B, (a) barmely pontja bels6 pont.
Mivel ext (M) = int (M), azért a fentiek miatt ext (M) maga is nyilt halmaz.
U

1.22. Tétel. Akdrhany nyilt halmaz inidja nyilt halmaz, és véges sok nyilt halmaz metszete
s nyilt.

« /7

van egy a elem, akkor valamelyik M, halmazban benne is van. De mivel M, nyilt, igy egy
B, (a) kérnyezete is része a M., halmaznak, ami igy a fenti halmazok tniéjaban is benne

van. Az Uni6 tehat nyilt.
k

Legyenek My, My, ..., M nyilt halmazok. Belatjuk, hogy metszetiik is az. Ha a € ﬂ M;,
j=1
akkor van olyan 71,7s,..,7, hogy B, (a) C M;j teljesiil j = 1,2,...,k esetén. Ekkor

k
r=min{ry,ry, .., } esetén B, (a) C ()| M;, azaz (V;_; M; valoban nyilt. O
j=1

1.23. Tétel. Akdrhdny zdrt halmaz metszete zdrt halmaz, és véges sok zdart halmaz unioja
is zart.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy M, zart! Ekkor MY nyilt halmaz. Ezért a De Morgan-
azonossagot felhasznalva kapjuk, hogy

va—(UMs)-
yel vyel

Az el6z6 tétel miatt U M nyilt, ezért ennek komplementere, a ﬂ M., halmaz val6ban
vel vyel
zart. A véges ini6 esete hasonléan bizonyithato.

0
1.24. Megjegyzések. (1) Végtelen sok nyilt halmaz metszete dltaldban nem nyilt,
hiszen M; = (—1, %) esetén (| M; = (—1,0].
jEN

(2) Hasonlban, végtelen sok zart halmaz tnidja altaldban nem zart, hiszen M; =
[%, 1- %] esetén | J M; = (0,1).
jEN

(3) Az X alaphalmaz és az iires halmaz minden esetben nyilt és zart is egyszerre.



2. FEJEZET

Hatarérték és folytonossag

2.1. Sorozatok hatarértéke metrikus terekben

2.1. Definicié. Egy f:N — X fliggvényt X-beli sorozatnak neveziink, ahol X egy
metrikus tér.

Jelolések: a sorozat k-adik tagjat ay := f (k)-val, a sorozatot magat (ax),.y-val (azaz az
értékkészlet megadasaval) jeloljik.

Ha ay egy X-beli sorozat k-adik tagja, akkor a k szdmot (az aj-hoz tartozd) indexnek
nevezziik.

2.2. Megjegyzés. A fenti jelolés szerint az indexeket nullatél kezdjik. Megallapodunk
abban, hogy ha a nulla index{i tag nem értelmes, akkor automatikusan az elsé tagtol
kezdjiik az indexeket.

2.3. Definicié. Adott (a),oy sorozat és g : N — N monoton névé fliggvény esetén az
Qg(1); Qg(2), Og(3), - - - tagokbdl all6 (azaz f o g hozzarendeléssel adott) sorozatot az (ax),cy
sorozat részsorozatdnak nevezziik. Ezt gyakran (ay, ), oy-nel (azaz szintén az értékkészlet
megadéséaval) jeloljiik.

2.4. Definicié. Adott (ay), .y sorozat és h : N — N bijekci6 esetén az apny, an(2), Gn(3); - - -
tagokbol all (azaz foh hozzarendeléssel adott) sorozatot az (ax),cy sorozat dtrendezésének
nevezziik.

2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (ay),.y sorozat hatdrértéke (limesze) a € X, ha
az a pont tetszoleges € sugari kornyezetéhez létezik olyan ky € N kiiszobindex, hogy
k > ko, k € N esetén a; € B: (a).

Jelolés: lim (ay),.y = @ vagy kli_g)loak = a vagy ap — a. A fenti tulajdonsagu sorozatot

X-ben konvergensnek vagy roviden konvergensnek nevezziik.

2.6. Megjegyzés. A konvergencia fogalma fligg tehat magatdl az (X, o) metrikus tértél is.

Ha példaul X = (0,1) az euklideszi metrikdval, akkor az (%)keN sorozat nem konvergens.

2.1.1. A limesz tulajdonsagai

2.7. Allitas. A hatdrérték egyértelmd.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy (ax) hatarértékei a és b (X elemei). Beldtjuk, hogy a = b.
Ekkor minden € > 0 esetén van olyan k,, hogy k > k, esetén ¢ (ay,a) < e. Hasonléan van
olyan ky, hogy k > k; esetén o (ax,b) < €.

Azaz k > max {kq, kp} esetén o (ag,a) < € és p(ar,b) < € egyarant igaz, vagyis a
haromszog-egyenlétlenség alapjan

Q(au b) S Q(aaak) + Q(ak7b) < 287

amely tehat tetszéleges € > 0 esetén teljesiil. Ezért o (a,b) = 0, vagyis a = b, ahogy
allitottuk. O

15
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2.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy lim (ar)peny = a. Ekkor (ay),cy minden részsorozatdanak
hatarértéke létezik és értékik a.

Bizonyitds. Adott ¢ > 0-hoz mutatunk olyan ng indexet, hogy n > ng esetén p(ay,,a) < e.
Mivel lim (a) = a, ezért a van olyan kg index, hogy k > ko esetén p(ax, a) < . De mivel
kn > n, ezért ekkor o(ay,,a) < € is teljesiil, vagyis ny = ko alkalmas kiiszobindex.

O

A kovetkezo allitas kijelentései konnyen igazolhatok, de a bizonyitast nem részletezziik.

2.9. Allitas. Fenndllnak a kévetkezdk.

1. Ha a, = a (azaz az a értéki konstans sorozatrél van sz6), akkor lim (ay),.y = a.

2. A hatarérték szempontjabol mindegy, hogy eqy sorozatnak mi az elsé j eleme, ahol
j € N tetszoleges.

3. Ha lim (ag) oy = @, akkor (ay),cy minden dtrendezésének a hatdrértéke szintén a.

4. Ha az (ag),ey  (bk) ey SOTOZALOK limesze azonos, akkor az ezek Osszefésiilésével
kapott, aq,by, as, be... elmekbol dllo sorozatnak hatdrértéke is létezik, és az a kézos
limesz.

2.10. Allitas. Ha egy sorozatnak létezik a limesze, akkor a sorozat korldtos, azaz létezik
olyan korlditos K C X halmaz, amely tartalmazza a sorozat 6sszes elemét.

Bizonyitds. Ha lim (ay), .y = a, akkor az e = 1 értékhez is 1étezik ko € N, hogy k > kg
esetén o (ax,a) < 1. Ezért az

r:=max{po(a,a1),0(a,as),...,0(a,ax)}

sugarat valasztva minden k € N esetén teljesiil, hogy ap € B,y (a), tehat az (ax),cy

sorozat valdoban korlatos.
OJ

A kovetkezékben X mindig egy normalt teret jelol, (ax),cy, illetve (by),cn Pedig egy-egy
X-beli sorozatot. Sorozatok Osszegét, szammal valo szorzatat ugy értelmezziik, mint a
nekik megfelel6 figgvényekét, azaz példaul a fenti két sorozat osszegének k-adik tagja
ay + by. Az igy kapott sorozatot (ax + by),cn-val jeloljiik.

A bizonyitasok soran az egész jegyzetben kiilon hivatkozéas nélkiil hasznaljuk a kévetkezo
egyszeru allitast.

2.11. Allitas. Tetszbleges (1) peny C X sorozat esetén fenndll a kévetkezd ekvivalencia:
lim (25) ey = 0 € Hm ([|24]]) pey = 0 € Hm ([|2k]]) yey < 0.
2.12. Tétel. Ha lim (ay), oy = a,lim (by) ey = b, akkor lim (ay, + by) ey = @ + b.

Bizonyitds. Legyen £ > 0 adott. Mivel lim (ay)
index, hogy k > k; esetén

wen = @, ezért az /2 szdmhoz is létezik ky

(2.1) o(a,ar) = llar —al| <e/2.
Hasonloban, 1étezik ko index, hogy k > ky esetén
(2:2) 0(b,by) = [lbx — b]| < £/2.

Ekkor k > max {ko, k1} esetén a fenti (2.1)) és (2.2)) egyenl6tlenségek, valamint a haromszog-
egyenlotlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

|(ar +br) — (@ + )| = ||ax, — a + b — || < |Jar — al| + ||bx — b|| < 2¢/2 =¢,
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azaz definicié szerint lim (ay + by) ey = @ + b.

O

2.13. Tétel. Tetszbleges (ay),eny C X korldtos sorozat és (Ap),eny C R nulldhoz tarto
sorozat esetén lim (Agay) oy = 0 teljestil.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy ha ||ai|| < K teljestil minden k indexre, akkor
[Aka]] = |Ael [Jan| < K - [Ag.-

Mivel a jobb oldal hatarértéke nulla, azért a rendér-elv miatt a bal oldalé is nulla, ami
éppen a tétel allitasat adja. 0

2.14. Tétel. Tetszbleges (ay),eny C X €s im (Ag),cy C R sorozatokra lim (ay) = a és
lim (Ax) = A esetén teljesiil, hogy lim (Aray),cy = Aa.

Bizonyitds. A haromszog-egyenl6tlenséget, valamint az Osszeadasra vonatkozo allitast
alkalmazva kapjuk, hogy

[Aa — Apar|| < |[Aa — Aag|| + [[Aar — Aear| = |A] - |la — a|| + A — Ai] - [|ar]| -

[tt az utolsé Osszeg elso tagjanak hatarértéke definicié szerint nulla, a mésodik hatarér-
téke pedig az eloz6 allitdas miatt nulla. Innen ismét a rendor-elv miatt kovetkezik, hogy
lim (Arag),ey = Aa.

O

2.1.2. Zart halmazok jellemzése sorozatokkal Gyakran van sziikség annak el-
dontésére, hogy egy adott normélt (vagy metrikus) tér valamilyen részhalmaza zart-e. Erre
nézve ad jol hasznalhaté sziikséges és elégséges kritériumot az alabbi tétel.

2.15. Tétel. Egy M C X halmaz pontosan akkor zdrt, ha tetszdleges konvergens (ax)yen C
M sorozat esetén lim (ay), . € M.

Bizonyitas. Emlékeztetiink ra, hogy az Allit4s szerint az M halmaz pontosan akkor
zart, ha minden olyan pont, amelynek barmely kornyezetében van M beli pont, az M-hez
tartozik.

Tegyiik fel elészor, hogy M zart! Ha a, € M és lim (ay), .y = @, akkor a € M, mert a
minden kornyezetében van M beli pont is (nevezetesen ay).

A forditott iranyu kovetkeztetés igazolasahoz legyen most a olyan, hogy minden
kornyezete tartalmaz M-beli pontot. Ekkor van olyan (ay),.y C M sorozat, amelyre
ar € B1 (a). Erre definicié szerint teljesiil, hogy lim (ay) = a, azaz a feltétel szerint a € M,

igy a fent emlitett Allitas szerint M zért.
O

2.16. Tétel. (Bolzano-Weierstrass-féle kivdlasztdsi tétel R%-ben):
Legyen (ag),ey korldtos sorozat R%-ben! Ekkor az (ag),oy sorozatnak létezik konvergens
Tészsorozata.

Bizonyitds. Az allitast a dimenziéra vonatkozé teljes indukcidval bizonyitjuk. Elészor a
d = 1 esetre igazoljuk a tételt.

Mivel (ax),eny C R korlatos, feltehetd, hogy (ax),cy C [c,d] C R. Felezziik meg a [c, d]
intervallumot! Ekkor a két zart fél intervallum koziil legalabb az egyik végtelen sok tagot
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tartalmaz a sorozatbdl. Ez legyen [c¢;,d;]. Ezt megint felezziik, és amelyik fél végtelen
sok tagot tartalmaz a sorozatbdl, az legyen [co, do]. Ezt az eljarast folytatva kapjuk a bal
végpontok monoton n6vo (cx),cy ¢s a jobb végpontok monoton csékkend (dy), oy sorozatat,
illetve az eredeti sorozat egy (ay,),cy részsorozatat ugy, hogy ax, € [¢;, dj]. Belatjuk, hogy
az (ag,),cy részsorozat konvergens.

Tudjuk még, hogy az ésszes végpontok halmaza korldtos, mert az része a [c, d] halmaznak.
fgy a monotonitas miatt a (cx),cy €5 (di) ey SOTOZatok konvergensek; tovabba, mivel dj, —c,
minden lépésben felezddik, ezért lim (dy — ci),eny = 0, vagyis lim (¢z),cy = Hm (di) e
Ekkor viszont a rendér-elv miatt ez lesz az (ay, ), 1észsorozat limesze is, vagyis taldltunk
egy konvergens részsorozatot.

Ha d dimenzi6 esetére igazoltuk az allitast, akkor tekintsiik az a, = (ag, afrl) elemekbdl

all6 R 1-beli sorozatot, ahol az elemek elsé d koordinatajat af, az utolsét pedig af™ jelsli.

Nyilvan, ha az (ay),cy sorozat korlatos, akkor (ag) Lol is az, vagyis az indukcids feltétel

miatt ennek van (a,“cll)l 5 C (ag)k N konvergens részsorozata.
€ €

Ekkor az (azlﬂ)l N sorozatbdl egy konvergens (azl“) részsorozatot valasztva olyan
S j ;
JEN

J
(klj)jeN indexsorozatot nyertink, amellyel (agl)jeN is konvergens, és igy az eredeti (ay), o
ezen indexekkel kapott (akl,) o részsorozata olyan, hogy annak els6 d koordinataja, és a
17

d + 1-edik is konvergens, vagyis maga a részsorozat is konvergens. 0

A fenti allitas egy fontos kovetkezménye a kovetkezo tétel.

2.17. Tétel. Legyen M C R" korldtos és zdrt halmaz. Ha (a, € M), tetszdleges sorozat,
akkor létezik olyan (ay,),cy részsorozata, amely konvergens és lim (ay, ),y € M.

Bizonyitds. Mivel M korlatos, azért (ay), oy korldtos sorozat R™-ben. A Bolzano—Weierstrass-
féle kivalasztési tétel szerint ennek létezik konvergens részsorozata ay, € M. Masrészt M
zart, ezért a Tétel miatt lim (ay, ),y € M, amivel az llitdst beldttuk.

O

A fenti tulajdonsidgu halmazok osztalyat definialjuk metrikus terekben.

2.18. Definicié. Egy (X, o) tetsz6leges metrikus tér M C X részhalmazat sorozatkom-
paktnak nevezziik, ha tetszéleges M-beli sorozatnak van olyan konvergens részsorozata,
amelynek limesze M-beli.

2.19. Megjegyzés. A fenti Tétel szerint R™-ben minden korlatos és zart halmaz
sorozatkompakt.

A kovetkez6 tétel arra ad valaszt, hogy igaz-e hasonlé allitas, illetve ezen tulajdonsag
megforditasa tetszéleges metrikus térben.

2.20. Allitas. Tetszbleges X metrikus tér minden sorozatkompakt halmaza korldtos és
zart.

Bizonyitas. Legyen M C X sorozatkompakt halmaz. El6szor belatjuk, hogy M korlatos.
Indirekt médon tegytik fel, hogy M nem korlatos. Legyen a € X rogzitett pont. Ha M
nem korlatos, akkor van olyan (z),.y C M sorozat, amelynek tagjaira x; ¢ By (a), 2, ¢
By (a),.... Ekkor az (x),cy sorozatnak nincs konvergens részsorozata, ugyanis a
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Allftds értelmében ennek korlatosnak kellene lennie, de a konstrukcié miatt ez nem lesz
korlatos.

Most belatjuk, hogy M zart. Tekintsiink tetszéleges, az X -ben konvergens (ay), .y C M
sorozatot! Mivel M sorozatkompakt, ezért ennek létezik (ax, ),y részsorozata, amely
konvergens és hatarértéke M-ben van. A Allitas értelmében ez a hatdrérték ugyanaz,
mint az erdeti sorozaté. Ekkor a 2,15 Tétel miatt M valéban zart.

O

Sajnos, a [2.17] Tétel nem &ltaldnosithaté tetszéleges terekre, amint a kovetkezd allitas
ramutat.

2.21. Allitds. Ha eqy metrikus térben egy halmaz korldtos és zdrt, abbdl még nem kévet-
kezik, hogy sorozatkompakt is.

Bizonyitds. Legyen (X, 0) egy olyan metrikus tér, amely (egymadstdl kiillonb6z6) py, pa, - . .
pontokbdl all, tovabbéd k # j esetén o(p;,pr) = 1. Ha most volna olyan p € X, hogy
p = lim (pg, ),y teljesiilne a fenti sorozat egy részsorozatara, akkor egy I index esetén

0(Pp) <1/2 & o(ppu,,) < 1/2
egyarant teljesiilnek. De ekkor

0 (pkl+1,pkl+2) <o (pjpkm) +o (p,pkl+2) <1

ami ellentmondas. U

2.22. Megjegyzés. A fenti gondolatmenet minden olyan (X, o) metrikus térben alkal-
mazhatd, ahol tudunk py, ps, ... (végtelen) pontsorozatot mutatni tgy, hogy k # j esetén

Q(pjvpk) =1L

2.23. Tétel. Legyen X metrikus tér! Ha (ay),.y C X konvergens sorozat,akkor ez 1in.
Cauchy-tulajdonsagu sorozat, azaz:
minden ¢ > 0 esetén van olyan ko € N, hogy k,l > ko esetén o (ay,a;) < €.

Bizonyitds. Mivel lim (ay),cy = a, ezért tetszéleges ¢ > 0 esetén létezik ky € N, hogy
k.l > ko esetén o (ay,a) < 3, 0(a;,a) < 5. Ekkor
e €
Q(akaal) S Q(CLk,G)"‘Q(G,Cll) < §+ 5 =g,

amivel beldttuk, hogy az (a),cy sorozat Cauchy-tulajdonsagu.
0

Fontos kérdés, hogy igaz-e a fenti tétel megforditdsa. Altaldban nem, amint a kovetkezd
példa mutatja.

2.24. Példak. (1) Legyen X = Q a szokdsos tavolsdggal! Legyen (a;), .y C Q olyan,
hogy lim (ax) ey = V2. Ekkor (ay,) weny Cauchy-tulajdonségt, de nincs hatarértéke
X-ben.

(2) X :=(0,1), a szokésos tévolsdggal, és tekintsiik az aj, := 1 tagokbdl 4116 sorozatot!
Ez megint Cauchy-tulajdonsagi, mégsincs hatarértéke X-ben.

2.25. Definicié. Egy X metrikus teret teljes metrikus térnek neveziink, ha minden X-beli
Cauchy-tulajdonsagu sorozatnak van limesze X-ben.

2.26. Tétel. R" teljes metrikus tér.
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Bizonyitds. Legyen (ay), .y € R" Cauchy-tulajdonsdgi sorozat! El6szor belatjuk, hogy
(ak)yey korlatos.

Legyen ¢ := 1; ekkor 1étezik kg € N, hogy k,l > ko esetén |jay — ;|| < e = 1. Legyen
[ = ko + 1 rogzitett!
Legyen tovabba

r=max {1, |ag — ag,l|, |a1 — ary|, - - -, |aro—1 — Ao}
Ekkor lathatjuk, hogy

{aryy Qrgt1,--- } C Bilag,) és {ao,a1,...,a5-1} C Brii(ag,),

tehat {ag, ai,...} C By11(ag,), azaz a fenti sorozat valéban korlatos.

Most belatjuk, hogy konvergens is. Alkalmazzuk a Bolzano—Weierstrass-féle kivalasztasi
tételt! Eszerint az (ay),cy C R" sorozatnak van konvergens részsorozata: lim (ag, ),y =
a € R". Belatandé még, hogy az (ax),y sorozat is ehhez tart. Legyen /2 > 0 tetszéleges.
Ekkor egyrészt létezik [y € N, hogy [ > Iy esetén ||ax, — a| < §. Mésrészt, mivel (ag),cy
Cauchy-sorozat is, ezért van olyan I; € N, hogy k,I > I, esetén |jay — a;]| < 5. Ekkor
Imax = max {lg, l1} esetén k > ., indexekre

£ S
Jax = all < Nl — ag ]l + lay, —all < 5+ ==,

azaz lim (a),cy = a, ahogy allitottuk.

2.2. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

Ebben a szakaszban X és 'Y metrikus terek, és hasznaljuk az f : X »— Y jelolést abban
az esetben, ha Dy C X és Ry C Y.
Amennyiben Dy = X, akkor az f: X — Y jelolést hasznédljuk.
Ha X =Y =R, akkor mindkét fenti esetben valds fiigguényrél beszélink.

2.27. Definicié. Legyen a € X az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak torlédasi
pontja! Azt mondjuk, hogy az f figgvény a hatdrértéke (limesze) az a pontban b € Y,
ha b barmely (kicsi) B. (b) kornyezetéhez létezik a-nak olyan Bs (a) kornyezete, hogy ha
x € Bs(a) N Dy, x # a, akkor f(x) € B. (b).

2.28. Megjegyzések. (1) Mivel a torlédasi pontja Dj-nek, ezért barmely 6 > 0
esetén van olyan x # a, amelyre = € B (a) N Dy.

(2) Egy f fiiggvény hatérértéke szempontjab6l mindegy, hogy f értelmezve van-e
a-ban vagy sem és az is, hogy f (a) mivel egyenlé.

2.29. Allitas. Az f: X — Y figguény limesze eqy pontban eqyértelmd.

2.30. Definici6é. Legyen a € Dy. Ekkor az f fliggvényt az a pontban folytonosnak
nevezzik, ha az f (a) € Y barmely B. (f (a)) kornyezetéhez taldlhat6 az a-nak olyan Bs (a)
kornyezete, hogy x € Bs (a) N Dy esetén f (z) € B: (f (a)).

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos az M C Dy halmazon, ha minden z € M
pontban folytonos.

Azt mondjuk, hogy f folytonos, ha folytonos a D, halmazon.

2.31. Megjegyzések. (1) Ha a torlédasi pontja Ds-nek, akkor f pontosan akkor
folytonos a-ban, ha lim f (x) = f(a).



2.2. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA 21

(2) Legyen f valds fiiggvény! Ekkor f-nek az a pontban vett baloldali hatdrértékét igy
értelmezziik: lim fl(—o,a) (%), ha ez létezik. Hasonléan f-nek az a pontban vett

jobboldali hatdrértéke a kovetkezd: lim flia00) (), ha ez létezik.

(3) Az f (z) = L hozzarendeléssel adott fiiggvény folytonos, mert mindenhol folytonos,
ahol értelmezve van (0-ban nincs értelmezve).

2.32. Példa.

1, haz=1.

Ez a fiiggvény 1-ben nem folytonos, de létezik hatarértéke 1-ben, és az nulla.

f o) = {o, ha z € 0,2]\ {1}

Fliggvények adott pontbeli hatarértékének létezésére és folytonossaganak ellenorzésére
akarunk egyszeriien ellenorizhet6 kritériumot kapni gy, hogy mindehhez csak sorozatokat
kelljen vizsgélni.

2.33. Tétel. (atviteli elv hatdrértékekre):

Legyen a torléddsi pontja D¢-nek. Ekkor glﬂlg(llf (x) = b pontosan akkor dll fenn, ha minden

olyan (v),en C Dy\ {a} sorozatra, amelyre klim (x) = a érvényes, egyittal klim flzg)=0b
—00 —+00

1s teljestil.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy }:lgréf (x) = licrlnf = b; legyen tovabbé (xy), .y tetszo-
leges olyan sorozat, melyre x;, € Dy\ {a} és lim (x),.y = a teljesiil. Be kell latnunk, hogy
klim f (zx) = b &ll fenn.
—00

Legyen ¢ tetszOleges! Ekkor a hatarérték definiciéja miatt ehhez is van olyan § > 0,
hogy minden x € Bs (a) N Df\ {a} esetén f (x) € B.(b). Azaz ha a ky index olyan, hogy
k > ko esetén x € Bs(a), akkor k > ko esetén f (xy) € B.(b), amivel a klim flzg) =0

—00

konvergenciat igazoltuk.

Most tegyiik fel, hogy minden (z),.y C D\ {a},lim (z}),cn = @ tulajdonsagi so-
rozatra klim f(zr) = b teljestl. A hatarérték definicigja alapjin azt kell igazolni, hogy

—00

minden ¢ > 0 szamhoz létezik 6 > 0, hogy x € {Bs(a) N Dy} \ {a} esetén f(x) € B.(b).

Ha ez nem lenne igaz, akkor valamilyen £y > 0 szam esetén minden 6 > 0-hoz volna
olyan x € {B;(a) N Ds}\{a}, amelyre f(z) ¢ B, () teljesiil. Ekkor 6 := 1,k € N
esetén is van olyan x € Bi (a),zr € Df\{a} elem, amelyre f(zx) ¢ B.,(b). Most
lim (21),cy = @, ugyanakkor klim f (zx) # b, mert minden k € N-re f (z;) ¢ B., (b), ami

—00
ellentmond a feltevéstinknek.
U

2.34. Tétel. (dtviteli elv folytonossdgra):
Az f fiigguény az a € Dy pontban pontosan akkor folytonos, ha minden olyan (xy),cny C Dy
sorozatra, amelyre klim (xx) = a érvényes, egyittal klim f(zx) = f(a) is teljesiil.

—00 —00

Bizonyitds. Tegytik fel elészor, hogy f folytonos a-ban, legyen tovabba (xy),.y C Dy olyan
sorozat, melyre lim (2),.y = a teljesiil! Be kell latnunk, hogy klim f (zx) = f(a) teljestl.
—00

Legyen ¢ tetszéleges! Ekkor a folytonossag definicidja miatt ehhez is van olyan § > 0,
hogy minden x € Bs(a) N Dy esetén f (x) € B.(f(a)). Azaz ha a ky index olyan, hogy
k > ko esetén x € Bs(a), akkor k > kg esetén f (vx) € B: (f(a)), amivel a klim flz) =0

—00

konvergenciat igazoltuk.
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Most tegyiik fel, hogy minden olyan (x),.y C Dy sorozatra, amelyre klim (Tk) gy = @
—00
érvényes, fenndll, hogy khm f(xx) = f(a) teljestl. A hatérérték definici6ja alapjan azt
—00

kell igazolni, hogy minden € > 0 szdmhoz létezik § > 0, hogy = € Bs(a) N Dy esetén
f (x) € B:(f(a))-

Ha ez nem lenne igaz, akkor valamilyen g5 > 0 szam esetén minden 6 > 0-hoz volna
olyan z € B (a) N Dy, amelyre f(z) ¢ Be, (f(a)) teljesiil. Ekkor 0 := , k € N esetén is
van olyan x; € By (a),z) € Dy elem, amelyre f (zy) ¢ Bey(f(a)). Most lim (z1),cn = @,
ugyanakkor klgglof (xx) # f(a), mert minden k € N esetén f(xy) ¢ B., (f(a)), ami

ellentmond a feltevésiinknek.

0

2.2.1. A hatarértékre és a folytonossagra vonatkozé miiveleti szabalyok

2.35. Tétel. Legyen X metrikus, Y pedig normdlt tér! Legyenek f,g: X —Y ésa €
(D;N D,). Ha lilllrnf =0, li(Ilng = ¢, akkor lign (f+g9)=b+ec.

Bizonyitds. Legyen (zy),.y olyan sorozat, amelyre teljesiil, hogy x;, € {Dy N Dy} \ {a} és
lim (), = a. Azt kell megmutatni, hogy klim (f+9)(zx) =b+c.
—00

A Tételben szereplo atviteli elv szerint a fenti feltételekkel
lim f (zg) = limf
k—o0 a
és hasonlbéan klim g (zy) = limg, igy ezekbdl
—00 a
Jim (f (zx) + g (2x)) = limf + limg,
amely ismét a [2.33 Tétel alapjan épp azt jelenti, hogy f+ ¢ hatarértéke a -ban lign f+g O

2.36. Tétel. Legyen X metrikus, Y normalt tér, f,g: X — Y . Ha f, g folytonos a-ban,
akkor f + g is folytonos a-ban.

Bizonyitds. Legyen (r),oy olyan sorozat, amelyre teljesiil, hogy z, € {DyN Dy} és
lim (), = @. Azt kell megmutatni, hogy klim (f+9) (zx) = f(a) + g(a).
—00

A [2.34] Tételben szereplo atviteli elv szerint a fenti feltételekkel klim f(zx) = f(a) és
—00

hasonléan klim g (zx) = g(a), igy ezekbol
—00

Jim (f (zx) + g (21)) = f(a) + g(a),
amely ismét a Tétel alapjan épp azt jelenti, hogy f + ¢ folytonos a-ban. O

A szorzasra és valos figgvényekkel vald osztasra vonatkozé kovetkezo allitdsokat
bizonyitas nélkiil adjuk meg.

2.37. Tétel. Legyen X metrikus, Y normalt tér, f: X — Y, A: X — R. Legyen a €
{D;n Dy} ! Ha limf =b €Y, lim\ =X € R, akkor lim (Af) = Ab € Y.

2.38. Tétel. Legyen X metrikus, Y normalt tér, tovdbbd f: X — Y h: X — R folyto-
nosak a-ban. Ekkor hf is folytonos a-ban.

2.39. Tétel. Legyen X metrikus tér, f: X — R. Ha limf =b e R|{0} = glgr(llﬁ =1.
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2.40. Tétel. Legyen X metrikus tér, f: X — R. Ha [ folytonos a-ban és f(a) # 0,

akkor % is folytonos a-ban.

2.41. Tétel. Legyenek X, Y, Z metrikus terek, f: X — Y, g:Y — Z. Ha f folytonos
a € X-ben, g pedig b = f (a) € Y-ban, akkor g o f is folytonos a-ban.

Bizonyitds. Mivel g folytonos b = f (a)-ban, igy g értelmezve van f (a)-ban, ezért g o f
értelmezve van a-ban, és (go f) (a) = g (f (a)).

Az atviteli elvvel belatjuk, hogy g o f folytonos a-ban. Legyen (xy),y tetszoleges sorozat,
melyre lim (2),cny = @, T € Dgoy. Az utébbi azt jelenti, hogy xy, € Dy, mésrészt f (x3) €
D,. Mivel f folytonos a-ban, ezért kh_):rgo f(zx) = f (a). Méasrészt g folytonos f (a)-ban, igy

g-re alkalmazva az atviteli elvet, kapjuk, hogy
Jim g (f (2x)) = g (f (@),

amely az atviteli elv szerint pontosan azt jelenti, g o f folytonos a-ban.
OJ

Jogosan meriil fel a kérdés, hogy igaz-e hasonl6 allitas a hatarértékekre, azaz teljesiil-e
az alabbi kovetkeztetés:

liénf = b,liII)ng = c:>li£n(gof) =c.
Ez altalaban nem igaz, amint az alabbi példa mutatja.
2.42. Példa.
~]J0, hay=0

9(y) = {17 ha y # 0,
valamint f a konstans nulla fiiggvény, tovabba a = b = 0.
Ekkor hgng =1, és minden = € R esetén (go f) (x) = 0, vagyis ligng of=0.

A fenti helyett a kovetkezo allitas teljesiil, amelyet azonban nem bizonyitunk.

2.43. Allitas. Legyenek X, Y, Z metrikus terek, f: X —Y,qg:Y — Z. Ha thLnf =b
és g folytonos b-ben, akkor lim (go f)=g(b).
2.2.2. Az inverz fiiggvény folytonossaga Fgy tetszoleges f fiiggvény inverzét

akkor tudjuk értelmezni, ha a fiiggvény injektiv, azaz x1,xo € Dy esetén teljestil az alabbi
kovetkeztetés:

x1 # 12 = f(21) # f(22) -
Egy injektivitasra vonatkozé egyszeri feltételt ad meg a kovetkezo allités.
2.44. Allitas. Ha az f valds figguény szigordan monoton, akkor injektiv.
2.45. Definicié. Ha f injektiv, akkor annak f~!-gyel jelolt inverze a kovetkezd fiiggvény:
f'i Ry — Dy,y € Ry, f~'(y) =, aholz € Dy, f (z) = y.

Felmertil kérdés, hogy ha f folytonos és injektiv, akkor inverze is? Habar a folytonossag
gyakran hasznalt szemléltetése alapjan ezt hihetnénk, altaldban mégsem igaz. Erre mtatunk
példat az alabbiakban.

2.46. Példa. Az
x, haz <1
-]

r—1, hax>2
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hozzérendeléssel adott f: R\ [1,2) — R fliggvény folytonos, de inverze

o)y, ha z <1
d (y)_{erl, ha z > 1

nem folytonos 1-ben.
2.47. Allitas. Ha az f valds figguény szigordan monoton, akkor az inverze is.

Bizonyitds. Legyenek y1 < yo € Dy-1; ekkor y1 = f(21) és yo2 = f(x2) valamilyen 1,z €
D szamokra. f szigori monotonitdsa miatt ekkor csak z; < x5 teljesiilhet. Ekkor viszont
Y1) =21 < 19 = f~Y(y2), ami épp a bizonyitand6 4llitas. O

2.48. Tétel. Ha f: I — R szigorian monoton figguény, ahol I C R valamilyen interval-
lum, akkor f=1 folytonos.

Bizonyitds. Mindenekelott megjegyezziik, hogy elegendd szigoriian monoton névo fiiggvé-
nyekre igazolni az 4llitast, hiszen —(—f)~! = f~, igy egy szigortian monoton csokkend f
fliggvény esetén annak inverze is folytonos.

Legyen yo € Dy-1 = Ry, tovabbd 2o = f~! (yo). El8szor tegyiik fel, hogy zo € int (I).
Azt szeretnénk beldtni, hogy f~! folytonos yo-ban.
Legyen € > 0 olyan, hogy B.(xo) C I teljestl! Ekkor f (xg — ) < f (z0) < f (zo + €), mivel
[ szigortian monoton néve. Hay € (f (zg — ), f (w0 + €)), akkor f~! szigort monotonitésa

miatt (1d. Allitas) kapjuk, hogy
FH(f (@0 —2)) < f7H(y) < f7H(f (w0 +2)),
vagyis
F o) —e < 71 (w) < F7H(wo) + e,
azaz f~! valéban folytonos yy-ban. Az xy € Ol eset tirgyaldsa hasonld, azt nem is

részletezzik.
O

2.49. Példak. (1) f:R—-RzeR,xz>0,f(z)=2a2"necN,ekkor f szigortan mo-
noton né, Dy = [0,00), f~! folytonos az y € Ry pontokban és f~' (y) = /y.
(Késébb latjuk a [Bolzano-tétellell hogy Ry = [0, 00).) Igy értelmezhetjiik az n-edik
gyokvonas fliggvényét (miiveletét), és egyszersmind latjuk, hogy az is folytonos.

(2) f:R—R,zeR,f(x)=e", ekkor f szigortian monoton né, D; = R, f~! foly-
tonos. (Késébb latjuk a [Bolzano-tétellel, hogy Dj-1 = Ry = (0,00).) Ezzel a
meggondolassal értelmezziik a természetes alapt logaritmusfiiggvényt.

2.50. Tétel. Legyenek X, Y metrikus terek, f: X ==Y, f folytonos, D; sorozatkompakt,
f pedig injektiv. Ekkor f=' is folytonos.

Bizonyitds. Legyen yo € Dy-1 = Ry. Beldtjuk, hogy f~' folytonos yo-ban. Alkalmazzuk
az atviteli elvet! Legyen (yi),cy C Dy = Ry olyan, amelyre lim (y),.y = %o. Legyen
tovabbd k € Ny esetén z;, := f~1 (yx), azaz yr, = f (zx). Azt kell tehat beldtni, hogy
lim (21) ey = To-

Indirekt bizonyitunk: ha ez nem lenne igaz, akkor létezne ey > 0, hogy (z);cn
valamilyen (xy,),.y részsorozatdnak elmeire o (zy,,70) > 0. Mivel Dy sorozatkompakt,

(7r,),ey valamilyen (a:kl) - részsorozatdnak van limesze, jelolje ezt z, € Dy. A fenti
i/
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feltételek miatt persze o (xy,, x.) > €o. Az yp = f (x) egyenldséget, valamint f-nek az
x4-beli folytonossagat hasznalva

lim yi, = lim f(zy,) = f(2.) € Dy

j—o0
teljestil. De mivel lim yx, = yo, ezért f injektivitdsa miatt z, = o, ami ellentmond a
J—00 J

o0 (xy,, x.) > €o egyenlbtlenségnek.
0]

2.3. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

2.51. Tétel. Legyenck X ésY metrikus terek, f : X — Y folytonos. Ha emellett Dy
sorozatkompakt, akkor Ry is sorozatkompakt.

Bizonyitds. Legyen (y;) C Ry tetszéleges sorozat! Azt kell megmutatni, hogy ennek létezik
olyan (yj,) részsorozata, amely konvergens és lim (yx,) € Ry. A feltétel szerint minden
k € N esetén létezik x; € Dy : f (x1) = yp. Mivel Dy sorozatkompakt, azért az (o), oy
sorozatnak létezik D ;-ben konvergens részsorozata: llim (xk,) = xo € Dy. Mivel f folytonos
—00

To-ban, ezért

lim y, = lim yg, = lim f(xy,) = f(z0),

k—oo l—00 =00
amely nyilvan R¢-beli, és pont ezt akartuk beldtni.

A fenti tétel leggyakrabban hasznalt kdvetkezménye a kovetkezo.

2.52. Tétel. (Weierstrass-mazimumelv)
Legyen X metrikus tér, f : X — R olyan, hogy f folytonos a K C Dy halmazon. Ekkor
létezik olyan x, € K, hogy mlz(xxf = f(x.). Vagy réviden: kompakt halmazon folytonos

fiigguény felveszi a maximumdt.
Bizonyitds. Tekintstik az f : X — R, D; = K fiiggvényt, amely a Tétel feltételeinek
megfelel. Ekkor tehat az Ry képtér sorozatkompakt, azaz a Allités szerint korlatos és

zart, tehdt van maximalis eleme (mert sup Ry € Ry), ami a tételben szerepld f(z.) lesz
éppen. O

A fenti tételben maximum helyett minimum is irhato.
A Weierstrass-maximumelvben még valds fiiggvények esetén sem hagyhaté el Dy
sorozatkompakt tulajdonsaga, amint a akovetkez6 példakkal ramutatunk.
2.53. Példak. (1) Dy = [0, 00) zart, de nem korlatos, f (z) = x, ekkor Ry = [0, 00)
nem korlatos.

(2) Dy =(0,1], f () = 2, ekkor Dy korlatos, de nem zért, Ry pedig nem korlétos.
A kovetkezdkben a folytonossag tulajdonsaganak egy erGsebb, specidlis esetét targyaljuk.

2.54. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X, Y metrikus terek esetén egy f: X — Y
fiiggvény egyenletesen folytonos, ha minden € > 0 esetén létezik 6 > 0 1gy, hogy minden
T1,T2 € Dy, 0(x1,22) < 0 esetén

o(f(z1), f(x2)) <e.

c sz

s sz

vesszik.
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2.56. Tétel. (Heine tétele) Ha X, Y metrikus terek esetén f: X — Y folytonos és Dy
sorozatkompakt, akkor f egyenletesen is folytonos.

Bizonyitds. Legyen tehat f folytonos, D; pedig sorozatkompakt. Indirekt bizonyitunk.
Tegytik fel, hogylétezik olyan ¢ > 0, hogy minden § > 0 esetén valamilyen 1,2, € Dy
pontokra o (z1,x2) < 6, de o (f (1), f (x2)) > e.

Legyen a fenti feltevésben § := %, k € N, tovabbé xzy, T, € Dy olyanok, hogy o (z, 7)) <
L de o (f (wy), f () > e.
Mivel Dy sorozatkompakt, ezért (x4), o €y (Tx,),cy Tészsorozatdra lim (xy,),.y = o € Dy
teljestil. Tovabbé o (zx,, Ty,) < ¢ miatt lim (zy,),cy = lim (21,),cy = @0 € Dy, ahol a bal
oldali limesz ismét a Dy sorozatkompakt tulajdonsidga miatt 1étezik. Az atviteli elv alapjan

lliglof (xk’l) = f ('CEO) 7ll_i>rg>f (/f];) = f (3:0) )
amely ellentmond azon feltevésiinknek, miszerint o (f (xx), f (Zx)) > e. O

A tételben szerepld feltevések altalaban nem hagyhatok el, amint a kovetkezo példak
mutatjak.

2.57. Példak. (1) Legyen D; = [0,00), amely zart, de nem korlatos. Belathato,
hogy f (z) := x? nem egyenletesen folytonos.

(2) Legyen Dy = (0,1], amely korlatos, de nem zart. Beldthato, hogy f (z) := 1 nem

egyenletesen folytonos.

2.58. Tétel. (Bolzano-tétel) Legyen f : [a,b] — R folytonos gy, hogy f(a) # f(b).
Ekkor tetszéleges n € (f (a), f (b)) szamhoz létezik € € (a,b) dgy, hogy f (&) =n.

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezo halmazt:
M :={z €a,b]: f(z) <n} Cla,b],

amely korlatos és nem iires. Legyen £ := sup M. Belatjuk, hogy f (£) = 7.
Indirekt bizonyitunk: belatjuk, hogy f (£) < n vagy f (§) > n nem lehetséges.

Ha f(§) < n < f(b) lenne, akkor f folytonossiaga miatt £ -nek megadhaté olyan
jobboldali kornyezete, ahol a fiiggvényértékek n -nal kisebbek. Azaz valamilyen § > 0
szamra x € [£,€ + 0] esetén f (x) < n, ami ellentmond annak, hogy £ = sup M.

Ha f (&) > n volna, akkor hasonléan valamilyen 6 > 0 szamra x € [£ — 0, ] esetén
f (z) > n lenne. Ez is ellentmond annak, hogy £ = sup M = sup {z € [a,b] : f(x) < n}.

Osszefoglalva tehat csakis f (€) = n lehetséges.

O

Kovetkezmény: Legyen I C R valamilyen intervallum (akar véges végtelen, nyilt
vagy zart), és tegyiik fel, hogy f : I — R folytonos. Ekkor minden zy,29 € I és y €

(f (z1), f (z2)) esetén létezik xy € (x1, o) Ugy, hogy f (zo) = y.

2.59. Megjegyzés. Az ilyen tulajdonsagu fliggvényeket Darboux-tulajdonsaguaknak
nevezzilk. A Bolzano-tétel kimondja, hogy minden f : I — R folytonos fiiggvény Darboux-
tulajdonsag.

2.60. Példak. (1) Minden p(x) = apz® + ap_12%71 + ... a1z + ap hozzarendeléssel
adott paratlan foku polinomfiiggvénynek létezik valos gyoke.
Ha kell, a p(x) = 0 egyenldséget —1-gyel szorozva feltehetjiik, hogy ay > 0; ekkor
liig.}p = +oo teljesiil. Vagyis létezik olyan 21 € R és xo € R, hogy p(z1) < 0
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és p(xe) > 0 érvényes. Ekkor a fenti kévetkezmény alapjan valéban van olyan
xo € (21, 22), hogy p(z¢) = 0 teljesiil.

(2) Tekintstk az

z?

0, hax =0

sint, ha0<zx<1
i font mo<ss

hozzarendeléssel adott fiiggvényt! Ez a figgvény Darboux-tulajdonsagu (ezt kiilon
kell igazolni nullét tartalmazé és nullat nem tartalmazé intervallumokra), de nem
folytonos 0-ban.

A kovetkez6 tételhez megemlitjiik azt az egyszert tényt, hogy egy A C R halmaz
pontosan akkor intervallum, ha minden zq, 29 € A és x € (21, x2) esetén x € A.
Ennek segitségével, a Bolzano-tétel igy is megfogalmazhato:

2.61. Tétel. Ha I intervallum, és f : I — R folytonos, akkor Ry is intervallum.

Sét, a [2.52 Tétel segitségével ennél konkrétabban is megfogalmazhatjuk az el6z6 tétel
allitasat.

2.62. Tétel. Ha I zdart intervallum, és f : I — R folytonos, akkor Ry = [mlln f max 1.

A fenti tétel alkalmazasahoz a kovetkezd eseteket tekintjiik.

2.63. Példak. (1) Legyen n € N esetén Dy = [0,00), f(z) = a".
Ekkor a tétel szerint mivel f folytonos, R; valamilyen intervallum. Tovabba
f(0)=0, zlg& f (z) = oo is érvényes, amibél f szigorti monotonitasat hasznélva
kapjuk, hogy
Ry =1[0,00) és Dp1=10,00).
(2) Legyen I =R, f: I - R, f(x)=¢€".

Ekkor f folytonos, li)r_n f(z)=0, :EIE& f (z) = oo, tovabba f szigorian monoton
no. Ezért

Rf = (0, OO) s Df71 = Dln = (0, OO)

A Bolzano-tétel Tételben szerepld alakjat akarjuk dltaldnositani, amihez az inter-
vallum fogalménak valamilyen absztrakt alakjat kell megadnunk. Erre szolgdl a kovetkezo
definicié.

2.64. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A C X halmaz ivszeriien dsszefiiggd, ha az A

halmaz barmely két pontja 6sszekotheté az A-ban haladé folytonos ivvel, vagyis minden
a,b € A esetén létezik olyan ¢ : [0,1] — X folytonos fiiggvény, hogy

p(0)=a,p(1)=0b é {p(t):te€]0,1]} C A

A fentiekben a [0, 1] intervallum helyett gyakran egy [«, 8] C R intervallumot vesznek,
ami magat a definiciét nem befolyésolja, hiszen ha s : [a, 8] — [0, 1] folytonos szigorian
monoton névo, akkor ¢ o s : [a, f] — X olyan folytonos fliggvény, amelyre

(pos)(a) =a, (pos)(B) =0,
tovdbba Ryos = R,,.

2.65. Tétel. Legyeneck X, Y metrikus terek, f : X — Y, f pedig folytonos! Ha Dy
ivszertien dsszefiiggd, akkor Ry is.
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Bizonyitds. Legyenek y1,y, € Ry. Belatjuk, hogy y; és y, 0sszekothetdk Ry-ben halado
folytonos ivvel. Tudjuk, hogy léteznek x;,z2 € Dy gy, hogy

@) = w1, [ (22) =y
Mivel Dy ivszertien 6sszefiiggd, ezért 1étezik ¢ : [0, 1] — X folytonos fiiggvény, gy, hogy
0 (0) =z, (1) =x9, és R, C Dy.
Ekkor a % :[0,1] — Y,v := f oy definiciéval adott fiiggvény folytonos (mert ilyenek
kompozicibja), tovabba Ry, = Ry, C Ry, végiil nyilvanvaléan
v(1)=fleM)=f(z1) =y, ¥ (2) = f(p(2) = f(2) = va,
azaz W megfelel a [2.64] Definici6 feltételeinek, ami éppen a bizonyitando allitas. O
2.66. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A C X halmaz dsszefiiggd (topolédgiai értelemben),

ha nem adhaté meg G, és Gy diszjunkt nyilt halmaz gy, hogy G1 UGy D A, ANG, #
I, ANGy # D.

2.67. Megjegyzés. Belathatd, hogy ha A ivszeriien Osszefiiggd, akkor Osszefiiggd.

Bizonyitas nélkiil emlitjitk meg az alabbi fontos tételt.

2.68. Tétel. (Bolzano-tétel metrikus terekben)
Legyenek X, Y metrikus terek, f : X — Y folytonos fiiggvény! Ha Dy dsszefiiggd, akkor
Ry is az.

2.4. Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok konvergenciaja

Ebben a szakaszban a metrikat az egyszertiség kedvéért minden metrikus tér esetében
o-val jeloljik.
2.69. Definicié. Legyenek X, Y metrikus terek, M C X, ésminden j € N-re f; : M — Y.
Ekkor azt mondjuk, hogy az f; fiiggvények fiigguénysorozatot alkotnak; jelolése ( fj)jeN.
2.70. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f; : M — Y fiiggvényekbdl allé sorozat ponton-
ként tart egy f: M — Y fuggvényhez, ha minden z € M esetén lim f; (z) = f (z).
Jj—00

Kérdés: Feltéve, hogy f; folytonos minden j-re, igaz-e, a fenti definiciéban, hogy f is
folytonos? Ez sajnos, altalaban nem teljesiil, ahogy arra a kovetkezé példa ramutat.
2.71. Példa. Legyen j € N esetén

fj : [O, 1] — R, fj (ZL‘) =7,

Ekkor minden j € N esetén f; € C]0, 1], ugyanakkor ( fj)j <y pontonként az

0, hat<z<1
fm_{l, ha z = 1

hozzarendeléssel adott f fliggvényhez tart, amely az 1-ben nem folytonos.

2.72. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f; : M — Y fiiggvényekbdl allé sorozat egyenle-
tesen tart az f: M — Y fiiggvényhez, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan j, € N, hogy
J > jo esetén minden x € M-ra o (f; (z), f (z)) < € teljestl.



2.4. FUGGVENYSOROZATOK ES FUGGVENYSOROK KONVERGENCIAJA 29

2.73. Megjegyzés. Itt - a pontonkénti konvergenciaval ellentétben - a jy kiiszobindex
csak e-t6l fiigg, x értékétol nem. Ezért a definicioban emlitett feltétel helyett gyakran

sup o (f;(x), f(x)) swerepel

xeM

2.74. Példa. A fenti példdhoz hasonlbéan legyen j € N és a € (0, 1) esetén
fi:[0,a] = R, f;(z) =2’

Most ( fj)jeN egyenletesen tart a [0, a] intervallumon értelmezett 0 fiiggvényhez, hiszen
tetsz6leges € > 0 esetén 0 < a’® < e-nek megfeleld jo valasztdsaval j > jo esetén

|fi (x) =0 = |f; (z)] = ‘ﬁj‘ <d <e.

2.75. Tétel. Legyenek X és Y metrikus terek, M C X testzdleges, tovabba minden
j € Nesetén fj : M =Y folytonos. Ha az (f;)._x fligguénysorozat egyenletesen tart egy
f:M =Y figguényhez, akkor f is folytonos.

jEN

Bizonyitds. Legyen xy € M. Belatjuk, hogy f folytonos zy-ban.
Felhasznéljuk, hogy a haromszog-egyenlétlenség miatt tetszéleges x € M esetén fenndll
a kovetkezo:

(23)  o(f(x), f(x0)) <o(f(2),f;(x) + o (f; (@), f; (z0)) + o (f; (x0) , f (20))-
Legyen € > 0 tetsz6leges. Mivel (f;) egyenletesen tart f-hez, létezik olyan j, € N, hogy
J > jo esetén, azaz j = jo+ 1 -re is

6 0(f (w0), f; (w0)) < -

(2.4) o (f(x), fi(x)) < 3

egyarant teljesiilnek. Tovabba tudjuk, hogy f; folytonos x¢-ban, azaz létezik 6 > 0 ugy,
hogy o (z,z0) < 6 esetén o (f;(x), fj (w0)) < 5. Tehat ezt a 0 értéket valasztva a (2.3)
egyenlétlenségbe a (2.4]) becsléseket helyettesitve nyerjiik, hogy

o(f (@), (w0) < 5+ 5+ 5 ==

ami épp az f fiiggvény xy-beli folytonossagat jelenti. 0

Wl M

2.76. Megjegyzés. Az f; (t) := 17,0 <t <1 hozzdrendeléssel adott fliggvények esetén
az (f;);cy figgvénysorozat nem tart egyenletesen az f fiiggvényhez; ezért fordulhat eld,
hogy mig a fliggvénysorozat tagjai folytonosak, a limeszfiiggvény nem az.

2.77. Definicié. Legyen X metrikus tér, Y = R, M C X, gy : M — R (R helyett lehetne
J

C is). Ekkor tekintsitk a kovetkezd fiiggvénysorozatot: f; := > gi. Az ilyen médon
k=1

értelmezett (f;) ;o sorozatot a g tagokbol all6 figgvénysornak nevezziik.

2.78. Definicié. Azt mondjuk, hogy a g tagokbdl allé fiiggvénysor pontonként konver-
gens és Osszege az f: M — R fluggvény, ha minden x € M esetén a g (x) tagokbdl allo

szamsor konvergens R-ben, és a sor Osszege f (x), azaz: Y. gx (v) = f (x).
k=1

2.79. Definici6. Azt mondjuk, hogy a g tagokbdl allé fligguénysor egyenletesen konvergdl
J
egy f: M — R fiiggvényhez, ha f; = > g esetén az ( fj)j cn figgvénysorozat egyenletesen
k=1
tart f-hez.
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2.80. Megjegyzés. Gyakran a % gx jelolést hasznaljuk, de ehhez mindig hozza kell
k=1

tenni, hogy a konvergencia milyen értelemben értends.
2.81. Tétel. Tegyiik fel, hogy gr. : M — R folytonos és a gi tagokbol dllo sor egyenletesen
konvergal eqy f: M — R fiigguényhez. Ekkor f is folytonos.
J
Bizonyitds. Minden j € Neseténaz f; = 3 g fiiggvény folytonos, emellett lim (f;) ;. = f
k=1

egyenletesen. Ekkor a Tétel miatt valéban f is folytonos.
O

Hogyan lathaté egy fiiggvénysor alakjabdl, hogy az egyenletesen konvergens? Egy erre
vonatkozo, konnyen alkalmazhato elégséges kritériumot ad a kovetkezo nevezetes tétel.

2.82. Tétel. (Weierstrass-kritérium)
Tegyiik fel, hogy minden k € N esetén a g, : M — R fligguényre teljesiil, hogy

(o)
sup |gr| < ag, ahol Zak < 0.
M k=1

Ekkor a (gx) tagokbol dllo figgvénysor egyenletesen konvergens.
Bizonyitds. Legyen x € M tetszOleges. Elészor belatjuk, hogy § lgr ()] < oo. Legyen
k=1
J
(@)= % o1 @)

Megjegyezziik még, hogy Z ap < oo miatt tetszdleges € > 0 szdmhoz van olyan [ € N,

k=1
[e%9) l
hogy Zaj — Zaj <e.
j=1

j=1
Erre az [ indexre teljestil az is, hogy j > [ esetén

i gi ()| < i gk ()] < ZJ: ak:iaj_;a/]‘<€,

k=I+1 k=I+1 k=l+1

(2.5) [ (=) = fi(2)] =

vagyis az (f; (:v))jeN szamsorozat Cauchy-tulajdonsagi. Mivel R teljes tér, ezért az f (z) :=
lim f; (z) hozzarendeléssel adott fiiggvény értelmes. Ez definicié szerint azt jelenti, hogy a
j—o00
lgr ()| és a g (x) tagokbdl &ll6 fiiggvénysor konvergens.

Most belatjuk, hogy a sor, illetve a vele ekvivalens ( fj)j cy figgvénysorozat egyenletesen

konvergal f -hez. Legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor a 7 — oo hataratmenetet véve a ([2.5)
egyenlotlenséghol kapjuk, hogy az x értéktdl fiiggetleniil

1f(z) = fi(z)] < i ar < &,V € M,
k=l+1

ha [ > jo. Ez pontosan azt jelenti, hogy f. egyenletesen tart f -hez. O

> sin kx

2.83. Példa. A ]; =

sor egyenletesen konvergens R-en, ugyanis teljesiil, hogy

sin kx
12

> 1
gk%, aholzﬁ<oo.
=1
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2.4.1. Hatvanysorok

2.84. Definicié. Egy c;27,z € R,¢; € R,j = 0,1,2... tagokbdl all6 figgvénysort hat-
vanysornak neveziink.

2.85. Megjegyzés. A hatvanysor tagjai folytonos fliggvények.

Fontos kérdés, hogy egy hatvanysor mely x értékekre konvergens, illetve egyenletesen
konvergens. Ennek tisztazasahoz vezetjiik be a kovetkezo fogalmat.

2.86. Definici6. Az (ay), oy valés szamsorozat limesz szuperiorjdn azt a legnagyobb valés
szamot (vagy végtelent) értjiikk, amelyhez az (ay), .y valamilyen részsorozata konvergal.
Ezt lim sup ag-val jeloljik.

Hasonlban, az (ax),oy valos szamsorozat limesz inferiorjdn azt a legkisebb valds sza-
mot (vagy végtelent) értjitk, amelyhez az (ay),.y valamilyen részsorozata konvergal. Ezt
lim inf az-val jeloljiik.

ke

Az alabbiakban felsorolt allitasokat nem bizonyitjuk.
2.87. Megjegyzések. (1) Mindig létezik limesz inferior és limesz szuperior.
(2) Ha lim (ay),cy 1étezik, akkor
lim (ag), ey = limsup az = lim inf ay,.

(3) limsup ag, = klim [sup {ak, ars1, .-}
— 00
2.88. Tétel. Jelilje R a kovetkezd mennyiséget!

m, ha limsup {/|cx| € (0, 00)
R:=10, ha limsup {/|cx| = o0

00, ha limsup {/|ck| = 0.

o0
Ekkor |z| < R esetén a Y cxx® hatvinysor konvergens, |x| > R esetén pedig divergens.
k=0

Bizonyitds. Az allitas els6 felénél erésebbet igazolunk a kovetkezo tételben.
A mésodik rész bizonyitésara térve legyen x € R olyan, hogy |z| > R. Ez persze csak
akkor lehet, ha R # oc.

Ha R = 0, akkor limsup {/|cx| = 0o, azaz létezik az egyiitthatok egy (cx, ),y 1észsoro-

zata, amelyre lim §/|cy, | = oo.
Ekkor viszont lim §/|cy, | 2% = oo, azaz erre az x értékre (cklwkl>keN szamsorozat tagjainak

oo
abszolutértéke nem tart nullahoz, ami azt jelenti, hogy a Z cklxkl sor nem lehet konvergens.
j=1

Ha R > 0, akkor limsup {/|cx| = &, azaz létezik az egytitthatok egy (cy, ),y részsorozata,
amelyre lim {/|cy, | = &, vagyis a |z| > R feltevés szerint egy I indextl kezdve

W9ewah| = §lew 2] > 1,
o0

vagyis az el0z6 esethez hasonléan kapjuk, hogy a Z cklx’” sor nem lehet konvergens. [
j=1
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2.89. Tétel. Legyen 0 < Ry < R, ekkor a hatvinysor egyenletesen konvergens az Ry
sugari intervallumban.

Bizonyitds. A Weierstrass-kritériumot hasznaljuk. Legyen g; (z) = ¢;a7,7 = 0,1, ..., ekkor
95 ()] = |ea?| = les] |#7] < ley| B

A Tétel szerint azt kellene belatni, hogy a |¢;] Rﬂ tagokbdl allé sor konvergens. Vilagos

ekkor, hogy

limsup {/l¢;| By = Rolimsup f|e;| = 72 < 1.

amibdl a gyokkritérium alapjan kapjuk, hogy Z |cj] Rg konvergens. U
j=0
Koévetkezmény: A hatvanysor 0sszege folytonos a konvergenciaintervallum belsejében.
[e’¢) .’L'j
2.90. Példa. Konnyen kiszamithato, hogy az Z,—‘, hatvanysor konvergenciasugara
=0 J°
végtelen, hiszen

R zlimsupW:oo.

1
~ lim sup /1/n!

Ezért ez a hatvanysor R minden korlatos részhalmazan egyenletesen konvergens.

2.91. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitdasban midentitt a sor tagjainak abszolutértékét
becsiiltiik. Emiatt a tétel komplex szamokra is ugyanigy érvényes; ott konvergenciakorrol
beszéliink.



3. FEJEZET

Linearis leképezések

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X vektortér M C X részhalmazanak elemei
linedrisan figgetlenek, ha barmely véges sok M-beli elemre 3 a;x; = 0 < a; = 0. Gyakran

M-et nevezziik linearisan fiiggetlennek, nem pedig az elemeit. Azt mondjuk tovabba, hogy
M C X altér (vagyis X-nek altere), ha az X-beli miiveletekkel maga is vektortér.

3.2. Allitas. Egy vektortér linedrisan figgetlen elemeinek mazimdlis szdma eqyértelmi.

3.3. Definicié. Az X vektortér (algebrai) dimenzidjanak nevezziik az X-beli linedrisan
fiiggetlen elemek maximalis szaméat (véges vagy végtelen is lehet). Egy ilyen maximélis
linearisan fiiggetlen rendszert bdzisnak neveziink.

3.4. Definicié. Legyenek X és Y vektorterek, M C X pedig egy altér! Egy A: M — Y
leképezést linedrisnak neveziink, ha minden z1,zo € M és A € R esetén

o A (1’1 + ZEQ) = Al'l + AIQ,

o A ()\Il) = /\AZEl
3.5. Példa. Legyen X = R", Y := R™, tovabba A : R" — R™ linearis leképezés. Ezt
a linedris algebrdban adott {x1,xa,...,x,} CR" és {y1,y2,...,¥Ym} C R™ bazis esetén
azonositjak egy A matrixszal ugy, hogy A;j (ami az A matrix j-edik sordnak k-adik elemét
jeloli) az Ax), € R™ vektor {y1,¥2,...,¥m} bazis szerinti felbontasaban y; egyiitthatoja.

Ekkor a * matrix-vektor szorzast ugy definidljuk, hogy A * x := Ax. A fenti azonositast
A ~ A-val jeloljiik.

3.1. Linerais leképezések altalanos tulajdonsagai

Mivel a linearis leképezések fiiggvények, ezekkel végezhetiink fiiggvényekre vonatkozo
miveleteket. Ezeket definialjuk az alabbiakban.

3.6. Definicié. Legyenek X, Y vektorterek, és jelolje lin (X, Y') az 6sszes X — Y linedris
leképezések halmazat!

e Aclin(X,Y),B €lin(X,Y) esetén A + B-t (mint két fiiggvény Osszegét) igy
értelmezziik:
(A+ B)x = Az + Bz minden z € X-re.

e Az A € lin(X,Y) linedris leképezésnek a A € R szdmmal val6 szorzatat igy
értelmezziik:

(M) xz = A (Az) minden z € X-re.

e Az A, B € lin (X, X) linearis leképezések szorzatat (mint figgvények kompozicié-
jat) igy értelmezziik:

(AB) (x) = A(B (x)) minden x € X-re.
Vagyis ez egy kompoziciofiggvény: AB = Ao B.
33
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A fentiek szerint k € N esetén haszndljuk az A¥ = AA ... A jelolést.

Konnyen igazolhato a kovetkezo allitas:

3.7. Allitas. A fentiekben definidlt miiveletek esetén (A + B) € lin(X,Y) , A € lin(X,Y)
és AB € lin(X,Y) egyardnt teljesiilnek.

3.8. Tétel. lin(X,Y) vektorteret alkot az el6bbi elsé két mivelettel: az A és B kiozott
értelmezett dsszeaddassal és a A szammal valo szorzdssal.

3.9. Definicié. Ertelmezziik az alabbi specialis leképezéseket:

o [ XX, Ix=2x VeelX
e 0: X > X, 0r=0eX VrelX,

amelyekrol egyszeriien latszik, hogy linearisak.

3.10. Tétel. lin (X, X)-ben érvényesek a kivetkezdk:

(A+ B)C = AC + BC.

C(A+B)=CA+CB.

A(AB) = (M) B.

A fenti 0 € lin (X, X) leképezéssel 0A = A0 = 0 teljesil minden A € lin(X, X)
esetén, és ez az egyetlen ilyen tulajdonsagi leképezés.

A fenti I € lin(X, X) leképezéssel IA = Al = A teljesil minden A € lin (X, X)-

ra, €s ez az eqyetlen ilyen tulajdonsagi leképezés.

B Lo o~

R

Mivel a bizonyitas egyszerii, ezt nem részletezziik.

Emlékeztettiink ra, hogy a lineéris algebraban ugy definidljak az A, B € lin (X, X)
operatoroknak megfeleltetett A és B matrixok szorzasat, hogy A x B ~ AB teljesiiljon.

Tudjuk, hogy az inverz csak akkor értelmezhetd, ha a fliggvény injektiv. Erre szeretnénk
pontosabb feltételt linedris leképezések esetében.

3.11. Tétel. Egy A € lin(X,X) leképezésnek pontosan akkor van inverze, ha Az = 0
esetén x = 0 is teljesil, vagyis ha ker A = {0}.

Bizonyitds. Eloszor tegytk fel, hogy ker A = {0}. Legyenek z1,22 € X olyanok, hogy
Az = Azy. Ekkor persze A (x1 — x9) = 0, vagyis a ker A = 0 feltevés miatt 1 — xo = 0,
azaz T, = Ty teljesil, tehat A injektiv.
Most tegyiik fel, hogy A injektiv. Ekkor A0 = 0 miatt Az = 0 esetén esetén valéban
x =0 teljesiil, azaz tényleg ker A = {0}.
O

A fiiggvények inverzéhez hasonléan a fenti inverzre is az A~! jel6lést hasznaljuk.
Bizonyitas nélkiil emlitjiik a kovetkezo két allitast, amelyeket a tovabbiakban minden
kiilon hivatkozas nélkiil hasznélunk.

3.12. Allitas. Ha A € lin (X, X) injektiv, akkor A=' € lin(X,X) is teljesiil.

3.13. Allitas. Legyen A € lin(X,X) olyan, amelyhez létezik B € lin(X, X), dgy, hogy
AB = BA = I teljesiil. Ekkor A injektiv és A~ = B, vagyis B eqyértelm.
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3.2. Folytonos linearis leképezések

Linedris leképezések (operatorok) vizsgalatakor lényeges kérdés, hogyazok mikor lesznek
folytonosak. El6szor egy ehhez kapcsolodod, szamoldssal egyszerti modon ellendrizheto
fogalmat vezetiink be, majd igazoljuk, hogy ez tényleg ekvivalens a folytonossaggal.

3.14. Definici6é. Legyenek X és Y normalt terek és A : X »— Y linedris! Az A leképezést
korldtosnak nevezzik, ha van olyan ¢ € RT szdm, hogy minden = € D4 esetén

[Az|| < ||z

teljesiil.

3.15. Megjegyzés. Itt gyakran A : X »— Y tipusu linearis leképezésekrdl beszéliink,
mert a folytonossagra nézve komoly megkotést jelentene, ha a Dy = X feltevéssel élnénk.

3.16. Tétel. Legyen A : X — Y linedris. Ekkor a kévetkezd ekvivalencidk teljesiilnek:

A folytonos <= A folytonos a nulla helyen <= A korldtos

Bizonyitds. Az els6 ekvivalencia: Ha A mindenhol folytonos, akkor nyilvan a nullaban
is. Méasrészt, ha a nulldban folytonos, akkor tetszéleges z-re x,, — = esetén z, —z — 0,
vagyis Az, — Axr = A(x, — z) — 0. Az atviteli elv alapjan tehat valoban folytonos A az
x helyen.

A maésodik ekvivalencia: Ha x korlatos, akkor z,, — 0 esetén ||Ax,| < c||z,|| miatt
Ax, — 0 is fennall, vagyis A folytonos a nulla helyen. Forditva, ha A nem lenne folytonos a
nulldban, akkor valamilyen z,, — 0 sorozatra Az, - 0, azaz ennek egy z,, részsorozatara
| Az, || > 0 teljesiil valamilyen pozitiv ¢ esetén. Ekkor viszont nem teljesiilhet || Az, || <
¢||zn, || a sorozat elemeire semmilyen ¢ > 0 esetén, vagyis A nem lehet korldtos sem. [J

3.17. Példa. Legyen X := C'[0,1], a szokésos 6sszeadéssal és skalarral val6 szorzassal,
valamint az || f|| = maxp | f| norméaval! Legyen

Af:=f Da={f€Cl0,1]: f € C[0,1]}.

Nyilvanvalo, hogy A : X »— X, és belatjuk, hogy nem folytonos.
Tekintstik ehhez az f; (t) = %B*jt, j € Nt € [0,1] fiiggvényeket, amelyeknek normaéja
Ifi O = % Kovetkezésképp li}n I ;1] = 0.
Tovabba
IAfj]l = sup |[e7] =1.
t€(0,1]
Eszerint a fenti A operdtor nem folytonos (hiszen egy nulldhoz tart6 sorozat esetén annak
képei mind egy normdjiak), de linedris.

A fenti probléma véges dimenzids X esetén nem fordulhat el6, amint a kévetkezo allitas
mutatja.

3.18. Allitas. Ha A € lin(R*,R™), akkor A folyonos.

Bizonyitds. Legyen A az a matrix, melyre A x x = Ax. Megbecsiiljik || Ax|| értékét ugy,
hogy felhasznaljuk a valés pi,pa, ..., pn €8 q1,qo, ..., ¢, szamokra érvényes

(P1qy +p2ga+ - @) < (P45 + -+ P2NGE + @5+ + )
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egyenlotlenséget. Ezzel tehat
m m n

|Ax||* = A x| =Y (21 + @z + - + ax,)> < D> a3 D 1) =

j=1 j=1k=1 k=1
) m n
- ”X” Z Z a?k’

j=1k=1
vagyis mindkét oldalbél gyokdt vonva kapjuk, hogy a c = >° 3 a?k valasztéassal
j=1k=1
[Ax|| < x|
gy A korlatos, vagyis a m Tétel szerint folytonosnak is kell lennie. O

3.19. Definicié. Legyen X, Y normalt tér, A € lin (X,Y) és korldtos. Legyen az A
operator normdja a kovetkezo:
[All := sup {[| Az - [[=]| = 1} .
Megjegyezziik, hogy ha A korlatos, akkor a jobb oldal valéban véges, hiszen ||Az|| <

c||z|| = c-nek kell fenndllnia valamilyen ¢ € RT esetén, vagyis ||Al| < ¢ is teljestl.

3.20. Tétel. Legyenck X és Y normdlt terek, és tekintsik a korldtos, lin(X,Y)-beli
operdtorokat az dsszeaddssal és szammal valdé szorzdssal, valamint az elobb értelmezett
normdval. Ez normdlt teret alkot, amelyre az B (X,Y) jelolést haszndljuk.

Bizonyitds. Belatjuk eloszor, hogy a norma tulajdonsdgai teljesiilnek. A fenti megjegyzésbol
latszik, hogy ||A[| > 0.

1. Nyilvan [|A|| > 0 és A =0 esetén ||Al| = 0. Forditva: ||A|| = 0 esetén tetszdleges
0 # x € X esetén az ﬁ vektorra, amelynek norméaja egy, teljesiil, hogy

o[ ()| = vt

Vagyis tetszoleges x € X-re Ax = 0, tehat A valéban nulla.
2. Legyen most A\ € R tetszoleges! Ekkor

IAA] = sup {{|(AA) =[] : [lz]] = 1} = sup {[A] - [|Az][ - [l«]| = 1} =
= [Al-sup {[[Az]| - [l=f| = 1} = A - [|A]]
3. Végil a haromszog-egyenldtlenséget igazoljuk.
A+ Bl = sup {[[(A+ B) x| : ||z = 1} =
= sup {[|[Az + Bz| : [[«]| = 1} <sup {||Az[| + | Bz : [Jzf| = 1} <
<sup {|[Az|| - [lz]| = 1} + sup {|| B« |[z[| = 1} = [[A]l + [| B]
O

3.21. Tétel. Legyen A € B (X,Y). Ekkor minden x € X esetén teljesiil az || Al - ||x| >
|Az|| egyenldtienség, tovdbba

|Al = min{c>0: [|Az|| < c|lz| Vze X}.
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Bizonyitds. Felhasznalva, hogy = # 0 esetén ”iiUH = 1, az operatornorma definiciojat
atirhatjuk a kovetkezoképpen:
Ax
| Al :sup{”H:O#xeX},
edl
[l Az ||

azaz minden x # 0 vektor esetén || Al > , amibdl ||x||-szel val6 szorzassal kapjuk az

[l
|A]l - ||z|| > ||Az|| egyenlStlenséget, ami persze = = 0 esetén is teljestl.

Tudjuk tehat, hogy maga ||A]| is olyan ¢ érték, amelyre ||Az|| < c||z||, vagyis teljesiil,
hogy
(3.1) Al > inf{c > 0: || Az| < c|jz|| Ve X}.
[[Az]]

lll

Masrészt, ha ||Az|| < c||x|| teljesill minden x € X esetén, akkor x # 0 esetén <cis

igaz, sOt, emiatt

A
14 = sup 1420
2P el

Ekkor a jobb oldalon szereplé ¢ értékek infimumanadl is kisebbegyenl6 lesz || A||.
Ezt a (3.1) egyenl6tlenséggel Osszevetve kapjuk tehat, hogy
Al =inf{c > 0:||Az| < c|lz|| Yz € X},

és mivel maga || A|| is megfelel c-nek, ezért ez egyszersmind minimum is.

O
3.22. Tétel. Ha X normdlt, Y pedig teljes normalt tér, akkor az (X,Y") normdlt tér

is teljes.
Bizonyitds. Legyen (A;);y Cauchy-sorozat az % (X,Y) normalt térben, vagyis minden
e > (0-hoz van olyan ky € N, hogy 7,k > ko esetén
Be kellene latni, hogy van olyan A € #(X,Y), amelyre lim [|4; — A|| = 0.
J

Legyen z € X tetszOleges rogzitett elem! Tekintsitk az (A;x),.y Y-beli sorozatot!

Vegyiik észre, hogy j, k > ko esetén
[Ajz — Apz| = [[(A; = Ap) zf| < [[A; — Agll lz]| < el]]

azaz a fenti sorozat Cauchy-tulajdonsagu.
Mivel az Y tér teljes, azért az (A;x),.y sorozatnak létezik limesze, amellyel legyen

Az = lim Ajx.

Jj—00
Nyilvan most
A(l‘l + IL’Q) = llm Aj(l‘l + $2) = hm AjIl + hm Ajl’g = AIl + Al‘g,
j—o0 j—o0 j—o0

és hasonldan
Az = lim Aj z = A lim Ajz = Nz,

j—00 j—00
vagyis a fentiekben definialt A linearis. SOt, mivel (Aj)jeN Cauchy-sorozat, ezért korlatos
is (egy C fels6 korlattal), vagyis

1Azl = lim |42} < Cll,

tehat A maga is korlatos.
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Rogzitett ¢ > 0 esetén a fenti ky indexet valasztva érvényes tehat, hogy a j, | > ko
indexekre

[Ajz = A < [|A; = Aill[jz]| = ll=[],

azaz lim Ajx = Ax miatt egyuttal
Jj—00

(A = Apz]| = [|Az — Ajz]| < ef|«]

is igaz, tehat a m Tétel miatt ||A — A;|| < e teljesiil. Ez viszont azt jelenti, hogy

llim A; = A &ll fenn, amivel a teljességet igazoltuk.
—00

O



4. FEJEZET

Derivalas és alkalmazasai

Emlékeztetiink ra, hogy egy f: R — R fiiggvény pontosan akkor differencialhaté egy
xo € Dy pontban, ha a

T—rx0 €xr — xo
hatarérték létezik, és ezt nevezzik az f fiiggvény xo-beli derivaltjanak (jelolése: f' (xg)).

Vezessik be az

(4.2) e(x) =
mennyiséget, azaz ekkor

()= f(zo) = ' (x0) (z — ) + € (2) (x — x0),
ahol a (4.1)) és (4.2)) formuldk szerint IlLrgO e(z) = 0. Ezt az egyenl6séget fogjuk altalanositani

normalt terekre.

4.1. Definicié. Legyenek X, Y normalt terek, f: X »— Y, zy € int (Dy)! Azt mondjuk,
hogy f differencidlhaté az xy € Dy pontban, ha létezik A € # (X, Y) gy, hogy

f (@)= f(z0) = Az — 20) + 1 (2),

f(x) = f (o)

T — XTg

— f" (o)

ahol lim &) —gcvy.

T—xT0 llz—20]|

4.2. Megjegyzés. A definici6 X =Y = R esetben visszaadja a klasszikus definiciét.
4.3. Tétel. Ha f differencialhato xo-ban, akkor A egyértelm.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A, A € 2 (X,Y) olyanok, hogy az alabbi egyenléségek egy-
arant teljesiilnek:

f(z) = f(xo) = A(x —x0) +n ()
f@) = f(x0) = Az — mo) +1i(2) ,

ahol
lim M = lim ﬂ =0
v ||x — x| 2wl — @l

Beldtjuk, hogy A — A = 0. Legyen z € X tetsz8leges, tovabba a € R\ {0}.
Ekkor elég kis |a| értéket valasztva x = x¢+ a - z benne van x azon kornyezetében, ahol f
értelmes, azaz

0= (A—;l) (az) + (n —1n) (xo + az)
teljesiil. Ennek mindkét oldalat a-val osztva kapjuk, hogy
(4.3) 0= (A—ﬁ)z—l—(n—ﬁ) (xo + az) /a,
39
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ahol
H(U_ﬁ) (2o + a2) _ l(n —17) (xo + az)| _ [(n = 7) (zo + a2)| 2| =
a |a| |z = o]
e Y

—0, ha z—xo

Tehét a (4.3]) formuldban az a — 0 hatarértéket véve kapjuk, hogy (A — ;1) z = 0 teljestl

tetszoleges z € X esetén, vagyis A és A azonosak.
OJ

4.4. Definicié. Ha f differencidlhaté az zg-ban, akkor az A € Z (X,Y) korlatos linearis
operatort az f fligguény xo-beli derivdltjanak nevezzik, és f’ (xq)-lal jeloljik.
4.5. Megjegyzés. A fentick szerint f'(zo) € Z(X,Y), tovabba erre igaz, hogy
f(z) = f(zo) = [ (20) (x — 20) + 1 (2),
ahol lim &L — 0.

r—rxgL—T0

4.6. Példak. (1) Legyen sq: R™"™ — R™" az sq(A) = A? hozzéarendeléésel adott.
Kiszamitjuk ennek a derivaltjat az A helyen. A definiciot hasznaljuk az x = A+ S
és xog = A szereposztassal.

Ekkor az x — x( feltétel az S — 0 feltétellel ekvivalens. Nyilvan

sq(A+8) —sq(A) =(A+8)" — A2 = AS + SA+ 5%,

ahol
182

< Jjm 12020
ST =S¥ E)

S-S
ISI IS _ o s = o,
S—0

vagyis a definiciéban szerepld 7 fiiggvényként megfeleld az n (S) = S? hozzarende-
1éssel adott. Igy a derivélt az A helyen az S — AS + SA hozzarendeléssel adott,
azaz sq’ (A) [S] = AS + SA.

(2) Legyen by : R" - R az bs (x) = (Az,z) hozzarendeléssel adott, ahol (-,-) az
R"-beli skalaris szorzas, A € R"*" pedig egy adott matrix. Kiszamitjuk ennek is
a derivaltjat. Az el6z6 példahoz hasonld elven

ba(x+s)—ba(zx)=(A(x+s),x+s)— (Ax,z) =
=(Ax,s) + (As,x) + (s,8) = (s, Ax) + (s, A"x) + (s, 5),
ahol

s—0

2
lim 7l <lim —————
=0 [[s]| T s=0 5]

vagyis n fiiggvényként megfelel6 az n (s) = (s, s) hozzdrendeléssel adott. A derivalt
az = helyen pedig a kovetkez6 hozzarendeléssel adott linedaris fiiggvény lesz:

by () [s] = (s, (A+ A") z) ,
ami azonosithaté az (A 4+ A*) x vektorral.

4.7. Tétel. Ha f differencidlhato xo-ban, akkor f folytonos xq-ban.
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Bizonyitas. Felhasznalva az

f (@) = f () = [ (20) (x — w0) + 7 (2)
egyenldséget, belatjuk, hogy wlggo [f () — f (z0)] = 0. Egyrészt

I/ (z0) (x — xo)|| < ||f" (@o)]| | — zo]| = 0, ha z — .

Maésrészt @)l
n\x
[n ()] = Il — o]l |z — 2ol = 0, ha x — .

0

Tehat ' _ ,
Jim [1f (@) — F (@) = lim (I (@) (& — 20) + 7 (2]
. 12 . o
< Jim [ (2) (2 = @o) || + lim [ (z) ]| = 0.

4.0.1. A derivalas miivelete, miiveleti szabalyok

4.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy f és g differencidlhato xo-ban Ekkor f + g is differencidlhato
xo-ban, és
(f +9) (o) = f" (w0) + ¢ (w0) -
Tovabbd tetszileges A € R esetén \f is differencidlhato xg-ban és
(Af) (o) = A(f" (z0)) -

Bizonyitas. Mivel f differencidlhato xg-ban, ezért elég kis r; esetén f értelmezve van a
B, (z9) halmazon. Ekkor x € B,, (x() esetén

f (@) = f (@) = [ (o) (& — xo) + 1 (2) ,
ahol lim -2&_ — (.

r—x0 llz—20]|
Hasonlbéan: mivel g differencialhaté xg-ban, ezért elég kis ro esetén g értelmezve van a

B,, (o) halmazon. Ekkor x € B,, (x() esetén

g () =g (w0) = ¢ (x0) (x — o) + 2 (x),

ahol lim 2@ —
:cﬁ\onx xo|

Ezekbdl kovetkezik, hogy az r = min {ry, ro} valasztéssal x € B, (zg) esetén
[f (@) + 9 ()] = [f (w0) + g (z0)] = [ (w0) (z = x0) + ¢ (w0) (x — x0) + 1 () + 12 (w) =
= [f" (z0) + ¢’ (x0)] (z = w0) + [m1 (x) + 12 ()]

teljesiil. Tovabba mivel

m (z) I 12 (2)

lim = 07
w20 [l —zol| || — o
ezért
IRACETAGEN
=0 — o 7
ami definicié szerint éppen a tétel allitasat adja. O

4.9. Tétel. (a kompozicié figguény derivildsi szabdlya) Tegyiik fel, hogy X,Y, Z normdlt
terek, f: X —Y és g:Y — Z. Tegyiik fel, hogy f differencidalhato xo € X-ban és g
differencidlhato f(xo) € Y-ban. Ekkor a go f : X — Z fiigguény is differencidlhato xo-ban
és

(go f) (zo) = g (f (o)) [ (x0) € B(X,Z).
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Bizonyitds. Mivel f differencialhaté zo-ban, igy f értelmezve van egy B, (o) kornyezetben.
Legyen x € B,, (xy), ekkor

(4.4) f(x) = f(xo) = f' (w0) (x — x0) +m1 (),

ahol ll}m Hzl(x)H = 0. Mivel g differencidlhaté yo = f (z0)-ban, ezért értelmezve van y, egy
T—To

B, (yo) kornyezetében. Legyen y € B,, (vo); ekkor

(4.5) 9(y) =9 W) =9 (o) - (y = o) + 12 ()
teljesiil, ahol lim 2% — (. Mivel f folytonos z¢-ban, ezért a B, (yo) = B, (f (20))

r— on —zo|
kornyezethez van olyan 7, hogy x € B (z¢) esetén f (x) € B,, (f (z0)).
Legyen

Most = € B« (z9) esetén az y = f (m; Vélaszté;{sszl a kovetkez6 alaku:
9 (f (@) —g(f(20)) =g (f (x0)) - [f () — f (x0)] + m(f (2)).
Ebbe beirva az x € B,,, esetén is érvényes formulat, kapjuk, hogy
(g0 f)(x) = (gof) (o) =g (f (x0)) - [f (w0) (x — o) + m ()] + 12 (f (x)) =
=g' (f (x0)) - [J" (x0) (z — xo)] + [¢' (f (x0)) 1 () +m2 (f (2))]-
i=n(x)

A tétel igazoldsahoz azt kellene megmutatni, hogy lim ”;7(2)0“ = 0.
T—T0

Becsiilve eldszor n (x) elsé tagjat, nyerjik, hogy

lg" (f (o)) m ()] \M%ﬂ%»MWM@H:HJ(()WHm(N

[l = o] [l = o] [l = ol

— 0,

ha z — x(, mert ekkor az utolsé tényezo limesze definicié szerint nulla. Tehat elegend6
csak az W — 0 konvergenciat igazolni. Ehhez hasznaljuk a kovetkezo jelolést:

2 (@)l

e (y) — ||y2,y0||7 ha Y 7£ Yo,y € Brz (yO)
Oa ha Y = Yo

Léathatjuk, hogy ekkor £ :Y »— R, amit atrendezve adédik, hogy minden y € B,, (o)

esetén
2 (W)l =€ () [ly — voll ,

G @D _ (5 oy L) = o

Tudjuk, hogy f folytonos x¢-ban és e folytonos yo = f(zo)-ban, tehat li_)m e(f(x) =
T—To

vagyis

e (f (xg)) =0, ezért a fenti szorzat limesze nulla, ha a masodik tényez6 korlatos.
Ez viszont teljesiil, ugyanis az

f (@) = f(x0) = [ (20) (x — 30) +m1 (2)
egyenloség miatt

1f () = f (@)l < 1" (o) (& = wo)l| + Il ()| < [[f" (o)l - Nz = woll + [l ()]
vagyis
m ()

Iz = ol

1S () = f (o)l

[l = o

< 1 (o)l +



4.1. DIFFERENCIALHATOSAG RY — R™ FUGGVENYEKRE 43

. 41 m (x)
hol || f/ tett, és lim —1—~—2— = 0. O
ahol |[f' (o) rogzitett, és lim Tz — 0]

Egy allitas erejéig visszatériink a valos fiiggvények esetéhez.

4.10. Tétel. Legyen I C R egy nyilt intervallum, és f: I — R szigoruan monoton, foly-
tonos fiiggvény. Ha f differencidlhaté a € Dy-ban és f' (a) # 0, akkor f=' differencidlhaté
b= f(a)-ban és
/ 1
Y () = ———+—.
IO = 5

Bizonyitds. Mivel f szigorian monoton (névd), ezért f injektiv, tehat 1étezik f—1. Mivel
Dy = I intervallum, ezért a Bolzano-tétel szerint Ry = J is intervallum, sét, nyilt is, mivel
[ szigoriian monoton. Ekkor f~! értelmezve van b = f(a) egy kornyezetében, amelybdl

egy f(x) =y # b pontot véve

o) ot
' y—0b )-SR f@)=f(a)
=) —F~1(0) z—a

teljesiil, ahol y — b esetén = — a, és a szigori monotonitas miatt = # a. Vagyis (4.6])-ban
hatarértéket véve

N () R I O 1
lim y—b = lim [@=I@ ~ f(a)’
O
4.11. Példak. (1) f(z)=¢"z e R=1.

f szigortian monoton nd, mindenhol derivalhato, f' (z) = e*, Ry = (0,00) = J.
Tehat b > 0,b € J esetén

' )= (7)) = 5oy = v~ 3

fr )
(2) f(x)=sinz, [ := (—g,g)

f szigoruan monoton nové, derivalhaté, f'(z) = cosz. Ezért

S S 1 _ 1 _ 1
(f ) (=) fr(f~t(xz))  cos(arcsin(z)) \/1 — sin? (arcsin (z)) V1—2?’

tovdbba az f~! = arcsin jelolést szokds hasznalni.

4.1. Differencialhatésag R — R™ fiiggvényekre

Legyen ebben a szakaszban X := R", tovabba Y := R, azaz f : R" — R™ tipusu.

Megvizsgaljuk, mit jelent az, hogy f differencialhaté egy xo € R™ pontban.

Ha ez teljestil, akkor definici6 szerint 1étezik olyan A € # (R", R™) fiiggvény, hogy az
X valamely kornyezetében

(4.7) f(x)— f(xo) =A(x—x%x0)+n(x) és xlggo”xnfioﬂ =0

teljesiil.
Tudjuk tovabbé, hogy A-nak egyértelmiien megfeleltethet6 egy A-val jelolt R™*"-es matrix,
amelyre

(4.8) Ax—x¢)=A (x—xo).
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Az tehat a feladatunk, hogy meghatarozzuk A elemeit (szokasos mdédon a j-edik sor k-adik
elemét A, c-val jeloljiik).
ElSszor legyen m = 1, ekkor a (4.7)) és (4.8) formuldkbol azt kapjuk, hogy

(4.9) f(x) = f(x0) = A (x=%0) +7(x).
Valasszuk tgy az x vektort, hogy x = xq + d(0,...,0,1,0,...,0) alakd legyen, ahol csakis
a k-adik komponens nem nulla. Ekkor x — xy = §(0,...,0,1,0,...,0), és a fenti x — xg

feltétel azt jelenti, hogy 6 — 0, amit a (4.9) formuldba helyettesitve, majd d-val osztva
kapjuk, hogy
f(X0+5(07"'70a]—707"'70)) _f(XO)
)

ahol 0 — 0 esetén a két oldal hatarértékét véve a bal oldalon definicié szerint a k-adik
valtozo szerinti parcidlis derivalt jelenik meg, a jobb oldalon n tulajdonsagat hasznalva
pedig a masodik tag limesze nulla. Emiatt

f(xo+9d(0,...,0,1,0,...,0)) — f(x0)

0 "0 ||x — xof|

n(x)
[x — x|’

= Al,k +

Or [ (%0) = lim

Azt kaptuk tehat, hogy ha a fenti f : R” — R fiiggvény derivalhaté az x, pontban, akkor
Xo-beli derivaltja a kovetkezo matrixszal azonosithato:

A= [01f(x0) O2f(%0) - Onf(x0)]-
A fentiekben tehdt Oy f(x¢) jeloli az f figgvény xq helyen vett k-adik valtozé szerinti
parcidlis derivaltjat.
Most az altalanos f : R — R™ fliggvény derivaltjanak felirasdhoz hasznaljuk f-nek
azt az alakjat, hogy f(x) j-edik komponensét f;(x)-szel jeloljik, azaz
F0) = [f1(x) fo(x) .. fu(x)]"
Ekkor a derivalt (4.7)-beli alakjaban a jobb oldal j-edik komponense a kovetkezo:

(4.10) fi (%) = [ (%0) = A; - (x = %0) + 15 (%),

ahol A; az A métrix j-edik sora. Vagyis a fenti levezetést az x — f; (x) hozzarendeléssel
adott R” — R tipusu fliggvényre alkalmazva kapjuk, hogy

A;j = [01fj(x0) Oafj(%0) ... 9nfj(x0)]

Tehét az f'(xg)-lal azonositott matrix ez esetben

Oifi (x%0) Oofi(x%0) -+ Onfi(xo)

O fa (Xo) O fo (Xo) o Onfo (Xo)
A= : : o

O1fm (X0) Oofm (X0) -+ Onfm (X0)

A levezetés eredményeit foglaljuk 6ssze az alabbi tételben.

4.12. Tétel. Ha f = (f1, fo...[n) : R" — R™ figguény differencidlhaté eqy xo € R™ pont-
ban, akkor minden k-ra f, parcidlisan differencidlhaté minden vdltozéjaban, tovdbbd
I (x0) € B (R",R™) a fenti A mdtrizszal adhaté meg.

4.13. Megjegyzés. Ha f : R" — R parcidlisan differencialhaté xo-ban minden véaltozéja
szerint, abbol nem kovetkezik, hogy f differencialhatd is.
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4.1.1. Lokalis novekedés, fogyas, lokalis széls6érték

4.14. Definicié. Legyen f:R— R, a € int (D). Azt mondjuk, hogy
e f lokdlisan né a-ban, ha van olyan Bj (a) kérnyezete, hogy x € Bj (a) esetén

r<a=f(x)<f(a) é a<z= f(a)<f(x),

e [ szigorian lokdlisan nd a-ban, ha van olyan Bj (a) kérnyezete, hogy = € B;s (a)
esetén

r<a=f(x)< f(a) é a<z= f(a)<f(x),

o f lokdlisan csékken a-ban, ha — f lokalisan n6 a-ban,
o f szigorian lokdlisan csokken a-ban, ha —f szigortian lokalisan né a-ban.

4.15. Tétel. Legyen f differencidlhato az a € int(Dy) pontban.

Ha f az a pontban lokadlisan nd, akkor f'(a) > 0, és ha f'(a) > 0 teljesiil, akkor f az a
pontban szigorian lokdlisan no.

Hasonléan, ha f lokdlisan fogy az a pontban, akkor f'(a) <0, ha pedig ' (a) < 0 teljestil,
akkor f az a pontban szigoruan lokdlisan fogy.

Bizonyitds. Csak a névekedésre vonatkozé allitasokat igazoljuk, azokat — f-re alkalmazva
az utolsé két allitds automatikusan adodik.

Tegyiik fel el6szor, hogy az f fliggvény az a pontban lokédlisan nd. Mivel f differencial-
hat6 a-ban, azért

- f@) = fla) _
<l ——"— f(a),
ami bizonyitja az elso allitast.
Tegytik fel, hogy f’(a) > 0. Ekkor tehat
_fx)—fla) _
1 _— =
lim ——— f(a) >0,

ezért van olyan § > 0, hogy 0 < |z —a|] < § esetén @)=/ - ( teljesiil. Ez viszont

r—a

pontosan azt jelenti, hogy az f fliggvény a -ban szigortian lokalisan né.
OJ

4.16. Megjegyzés. Fontos, hogy az el6z6 tételben milyen relacidjelek szerepelnek, mert
élsebb allitds egyik kovetkeztetés esetében sem igaz. Az f (z) = 23 hozzérendeléssel adott
fiiggvény 0-ban szigortian lokélisan né, de f'(0) = 0.

4.17. Definicié. Legyen f:R — R, a € int (D). Azt mondjuk, hogy f-nek a-ban

e lokélis minimuma van, ha a-nak van olyan Bj(a) kornyezete, hogy = € Bj(a)
esetén f (x) > f(a) teljestl,

e szigort lokélis minimuma van, ha a-nak van olyan Bs (a) kornyezete, hogy = €
Bs (a) \ {a} esetén f (x) > f(a) teljesiil.

4.18. Tétel. Ha f differencidlhatd a-ban és ott lokdlis szélséértéke van, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitds. Ha [’ (a) # 0 volna, akkor ott vagy szigorian monoton névekedne (f’ (a) > 0
esetén) vagy vagy szigorian monoton csokkenne (f’ (a) < 0 esetén), azaz nem lehetne
szélsGértéke. 0

4.19. Megjegyzés. A fenti kovetkeztetés megforditasa nem igaz, amelyre szintén példa
az f(x) = z3 hozzdrendeléssel adott fiiggvény az a = 0 pontban.
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4.1.2. Monoton novekedés és fogyas

4.20. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény egy I intervallumon

e monoton nd, ha minden xq,x9 € I, 11 < x5 esetén f(x1) < f(x9),

e szigorian monoton nd, ha minden x1,xy € I, 21 < x9 esetén f(x1) < f(x2),
e monoton csokken, ha —f monoton nd,

e szigoruan monoton csékken, ha —f szigorian monoton no.

4.21. Tétel. (Rolle-tétel) Tegyiik fel, hogy f : [a,b] — R folytonos és (a,b)-n differencidl-
hato, tovdbbd f (a) = f (b). Ekkor létezik olyan & € (a,b), amelyre ' (§) = 0 teljesiil.

Bizonyitas. Ha f konstans, akkor eleve igaz az allités.
Ha nem konstans, akkor I{léﬁi f # f(a) vagy r[mbr}l f # f(a) teljestil. Ahol nincs egyenl6-

ség, ott a megfelel§ szélséértéket (amely a Weierstrass-maximumelv miatt 1étezik) valami-
lyen & € (a,b) helyen veszi fel f, és ekkor a Tétel miatt f'(£) = 0 teljesiil.

U
4.22. Tétel. (Lagrange-féle kozépértéktétel) Tegyiik fel ismét, hogy f : [a,b] — R folytonos
és differencidlhatd (a,b)-n. Ekkor létezik & € (a,b), amelyre f' (§) = W teljestil.

Bizonyitds. Visszavezetjik a Rolle-tételre. Ertelmezzik a ¢ : la,b] — R fiiggvényt a
kovetkezd modon:
f () — [ (a)

Q(x):f(l‘)—ﬁ(x—a)-

Ekkor g folytonos [a, b]-n és differencidlhaté (a, b)-n. Nyilvanvaléan

b) — b) —
R A S R O R O R AL A
azaz a g figgvényre teljesiilnek a Rolle-tétel feltételei, tehat van olyan & € (a,b), hogy
9'(§) =0, azaz )
0=g©=r- U

amit atrendezve kapjuk a tételben szereplo allitast. O

(a—a)=g(a),

4.23. Tétel. Legyen I C R intervallum! f: I — R folytonos I-ben, tovdbbd differencidl-
hato int I-ben. Ekkor az alabbi kijelentések ekvivalensek:

e f monoton nd I-n.
o f'(z) >0 teljesil minden x € int I esetén.

Bizonyitds. Ha f monoton né, akkor minden x € int I esetén f’ (z) > 0 teljesiil.
Tegyitik fel forditva, hogy f’'(x) > 0 teljestl az int I halmazon! Ekkor =i,z € I,
r1 < x9 esetén a Lagrange-kézépértéktétel alapjan van olyan £ € (x1, z2), amelyre

To — X1
Ezt xo — x1-vel szorozva nyerjiik a tétel allitasat. 0

4.24. Megjegyzés. Azt hihetnénk, hogy f szigori monoton noévekedése ekvivalens f’
szigori pozitivitdsaval, pedig ez nem igaz. Ugyanis az f (z) = 2® hozzdrendeléssel adott
valds fiiggvény szigortian monoton né, ugyanakkor f'(0) = 0.

4.25. Allitas. Ha a fenti tétel feltételeivel f' = 0 az I intervallumon, akkor ott f konstans.
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Bizonyitas. Most f' > 0 az [ intervallumon, azaz itt f monoton névé. Hasonléan —f/ > 0
az I intervallumon, azaz itt —f is monoton névo, tehat f monoton csokkeno is. Mindent

egybevetve valoban azt kaptuk, hogy f konstans.
O

4.26. Tétel. Legyen I C R intervallum! f: I — R folytonos I-ben, tovdbbd differencidl-
hato int I-ben. Ekkor az alabbi kijelentések ekvivalensek:

e f szigorian monoton né I-n.
o f'(x) >0 teljesil minden x € int I esetén, és I-nek nincs olyan J részintervallu-
ma, ahol ' =0.

Bizonyitas. Tegytik fel el6szor, hogy f szigorian monoton né az I-n. Ekkor monoton névo
is, vagyis a [4.23) Tétel szerint f’ () > 0 teljesiil minden x € int () esetén.

Ha lenne olyan (c,d) C I intervallum, hogy f’|,a = 0, akkor a Allitas értelmében
fl(c,ay konstans volna. Ez ellentmond annak, hogy f szigortian monoton né.

Ha f’ > 0 az int [ intervallumon, akkor a |4.23| Tétel értelmében f monoton névé I-n.
Ha f nem szigortian monoton novo lenne, akkor volna két xq,x9 € I, 21 < x5 pont, ahol
f (z1) = f (x9). Ekkor viszont f monoton névo tulajdonsdga miatt f konstans lenne az
(1, x9) intervallumon, azaz derivaltja itt nulla volna, ami ellentmond a feltevésnek. [

4.2. A parcialis derivaltak tulajdonsagai

A fentiekben megmutattuk, hogy irhaté fel egy f : R" »— R fiiggvény derivaltja, ha
az létezik. Az azonban, hogy egy f fliggvény parcidlis derivaltjai 1éteznek egy x pontban,
nem feltétleniil elég ahhoz, hogy f’(x) értelmes legyen.

4.27. Példa. Legyen f : R? — R? az aladbbi hozzarendeléssel adott:

f = o b =0
1 egyébként.

Kénnyen lathaté, hogy 01 f(0,0) = 02f(0,0) = 0, azaz f-nek léteznek 0-ban a parcidlis
derivaltjai, azonban még csak nem is folytonos 0-ban.

Tehat f'(x) létezéséhez valamilyen extra feltételre van szitkségiink.

4.28. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f :R" »— R fligguény dsszes elsérendi parcidlis deri-
valtja létezik az x* € R™ valamely kérnyezetében, és ezek folytonosak x*-ban. Ekkor f
differencidlhato x*-ban.

*

*) egy kornyezetében fekvé x = (x1,xa,...,z,)

Bizonyitds. Nyilvan x* = (z7,23,...,x
pontra teljesiil, hogy
(4.11)

fx) = f(x) =

:f(xlwr%"'?xn)_f(x>{7x27"'7xn)+

@ ma, o ma) = (25,25, ma) e f (22 w) = f(a 1))
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Itt a Lagrange-kozépérték-tétel értelmében alkalmasan valasztott, x; és z] kozt levd &;
esetén (i =1,2,...,n) teljestl, hogy

fxy, @, .o xy) — f (2,20, 2n) = (21 — 2))01 f (&1, 22, . .., )

fal,xo, ... xy) — f (27,25, ..., x) = (xe — x5) 0 f (27, &2, . .., Tp)

flal,as, oo xy) — fay,xd, . x)) = (z, — 2O f (2], 25, .., &n)-
Ezt behelyettesitve a (4.11]) formulaba kapjuk, hogy
fx) = f(x) =
= (:L‘l - xi)alf(ghx% cee al‘n) + (xQ - $§)82f($y1‘, §2a s 7xn)+
ot (g — 20O f (2], 25, ..., &) =
= (vy —a)o f(al, x5, ..., 2)) + (v2 — 25)Oa f (a7, 25, ... 20 )+
st (T —2y) 0o f (2], 33, y) =
:(371 - $>{)(61f(51, L2s -+ >$n) - alf(aﬁax;v s 727:1))_'_
+ (xQ - I;)(an((L’T,fQ, s 7xn) - aZf(xTwr;? cee 7‘7";’;)) +..
+ (zp — x5 )(Onf (2], 25, o &n — Onf(a), x5, ... 2h)).
A tételben szerepl6 allitas igazolasahoz mar csak azt kellene latni, hogy (4.12)) mésodik
soraban szereplé tagok mindegyike kisrendli abban az értelemben, ahogy a derivalt defini-
cibjaban szerepld n fiiggvény.
Els6ként azt jegyezziik meg, hogy minden lehetséges j indexre |z; — 27| < [|x — x*[|, mert
a bal oldal a jobb oldalon szerepl6 vektor j-edik komponense. Masodszor pedig x — x*
esetén biztos, hogy §; — 7 is teljesill, azaz a parcidlis derivaltakra vonatkozo folytonossag

(4.12)

miatt
xlgg Of(&,xe, ... xy) — O f(x],x5,...,2) =0
xlgg* 02f<x>{a §2a s 71:71) - 82f($>{,l’§, s 7:17:1) =0
lim, Onf(ay,ah, ... & — Onf(al, a5, ... x)) =0.
Ekkor tehat
lim Lﬂ(@ fl&,x x,) — O f (2], 25 z;)) =0
et X—X*“ 1 1,42y dn 1 1242y -0bn)) —
. Ty — T3 * %% *
xlig(l* X—7X*2|| (82f<33'1, §27 R 7:Cn> - an(xlax% SR 7.%'”)) =0
xligcl* x — X*“ (8nf(x17 1'2, ce 7671) - anf(zlﬂ 1'2, e 7$n)) = 07
vagyis (4.12)) masodik sordban szerepl6 tagok mindegyike valéban kisrendii. O

4.29. Megjegyzés. A tétel feltétele elegendd, de nem szitkséges f differencialhatésagahoz.

4.30. Tétel. Legyen f = (f1,f2y---s [fn) : R"—R"™(m > 1). Ekkor az alabbi dllitasok
ekvivalensek:
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o f differencialhato xq-ban.
o Minden j € {1,2,...,n} esetén f; : R" »— R differencidlhato x-ban.

Bizonyitas. Ha f derivalhaté xg-ban, akkor
o n(x)
— = — hol lim ———— =10
00~ f (o) = Alx—x0) 47 (x). ol Jim T
teljesiil az n = (1, m2,M3, - - ., nn) fliggvényre. Ez pontosan azt jelenti, hogy minden j €
{1,2,...,n} esetén
fi (%) = fi (x0) = Aj (x = x0) + 15 (x)

ahol
@11 Q2 - Qin
Q21 Q22 - Q2p
A=
Am1 Am2 - Amn

Ez viszont épp azt jelenti, hogy tetszdleges f; koordinatafiiggvény derivalhat6 xo -ban. [

Kovetkezmény: Ha az el6z6 tétel feltételeivel Oy f; 1étezik x, egy kérnyezetében és
folytonos xg-ban minden j, k € {1,2,...,n} esetén, akkor f differencidlhaté xq-ban.

4.31. Definicié. Legyenek X, Y normélt terek, f: X — Y. Tekintsiik az 0sszes x € X
pontot, melyben f differencialhato! Azt a fliggvényt, amely az ilyen x € X ponthoz az
f'(z) € (X,Y) derivédltat rendeli, f (els6) derivdlt figguényének nevezzik; jele f'.

Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté az Q2 C X halmazon, ha Q C D(f"). Azt mondjuk,
hogy [ folytonosan differencidlhaté az Q@ C X halmazon, ha f’ folytonos €2-n.

4.2.1. Magasabbrendii differencialhatésag A valés analizisben szokasos jelolés-
hez hasonlban a fenti jeloléseket hasznalva egy f fiuggvény f’ derivaltfiiggvényének deri-
valtfiggvényét f”-vel jeloljik, azaz

" (o) == (f") (x0) -
4.32. Megjegyzés. Gyakran beszéliink -beli folytonos derivdlhatosagrol is. Ez akkor
teljesiil, ha f’ folytonosan kiterjeszthet6 Q-rol az €2 halmazra.
4.33. Definicié. Legyen f :R"»— R™ tipusu fliggvény. Ha valamely j-re a 0;f fiigg-

vény a k-adik valtozéja szerint parcialisan differencialhatéd egy x € R™ pontban, akkor
értelemszertien

Or0;f (%) = [0k (0;)] x.
Hasonlban értelmezhetok az f fliggvény magasabb rendii parcidlis derivaltjai is.
Vajon igaz-e a fenti esetben, hogy tetszéleges 1 < j, k < n esetén 0;0,f = 0x0;f
teljesiil? Altaldban nem, amint a kdvetkezé példa mutatja.
4.34. Példa. ,
ay
fla,y) = @A ha (z,y) # (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0).
Ekkor 010 f (0,0) = 0, de 0201 f (0,0) = 1. Az eredmények nem trividlisak, kiszamitdsukat
nem részletezziik, csak az elsérendli parcialis derivaltakat adjuk meg:

y5*332y3
O f (z,y) =4 @+ ha (z,y) # (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0),
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S ha (x,y) # (0,0)

Oof (2.y) = 4 @HF
2f (2:9) {o, ha (2,5) = (0,0).

Olyan, konnyen ellenérizheto feltételt adunk meg, amellyel a parcialis derivaltak felcse-
rélhetdsége mégis teljesiil.

4.35. Tétel. (Young-tétel R?-b6l R-be képezd fiigguényekre)
Legyen f:R? — R, melyre (zo,y0) € Dy C R? pont kirnyezetében létezik 0105f és Da01 f,
és folytonosak is a (xq, yo)-ban. Ekkor 0105 f (xo, o) = 0201 f (To,Yo)-

Bizonyitds. Definidljuk az alabbi hozzarendeléssel adott F, G : R »— R fliggvényeket:
F(x):=f(z,y) = f(r,50)  G):=f(,9) — [ (20,9).

Ezek az xg, illetve yy egy-egy olyan kornyezetében értelmesek, amelyeknek Descartes-
szorzata D y-beli.
Osszevetve az F és G fiiggvényeket kapjuk, hogy

(4.13)  F(x) = F(xo) = f(z,y) — f(2,50) — [(x0,y) + f(w0, %) = G (y) — G (o),

Alkalmazzuk el6szor a Lagrange-kozépértéktételt az F' és G fuggvényekre! Eszerint van
olyan & € (x,zy), hogy

F(x) = F(xo) = F'(§) (z — m0) = [01f (§,9) — 01 (& 90)] (z — o).

Hasonl6an, van olyan n € (y,yo), amelyre

G(y) =G (yo) =G () (y —vo) = [0of (x,1) — Oof (x0, )] (¥ — %0)
ezért a egyenlOség miatt

[01f (& y) — Ouf (& 90)] (x — o) = [Oaf (x,1) — Oof (x0,m)] (Y — Y0) -

Ismét alkalmazva a Lagrange-féle kozépértéktételt az y — 01 f (§,y), illetve az x +— s f (x,7)

hozzarendeléssel adott fiiggvényekre, kapjuk, hogy van olyan E € (z,xp), illetve 77 € (y, yo),
amelyekre

02 (OLf) (§,m) (y — yo) (x — x0) = 01 (Oaf) (57 77) (z —0) (¥ — wo) ,

amibl 0y (91f) (€,7) = 01 (0f) (&) adédik.

Tudjuk, hogy 010of és 0,0 f folytonosak (xg,yo)-ban, tovabba (x,,y,) — (%o, yo)
esetén &,, &, — To €S Ny, M — Yo is teljesiil a fentiekben valasztott &,, &, nn, N értékekre.
Ezért

8281f(1‘07 yo) = lim )8231f(§m 7%) = lim 0105 (an, Un) = 8182f($07 ?/0)7

xmyn)—>(f€07yo -Z'nayn)_>($07y0)

ahogy a tételben allitottuk. O

Kovetkezmény: Ha f:R"™ — R olyan, hogy az 6sszes mésodik parcidlis derivéltja
létezik xy egy kornyezetében és folytonos zo-ban, akkor 0;0 f (o) = 0k0; f (o).
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4.3. Bilinearis operatorok

Lattuk, hogy ha egy f : X — Y fliggvény masodik derivaltja xy-ban létezik, ak-
kor f"(xg) € B (X, % (X,Y)). Ez utébbi teret azonban nehéz elképzelni, ezért elemeit
Osszefiiggésbe fogjuk hozni az X x X-bdl Y-ba képez6 valamilyen operatorokkal.

4.36. Definicid. Legyenek X, Y vektorterek, ekkor jelolje (X X Y, || - ||xxy) azt a normalt
teret, amelynek alaphalmaza a {(x,y)|z € X,y € Y} Descartes-szorzat, a rajta értelmezett
miiveletek a kovetkezok:

o Osszeadas: (z1,y1) + (@2, Y2) = (1 + T2, y1 + Y2),
e )\ € R szdmmal valé szorzds: A (zy,y1) = (Az1, Ayr),
tovabba a norma kovetkezd:

2 2
I, Yy = V2l +[lylly

4.37. Allitas. A fenti definicié értelmes, azaz X x Y a fenti miveletekkel vektortér,
tovabbd ezen || - || xxy valdban norma.

Bizonyitds. TetszOleges A, i € R szdmokra és (x1, y1), (22, y2) € X X Y vektorokra teljestil,
hogy
A1, y1) + @2, y2) = (Az1, Ayr) + (e, py2) = (Az1 + pae, Ay + pye),

ahol az els6 komponens X-beli, a masodik Y-beli, azaz A(x1,y1) + p(za, y2) € X X Y. Ezzel
belattuk, hogy X x Y a fenti miiveletekkel valoban vektortér.

Vildgos, hogy || (z,9) |l xxy = v/ lzl% + llyll;- > 0, s6t pontosan akkor lehet nulla ez,
ha a gyokjel alatt szereplo négyzetosszeg mindkét tagja nulla, vagyis ha z = y = 0, tehat

a (0,0) € X XY elem esetén. Azt is egyszeriien kapjuk, hogy tetszéleges A € R szamra és
(z,y) € X x Y vektorra

I 9) ey = [0 M) lxr = R l2l3 + XylF =

= A ll2l% + Tyl = A, w) ]l

A haromszog-egyenlétlenséget nem igazoljuk. 0

4.38. Megjegyzés. Mas normat is lehetne definidlni az alaphalmazok Descartes-szorzatan,
példaul az ||z, y|| := [|z|lx + ||ylly egyenléséggel szintén normat kapnank.

A tovabbiakban gyakran elhagyjuk a normalt terek emlitésekor a megfelelé norméak
jelolését.
4.39. Definicid. Legyenek X, Y, Z normalt terek, tekintsiik az X x Y vektorteret! Egy
A: X xY — Z operétort bilinedrisnak neveziink, ha minden rogzitett = € X esetén az
y— A (z,y) hozzarendeléssel adott Y — Z operdtor linedris, tovabba minden rogzitett
y €Y esetén az x — A (z,y) hozzarendeléssel adott X ~ Z operator is linedris.

4.40. Megjegyzés. Konnyen igazolhatd, hogy az X x Y-bdl Z-be képezd bilinearis
operatorok vektorteret alkotnak a kovetkezé miiveletekkel:

o (A+ B)(z,y) = A(z,y) + B(z,y),

4.41. Példak. (1) Legyen A € R™™ adott méatrix. Ekkor az (z,y) — (Az|y) >
hozzarendeléssel adott R x R™ — R tipust operdtor bilinedris. Itt (- | -) az R™-beli
skalarszorzatot jeloli.
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U
U1

(2) Az ((u1,us), (v1,v2)) — Det (

rator szintén bilinedris.

32> hozzarendeléssel adott R? x R? — R ope-
2

(3) Hogy néznek ki az R x R — R tipust bilineédris operdtorok?
Ha A ilyen, akkor a bilinearis tulajdonsag miatt

Alz,y) =z - A(l,y) = zy - A(1, 1),

vagyis egy R x R — R tipusu bilinearis operatornak tugy kell kinéznie, hogy az
(x,y) parhoz a komponensek szorzatdnak konstansszorosat rendeli hozza.

Bilinedris operatorok folytonossagat jellemezziik a kovetkezdkben.

4.42. Tétel. Az A: X xY ~ Z bilinedris operdtor pontosan akkor folytonos, ha korldtos,

azaz ha van olyan ¢ > 0 konstans, amellyel minden (z,y) € X x Y N D(A) esetén
|A )| <cllzl - Iyl

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A korlatos. Beldtjuk, hogy A folytonos tetszbleges (x,y) €

c sz

|z — 2, || = 0, mind ||y — yy|| — O teljesiil. Fennall tovabba, hogy

| A, y) = Ay = | [A(2.9) = A@n,9)] + [A (@) = Alwa,m)]|| <
<A@ = 20| + | & @ = w0)]| < ez = zall - ol + ellzall - 1y — vl

Itt viszont a jobb oldal tart a nullahoz, azaz a sorozatfolytonossag elvét hasznalva belattuk,
hogy A folytonos.

Most tegyiik fel indirekt médon, hogy A nem korlétos! Ekkor minden n € N esetén
van olyan (z,,y,) € X X Y par, hogy

(4.14) |A (20, 30) | > 12 |zall - ynll
Legyen z, := m és Yy, = m Ekkor (Z,,y,) — (0,0), ugyanakkor (4.14) miatt
~ 1
A@n, G| > ™ el - gl = 1.
H H n? (|| - {|ynl
Vagyis A nem lehet folytonos, amivel indirekt médon belattuk az allitast. 0

4.43. Definici6. Legyenek X, Y, Z normalt terek, B : X x Y — Z korlatos, folytonos
bilinearis operator. Ekkor A norméajat igy értelmezzik:
IB| := sup {[|B (z, y)[| : || = L, [lyll = 15
A kovetkezo allitasokban lényeges, hogy mindeniitt olyan operatorokat vizsgalunk,

amelyek értelmezési tartomanya X x Y.

4.44. Allitas. A fenti definicié értelmes, azaz normdt definidl a folytonos X xY — Z
bilinearis operatorok halmazan, amelyre teljesil, hogy

Bl = min{c: |B (z,y)[ < cllefl -yl V(z,y) e X xY}.

Bizonyitds. Csak a bizonyitas elso felét részletezziik, az egyenléség ugyanolyan elven
igazolhatd, mint a korlatos linearis operatorok esetében.
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Nemnegativ mennyiségek szuprémuma is mindenképpen nemnegativ, tovibba pontosan
akkor nulla, ha || B (z,y)|| = 0 teljesiil minden (nem csak egy normaji) z € X ésy €Y
esetén, azaz ha B = 0.

Nyilvan teljestil még, hogy tetszoleges A € R esetén

[AB|| = sup {[|[AB (z,y)| : [[z]| = 1, ||yl = 1} =
= sup {[A[ | B (z, y)[| : [lz]l = L flyll = 13 = [A[1B]-
Végiil kapjuk, hogy
By + Bs|| = sup{[| B + By (z,y)|| : [J«f| = 1, [ly]| = 1}
< sup {[|Bu(z, y)l| + | Ba(z, y)|| < ||zl = L, [lyll =1} <
< sup {[|Bi(z, )|l : I=ll = L, [lyll = 1} + sup{[| Ba(z, p)| : |z} = L, |lyll = 1}
= Bl + | Bl
vagyis a haromszog-egyenlotlenség is teljestil. 0
4.45. Tétel. Tekintsik az X XY — Z korldtos bilinedris operdtorokat az el6bb bevezetett

osszeaddssal és skaldrral valo szorzdssal, és veqyiik hozzd a fenti normdt. Ekkor eqy normdlt
teret kapunk.

Az allitast nem bizonyitjuk, az egyszertien adddik a definiciokbol.

4.46. Tétel. Legyenek X, Y, Z normdlt terek, A € B (X, B (Y,Z)). Ertelmezzdk az
A: X XY — Z operdtort a kévetkezd modon: A (z,y) == (Azx)y. Ekkor A: X xY — Z
korldatos bilinedris operator.

Bizonyitds. A fentiek szerint Az € B(Y, Z), azaz (Az)y € Z, vagyis A valoban X xY — Z
tipus. ) .

Belatjuk el6szor, hogy A bilinedris operator. Az A operator definicioja és A linearitasa
miatt teljesiil, hogy

A ()\1I1 + /\QLL’Q, y) = [A ()\1$1 + /\21’2)] Yy = ()\1AI1 + )\QAIQ) Yy =
= A1 [(Az1) y] + A2 [(Az) y] = A A (z1,9) + A2 A (z2,9)

valamint hasonldéan

Az, My + Xaye) = (Ax) (Miyn + Aoyo) = M (Az) yit+-Xo (Az) yo = MA (2, 11)+ XA (2, 12)

vagyis A valéban bilinedris.
Belatjuk végiil, hogy A korlatos. Most A és Ax korlatossdga miatt teljesiil, hogy

|A @, y)| = I(Az) yl| < Azl - lyll < 1A] - =] - w1l

kovetkezésképp A maga is korldtos, tovabba Hﬁ” < |IA]l-

U

Ezt az eredményt is felhasznalva az 2 (X, B (Y, Z))-beli operatorok karakterizacijat
mondja ki a kévetkezo tétel.

4.47. Tétel. Legyenek X, Y, Z normdlt terek, A € B (X, B (Y, Z)). Ekkor az A(z,y) =
(Ax)y,z € X,y €Y hozzarendeléssel értelmezett A X XY — Z operdtor bilinedris.

Forditva: minden A : X XY — Z korldtos bilinedris operdtor a fenti alaki, azaz létezik
pontosan eqy A € B (X, B (Y, Z)) operdtor, amelyre A (x,y) = (Ax)y.
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Bizonyitds. Az elsé allitast az el6z6 tételben beldttuk.
Tegyiik most fel, hogy A : X x Y — Z korlatos bilinearis operator. Tekintsiik tetszoleges,

rogzitett © € X esetén az A, 1 Y — Z, A.(y) = A(z,y) operatort. Ez nyilvan linedris,
masrészt korlatos, mert A korlatossaga miatt

140 1 = o] = | (ol ) Dol o] < 4] Bt = (1] bt
amibol kovetkezik, hogy
A€ B(Y,Z) & Al < |[A] -]

Ez viszont azt jelenti, hogy az x — A, € A(Y, Z) hozzarendeléssel adott (nyilvan linedris)
operator egyuttal korlatos is, st az

4] < || 4]
becslés is teljestl. 0

4.48. Megjegyzés. Az eléz8 két tételbsl kapjuk, hogy Al = |4

(Ax)y képlet linedris normatart6 leképezést definial a folytonos X x Y — Z bilinearis
operatorok és # (X, B (Y, Z)) kozott.

‘, vagyis a ﬁ(x,y) =

4.3.1. Multilinearis leképezések - magasabbrendii derivaltak értelmezése

4.49. Definicié. Legyenek X, Xo, ..., X,,, Z vektorterek. Egy X; x Xo x --- x X, = Z
leképezést multilinedrisnak neveziink, ha minden koordinatajaban linedris (a tobbi koordi-
natat rogzitve).

4.50. Definicié. Legyenek X, X, ..., X,,, Z most normalt terek. Ekkor az

A X1 x Xg x -+ x X,, = Z multilinearis leképezést korlatosnak neveziink, ha van olyan
¢ € RT szam, amellyel

A (21,22, )| < el laall -+ - [l
teljestil minden (z1, 29, ...,2,) € X3 X Xg X -+ X X, esetén.
4.51. Példa. Ha X; = X, =--- = X,, = R", akkor az
(21,22, ...,x,) — det [z 22 ... x9]

hozzéarendeléssel megadott leképezés multilinearis (vagy n-linedris), ahol a jobb oldalon a
megadott oszlopvektorokbdl dsszeallitott matrix determindnsa szerepel.

Bizonyitas nélkiil emlitjiik meg a kovetkezd fontos eredményeket.

4.52. Tétel. Eqgy fenti tipusu A multilinedris leképezés pontosan akkor folytonos, ha
korlatos.

4.53. Tétel. Egy fenti tipusi A multilinedris folytonos operdtor dltaldnos alakja

A(xy, 0,5, .. xn) = (Azy) 2) 25, ..., 20) , A € B(X1, B (Xs, ..., B (X0, 2))).

A maésodik derivalt értelmezéséhez legyenek X, Y normalt terek, f: X — Y. Ha
f differencidlhaté zo € X-ban, akkor f'(z¢) € 2 (X,Y), ezért f"(x0) = (f') (20) €
PB(X,B(X,Y)).
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Az " (z9) € B (X, % (X,Y))-beli operatornak a fentiek szerint egyértelm{i médon megfelel
egy A: X x X — Y folytonos bilinearis operator:

(4.15) A1, ) = ((f" (@) 21) 2,
ahol (z1,19) € X x X.
4.54. Példak. (1) Legyen X :=R™ Y :=R. Ha f’(a) létezik, akkor az

f'(a) < (01f (a),02f (a),...,0nf (a)) €R"
azonositast alkalmazzuk, amely megfelel egy
A (R" R) < R"

azonositasnak.

Ezek szerint f': R" — 2 (R",R) ugy is felfoghatd, hogy f':R™ — R".

Ekkor f”(a) € # (R™, %2 (R",R)) (amellett, hogy tekintheté R™ x R™ — R bili-
nearis operatornak) tekintheté6 2 (R™, R™) -beli operatornak is, amelynek egy n x
n -es matrix felel meg, mégpedig:

a%f (a) 8281f<a) avﬁlf(“)
0o f (a) O5f(a)  --- OnOof (a)

: : U = A
010,f (a) 020nf (a) --- 0if(a)

Ezzel (a{.15]) formuldnak megfeleléen fennall a kovetkezd Gsszefiiggés:

f"(a) «—

" ()] (21, 72) = (Axy, 29) = Enil [i 90k f (a) xlk} Ta;-

k=1
(2) Most f:R — Y, ahol Y tetszdleges normélt tér. Ekkor f'(a) € Z (R,Y), azaz

f'(a) (s) = s f'(a)(1),

vagyis az f’(a) operatornak megfeleltetjiik az f'(a)(1) € Y elemet.
Ezzel f/: R — Z(R,Y) helyett f': R — Y tipustinak vehet6, vagyis f” szintén
R — Y tipust, tehat xq, x5 € R esetén

(1" (@)] (w1, 22) = [ (@) 21] w2 = f7(1) - 21,
ami szintén megfelel (a|4.15) formuldnak.

4.3.2. A Lagrange-féle kozépértéktétel tobbvaltozoés fiiggvényekre ElGszor
azt a specidlis esetet vizsgaljuk, amikor X tetszoéleges normalt tér, tovabba Y := R.
4.55. Tétel. Legyen a,b € X, és vezessiik be az

s(a,b):={a+t(b—a):te|0,1]}

jelolést, amely végesdimenzios esetben a két pontot dsszekoto szakasz.
Tegyiik fel, hogy f : X — R folytonos az s (a,b) halmazon és differencidlhaté az s (a, b)\
{a,b} halmazon. Ekkor van olyan € € s (a,b) \ {a,b} elem, amelyre

f(b) = f(a) = f'(§)(b—a).
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Bizonyitas. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a bizonyitandd egyenloség értelmes abban
az értelemben, hogy annak mind jobb, mind bal oldala R-beli.
Az éllitast visszavezetjikk az R — R fliggvények esetére. Ehhez definidljuk a kovetkezo
figgvényt:
e 015X, @) =attb—a),te01],

Ekkor ¢ € C10,1] és ¢ differencidlhaté is (0, 1)-ben, mert
p(t2) = @(t1) = (t2 — 1) (b — a),

azaz a derivalt a b — a-val val6 szorzas, amit az el6z6 példa alapjan b — a-val azonositunk.

Most a g = foy : [0,1] — R fliggvény konstrukcidéja miatt folytonos [0, 1]-en,
tovabba derivalhat6 (0,1)-en. Teljesiil tovabba, hogy g(0) = fp(0) = f(a), valamint
g(1) = fo(1) = f(b). A Lagrange-kozépértéktételt is hasznéalva kapjuk, hogy van olyan
7 € (0,1), amelyre

f(b) = fla) =g (1) =g (0) = ¢' (7) (1 = 0) = f'(@(7)#(7) = f'(e(7))(b = a),

vagyis & = (1) valasztéassal teljesiil a tétel dllitasa.

Vajon lehet ezt tovabb altaldanositani arra az esetre, amikor Y # R?
4.56. Példa. Belatjuk, hogy X := R, Y := R? esetén a fenti allitds nem igaz.
Legyen ugyanis

f=(fi,f2): [0,27] = R?, (f1, fo) (t) := (cost,sint).
Ekkor
f(2m) = f(0) = (0,1) = (0,1) = (0,0),
azaz
f@m) = f(0)=f(&)-(2r-0)
csak akkor teljestilhet, ha f’(£) = 0, ami viszont nem lehetséges, mert
[f (€)= [(=sing, cos )] = 1.
Altalédnos esetben a kovetkezd allitas érvényes, amelyet nem bizonyitunk.

4.57. Tétel. (Lagrange-egyenlétlenség) Legyenek X, Y normdlt terek, f: X — Y a,b €
X, f folytonos az [s (a,b)] halmazon és differencidlhato az s (a,b) \ {a,b} halmazon. Ekkor

1F (b)) = f(a)ll < S 17(€) (b= a)ll.

4.58. Allitas. Legyenek X, Y normdlt terek, Q C X tartomdny (azaz nyilt és dsszefiiggd)
& Q nyilt és barmely két x1,xy pontja dsszekothetd 2-ban halado tordtt vonallal, azaz
léteznek x1,&1,&9, ..., &, xa € S pontok gy, hogy barmely két eqymds utdnit dsszekdtd
szakasz maga is ) része. Ha az f: Q) —'Y figguény differencidlhato 2-n és minden x-re
és ' (z) =0, akkor f dllandd.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy f (z1) = f (22) €Y.
Elészor alkalmazzuk a Lagrange-egyenlétlenséget s (x4, & )-re! Ekkor

1F (&) = flz)ll < sup )Hf’ (m) (& = a1)[| = 0,

mes(z1,é1
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azaz f (€)= f (a1). Ugyanilyen elven kapjuk az s (¢1,6) 5 (62,&) . ., (G, 22) s7aka-
szokra alkalmazva, hogy

@) =f(&)=[(&), [ (&)= (&), .-, (&) = [ (22),
ahogy a tételben allitottuk.

4.4. Fiiggvénysorok és sorozatok és derivalasa

4.59. Tétel. Legyen f, : (a,b) — R folytonosan derivdlhato minden n € N-re! Tegyiik fel
tovabba, hogy

e f, — [ pontonként (a,b)-n,

® (f))nen — 9 egyenletesen (a,b)-n.
Ekkor ' = g teljesiil.
Bizonyitds. Elozetesen megjegyezziik, hogy a feltételekbol kovetkezik, hogy g maga is
folytonos, hiszen folytonos fliggvények egyenletes limeszeként allt eld.
Elészor belatjuk, hogy minden rogzitett [z, x + h] C (a,b) esetén van olyan xp, € (z,z + h),
hogy
(4.16) flx+h)=f(x)+h-g(z).

A Lagrange-kozépértéktétel miatt minden n € N-hez van olyan x,, € [z, z + h], hogy
falx+h) — fu(z) =h- f(x,).
Ezeknek az (z,)nen értékeknek van torlédasi pontja, azaz létezik olyan z, € [x,x + h]

érték, hogy egy (zn, )ken C (Zn)nen részsorozatra limg_,oo T, = Tp,.
Ekkor persze az

(Fu) = [ & (i) =9
konvergencia is teljesiil az (a, b) intervallumon, az elsé esetben pontonként, a masodikban

egyenletesen. Ezért a jelolést egyszertisitve ny helyett mindenhol az n indexet hasznaljuk.
Ekkor

f@+h) = flz) = [f(@+h) = fulz + h)] + [fulz + 1) = folx)] + [fulz) = f(2)],
ahol az x + h és x pontokban érvényes konvergencia miatt
T o+ ) = fole 1) = fim fu(e) = f(2) = 0.
Teljestl még (f!)nen egyenletes konvergencidja és g folytonossaga miatt, hogy
Tim fulz +B) — ful@) = Tim - o) =
— it - () () — g(ea)] + [g(ea) — g(on)] + g(wn) = lim A~ g(en) = h- glon),
amellyel a (4.16)-beli egyenl6séget igazoltuk.
Ezzel akkor
x+h)— flx x+h)— f(z
flz+h) f()_g@)gtﬂ ) — f(=)
h h
ahol a jobb oldalon ‘w — g(xh)’ =0 a (4.16]) egyenloség miatt, vagyis g folytonos-
sdga miatt

— g(@n)| + lg(wn) — g(z)],

lim

h—0

flz+h) - f(z)
h

—g(@)| < lim |g(zp) — g(x)[ =0,
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ami épp azt jelenti, hogy f'(z) = g(x). O
Ennek kozvetlen kovetkezménye a sorokra vonatkozé hasonld allitas.

4.60. Tétel. Tegyiik fel, hogy ¢, : (a,b) = R folytonosan differencidlhato, valamint a

> wj=¢ pontonként és ©; =g egyenletesen (a,b)-n.
— j=1

FEkkor ¢ differencialhaté (a,b)-n és itt

!/
(Z%) =¥ =29
j=1 j=1
Bizonyitds. A feltétel pontosan azt jelenti, hogy

N
, , . /
lim E <pj ¢ pontonként és ]\}1_{1(1)0 jE: ¢; =g egyenletesen.

N~>oo

Ekkor viszont az eléz6 tétel miatt ¢ derivalhaté, és ¢’ = g az (a, b) intervallumon. U

4.61. Megjegyzés. Ez a tétel ad hasznalhato elégséges feltételt arra, hogy mikor lehet
egy figgvénysort "tagonként" derivalni.

4.62. Példa. Teljesiil, hogy minden = € R esetén

> sinkz’ > coskzx
(Z 3 )IZ K

k=1 k=1

sin kx sm kx

k3
egyenletesen is) konvergens R-en.

ugyanis a < ks, tehat a Weierstrass-kritérium szerint > ;2 pontoként (sét

cos kx
12

cos kz
k2
konvergens R-en.

Ezzel a Tétel feltételei teljestilnek, szabad tehat tagonként derivalni a fiiggvénysort.

Hasonléan, < kQ, tehat a Weierstrass-kritérium szerint » 72, egyenletesen

Azonban el6fordulhat, hogy egy fliggvénysort nem szabad tagonként derivalni, amint a
kovetkezo példa mutatja.

4.63. Példa. Legyenek ¢, g9, ... valos fiiggvények a kovetkezo hozzarendeléssel adottak:
(2) arctgx, haj=1
& %arctg - j%larctg 2/7Y, haj=1.

Ekkor
Zgj( = lim Zg] arctgx =0,

k—)oo

amely az arctg fliggvény korlatossaga mlatt egyenletesen is teljestil, azaz

/
(Z gn) =0.
j=1
k-1

> x
/ e —
j;gj(x) lim Zgj kﬁoo 14 g2k’

Ugyanakkor

kﬁoo
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(ig) (1) # (ig) (1),

4.64. Tétel. (Cauchy-féle kozépérték tétel) Tegyiik fel, hogy f,q : la,b] = R, folytonosak,
(a,b)-n differencidlhatéak, tovdbbd g' sehol sem nulla (a,b)-n. Ekkor van olyan & € (a,b),
amelyre teljesiil, hogy

f®)—=fla) ()

g(b)—g(a) g'(&)
Bizonyitds. Megjegyezzik, hogy g (x) = x esetén ez a Lagrange-kozépértéktétel dllitasa.
Vildgos, hogy ¢ (b) — g (a) # 0, ugyanis ha g (b) = g (a) teljesiilne, akkor a Rolle-tétel
szerint volna olyan n € (a,b), amelyre ¢’ (n) = 0.
Legyen tehat
f(b) = f(a)

Az igy definidlt F : [a,b] — R figgvény folytonos [a,b]-n és differencidlhaté (a,b)-n,
emellett F'(a) = f (a), tovabba

amely x = 1 esetén %, azaz

f(b) = f(a)
F@)=f(b)— ———=1[g(b) — = .
W=7 -La T 0 @)= @
Tehat F-re a Rolle-tétel alkalmazhato, azaz van olyan £ € (a,b), amelyre F” (£) = 0. Ekkor
/ / f(b) — f<a> /
0=F'(§ = —
©=re-L8=Tu.
amit atrendezve kapjuk a tétel allitasat. 0

4.65. Tétel. Tétel ( L’ Hospital - szabdly alapesete):
Tegyiik fel, hogy f,g : R — R értelmezve vannak és differencidlhatok a € R egy kornyeze-
tében (esetleg a kivételével), tovabbd lignf = lilr)ng = 0. Ekkor licrlng = hgn%, ha ez utobbi

létezik.

Bizonyitas. Terjesszik ki az f és g fliggvényeket a-ra nulldval, ha eddig ott nem voltak
értelmesek, azaz legyen mindenképp f (a) = g(a) = 0. Ezzel f, g folytonosak a egy
U kornyezetében és derivalhatok is esetleg a kivételével, tovabba ligni;—: létezése miatt
feltehetd, hogy ¢'|p\a 7# 0. Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépérték-tételt: az x € U és a
altal meghatérozott intervallumra! Ebben akkor van olyan £ pont, amelyre

[@) @) - _ [
g(x) g@)—gla) g
teljestl. Nyilvan x — a esetén & — a is fenndll, azaz

limf(ﬂﬂ) i (&)
emag(r)  evagl (§)

ha ez utébbi létezik. U

Y

4.66. Megjegyzés. A tétel allitasa altalanosithato a kovetkezo esetekre.
(1) a:= 400 és lim f = 0,lim g = 0.
Ekkor is igaz, hogy liam§ = liclbng—,,, ha ez utébbi 1étezik.
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(2) lign f = +oo és liarn g = Foo. Ekkor hasonlé allitds mondhaté ki és igazolhatd

figyelembe véve, hogy 5 = %ﬂ.

4.4.1. Hatvanysorok derivalasa

o0

4.67. Definici6é. Adott a € R és valds (ci),oy egyiitthatok esetén a > ¢ (v — a)" alaku
k=0

figgvénysort az a kdzepi hatvanysornak nevezzik.

Jelolje R € (0,00] ennek a konvergenciasugarat! Tudjuk, hogy |x — a| < R esetén a
hatvanysor konvergens z-ben, tovibbéa hogy Vo > 0 esetén egyenletesen konvergens az
[a — R+ 6,a+ R — ¢] intervallumon.

Sziikségiink lesz még a kovetkezo elemi eredményre, amelyet nem bizonyitunk.

4.68. Allitas. A fenti hatvinysor tagonkénti derivdldsdval kapott S key, (x — a)k_l hat-
k=1

vdnysor konvergenciasugara szintén R.

4.69. Tétel. Ha a fenti jelolésekkel |x —a| < R teljesiil, akkor a hatvinysor x-ben
tagonként derivalhato:

0o / o
(ch(x—a)k> :Z<ck Tr—a ) Zka r—a) _1.
k=0 k=0

Bizonyitas. Alkalmazzuk a fluggvénysorok tagonkénti derivalasardl szolo Tételt!
Vilagos, hogy a hatvanysor tagjai folytonosak, akarhanyszor differencialhatoak. Mivel
|z — a| < R, ezért valaszthaté olyan [c,d] C (a — R, a + R) intervallum, hogy x € [c, d].

Az el6zo allitas szerint a tagok derivaltjaibdl alkotott hatvanysor konvergenciasugara
ugyancsak R, ezért az egyenletesen konvergens [c,d]-n. Ezzel teljesiilnek a Tétel
feltételei, azaz z-ben valéban szabad tagonként derivalni a hatvanysort. U

4.5. Taylor-kozelités és Taylor-sor

4.70. Allitas. Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiigguény a kévetkezd, a kizepd, R konver-
genciasugarral rendelkezd hatvanysor dsszegeként all elo:

:E):ch(m—a)k ha |x —a| < R.

f

Ekkor minden j € N indexre c; = teljesul

Bizonyitds. Az el6bbiek szerint |z — a\ < R esetén a hatvanysor tagonként derivalhato,
sot, mivel a derivaltnak ugyanaz a akonvergenciasugara, ezért az is, amibol kapjuk, hogy

=S gkz—a)", @)= akk-1)(z—a)?
k=0 k=0
és teljes indukcidval lathato, hogy minden j € N esetén
=N k(=1 (k—2),...,(k—j+1)(z—a)"7.

Ezt az x = a helyen felirva kapjuk, hogy
fPM0) =¢jG-1)G=2)-2-1=cl,
JY (

vagyis ¢; = , ahogy allitottuk. 0
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4.71. Megjegyzés. Abban a specidlis esetben, ha f = Py, azaz egy N-edfokd polinom-
figgvény, azt kapjuk, hogy

N pk) (g
P =y

k=0

Gyakorlatilag azonban a kérdés forditott: nem tudjuk elére egy fliggvényrol, hogy
valéban egy hatvanysor osszege-e, de szeretnénk ilyennel, illetve ennek véges sok tagjaval
kozeliteni.

z—a)r

4.72. Definicié. Tegyiik fel, hogyegy f fiiggvény a egy koérnyezetében akarhanyszor
differencialhaté! Ekkor a

L))
TN,f,a<5U> — Z f k!(a)

k=0
hozzarendeléssel adott polinomfiigvényt az f fiiggvény a pont koriili N-edfoku Taylor-
polinomjanak, a

k

(z —a)

o (k) (4 i
$IY@

k!
k=0
hatvanysort pedig az f fiiggvény a pont kortli Taylor-sordnak nevezziik.

A {6 kérdés ebben a szakaszban az, hogy az f fiiggvény a pont kortili Taylor-sora mikor
(milyen z értékekre) adja magat az f fuggvényt?

4.73. Tétel. Tegyiik fel, hogy, hogy f figguény N + 1-szer differencialhato a egy kornye-
zetében. Ebben a kornyezetben fekvd tetszoleges x pontra
N r(k) (N+1)

f® (a) ST

=y ’ :

B @ Ty @9

N+1

k=0
teljesil alkalmasan vdlasztott & € (x,a) elemre.
Bizonyitas. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy N = 0 esetén megkapjuk a Lagrange-féle

kozépértéktételt.
Vezessiik be az alabbi jelolést:

N ) (g .
S g

g(@)=f(x) = = f(z) = Tna(z).

i K
Vegyiik észre, hogy a |4.71| Megjegyzés miatt minden £ = 0,1,... N esetén
k
f9@) _ _ Tval@)
I TR

Ekkor
g(a)=f(a)— TN f.a (a) =0
és ugyanigy
k
g™ (@) = f® (a) = T\, (@) =0

teljesiil minden £ =1,2,..., N indexre.
Ezért a Cauchy-kozépértéktételt felhasznélva a g és az @ — (r — a)V*! fiiggvényekre
kapjuk a

glz)  _ g(x)—yg(a) _ g (&)

(z-a)"  @-a)" —(@-a)"" (N1 (&)
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egyenléséget valamilyen & € (x,a) esetén. Hasonléan folytatva adédik, hogy

glx) _ 9' (&) —g'(a) _ 9" (&)

e—a) T N+ )G -a)  —(N+D)(a—a)f  (N+D)N(&—a)
g () O (Ey)

(N +1)! (N+1)! 7
vagyis valoban
g (z) _ f(N+1) (Eni1)
(- (N1l
ahogy a tételben allitottuk. O

A fenti tétel nyilvanvalé kovetkezménye az alabbi.

4.74. Kovetkezmény. Ha az f valos fiigguény akdrhanyszor differencidlhato a eqy kor-
nyezetében, és

(N+1)
flz) = ]\}lgéo —Tn falz) = ]&iinwf(x)TN,f,a(z) = Abinoo ]Z]V—Fl()g') (v — a)NH —0

az I intervallumon egyenletesen, akkor

o r(k)
f(x) = Z / k'(a) (x — a)k I-n egyeneletesen,
k=0 :

vagyis ez esetben az a korili Taylor-sor elédllitja az f fliggényt azon x értékekre, amelykre
a fenti feltétel teljesiil.

Egyszeri, elegend (de nem sziikséges) feltétel erre az, ha ‘ 1) (¢ )’ egyenletesen
korlatos I-n (azaz létezik egy minden n és x € I esetén érvényes felsé korlat). Ekkor
n+1
(@=a)""" _ () miatt valéban teljestil, hogy

(N+1)
N—oo (N +1)!

ugyanis lim =Gy

az I intervallumon egyenletesen.

4.75. Megjegyzés. Lehetséges, hogy f akarhanyszor differencialhatd, de a Taylor-sora
az a pont kivételével nem allitja el6 a fiiggvényt.
I[lyen példaul az alabbi hozzarendeléssel adott fiiggvény:

0, hax =0
fl@)=19 "1 -y
e 22 egyébként.

Némi szamolassal ugyanis lathato, hogy
lim f () = 0, lim f*(2) = 0,..., lim f (z) = 0,
tovabba f akarhényszor derivalhaté az a = 0 helyen, tehét

f1(0)=0, f(0)=0,...,

azaz [ Taylor-sora azonosan nulla, ugyanakkor f (z) > 0, ha x # 0.
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4.5.1. A binomiélis sor Ebben a szakaszban az f (z) := (1 + x)® hozzdrendeléssel
adott valés fiiggvény nulla koriili Taylor-sorat vizsgaljuk abban az esetben, ha av € R, x >
—1. Egyszerti szamolassal kapjuk a kovetkez6 egyenléségeket:

f@)=(1+x)" f(0)=1

(@) =a(l+)"" J'(0)=a
[f@)=ala=1)(1+2)"" f0)=ala—-1)
f(j)(x):a(a—1)~...-(a—j+1)(1+x)a_j f(j)(O):a(a—l)-...~(a—j+1).

Felhasznalva az

i) j! |
jelolést is kapjuk, hogy az f fiiggvényhez tartozé nulla kortli Taylor-sor a kévetkezo:

x  f) o Xala=1) ... (a—7 A
(4.17) 70, _sralezD. j+1)xﬂ=2<.>gﬂ,

i J! =0 J! =0 \J

(a)_a(a—n....-(a—jﬂ)

amelyet binomidlis sornak is neveznek. El6szor az a kérdés mertil fel, hogy ez hol konvergens.
4.76. Tétel. A fenti (4.17) hatvdnysor konvergenciasugara 1.

Bizonyitds. A hanyados-kritériumot hasznaljuk: kiszamitjuk ehhez a hatvanysor egymast
koveto tagjainak hanyadosat.
a i a(a—1)-....-(a—7 . .
O == el A a—J,
(q)ﬂ T ala=DeaiF ) 45 G410
J
ja—jl _

;!
lim W = [z| lim > = |z],
PR R

vagyis

tehat |z| < 1 esetén a hatvanysor abszolit konvergens.
Az is nyilvanval6, hogy |z| > 1 esetén a hatvanysor nem lesz abszolut konvergens,
vagyis a konvergenciasugar pontosan 1. 0

az abszolut értékekbol allé sorra valéban teljesiil a hanyados kritérium, igy a sor
konvergens, mert abszolut konvergens is.

4.77. Allitas. |z| < 1 esetén a Taylor sor elédllitia f-et, vagyis (1 + x)* = f <j> 2.
=0

Bizonyitds. A maradéktagra vonatkozo becslés helyett kozvetlen bizonyitast adunk az
egyenldségre, azaz belatjuk, hogy |z| < 1 esetén f(z) = g(z), ahol

ngi@jf

Mivel a konvergenciahalmazon a hatvanysor tagonként derivalhaté, ezért kapjuk, hogy itt
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1+ 0
— g = (1)
o 1

1))

—Ji@(;)u%ﬁ)) =206 -£6)-

Masrészt teljesiil az is, hogy
1+ 1+x
fl(@) =
Figyelembe véve még, hogy f(0) = ¢g(0) = 1, kapjuk, hogy a (—1, 1) intervallumon mind
f, mind g megoldasa az
{mwzgw@

y(0) =1
kezdeti érték feladatnak. A megoldéds egyértelmiisége miatt tehat a két fiiggvény valéban
azonos. U

Q=

a(l+2)* " = (1+2)* = f(z),

4.78. Megjegyzés. Itt hasznédltuk a differencidlegyenletek elméletének egy fontos tételét,
amit ismertnek tételeziink fel. Enélkiil joval osszetettebb szamoldssal tudnank igazolni a
tételt.

4.79. Példak. 1) Vitz=1+2)"=3 (1/.2> 7

j=0\ J
(2) aresin’ (z) = =y = (1 —a?) /2 = 20 (‘E/ 2) (—2)’

4.5.2. Taylor formula tobbvaltozés fiiggvényekre Legyen X normalt tér, f: X — R
pedig k+1-szer differencidlhaté a B.(a) C X goémbben. A valés esethez hasonlbéan az f
fliggvényt egy egyszeriibb szerkezetii fliggvénnyel akarjuk kozeliteni.

4.80. Tétel. Legyen h € X olyan, hogy |h| < r teljesil! A fenti feltételek esetén valamilyen
7 € (0,1) szdmmal f(a+ h) a kovetkezé alakban adhatd meg:

P@, @) @) (hesh)

fla+h)=fla)+ = o - i
. FED (g + 7h) (b, h, ..., h)
(k+1) '

Bizonyitds. Definidljuk a ¢ : [0,1] — R figgvényt a ¢ (t) = f (a + th) egyenldséggel.
Ekkor

o' (t) = [ (a+th)h,
ahol f'(a+th) € B(X,R) és hasonléan a mésodik derivalt és a bilinearis operatorok
azonositasi elve miatt

O" () = [f" (a+th)hlh = f" (a+th) (h,h).
S6t, altalaban minden k£ € N indexre

o™ () = f® (a4 th) (h, h,...,h)
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érvényes, vagyis
o (0) = SO (a) (b, b, )

teljestil. Most figyelembe véve a ¢(0) = f(a) és p(1) = f(a + h) egyenléségeket, a ¢
fiiggvény nulla koriili

1l ol k! (k+1)!

alakjaba helyettesitve (ahol 7 € (0,1) alkalmas konstans), kapjuk, hogy

/ " (k)
Flath) = fa)+ L0 LA O JR@ R )
N f**Y (a + 7h) (h, h, . h)
(k+1) ’
ahogy a tételben allitottuk. ]

4.81. Példa. Abban a specidlis esetben, mikor k£ = 1 és X = R", az f fliggvény els6
rendl Taylor-kozelitése masodrend maradéktaggal az alabbi:

fla+h)=f(a)+> (8;f) (@) h;+ Y (0;0cf) (a+Th) hih,
Jj=1 k=1
ahol h = (hl, ho, ..., hn) e R™

4.82. Megjegyzés. Legyenek X, Y normalt terek! Bebizonyithatd, hogy ha f: X — Y
és k-szor differencialhaté Bs (a)-n, akkor a Taylor formula ||| < ¢ esetén: f(a+ h) =
f(a)+ %h + ...+ W + Ry, ahol Ry a maradéktag, amelynek normajara az

k+1
[

Rl <
1Bl < CESE

Hf(k—H f(k+1) (CL)H

becslés teljestl.

4.5.3. Tobbvaltozoés fiiggvények lokalis szélsGértéke

4.83. Definicidé. Legyen X normalt tér, f: X — R, amely értelmezve van az a € X
pont egy kornyezetében. Azt mondjuk, hogy f-nek a-ban lokdlis minimuma van, ha létezik
olyan § > 0, hogy = € Bj(a) esetén f (x) > f(a).

Ha z € Bs(a)\{a} = f (z) > f (a), akkor szigori lokdlis minimumrdl beszélink.

Hasonldan értelmezziik a lokalis maximum fogalméat is, amelyet nem részleteziink.

4.84. Tétel. Tegyiik fel, hogy f differencidlhato az a-ban és f-nek a-ban lokdlis szélsoértéke
van (minimuma vagy mazimuma). Ekkor [’ (a) =0 € A (X, R).

Bizonyitas. Legyen 0 # h € X tetsz6leges. Belatjuk, hogy f'(a)h = 0 € R. Mivel f
differencidlhat6 a-ban, ezért elég kicsi ¢t € R esetén az el6zo tétel szerint

fla+th) = f(a) = f'(a) (th) +n(th)
ahol

[n@h)| _ . In(th)]
= lim ,
[th]] =0 [¢] - [|7]
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vagyis 1111(1) | t‘ = 0.
Ha f’(a) h > 0 lenne, akkor tehét

i @t th) = £ (a)

t—0 t

= f'(a)h >0

volna, vagyis valamilyen d; > 0 szamra t € (0,6;) esetén f (a +th) — f (a) > 0 teljesiilne,
tehat nem lehetne lokélis maximum a-ban. Hasonléan, valamilyen dy < 0 szdmra ¢t € (d2,0)
esetén f (a+th) — f (a) < 0 teljesiilne, tehat nem lehetne lokalis minimum sem a-ban.

Ugyanigy kapunk ellentmonddst abban az esetben is, ha az f’(a)h < 0 feltételezéssel
élunk. ]

4.85. Definicié. Legyen X normélt tér, g : X x X — R, (folytonos) bilinearis leképezés.
Azt mondjuk, hogy
e g pozitiv definit, ha g (h,h) > 0, Vh € X\ {0},
negativ definit, ha g (h,h) <0, Vh € X\ {0},
pozitiv szemidefinit, ha g (h,h) > 0, Vh € X,
e negativ szemidefinit, ha g (h,h) <0, Vh € X,
e szigorian pozitiv definit, ha 3¢ > 0 allandé, hogy g (h,h) > c||h|*, Yh € X.

4.86. Allitdas. Hao X = R" és a g: X x X — R bilinedris leképezés g pozitiv definit,
akkor szigorian pozitiv definit is.

Bizonyitds. Tekintstik az Sy := {z € R" : || = 1} halmazt, amely korlatos és zart, kovet-
kezésképp sorozatkompakt.
Ekkor a G : X — R, G (h) := g (h, h) figgvény folytonos, vagyis a Weierstrass-tétel miatt
az 57 sorozatkompakt halmazon felveszi az minimumat.

Létezik tehat egy hy € S1, hogy minden h € S; esetén

G (h) :==g(h,h) > g (ho, ho) = ¢,

ahol a pozitiv definit tulajdonsidg miatt ¢ > 0. Ekkor tetszéleges x € X\ {0} esetén

g(x.) = (HHHHH,NH)—HHg(HHHH)>dmu

ami bizonyitja az allitast. l

4.87. Megjegyzés. Végtelen dimenzios vektorterekben a fenti 4llitds nem igaz.

4.88. Megjegyzés. X = R" esetén egy X x X — R bilinedris leképezés egy négyzetes
matrixszal adhaté meg. Ha a matrix szimmetrikus, és A 6sszes sajatértéke nagyobb mint
0, akkor A pozitiv definit, sot, a fentiek értelmében szigorian pozitiv definit.

4.89. Tétel. Ha az f : X — R filigguény kétszer derivdlhato az a € X eqy kérnyezetében,
és " folytonos a-ban, akkor teljesiilnek a kovetkezdk:
(1) Ha f-nek a-ban lokdlis minimuma van, akkor f'(a) =0, és f" (a) pozitiv szemi-
definit.
(2) Ha f'(a) =0 és " (a) szigori pozitiv definit, akkor f-nek a-ban szigori lokdlis
MINIMUMa van.
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Bizonyitds. Irjuk fel a Tétel alapjan a Taylor-formulat f-re masodrendii maradéktaggal
az a pont koriilll Ekkor tetszbleges h € X, ||h|| = 1 és elég kis abszolutértékii ¢ € R esetén

f" (a+ Tth)
2!

Flasth) = fla)+ L 1(!“> th+ (th, th)

valamilyen 7 € (0, 1) esetén.
Az els6 allitas bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy f-nek a-ban lokalis minimuma van.
Tudjuk, hogy ekkor f"(a) = 0, vagyis
fla+th)— f(a)  f"(a+Tth)
2 B 2!
teljesiil. Ennek mindkét oldaldn a ¢ — 0 hatarértéket véve, és az f” figgvény a-beli
folytonossagat hasznalva nyerjiik, hogy

0 < f"(a)(h,h),

0< (h, h)

amit bizonyitani kellett.
A masodik allitds igazolasahoz ismét az

fla+th)—f(a) f"(a+Tth)
t2 B 2!
egyenléségbdl indulunk ki. Mivel f” folytonos a-ban, ezért van olyan U kornyezete a-nak,
hogy a + th € U esetén

(h, h)

" (a+Tth)
2!
valamilyen ¢ € R esetén. Ebben a kornyezetben f(a) szigori lokélis maximum lesz. [J

(h,h) >c¢>0

4.5.4. Implicit fiiggvénytétel A témakor targyalasanak motivacidja a kovetkezd
probléma: adott @ : R? — R fiiggvény esetén a @ (x,y) = 0 egyenlet milyen feltételek
mellett hataroz meg egy y = f (x) fuggvényt? Azaz: ki lehet fejezni az y valtozot a fenti
egyenletbdl?

4.90. Példak. (1) @ (z,y) := 2® + 3> — 1 = 0. Itt az egyenlet megoldésai az origd
koriili egységkorvonal pontjai.
Valamilyen plusz feltétel biztos sziikséges y egyértelmii meghatarozasahoz, hiszen
y=+v1—1a2ésy=—1— % egyarant érvényesek.
(2) Haa @ (x,y) := 22 + y> + 1 = 0 hozzarendeléssel adott fiiggvényt tekintjiik, akkor
egyaltalan nincs megoldas.

(3) A @ (z,y) := y* — 2% = 0 egyenlbségnek eleget tevé pontok halmaza R%*-ben
két egyenes. Most az origd kornyezetében nem tudjuk y értékét egyértelmiien
meghatarozni z segitségével, mert ott metszik egymast az egyenesek. Ez azzal
flige Ossze, hogy

02® (z,y) =2y = 0, (0,0) = 0.

4.91. Tétel. Legyen @ : R™ x R — R fiigguény, amely értelmezve van és folytonos vala-
milyen (a,b) € R™ x R pont egy kirnyezetében és ® (a,b) = 0. Tegyiik fel még, hogy Op1P
létezik és folytonos (a,b) egy kornyezetében, és 0,+1P (a,b) # 0.

Ekkor létezik a-nak olyan B, (a), b-nek pedig olyan (b — d, b + d) kérnyezete és f : B, (a) — R
folytonos fiigguény, hogy

{(x,y): ?(x,y) =0,x€ B.(a),ye (b—d,b+d)} ={(x,f (x)) : x € B.(a)}.
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Bizonyitdas. Az egyszeriiség kedvéért csak az n = 1 esetre igazoljuk a tételt.
Ha 0,® (a,b) > 0, akkor 0,11 folytonossaga miatt (a, b)-nek van olyan B,, (a)x (b—d, b+d)
kornyezete, ahol 0x® (z,y) > 0, vagyis € B,, (a) esetén y — ® (x,y) szigortan monoton
n6 a (b —d, b+ d) halmazon. Tehat az is igaz, hogy ® (a,b —d) <0 < ® (a,b+ d). Mivel
® folytonos az (a,b+ d) és (a,b— d) pontok kozott, ezért van olyan r € (0,r;), hogy
z € B, (a) esetén & (z,b—d) <0< & (z,b+ d) teljesil.
Alkalmazzuk most a Bolzano-tételt rogzitett « € B, (a) esetén az y — ® (z,y) hozza-
rendeléssel adott fliggvényre! Ekkor létezik f (z), hogy b —d < f(x) < b+ d esetén
O (z, f(x)) =0. Mivel y — ® (z,y) szigortian monoton né, f (z) egyértelmii.

Belatjuk még, hogy f folytonos B, (a)-n. Legyen xy € B, (a), és (a,b) helyett tekintsiik
az (xo, f (z9)) pontot! Ekkor b — d < f(xg) < b+ d. Azt szeretnénk belatni, hogy f
folytonos zg-ban. Legyen ¢ > 0 tetszéleges szam!
Az el6z6 éllitas miatt az € € (0, ) szamot elég kicsire vilasztva

b—d< f(xg) —€ < f(wg) +& <b+d,
azaz
[f (z0) — €', f (z0) + €] C [b—d,b+d]
és ® (xg, f (z9)) = 0 teljesiil.
Figyelembe véve, hogy ® itt folytonos, van olyan ¢ € R*, hogy = € B, () esetén
q)($af($0) _5/) <0< (I)($,f($0)+5,)-

Ekkor a Bolzano tétel segitségével 1étezik y € (f (zo) — &', f (xo) + €’), amelyre ® (z,y) = 0.
Ugyanakkor y = f (x) és ¢ < e miatt, minden x € B, (x¢) pontra f (z9) —e < f(z) <
f (zo) + &, tehét f folytonos zg -ban.

0

A gyakorlatban fontos a fenti tétel altalanositasa ® : R” x R™ »— R™ fliggvényekre,
amelyet kimondunk, de nem bizonyitunk.

4.92. Tétel. Legyen a
O = (P, Ps,...,P,,) : R" X R — R™

fiigguény folytonos az (a, b) pont eqy kérnyezetében, ahol ® (a,b) = 0, tovdbbd y — @ (x,y)
folytonosan differencialhats (a,b) valamilyen kérnyezetében; ezt a derivdltat F jeloli. Fel-
teszziik végil, hogy det (F (a,b)) # 0. Ekkor létezik (a,b)-nek olyan B, (a) x B, (b)
kornyezete, és olyan f : B, (a) — B, (b) C R™ folytonos fiiggvény, hogy

{(x,y) € B (a) x B, (b) : @ (x,y) = 0} = {(x, f (x)) : x € B: (a)} .

4.93. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljestilnek a fenti tétel feltételei és az x — ® (x,y) hozzdren-
deléssel adott fiigguény is folytonosan derivilhatd az a kérnyezetében. Ekkor f : B, (a) — R™
differencidlhato.

4.94. Megjegyzés. Ha tudjuk, hogy f derivalhato, akkor az kiszamithaté a kovetkezd
moédon:
A @ (x, f (x)) = 0 egyenléség mindkét oldalat x szerint derivalva kapjuk, hogy a B, (a)
halmazon

0=0x®(x, f(x)+ 0 (x f(x)) [ (x),
vagyis a det (F'(a,b)) # 0 feltételt haszndlva

(%) = =10y (x, f ()] [0x® (x, f (x))]-
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4.95. Tétel. (Inverz figguény tétel) Legyen g : R™ — R™, olyan, hogy értelmezve van és
folytonosan differencidlhaté a b € R™ egy kornyezetében, tovabbd det g'(b) # 0. Ekkor az
a := g (b) jeloléssel kapjuk, hogy létezik léteznek B, (a) és B, (b) kdornyezetek, és

g ':B,.(a) = B, (b)
folytonosan differencidlhato fiigguény, hogy

{(x,y) € B.(a) x B, (b) :x =g (y)} = {(x,97' (x)) : x € B, (a)}
teljestil.
Bizonyitas. Legyen
O:R"xR" - R" &(x,y) :=x—9(y)
hozzarendeléssel adott. Ekkor
®(a,b)=a—g(b) =0, 6,®(x,y) =7 (y),
tovabba det (¢’ (b)) # 0, tehat az implcit fiiggvény tétel feltételei teljesiilnek a ® fiiggvényre.
Ezért valoban 1étezik olyan
g ':B,.(a) = B, (b)
fiiggvény, amelyre

{(x,y) € B,(a) x B, (b) :x =g (y)} = {(x,07' (x)) : x € B, (a)}

teljesiil. Az igy (implicit médon) adott g~! fiiggvény definicié miatt valéban g lokélis
inverze.
Az el6z6 megjegyzésben kapott képlet szerint tovabba

11/ _ -1

' =1 )] .
ahol a jobb oldalon a ¢’ (¢7! (x)) matrix inverzét vettiik, vagyis a fenti definidlt g~*
figgvény derivaltja létezik, és B, (a)-ban folytonosan derivalhaté. O



Analizis 11.



5. FEJEZET
Mérték- és integralelmélet
5.1. Riemann-integral

A Riemann-integral fogalmat az els6 szakaszban korlatos intervallumon értelmezett
korlatos fiiggvényekre definidljuk, majd ezt altalanositjuk a masodik szakaszban.

5.1.1. Alsé és fels6 kozelité Osszegek Tekintsiik az I = [a,b] C R intervallum
a=ag<a <---<ay_1 <ay = b osztépontokkal vett Z felosztasat, ahol I; = [a;_1, a;],
és ennek hosszara hasznaljuk az |I;| = |a; — a;_1| jelolést.

5.1. Definicié. A fenti 7 felosztas finomsdga a max;<;<n |I;| szam. Egy felosztast a
masik finomitdsdnak neveziink, ha osztoépontjai tartalmazzédk a masik osztopontjait.

A fenti definici6 szerint ha egy felosztas finomsaga o, akkor az abban szereplé minden
részintervallum hossza legfeljebb 6.

5.2. Definicié. Legyen f : I — R korlatos fiiggvény. Ekkor tetszdleges z; € I; j =
1,2,... N esetén a fenti Z felosztason értelmezett

(11| f (1) + [ L2| f(22) + -+ + [ n|f(2n)
Osszeget az f-hez tartozo egy Riemann-féle kizelito dsszegnek nevezzik.

Ezek infimumat és szuprémumat kitiintetjiik, és egy harmadik mennyiséget is haszna-

lunk:
N

sp=>_ |- i?_f f — Riemann-féle als6 kozelité osszeg
J=1 !

N
Sp=>Y_|I;|-sup f — Riemann-féle felsé kozelitd osszeg

j=1 I;
N
Sp—sp=>_|L]-(sup f — i?f f) — Riemann-féle oszcillacids 6sszeg.
j=1 I; J

Mindezek fiiggnek a felosztastol is, vagyis valojdban az Syz és syr jelolések lennének
pontosak, az egyszeriiség kedvéért azonban, ahol nem okoz félreértést, az egyszeriibb
valtozatot hasznaljuk.

5.3. Allitas. Egy felosztds finomitdsdval a hozzd tartozé Riemann-féle alsé kézelité dsszeq
monoton no, a felsd kézelito dsszeq pedig monoton csokken.

Bizonyitds. Nyilvanvaloan igaz az allitas, ha egy 0j osztépontot tartalmazoé finomitast
vesziink. Mivel minden finomitas megkaphaté osztépontok egyenkénti hozzavételével, ezért
teljesiil az allitas. 0

A fentiek szerint egy felosztas finomitasaval az alsé kozelité 6sszegek monoton nonek,
és a felsd kozelito osszegek monoton csokkennek, tovabba f korlatossaga miatt mindketto
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korlatos, igy ha egy (Z),cy felosztdssorozat finomsaga nulldhoz tart, akkor mind sy 7, -nak,
mind Sy 7, -nak létezik hatarértéke.

5.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a korlatos f fiiggvény az I intervallumon Riemann-
integralhato és integralja [; f € R, ha a felosztasok finomsagaval nullahoz tartva tetszoleges,
azon értelmezett Riemann-kozelité osszegek limesze [; f. A fenti feltétel formdlisan: minden
e > 0-hoz van olyan 4, hogy tetszoleges olyan 7 felosztasra, amelynek finomsaga 6-nal
kisebb, az azon értelmezett tetszéleges Ry Riemann-kozelitd osszegre |Rpz — [; f| < €.

A fenti feltételt nem egyszerii ellendrizni, hiszen tetszéleges (elég finom felosztashoz
tartoz6) Riemann-kozelité osszegre kell teljesiilnie. Ezért mondjuk ki a kovetkezét.

5.5. Allitas. Korldtos f : I — R figguények esetén a kovetkezé dllitdsok ekvivalensek.

(i) f az I intervallumon Riemann-integrdlhatd.
(ii) Ha egy (Iy)yey felosztdssorozat finomsdga nulldhoz tart, akkor syz, — [; f és
Stz — [ [ is teljesiil, ahol [, f € R.
(iii) Ha egy (Ip),ey felosztdssorozat finomsdga nulldhoz tart, akkor Syz, — spz, — 0
teljestil.

Bizonyitds. Az ()= (ii)= (iii) kovetkeztetések trividlisak.
(iii)=- (i) eset: Tudjuk, hogy ha egy (Zj),cy felosztassorozat finomsaga nulldhoz tart, akkor
Syz,-nak és sy, -nak is van limesze, amelyek a feltétel alapjan azonosak.

De mivel tetszdleges Zj, felosztéson vett tetszdleges Rz, Riemann-féle kozelitd sszegre

srz, < Rz < Srz,,

ezért a rendor-elv alapjan kapjuk, hogy a felosztas finomsagéaval nullahoz tartva tetszoleges
Rz, Riemann-kozelité osszeg hatarértéke is az Sy, és sy, felsé és alsé kozelitd osszegek
kozos limesze. U

A Riemann-integrél legfontosabb tulajdonsagai a kovetkezdk.

5.6. Allitas. A Riemann-integrdl linedris, azaz ha f,g: I — R Riemann-integralhatdk,
akkor az A, Ao € R egyitthatokkal vett linedris kombindciojuk is, és

//\1f+)\29=)\1/f+)\2/9-
I I I

A Riemann-integrdl intervallumok szerint additiv, azaz ha/[ }f és/[ }f létezik (amit
a,a* a*,b

dltaldban/ f és [° f jelol), akkor f Riemann-integrdlhatd [a,b]-n, és

rfor=] r
/[a,a*] [a*,b] [a,b]

Bizonyitds. Nyilvanvaléan a \f fiiggvényhez tartozé tetszoleges R;7 Riemann-kozelitd
Osszeg éppen az f fliggvényhez tartozd ilyen osztopontokon és felosztason vett Ry 7 Riemann-
kozelité Osszeg A-szorosa. Ezért ha az eredetinek létezik limesze a felosztas finomsagaval
nulldhoz tartva, akkor a A-szorosnak is, és ez a limesz az eredeti \-szorosa.

Adott e-hoz legyen dy, illetve ¢, az a szam, amelynél finomabb felosztdson tetszdleges
Riemann-kozelitd osszegre

g £
- o< @ [ o1 <5
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Ekkor ¢ = min{ds, d,} esetén

Ryig1 — f+ gl =|Ryz+ Ryz— f+1g) <
oz = ([ 1+ [9) = (fr+ o)

S‘Rf,z—/lf’H—

19 )
R —/’< - =
A 1g| 2+2 €

0

5.1.2. Improprius integral Elofordulhat az alkalmazasokban, hogy nem korlatos
halmazon kell az integrédlt kiszamitani, illetve az is, hogy nem korlatos fliggvény integ-
raljat kell meghatarozni. Fontos tovabba a kovetkezo fejezetekben targyalt elmélethez is
megengedniink, hogy az integral értéke oo vagy —oo legyen, amelyhez hasznélni fogjuk az
R = —00 UR U oo jeldlést.

ElGszor azt az esetet targyaljuk, amikor I = (a,b] alakd, lim, f = oo, tovabb4a minden
[a,,b] C (a,b] esetén f korlatos az |ay,, b] intervallumon.

5.7. Definicié. Ha van olyan [; f € R érték, hogy tetsz6leges (aj)en € (a,b], a5 — a

sorozat esetén
lim = / ,
an—a [a»,“b] f I f

akkor azt mondjuk, hogy f improprius integrélja az I intervallumon [; f.

11 1
5.8. Példak. ()/ —dr = lim —dm— lim In1—Ina, = oc.

an—0+ Jg,, T an—0+

1
(2) / — dz = lim — dx = lim 2v1-2/a, =2.
0

an—0+ an—0+
Masodszor azt az esetet targyaljuk, amikor I = [a, 00) alak.

5.9. Definicié. Ha van olyan [, f € R érték, hogy tetszSleges (0j)jen C la,00), bj — o0

sorozat esetén
im [ f= 1,
bn —00 [a,bn] I

akkor azt mondjuk, hogy f improprius integralja [; f.
5.10. Példak. (1)

00 1 bn 1
/ dz = lim dz = lim In(b,+2)—Inl =00
1

/ —dx—hm bn—dx—hm Q\f 2v/1 = 0.
Megjegyzés: A tovabbl improprius integralokat gy definidljuk, hogy
IlLJIQ—ICReseten/f /f+ f.
5.11. Példak. (1)

[ [ e [
—o 2+ 1 T o2+ 1 :172

= arctg 0 — hm arctg a, + lim arctgb, —arctg 0 =

by, —00

I\D\ﬁ
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—/ x2d$+/1:p2dx+/ dx—i—/ —dx—

Megéllapodunk még abban, hogy g : I — R nemnegativ fiiggvények Riemann-integraljit
is értelmezziik, és ez minden olyan esetben végtelen, amikor g értéke egy nem elfajuld
intervallumon végtelen.

5.1.3. Konvergenciatulajdonsagok, ellenpéldak

5.12. Allitas. Ha az f, : [ = [a,b] — R figgvénysorozat minden tagja Riemann-
integralhato, emellett f, — f egyenletesen, akkor f is Riemann-integralhato, és lim [, f, =

i f-

Bizonyitds. Eloszor igazoljuk, hogy f is Riemann-integralhat6. Ehhez azt kell belatni,
hogy minden € > 0-hoz van olyan d, hogy minden, 6-nal finomabb 7 felosztason az f-hez
tartoz6 Riemann-féle oszcillacids 6sszeg legfeljebb . Legyen n olyan nagy, hogy ekkor
sup | f — fu| < 57- Ekkor persze minden I; részintervallumon

€
sup f <sup f, + — ¢és mf n < 1nf
D S < S fo+ fo= 17 <inff
érvényesek, amelyeket egymasbol kivonva kapjuk, hogy
€
S —inf f <s —inf f, + —,
gpf in f up J in fat o7

amelyeket részintervallumonként osszegezve kapjuk, hogy Sy — sy < Sy, — sy, + 5. Ha
most elég kis 0 értéket vlasztunk, akkor f, Riemann-integrdlhatésiga miatt Sy, — sy, < 3,
vagyis ekkor

15
Sf—SfSan—an+§<€.

Ezzel a feladat allitasa mar konnyen igazolhaté ugyanis adott € > 0 szamhoz olyan ng
indexet valasztva, hogy n > ng esetén |f, — f| < il 1| legyen, teljesiil, hogy

[ =t [l nsin =2

Ez viszont definici6 szerint azt jelenti, hogy 1i_>m / fn = / f. O

Természetesen vetodik fel a kérdés, milyen allitds mondhatd ki pontonkénti konvergen-
ciat feltételezve.

5.13. Példa. Rendezziik sorba a [0, 1] intervallumbeli racionélis szamokat; legyen f az
a fliggvény, amely az els6 k db raciondalis szamban 1-et mashol nullat vesz fel. Ekkor fy
egy korlatos, monoton névo, Riemann-integralhaté fiiggvényekbdl allé sorozat. Ennek
pontonkénti limesze az az f fliggvény, amely a raciondlis szamokban egyet, a tébbin nullat
vesz fel (Dirichlet-figgvény). Ez azonban nem Riemann-integralhat6. Ugyanis barmely 7
felosztas barmely I; részintervalluméban lesz raciondlis és irraciondlis szam is, azaz lesz
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olyan, ahol f egyet, és olyan is ahol nulldt vesz fel. Emiatt barmely I; részintervallumban
i?ff =0, éssup f =1, azaz
i

I;
N

sf:Z|]j|-i§1_ff:0 és Sf—Z|]| supf Z|I|—1

j=1 J j=1 I

A Definicié értelmében tehat f valéban nem lehet Riemann-integralhaté. Tehat sajnos
lehetséges, hogy egy Riemann-integralhato fiiggvényekbol all6 pontonként konvergens
fiiggvénysorozat limesze még csak nem is Riemann-integralhato.

5.1.4. Tételek Riemann-integralhaté fiiggvényekkel kapcsolatban

5.14. Tétel. Ha I C R korldtos és zdrt, akkor tetszoleges f : I — R folytonos fiigguény
integralhato.

Bizonyitds. Igazoljuk, hogy elég finom felosztason az oszillacids Gsszeg egy elore kijelolt e
szamnal kisebbé tehet6. A Heine-tétel miatt egy ilyen fiiggvény egyenletesen is folytonos;
vegyiink egy olyan finom Z felosztast, hogy tetszdleges I; intervallumon belill a figgvény
valtozasa legfeljebb = i legyen, azaz minden z1,xs € I; esetén

[f (1) = fla2)] < ik

Ekkor a Weierstrass-maximumelvet hasznalva az oszcillacios 0sszegben szrepld kiilonbsé-
gekre

€
su —inf f| = |max f —min f| < —
Jsup f — gt | = [max f —min 7| < 7

amiket Osszegezve

N
j=1 I; J ’ |

vagyis az Definicié értelmében az allitast igazoltuk. O
5.15. Tétel. Ha f: (0,00) — [0, 00] monoton csékkend, akkor Riemann-integrdlhatd.

Bizonyitas. Két esetet kiillonboztetiink meg.

Ha valamilyen ¢ > 0 esetén f(t) = oo, akkor f egy nem elfajulé intervallumon nulla, vagyis
a megallapodas értelmében Riemann-integralhato.

Ha minden ¢ > 0 esetén f(t) véges, akkor oszcillacios Osszege az [a,b] intervallum egy
ai,as,...,ay belsd osztopontokbdl allé felosztasan:

Sf—sf:(a1—a)(sTpa,al]f—infa,aﬂf)qL(ag—al)(sup f— inf f)+

la1,a2] la1,a2]
+ (b—an)(sup f— inf f)=

[an,b] [an ;]
= (a1 —a)(f(a) = fa1)) + (a2 — a1)(f(a1) = f(a2)) + - + (b —an)(f(an) — f(b)).
Itt minden komponens pozitiv, azaz ha a felosztas finomsaga 9, akkor
Sy —sp < (f(a) = f(ar))d + (flar) = f(a2))d + -+ - + (f(an) — f(b))0 =
= (f(a) = f(b))o.
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Ezért 6 — 0 esetén az oszcillacids Osszeg valéban nulldhoz tart, tehat f Riemann-
integralhato barmely korlatos intervallumon.
Definici6 szerint

oo bn
— li
/0 f anHO}%lnﬁ\oo an f’
ahol a jobb oldalon levo hatarérték az f fiiggvény nemnegativ tulajdonsaga miatt biztosan
létezik (esetleg végtelen lehet). Ezzel az allitast igazoltuk. O

5.16. Tétel. Ha az f; : (0,00) — [0, 00] monoton csokkend figguények Riemann-integrilja
véges, emellett az f; sorozat pontonként monoton novdleg tart f-hez (azaz minden t € R

esetén f;(t) — f(t) monoton névdleg), akkor lim/+ f :/ f.
R

R+
Bizonyitas. Eloszor megjegyezziik, hogy az el6zo tétel értelmében a sorozat minden tagja
Riemann-integralhat6. Masrészt ¢, < to esetén f;(t1) > f;(t2) all fenn, vagyis f(t1) > f(t2),
azaz f is monoton csokkend, tehat szintén Riemann-integralhato.

Ha . f = oo, akkor minden N-hez van olyan Iy C R korldtos intervallum, hogy
R

azon / N f > N +1, azaz Iy-nek van olyan Z felosztasa, hogy azon az s; als6 kozelito
R

Osszegre sy > N teljestil. Ennek osztépontjaiban a pontonkénti konvergenciat haszndlva
kapjuk, hogy van olyan f; fiiggvény, amelyhez tartozo sy, als6 kozelitd osszegre sy, > N —1
teljesiil, tehat

N-t<sp< [ f<[ h
<Sfj =~ INf]_ R+fj7
tehat az [p+ f; (monoton névé) sorozat limesze is végtelen.

f < 00, akkor adott € > 0-hoz keresiink olyan j, indexet, hogy 7 > j, esetén

f‘ < e. Valasszunk el8szor olyan Iy C R™ korldtos intervallumot, hogy azon

fot =155

Ekkor 0 < f; < f miatt ugyanigy

5.1 4 /

(5.1) [ 5= [ 5=

teljesiil minden j indexre. Mésrészt tekintsiik az Iy intervallum olyan Z felosztasat, ahol
€ €

5.2 £> / T

(5.2) R A

Ekkor ismét a pontonkénti konvergenciat hasznalva kapjuk, hogy van olyan j, index, hogy
J > jo esetén

€ € € € € €
5.3 / 1855 45> 7>/ >S——>S.—7>/ =
( ) INf]+3—SfJ+ —Sf+4— INf_ f — fJ 3— INf] 3

3 4
IR LS

Ekkor a (5.1)), (5.2) és (5.3) becsléseket és a haromszog-egyenlStlenséget alkalmazva kapjuk,

hogy j > jo-ra
/R+f_/u@+fj§/u@+f_/mf‘+/m /sz] /1ij /R+fj

azaz

cELELE_,
_333’
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tehat a tételben allitott konvergencia teljesiil. 0

5.1.5. Lehetséges altalanositasok Ha a fenti elméletet I = [a,b] — X tipusi
figgvényekre akarjuk kiterjeszteni, ahol X egy Banach-tér, akkor a Riemann-kozelité
Osszegek és a beldlitk kapott integralhatésagi definicié valtozatlanul elmondhaté. Azonban
azt mar nehezebb igazolni, hogy folytonos fiiggvények Riemann-integralhatok (a rendezés
hidnya miatt ugyanis sem also, sem fels6 kozelit6 Osszeg nincs). Ezért ezzel nem foglalkozunk
részletesen.

Abban az esetben, ha X = R?, akkor az el6z6 elmélet komponensenként alkalmazhatd,
és vektorértékii fiiggvények Riemann-integralja minden nehézség nélkiil definialhato.

Végiil fontos eset az is, amikor f : Q@ — R tipust, ahol Q C R? Ez az eset az
els6 szakaszbeli targyalashoz nagyon hasonlé médon kezelhetd, mindossze a felosztdsban
szereplo intervallumok helyett résztartomanyokat, a hosszak helyett a résztartomanyok
tertiletét (térfogatat) kell hasznalnunk, a finomsag pedig a maximélis atmérd kell, hogy
legyen.

5.2. A mértékelmélet néhany fogalma

A Riemann-integral bevezetésének motivacidja is egy tertilet meghatérozasa volt. De
mi az, hogy teriilet? Mit kell, hogy tudjon egy "jo" tertiletfogalom? Milyen sikidomnak
(halmaznak) lehet teriilete? A hossz/teriilet/térfogat fogalmak kézos altalanositasara
szolgéal a mérték.

Eloszor egy olyan struktirat adunk meg, amelyen a mérték definialhaté.

5.2.1. Specialis halmazrendszerek

5.17. Definicié. Egy Q2 alaphalmaz részhalmazainak A rendszerét szigma-algebranak
nevezziik, ha az alabbiak teljestilnek:

e e A
e Ha A, B € A, akkor A\ B € A is teljestil.

e Ha az A;, A,, ... halmazok mindegyike A-beli, akkor | | A; € A is teljesiil.

j=1
A kovetkezo allitast nem igazoljuk,de fel fogjuk hasznalni.
5.18. Allitas. Egy Q alaphalmaz részhalmazainak tetszéleges A rendszeréhez létezik olyan

legsziikebb A szigma-algebra, amelyre A C A.
Teljestil tovabbd, hogy tetszoleges A szigma-algebra a megszdmldlhato metszetre is zdrt,

vagyis ha az Ay, A, ... halmazok mindegyike A-beli, akkor (| A; € A is teljesiil.
j=1

5.19. Példak. e Trivialis: A legyen (2 6sszes részhalmaza.
e Kicsit nehezebb: Legyen Q = [0, 1], és legyen

A={A C[0,1] : Amegszamlalhat6 vagy A° megszamlalhat6}.

e Nehezen lathato, de fontos: Legyen Q = R?, és Bga a legsziikebb olyan szigma-
algebra, amely tartalmazza R nyilt részhalmazait. Ezt Borel-féle szigma-algebranak
nevezik, elemeit pedig Borel-halmazoknak.

5.20. Allitas. d =1 esetére a Borel-féle szigma-agebrdra teljesilnek az aldbbiak.

(a) Bgr a legsziikebb olyan szigma-algebra, amely tartalmazza a nyilt intervallumokat.
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(b) Bgr a legsziikebb olyan szigma-algebra, amely tartalmazza az [a,b) alaki intervallu-
mokat.

Bizonyitds. (a) Jeloljiikk a nyilt intervallumokat tartalmazé legsziikebb szigma-algebrat
B-vel, az [a, b) alaki intervallumokat tartalmazé legsziikebb szigma-algebrat pedig B-vel.
Azt kell igazolni, hogy B = B = Bg.

Az nyilvanval6, hogy B C Bg, ezért elegendé a forditott tartalmazast igazolni.

Az (a) rész igazolasdhoz is elegend lenne, ha belatnank, hogy B minden nyilt halmazt
tartalmaz, hiszen akkor B egy nyilt halmazokat tartalmazé szigma-algebra, vagyis tényleg
nem lehet sziikebb, mint Bg.

Tekintstink tehat egy G nyilt halmazt, és minden = pontjahoz rendeljiik hozza azon
Ez maga is nyilt intervallum, méghozza a maximalis, x-et tartalmazo; jeloljiik G,-szel.
Nyilvanvalé, hogy az ilyen intervallumok tniéja pontosan az eredeti G halmaz, hiszen
annak része, masrészt tartalmazza G Osszes pontjat. A kérdés csak az, ténylegesen hany
mert ha lenne metszetiik, akkor egyik sem lehetett volna maximalis. De mindegyikben kell
raciondlis szamnak lennie, vagyis nem lehet tobb kiilonb6ézé G, alaki halmaz, mint ahany
racionalis szam van. Ezek szerint minden nyilt halmaz el6all megszamlalhaté sok nyilt
intervallum uni6jaként, azaz ha egy szigma-algebra tartalmazza a nyilt intervallumokat,
akkor az Osszes nyilt halmazt is tartalmazza, vagyis ez bévebb B -nél.

(b) Az biztos, hogy B C B, mert tetszéleges (a,b) intervallumra
~ 1
(Cl, b) = ﬂ [a+ fab)a
=1 J

ahol a jobb oldal a szigma-algebra tulajdonsdgai miatt szintén B -beli.
Hasolnéan kapjuk, hogy B D B, mert tetszéleges [a, b) intervallumra

o 1
[a,b) ZB(G— b

ahol a jobb oldal a szigma-algebratulajdonsigai miatt szintén B -beli.
A fentiekbdl B = B adodik, vagyis az (a)-beli allitast felhasznalva kapjuk az Bg = B
egyenloséget.

O

5.21. Példa. d = 1 esetén [—1, 1], illetve Q Borel-halmazok.

Nyilvanval6 ugyanis, hogy [—1,1] = ((—2,2) \ (—2,—1)) \ (1,2), ahol definici6 szerint az
(—=2,2) \ (-2, —1) kulénbség Borel-halmaz, ezért (—2,2) \ (=2,—1)) \ (1,2) is az.
Altalaban is R minden zért részhalmaza egy nyilt halmaz komplementere, azaz valamilyen
G C R halmazra R \ G alaki, igy maga is Borel-halmaz.

Mivel Q = U q alak, ahol egy megszamlalhat ini6 szerepel, ezért az ini6 is Borel-halmaz.

q€Q
5.22. Definicié. Egy A szigma-algebran értelmezett p: A — [0, oo] fuggvényt mértéknek
nevezink, ha az szigma-additiv, azaz A-beli diszjunkt Ay, As, ... halmazok esetén

" (m Aj) = ul4y),

J=1
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A mértékek kovetkezo fontos tulajdonsagat tobbszor hasznaljuk.

5.23. Allitas. Legyen p: A — [0, 00] tetszdleges mérték. Ha az Ay C Ay C Ag C egymdst
tartalmazo halmazok mindegyike A-beli, akkor az uniojuk is, és u (U?‘;lAj) = lim p(A4;).
J—00

Bizonyitds. Az allitast nem véaltoztatja meg, ha a ldnchoz hozzéavesszilk az Ay = () halmazt.
A szigma-algebra tulajdonsagai miatt nyilvan az inié is A-beli. Diszjunktizaljuk a fenti
sorozatot, azaz tekintsiik a diszjunkt Ag, Ay, A2\ A1, A3\ (A1 UA,), ... sorozatot. Figyeljitk
meg, hogy az els6é n db ilyen halmaz unidja éppen A,:

Av=U A=A\ (AU---UA; L),
j=1 j=1

hiszen A; D Uj_; A; \ (A1 U--- U A;j 1) tartalmazds nyilvanval6, mig ha egy z elem a bal
oldalon van, és k az a legkisebb index, amelyre x € Ay, akkor € Ay \ (A1 U---U Ap_1)
azaz a jobb oldalon levé halmaznak is eleme. S0t ugyanezzel az érveléssel kapjuk, hogy

is teljesiil. Ezért a mérték szigma-additivitasat is felhasznalva kapjuk, hogy

M(G&-) :M<|jAj\<A1U--~UAj_1)> :iM(Aj\<A1U"'UAj_1):

Jj=1 J=1

n—oo n—o0

:Jij{}oiﬂ(/lj \(AU---UA; ) = lim p (lﬂ (4;\ (Ar U"‘UAj—l)) = lim p(A,),

ami épp a bizonyitandé allitas. O

5.24. Példa. A legyen () 0sszes részhalmaza, x € ) pedig tetszoleges. Ekkor az alabbiak
szerint definialt

1, hazeA
0x(A) =<
(4) {0, hax & A

fliggvény mérték, amelyet eqy pontra koncentrdalt Dirac-mértéknek neveznek.

A kovetkez6 példa olyan lényeges, hogy egy allitas keretében fogalmazzuk meg.

5.25. Allitas. Legyen Q = R, tekintsik ezen a B szigma-algebrdt, és legyen egy [a, b)
alakid intervallumon A([a,b)) = b — a. Ez halmazfiigguény egyértelmiien terjeszthetd ki a
Br-beli Borel-halmazokra.

5.26. Definicié. A fenti allitasban szereplé mértéket Lebesgue-mértéknek nevezziik, és
(a dimenzi6 feltiintetése nélkiil) A-val jeldljiik.

5.27. Megjegyzés. A mértékelmélet klasszikus felépitésében a Lebesgue-mérték egy
Br-nél is bévebb halmazrendszeren definidlt, azonban nekiink tovabbi kiterjesztésre (tn.
teljessé tételre) nincs sziikségiink.



82 5. MERTEK- ES INTEGRALELMELET

5.28. Példak. (1) Barmely b € R esetén A({b}) = 0, ugyanis tetszéleges ¢ > 0
esetén {b} U (b,b+¢) = [b, b+ ¢) miatt

/\({b}> < /\([b7 b+e)) =e,
vagyis a bal oldalnak valoban nulldnak kell lennie.
(2) AM(Q) = 0, mert megszamlalhat6 sok nullmértékdi halmaz (egy pontbdl allé halma-
zok) unidjaként 4ll elé.

5.29. Megjegyzés. Van olyan valos szamokbdl all6 halmaz is (az in. Cantor-halmaz),
amelynek ugyanannyi eleme van, mint a valés szamok halmazanak, Lebesgue-mértéke
mégis nulla.

5.30. Allitas. A fenti \: B — [0, 00] Lebesque-mérték rendelkezik az alabbi tulajdonsd-
gokkal:

e \ cltoldsinvaridns, azaz tetszbleges B € Bra és x € R? esetén
lambda(B) = p({b+x:b € B}).
o \ kivilrol és belilrdl is reguldris, azaz tetszoleges B € Bra esetén
A(B) =inf{u(G@) : G D B,G nyilt},

AN B) =sup{u(F): F C B,F zdrt}.

5.31. Definici6. A fentiekben tobbszor hasznalt (€2, A, u) struktirat mértéktérnek ne-
vezziik, ahol A egy szigma-algebra az () alaphalmazon, u : A — [0, o] pedig egy mérték.

5.32. Példa. A Lebesgue-mérték fontos altalanositasa az, amikor F' : R — R egy monoton
n6vé, jobbrdl folytonos fiiggvény, és Ar([a,b)) = F(b) — F(a). A fentiekhez hasonléan ez is
egyértelmiien terjeszthetd ki a B halmazra, amit Lebesgue—Stieltjes-mértéknek neveziink.
Fontos esete ennek, amikor F' egy X valoszintiségi valtozo eloszlasfliggvénye, azaz a fentieken
kiviil lig} F=0¢és lioron F' =1 teljestil. Ekkor egy H halmaz mértéke annak valoszintiségét

adja meg, hogy X értéke a H halmazba esik.
5.33. Definicio. Adott mértéktér esetén azt mondjuk, hogy egy tulajdonsdg valamilyen

H halmazon majdnem mindeniitt teljesiil, ha van olyan nulla mértékii Hy C H halmaz,
hogy az adott tulajdonsag a H \ Hy halmazon teljestl.

5.3. Mérheto fiiggvények, Lebesgue-integral

Definidljuk fliggvények egy alkalmas osztalyat, amelyeken integralt tudunk majd
értelmezni.

5.34. Definicié. Adott (2, A, u) mértéktér esetén azt mondjuk, hogy az f : Q — [0, 00)
figgvény mérhetd, ha minden ¢t € Rt esetén az {x : f(x) > t} halmaz A-beli; és ennek
megfelelden definidljuk az F : [0,00) — [0,00] fiiggvényt az F(t) = pu{z : f(x) > t}
hozzarendeléssel.

5.35. Allitas. Ha f:Q — [0,00) mérhetd, akkor az {x : f(x) > t},{z: f(z) < t},{z:
f(z) <t} halmazok is A-belick.

Bizonyitds. A méasodik eset igazoldsa a legegyszeriibb. Tudjuk, hogy {z : f(x) >t} € A,
ezért {x: f(x) <t} ={z: f(z) > t}° miatt a szigma-algebra komplementerképzésre val6
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zartsagat hasznalva kapjuk a kivant tartalmazast.
Tudjuk azt is, hogy

(o702 1) = (o ) > 12}

amibdl a szigma-algebra megszamlalhaté metszetre valé zartsdga miatt kapjuk az elsé
esetben szerepl6 tartalmazast.

Végil az {z : f(z) <t} ={z: f(x) >t} azonossidgot és a most igazolt {x : f(z) >
t} € A tartalmazast hasznélva kapjuk, hogy {z: f(z) <t} € A. O

5.36. Megjegyzés. Hasonl6 technikaval igazolhatd, hogy ha azt tessziik fel, hogy a fenti
négy tipusu halmaz koziil egy tipus benne van egy szigma-algebraban, akkor az 0sszes tobbi
tipus is. Emiatt az Definicioban a mérhet6 fiiggvények halmazat gy is definidlhattuk
volna, hogy a {x : f(x) > t} tipusi halmazok helyett valamelyik méasik tipusra koveteljik
meg, hogy A-beli legyen.

5.37. Allitas. Ha f,g: Q — [0,00) mérhetdek és Dy = Dy, akkor az f + g figgvény,
valamint tetszoleges ¢ esetén cf is mérheto.
Mérhetd tovabbd az fV g(x) = max{f(x),g(x)} hozzdrendeléssel definidlt figgvény is.

Bizonyitds. Csak az els6 két allitast igazoljuk. Az els6 bizonyitasahoz azt kell meggondolni,
hogy
{z: fx) +g(z) >t} = U{z: fe) >t =g} n{z: g(z) > g},
qeQ
amibol a szigma-algebra metszetre és megszamlalhatd iniora valo zartsaga miatt kapjuk
az allitast.
Nyilvan {z : cf(z) >t} ={z: f(z) > t/c} € A, vagyis cf valéban mérhetd.

O
5.38. Definicié. Egy [ : R — [0,00) mérhet6 fiiggvény p mérték szerinti integraljat
az [ fdp = [5° F(t) dt Riemann - integrallal definidljuk, amely az Tétel miatt
biztosan létezik (esetleg lehet 0o). Ha a fenti integral véges, akkor az f fiiggvényt végesen
integralhatonak nevezzik.

Ha a fenti mértéket a Lebesgue-mértéknek valasztjuk, akkor kapjuk a nemnegativ

« sz

Az eddigiekben csak nemnegativ fliggvények integraljaval foglalkoztunk. Tetszoleges
eléjellt g : 2 — R fiiggvényt bontunk fel a ¢ = g, — g_ Osszegre, ahol

g+ =9(@)V0  g-(x)=—g(x)VO.

Ezek nemnegativ fiiggvények, osszegiik minden x helyen valéban g(x), ami alapjan a g

fiiggvény integraljat az
/gdu::/wdu—/gfdu

kiilonbséggel definialjuk, amennyiben ez értelmes, azaz a jobb oldalon szereplo két integral
koziil legalabb az egyik véges.

Gyakran beszéliink egy f : 2 — R fiiggvény A halmazon vett integraljardl is, ahol
A € A. Ezt a kovetkezo médon értelmezziik:

/Afd“::/f:d/t ahol f(x):{oa haz & A

f(z), haze A
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5.39. Allitas. Ha az f : I — R fiigguény Riemann-integrdlhatd, akkor mérhetd is, és
Riemann- integrdlja megegyezik a Lebesque-integrdljaval.
5.40. Példa. Jelolje valamilyen H € A halmazra yy ezen halmaz karakterisztikus
figgvényét, azaz legyen
(2) 1, hare H
xTr) =
i 0, hazx € H
Ekkor
- w(H), hat<l1
F(t)=plr: x(x) >t} =
(t) = iz : x(x) > t} {o, hat> 1,

vagyis [ xu = [¢° F(t) dt = 1- pu(H) = p(H).

5.41. Allitas. Ha az f,q: Q — R figguények végesen integrdlhatok, és ésszeqiik értelmes,
akkor tetszoleges c1,co € R konstansokkal

/clf—l—cggdu:cl/fdu—i—cg/gdu.

Bizonyitas. Csak az allitas egyik részét igazoljuk; mégpedig azt, hogy a fenti feltételekkel
Jefdp=c/fdpu.

Most definici6 szerint teljesiil, hogy
Fugt) = plw s of (@) > t} = pfa + flx) > t/e} = Fy(t/o),
azaz,

/cfd,u:/Rﬁcf(t)dt:/Rﬁf(t/c)dt:/Rﬁf(s)cds:c/fdu,

ahogy allitottuk.
Az sszegre vonatkozd [ f+gdu = [ fdu+ [ gdu egyenléség igazolasa Osszetettebb, ezért
ezt nem részletezziik. O

5.4. A mérheto fiiggvények elméletének nevezetes tételei

A fejezetben szerepl6 Gsszes allitast adott (€2, A, u) mértéktér esetén igazoljuk.

5.42. Tétel. (Beppo Levi - tétel vagy monoton konvergenciatétel)
Legyen f1, fo, ... egqy végesen integrdlhato 2 — R fiigguényekbdl dllo monoton névd sorozat,
amelynek pontonkénti limesze f. Ekkor f integralhato és

/fdu: lim/fnd,u.

n—N
Bizonyitds. Eloszor belatjuk, hogy f is mérheto, amihez azt kell igazolni, hogy minden
t € Rt esetén az {x : f(z) > t} halmaz A-beli. Nyilvan az f(z) > ¢ relcié pontosan
akkor teljesiil, ha az f(x)-hez monoton névéleg konvergalé f, () sorozat tagjaira is teljesiil
fa(z) >t egy indextdl kezdve. Emiatt

w1 1)> 1) = Ule: o) > 1)

vagyis a szigma-algebra tulajdonsagai miatt a bal oldali halmaz is A-beli, azaz f mérheté.
S6t az uniét boviilé halmazok sorozata adja, vagyis az Allitds miatt nyilvan

(s @) > 1)) = lim p({a: fule) > 1)),
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Ahhoz, hogy pozitiv fiiggvények Riemann-integraljat vehessiik, az eredeti helyett tekintsiik
a0, fo— fi, fs — f1,... sorozatot, amely ugyanigy monoton névo, pontonkénti limesze

pedig f — fi.
Vegytink észre, hogy ezen sorozat elemeire ugyanugy

B(t) = p(fe: f = fula) > ) = lim p({a: fu— filz) > 1}) = lim F(t)

s6t, mivel (ﬁn(t)) . minden ¢-re monoton novo, ezért a |5.16| Tétel alkalmazhato, amibél
n

kapjuk, hogy
0,00 n— 00

n—0o0 [0700}

vagyis az integral linearitasat hasznalva mindkét oldalhoz az [ f; du mennyiséget hozzdadva
kapjuk a tétel allitasat. 0

A kovetkez6 tétel targyalasdhoz sziikségiink lesz az alabbi egyszerii allitasra.

5.43. Allitas. Tetszbleges (@n)nen C R™ sorozatra liminf a,, = sup,, inf{ax, ag1,... }.

Bizonyitds. Mivel (a,)-nek van olyan részsorozata, amely lim inf a,-hez tart, ezért minden
k-ra liminf a,, > inf{ag, ax41, ... }. Ekkor viszont k-ban mindkét oldal szuprémumét véve
kapjuk, hogy
liminf a,, > supinf{a, axs1, ... }.
k

Ha itt szigora egyenl6tlenség dllna, akkor valamilyen s > 0 szdm esetén minden k-ra
volna liminf a,, — s-nél is kisebb eleme az inf{ax, a1, ...} halmaznak, de akkor olyan
részsorozata is, amelynek limesze lim inf a,, — s-nél is kisebb, ami ellentmondas. O

5.44. Lemma. (Fatou-lemma)

Legyenn =1,2,... esetén f, : Q2 — R nemnegativ végesen integrdalhato figgvény. Ekkor
az f(x) := liminf f,(x) hozzdrendeléssel definialt fiigguény is végesen integralhatd, tovdbbd
teljesiil a kovetkezo becslés:

liminf/gfndMZ/Qfd,u.

Bizonyitds. A fenti allitas otletét hasznalva vezessiik be az f*(z) 1= inf{ fp(2), for1(2), ...}
hozzarendeléssel adott fliggvényt. Ekkor a nyilvanvaléan

{z: ") >t} = {z: fl(z) >t}

=k

teljesiil, azaz az |5.36] Megjegyzés miatt f* is mérhetd. Sét, (fk(x))keN monoton nové

fiiggvénysorozat, ezért minden x-ben ennek limesze az f*(z) értékekbdl all6 halmaz
szuprémuma, vagyis a Allitas miatt

lim f*(z) = supinf{fi(v), fir1(2),.. } = liminf fo () = f(z),

k—o0

tehat az (fk(:v)>k€
még figyelembe, hogy minden j > k indexre fennall az

[ int gy < [ fi@)

N fiiggvénysorozatra a monoton konvergenciatétel alkalmazhaté. Vegytik

egyenlotlenség, tehat a

[ int e < inf [ f(@) d
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becslés is. Most a monoton konvergenciatételt, ( f* (x))keN monotonitasat, f* definiciéjat,

az el0z6 becslést, végiil a az Allitast felhasznalva nyerjiik, hogy
/fdu: lim / fkd,u:sup/ fFdp =sup [ inf f;(z) dp <
Q k—oo JQO k Q k

Qj>k
<supinf [ f(z) du =liminf | fi(x) dp
amellyel belattuk a tételt. U

A fenti lemma legfontosabb kovetkezménye az elmélet masodik nagy tétele, a dominalt
konvergenciatétel vagy mas néven Lebesgue-tétel.

5.45. Tétel. (Lebesgue-tétel)
Legyen f1, fa, ... eqy 0 — R tipusi, mérhetd fiigguényekbdl dllo sorozat, amelynek pon-
tonkénti limesze f. Tovdabba tegyiik fel, hogy van olyan végesen integrdlhato g : Q@ — R

figgvény, hogy minden n-re | f,| < g teljesiil. Ekkor li_>m / fr du :/ fdu.

Bizonyitas. Mindenekel6tt belatjuk, hogy ha a pontonkénti konvergencia teljesiil, akkor

fn+_>f+ és foo — f_.

Ennek alapjan elegendo a tételt csak pozitiv fliggvényekre igazolni. Hasznaljuk a Fatou-
lemmat a nemnegativ f,,, fiiggvények sorozatara. Mivel ezeknek limesze f., ezért egyszer-
smind liminf f,,. = f, is igaz, vagyis az integralokra

/ o dy < lim inf / farm

Mivel a p mérték rogzitett, az erre vonatkozo jelolést elhagyjuk. Masrészt a feltétel miatt
fne < g, vagyis g— f,o nemnegativ, és pontonként g— f,-hoz tart. Vagyis a Fatou-lemmama
miatt

[odu— [ frdu=[g—fdu<timin [g— fo dp=

:/gd,u—{—liminf/—fwr du:/gdu—limsup/fn+ dy,

azaz mindkét oldalbdl az [ g mennyiséget kivonva, majd az el6z6 formulaval Osszevetve
kapjuk,

lim sup/fnJr dp < /f+ dp < lim inf/fn+ dy,

ami csakis ugy teljestiilhet, ha mindenhol egyenldség érvényes. Ekkor viszont nh_)rIC}O / e du
létezik, és limesze [ fy, igy

lim /fn+ dp = /f+ dp.
A fenti levezetést a (— f,,)nen fliggvényre alkalmazva kapjuk, hogy

/f dp = / +dp = ,}iggo/(—f)m dp = nh_{go/fnf dy,

amelyet az elozével Osszevetve kapjuk a tétel allitasat, azaz hogy

timy [ fodu = lim ([ fordp = [ adp) = lim [ o dpo— lim [ fodu=

n—oo

= [fedn— [ f-du= [ fdu.
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5.4.1. Szorzatmértékek és a Fubini-tétel A kovetkezd éllitasoknal mindenhol
feltessziik, hogy az ott szereplé mértékek rendelkeznek a kdvetkezo tulajdonséggal.

5.46. Definicié. Egy p : A — [0, 00] mértéket szigma-végesnek nevezink, ha az €
alaphalmaz el6all legfeljebb megszamlalhat6 sok véges mértékii halmaz tinidjaként.

5.47. Definicié. Adottak (€21, .Ay, 1) és (Qa, As, p2) mértékterek esetén a benniik szerep-
16 a mértékek szorzatat az {A; x Ay : Ay € Ay, As € Ay} szorzathalmazokat tartalmazé
legsziikebb szigma-algebran értelmezziik, amit A-val jeloliink.

Legyen pq X po 1 A — R olyan, hogy

(5.4) pa X pa(Ar X Ag) = iy (Ar) pa(Az).

5.48. Allitas. A fenti (5.4) Definicio tényleg meghatdrozza a szorzatmértéket, azaz a fenti
definicioval adott halmazfiigguény az A1 X Ao alakid halmozkrol egyértelmiien terjeszhetd
eqyértelmien terjeszthetd ki az ezeket tartalmazo legszikebb A szigma-algebrdra.

5.49. Példa. Ha py = o = A\q, akkor g X s = A9, azaz a kétdimenzios Lebesgue-mérték.

A szorzatmértékkel kapcsolatos allitasokat sorolunk fel bizonyitas nélkiil. Ehhez B € A
esetén definidljuk a kévetkezd halmazokat:

B, ={y € Qs : (z,y) € B} és B, ={x €O :(z,y) € B}.
Nem trividlis tény, hogy B, € Ay és B, € A, teljesill tetszoleges © € Oy és y € () esetén.

5.50. Allitas. A fent definidlt szorzatmértékre teljesiilnek a kévekez6k:
(i) Tetszbleges B € A esetén fenndll, hogy

p1 X pa(B) :/Q pa(By) dpig Z/Q ,ul(By) dpz.

(ii) A szorzatmérték kommutativ a kovetkezd értelemben: tetszéleges B € A esetén
teljesiil, hogy

p1 X pa(B) = pp x 1 ({(y, ) : (z,y) € B}),

tovabba asszociativ: az {A; X Ay X Az : Aj € Ay, Ay € Ay, A3 € A3} szorzathal-
mazokat tartalmazo legszitkebb szigma-algebra minden B elemére igaz, hogy

pa X (p2 x p3) ({(2, (y,2)) = (2,9, 2) € BY) = (1 X p2) x pz ({((2,9),2) : (v,y,2) € B}).

(iii) Minden f:Qy — [0,00) mérhetd figguény integralja eléall, mint f szubgrdfjdnak
1 X Ay mértéke, ahol a megszokott modon A\, az eqydimenzios Lebesque-mértéket
jeloli. Azaz

/Q1 fdur =p x M ({(z,9): 0<y < flz)}).

A bizonyitast egyik esetben sem részletezziitk. Mindharom &llitas bizonyitasanak alap-
gondolata az, hogy az egyenl6ség két oldaldn szigma-véges mértékek allnak, amelyek
Aj x As alakt halmazokon azonosak, igy az azokat tartalmazé legsziikebb szigma-algebran
is meg kell egyeznitik.

Kovetkezményként a mértékelmélet harmadik alaptételét, a Fubini-tételt fogalmazzuk
meg.

5.51. Tétel. Legyen f: Oy x Qo — [0,00) mérhetd figgvény. Ekkor haszndlva az f(z,-)
QQ — [0,00), f(xv)(y) - f(x,y) és az f<7y> : Ql — [0700)7 f(7y)<x) - f(xa/y)
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jeloléseket, teljestil, hogy

/QIXQQfd(“l X pg) = /Q1 ( QZf(xa')duz) dpy = /92 ( o f.y) du1> dpta.

Bizonyitds. A bizonyitasban mindeniitt a Allitas pontjait hasznéljuk. Tudjuk, hogy a
(iii) pont miatt

Sy d = ) < A ({(29).2) 0 < 2 < Jlaw)).

Ezt elészor a (i), majd az (i), végiil az (iii) pontbeli azonossdg alapjan atalakitva
S F ) = (< o) X A({(29).2) 1 0 < 2 < fl))) =
=1 X (p2 X A) ({((z, (y,2)) : 0 < 2 < f(z,9)}) =
=[x VA2 02 < fe)h) dun = [ ([ S de) am,

ami éppen a bizonyitando els6 egyenloséget adja.
A (ii) pontban szereplé kommutativitdst haszndlva ugyanilyen elven kapjuk, hogy

S £ ) = () X A({((29).2) 10 < 2 < fla))) =
= (ko > ) x A({((4y,2),2) : 0 < 2 < f(z,9)}) =

=% (XN (0, (2,2) 10 € 2 < flay)}) =

= [ x N ({2) 02 2 < flay))) du =

= ( fG.y) dul) dpuz,

Q \Jo,

ami a masodik egyenlGség bizonyitasa. 0
Fontos specialis eset az, amikor mindkét mérték az egydimenziés Lebesgue-mérték.

Ekkor a fenti jelolések helyett gyakran az

A%Abfduwxm)zl;ﬂhﬂ%yﬁhdy

illetve

/92 flx, ) dus :/92 flz,y)dy és /Q () duy :/Ql flz,y) da

jeloléseket hasznaljak, amelyekkel a Fubini-tétel azt jelenti, hogy a kiilonbo6z6 valtozdk
szerinti integralas felcserélhetd.

1

5.4.2. Azonos szigma-algebran értelmezett mértékek kapcsolata: a Radon—
Nikodym-tétel A kovetkezOkben a (€2, A, i) és (2, A, v) mértékterekben szereplé mérté-
kek kapcsolatat vizsgaljuk, azaz feltessziik, hogy ezek azonos szigma-algebran értelmezettek.

5.52. Definicié. Azt mondjuk, hogy a fenti v mérték abszolit folytonos a u mértékre
nézve, ha u(M) = 0 esetén v(M) = 0 is teljesiil.

Példa: A nulla pontra koncentralt 0y Dirac-mérték nem abszolit folytonos a Lebesgue-
mértékre nézve R%ben. Ugyanis a nulla pont Lebesgue-mértéke nulla, ugyanakkor &, szerinti
mértéke egy. Hasonldan a Lebesgue-mérték sem abszolut folytonos a g Dirac-mértékre
nézve, mert a (0,1)¢ kocka Lebesgue-mértéke egy, mig & szerinti mértéke nulla.
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5.53. Tétel. Tegyiik fel, hogy a fenti u és v mértékek szigma-végesek, tovdbba v abszolit
folytonos u-re nézve. Ekkor létezik olyan f : Q — [0,00) fiigguény, hogy minden A € A
esetén v(A) = [, f du.

A fenti tételben szereplé (az egyes mértékektdl fiiggd) f fuggvényt a v mérték p szerinti
Radon—Nikodym-derivaltjanak nevezziik, és gyakran igy jelolik: %. Ez konstruktiv médon
limeszként is el6allithato a klasszikus derivalt mintajara.

Megjegyzés: A fizikai torvények korrekt felirasakor gyakran stirtiségekkel kell dolgoznunk.
A fenti allitas ismeretében lehetiink biztosak abban, hogy ezek a stirliségek léteznek és
figgvényként megadhatok. Ha példaul v a tomegnek megfeleltetett mérték, tovabba u
a haromdimenziés Lebesgue-mérték, akkor a fenti allitas feltétele azt jelenti, hogy nem
engediink meg "tomegpontokat”, s6t minden nulla térfogatt halmazrél feltessziik, hogy
tomege nulla. A fenti allitas azt mondja, hogy ekkor valéban létezik, az a o fiiggvény, amelyet
stirtiségfiiggvénynek neveziink, azaz egy rogzitett V' térfogaton mért m(V') ssztomeget
kiszamithatjuk tgy, hogy azon a strtségfiggvényt a Lebesgue-mérték szerint integraljuk,
azaz formulakkal

m(V) :/ng)\.



6. FEJEZET

Valés vonalintegralok

6.1. Definicidé. Legyen ¢ : [a, f] — R" folytonosan derivalhaté. Ekkor azt mondjuk,
hogy ¢ egy folytonosan derivalhato L utat hataroz meg R"-ben.

Ha a fentiek mellett ¢| ) injektiv és derivaltja sehol sem nulla, akkor azt mondjuk,
hogy ¢ egyszerii, folytonosan derivdlhato utat hataroz meg R™-ben. Ennek értékkészletét
eqyszert, folytonosan derivdlhato gorbének nevezzik, és I'-val jeloljiik.

Ha egy egyszer(i I gorbére ¢(a) = (/) is teljesiil, akkor a gorbét zdrtnak mondjuk.

6.2. Definicié. Legyen ¢ : [«, 5] — R™ altal meghatérozott folytonosan derivdlhatd it

m
hossza az a =ty < t1 < -+ < t,, = [ felosztdshoz tartoz6 Y |p(ty) — p(tr—1)| Osszeg
k=1
hatarértéke, ha a felosztas finomsaga nullahoz tart.
A tovabbi allitasok igazolasahoz sziikségiink lesz a kovetkezo fontos technikai ered-
ményre.

6.3. Lemma. Ha ¢ : [a, ] = R" folytonosan derivdlhatd, akkor a kilénbségi hanyados
fiigguény egyenletesen tart a derivalthoz a kovetkezd értelemben:

Minden £ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy |ty — tx—1| < 0 esetén (ahol ty,tx—1 € [, 5])
teljesiil az aldabbi becslés:

o(tr) — o(tr-1)
by — th—1

— ¢ (tr-1)| < e.

6.4. Allitas. A ¢ : [a, B] — R™ dltal meghatdrozott folytonosan derivdlhaté it hossza

B
JRECIED

Bizonyitds. Jelolje most is o =ty < t; < --- < t,, = [ az [«, (] felosztdséanak osztopontjait,
és legyen € € RT tetszOleges!

Mivel ¢ folytonosan derivalhaté, ezért |H(t)| folytonos, igy Riemann-integralhato is, és
integalja a Y% (t — te—1)|@(tk—1)| kozelit6 Gsszeg hatarértékeként kaphat6é meg, azaz van
olyan 41, hogy az annal finomabb felosztasokon

m

/j ()] At = D" (tr — te1)|(tr1)]| < e

k=1

M4ésrészt tudjuk, hogy a [6.3] Lemma és a valés szdmokra érvényes ||a] — |b]| < |a — b
egyenlGtlenség miatt van olyan do, hogy az annal finomabb felosztds osztopontjain

3

b —«

lp(te) — o(tr—1)| — (tx — te—1)|P(te-1)| < |tk — i

91
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teljesiil.
Vagyis egy min{dy, d2}-nél finomabb felosztds osztépontjain

|/ 01t~ 3% lolt) = plt)

(t)l dt - <tk _ tmr@(tm)r\ .

<

+

(tk — ti—1)|P(th—1)| — Z lo(tr) @(tk—1>|’ =
k=1

Hldt =3t — tk_1>|¢<tk_1>|| ;

S (b — i) |@(tes)] — lolte) — olte)|

k=1

+ <

_1) = 2¢,

ami pontosan azt jelenti, hogy ha a felosztas finomitasa nullahoz tart, akkor

Z|90tk- tk1|_>/‘90 )| dt,

ahogy a tételben allitottuk. O

A kovetkez szakaszban hasznélni fogjuk az R™-beli skaldrszorzasra vonatkozé (- |-)
jelolést.
6.5. Definicié. Legyen ¢ : [a, ] — R™ folytonosan derivalhat6, amelynek értékkészlete
I, tovabba f : ' — R” folytonos. Legyen tovabba oo =t < t; < --- < t,,, = [ egy felosztas,
és Ty € [tr_1,tx] tetszbleges. A fenti felosztdshoz tartozo

m

D (fle(me)) | (te) — @(tr-1))

k=1
Osszeg hatarértékét (ha az létezik), az f fiiggvény L dton vett vonalintegrdljanak nevezzik
és / F ~fel jeldljiik.

L

6.1. A vonalintegral tulajdonsagai
El6szor néhany egyszeri tulajdonsagot sorolunk fel, amelyek a definicié alapjan kozvet-
leniil igazolhatok.

1. Figgvények szerinti additivitas.
Legyen ¢ : [a, f] = R" (szakaszonként) folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
I''= R, és g,h: I' = R" folytonos fiiggvények. Ekkor tetszbleges A, 1 € R esetén

/L()\EH-ML dx—A/ d$+u/h

2. Ut szerinti additivités.
Legyenek 1 : [a, 5] = R™ és s : [5, ] — R"™ szakaszonként folytonosan differen-
cialhato fiiggvenyek, amelyek az Ly, illetve az Ly utat hatarozzak meg, és legyen
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1 (6) = @2 (B). Ekkor legyen

R Sol(t) tE[O&,ﬂ]
o t) = {902 (t) te[BA]

vagyis ¢ : [a, ] — R"™. Ekkor ¢ is szakaszonként folytonosan differencidlhato
figgvény lesz, tovibba I' = R, és tetszlleges g : I' — R" folytonos fliggvény

esetén
Jo@ de=[ g dars [ g() da

3. A vonalintegral trividlis becslése.
Legyen ¢ : [a, f] = R™ (szakaszonként) folytonosan differencidlhaté fiiggvény
(amely meghataroz egy L szakaszonként folytonosan differencidlhaté utat), legyen
I'=R,CR"és g:I' = R" folytonos. Ekkor

[ o) i = \/ DIl < [(tate ) 16 ()] d <

</ g9 (¢ ¢ ()] dt < sup lg| - / o ()] dt—sup lg| - [L ivhossza] .

A kovetkezo tulajdonsagokat is gyakran haszndljuk majd minden kiilon hivatkozés
nélkiil, de az egyes allitasok bizonyitasat nem részletezziik.

6.6. Allitas. A fenti hatdrérték valéban létezik, és

[ 1= [ ey e a

6.7. Allitas. Ha T egyszerd, folytonosan derivdlhaté gorbe, p(a) # o(B) és f : T — R"
folytonos, akkor [ f nem figg a ¢ fligguénytol.

6.8. Megjegyzések. (1) A fenti fogalmak és allitasok egyszertien terjesztheték ki
arra az esetre, amikor ¢ : [a, 8] — R folytonos, és szakaszonként folytonosan deri-
valhato; Legyen ezek az a =ty < t; < --- < t,,, = [ felosztas altal meghatarozott
szakaszok. Ekkor a megfelel6 vonalintegral kiszamitasa az

=3 [ g a

képlettel torténik.

(2) Az eléz6 éllitas miatt altaldban gorbék menti integralokrél beszéliink; ekkor a
bevezetoben emlitett ¢ fiiggvény és az altala meghatarozott ut altaldban nem is
lényeges, csak ¢ értékkészlete.

6.1.1. A vonalintegral attdl valé fiiggetlensége Azt vizsgaljuk, milyen feltéte-
lekkel lesz fiiggetlen egy vonalintegral attél, hogy a ¢(a) és ¢(b) pontok kézt milyen tton
(gorbén) szamitjuk ki. Egy erre vonatkozé elégséges feltétel a kovetkezo.

6.9. Allitas. Legyen Q C R" tetszbleges nyilt halmaz! Ha az f : Q — R" folytonos
fugguénynek létezik primitiv fiigguénye, azaz olyan F : Q — R figguény, amelyre F' = f,
akkor minden folytonosan derivalhato L C Q) 1t esetén a fenti jelolésekkel

| = F(e(t) = Fle(a).
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azaz a vonalintegral csak f-nek az it kezdo- és végpontjaban felvett értékétol figg, az uttol
nem.

Bizonyitds. A fenti képlet, az F' = f feltétel, a kompoziciéfiiggvény derivalasi szabalya,
majd a Newton—Leibniz-formula felhasznalasaval kapjuk, hogy

[ 1= [ lgm)ar = ["(F ) ¢m) = [ (Fopy() =

= F(e(B)) — F(e(a)),
ahogy a tételben allitottuk. O

Fontos kérdés, hogy igaz-e a fenti allitdas megforditasa.

6.10. Allitds. Legyen Q C R" tetszbleges nyilt halmaz! Ha az f : Q — R™ folytonos
fiigguény vonalintegrdlja csak f-nek az ut kezdd- és végpontjaban felvett értékétdl fiigg, az
uttol nem, akkor f-nek létezik primitiv fiigguénye, azaz olyan F : Q0 — R fligguény, amelyre
F'=f.

Bizonyitds. A feltétel miatt rogzitett a € 2 esetén az
F:Q =R, F(:U):/ f
L(a,z)

hozzarendeléssel adott fliggvény értelmes, ahol L(a,z) az a és = pontok kozott haladd
tetszéleges 1t, amelyet a ¢ = (1, P2, . . ., @,) fliggvény hatdroz meg. Be fogjuk latni, hogy
ennek a j-edik valtozé szerinti derivaltja éppen f;. Legyen

. L o(t) te€la,p]
(p[ ,ﬁ—Fh]—)Q, @(t) {g@(ﬂ)‘f‘(t_ﬁ)ej te[ﬂ,ﬁ—i—h],

ahol e; a j-edik egységvektor. Most ¢ az a és x + he; kozti folytonos utat hataroz meg,
tovabba t € [3, B + h| esetén p(t) = e;, vagyis

8jF()—11m1 f— f=

h—0 h L(a,z+hej) L(a,z)

—tim [ ) [ 60) - [C(e0) | 0) dt =

=t 1 [ ) gy d=im g [ o) e e

h—0
Azt kellene tehat igazolni, hogy
1 B+h
file(B) — & }}“% (f(@(t))]e;) dt = 0.

A bal oldal abszolutértéke a kévetkezokeppen alakithaté at és becstilheto:

o) = tim [ fioy ae =t - [ e - [ e i <

h—0./p
1 [B+h
<l [ 15(8) — )] < fim max 10(8)) - FE0)] d

= lim
h—0

Itt viszont f; o ¢ folytonossdga miatt nyilvinvaléan a jobb oldal limesze nulla, amivel az
allitast belattuk. O

Osszefoglalva tehat az aldbbi fontos tételt igazoltuk.
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6.11. Tétel. Az f: Q — R folytonos fiigguény vonalintegrdlja pontosan akkor fiiggetlen
az integraldsi uttol, ha létezik primitiv figguénye.

6.12. Megjegyzés. Ha f : Q) — R" vonalintegralja fiiggetlen az integralasi uttél, akkor
egy zart gorbe mentén vett integralja nulla, hiszen ennek ugyannak kell lennie, mint egy
egyetlen pontbdl allé gorbén vett integral. Sot, ez forditva is igaz: ha f barmely zart
gorbén vett integralja nulla, akkor vonalintegraljanak fiiggetlennek kell lennie az uttol. Ezt
a két tulajdonsagot tobbszor emlitjik a tovabbiakban akar felvaltva is.

Az a fontos kérdés maradt tehat hatra, hogy eldontsiik, mikor 1étezik egy f: 2 — R
folytonos fliggvénynek primitiv fliggvénye.

Tudjuk, hogy ha f : 2 — R™ folytonosan differencidlhaté (ekkor 0 f; folytonos minden
k,j-re) és létezik @ : Q2 — R, hogy &’ = f, akkor a Young-tételt is felhasznélva

O fj = O (0;®) = 0; (0x®) = 0 [

Tehat egy folytonosan derivilhaté f primitiv fiiggvénye csak akkor 1étezhet, ha Oy f; = 0; f.
Ez azonban 6nmagédban nem elégséges feltétel. Legyen ugyanis

Q= {(xl,x2) €ER*:0 < |z] <2},

tovabba

f:Q—=R%, f(%,:m)=(f1(w1,x2),f2($1,xz)),=< e 2)'

x? + a2’ % + 23

Most 0, f1 = 01 fo, ugyanis

ol (1) - D) 208 a3 d
2J1 1,42) — 9 o2 - D) N2
(77 + 23) (w1 + 73)
és hasonldan
2 2 _ 9,2 2 .2
ale (371,1'2) - 4 —21.2 2 Qxl = x; x212’
(21 + 23) (27 + 23)

De ha létezne f-nek primitiv fiiggvénye, akkor a [6.11] Tétel szerint

/ f(x)de =0

S1

volna. Azonban az Si-gyel jelolt egységkoron vett integralja, amit az egységkort megadd
¢ :[0,27] = R?, ©(t) = (cost,sint)

figgvényt hasznalva szamolunk ki, a kévetkezo:

2

[ f@ o= [(re@) o) at =

0

/ { —sint ( . t) n cost s — 9
= sin ———cos = 27,
cos?t + sin?t cos? t + sin?

Ez azonban nem nulla, vagyis f-nek nem lehet (2-n primitiv fiiggvénye.
A primitiv fliggvény létezésének vizsgalata el6tt egy kis kitérot kell tenniink: a paramé-
teres integralok derivalhatosagat kell megvizsgalnunk.
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6.1.2. Paraméteres integralok

6.13. Definicid. Legyen f : [a,b] X [c,d] — R adott folytonos fiiggvény. Legyen

g:[ab] > R, g(2) = [ f(a.y) dy.

amelyet az [ fliggvény y szerinti paraméteres integraljanak neveziink.
6.14. Tétel. A fenti definiciéban szereplé g fligguény folytonos.

Bizonyitds. Most rogzitett xy € [a, b] esetén
d d
lg () — g (0)| = |/ f(z,y) dy—/c f (o, y) dy| =

[ )~ 7o) au] < [11F (@0) — f (o.0)] dy

teljestil. Mivel f folytonos, Dy = [a, b] X [c, d] korlatos és zart halmaz (azaz sorozatkompakt
is), ezért f egyenletesen folytonos. Ekkor tetszéleges € > 0 szamhoz létezik § > 0 tgy,
hogy |(z,y) — (2", y")| < 0 esetén

|f(z,y) = f (2" y")] <e.

Most z* = g, y* = y esetén ez azt jelenti, hogy |x — zo| < J esetén

| (z,y) = f(zo,y)] <,
minden y € [c, d] értékre, vagyis
|9 () — g (x0)| <e(d—c),
ami éppen a g fiiggvény z¢-beli folytonossagat jelenti. O
6.15. Tétel. Ha f : [a,b] X [c,d] — R folytonos és O f : (a,b) x (¢,d) — R folytonosan

kiterjeszthetd [a,b] X [c,d]-re, akkor g folytonosan differencidlhaté |a,b]-n, és

9 (v) = /alf(%y) dy,

vaqyis felcserélhetjik a derivaldst és az integrdaldst.

Bizonyitds. Legyenek x, xg € (a,b), tovabbéa x # x,! Ekkor a Lagrange-féle kozépérték-tétel
felhaszndldsaval kapjuk, hogy van olyan x és zo kozotti &, hogy

W :/de) —f(20,9) dyz/dalf@y,y) dy,

T — T — g

azaz teljesiil a kovetkezo becslés:

‘g(a?)—g(a?g) — /Cdalf (Z‘o’y) dy’ = /Cd (81f (Gyvy) —of <x0’y)) dy| <

T — X9

d
< / 10uf (&r) — Ouf (20,)| dy,
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vagyis ha x — x(, akkor §, — x( miatt a 0, f fliggvény egyenletes folytonossdga miatt
kapjuk, hogy

lim M —/dalf(xo,y) dy| = lim

T—T0 €r — xo Tr—xTQ

9D =9 [, (2, 0) dy‘ ~ 0,

T — 2o

ami épp a bizonyitandé allitas. O

6.2. Primitiv fiiggvény létezésének feltétele

A primitiv fiiggvény létezésére vonatkozd tovabbi feltétel a tartomany alakjara vonat-
kozik.

6.16. Definicié. Egy Q) C R? tartomdnyt egyszeresen dsszefiiggének neveziink, ha tetszo-
leges, a tartomanyban levé egyszerti, zart, (szakaszonként) folytonosan differencialhatéd
I' = R, gorbét folytonos mozgatassal annak tetszdleges y pontjira lehet hiizni tgy, hogy
végig a tartomanyban maradjunk, azaz 1étezik olyan

¥ [0,1] X [a, B] = Q
folytonos fliggvény, hogy
(0,s) =p(s) és P(ls) =y
teljesiil minden s € [a, (] esetén.
6.17. Definici6. Egy Q C R? tartomdnyt csillagszerinek neveziink, ha létezik olyan b €

pontja, hogy minden x € () esetén az b és x pontokat 0sszekoto szakaszt tartalmazza €.

6.18. Tétel. Legyen Q C R™ csillagszerti, tovdbbd f : Q — R™ olyan folytonosan derivdl-
haté figguény, hogy minden 1 < j, k < n indexre 0;fi, = O f; teljesiil. Ekkor f-nek létezik
primitiv fiigguénye.

Bizonyitas. Felteheto az, hogy b = 0. Ha ugyanis ebben az esetben igazoljuk az allitast,
akkor tetszoleges b és () tartomany esetén tekintve az
for{x—b:xeQ} =>R" fi(x)=f(x+b)
hozzarendeléssel adott fiiggvénynek létezik F{ primitiv fiiggvénye, hiszen értelmezési
tartoméanya csillagszerti az origéra nézve. Ekkor viszont az
F:Q—R, F(x)=F(x-Db)
hozzarendeléssel adott fliggvény derivaltjara
F'(x) = Fy(x = b) = fo(x — b) = f(x),

vagyis f-nek is van primitiv fiiggvénye.
A bizonyitas konstruktiv: az 0 és x pontokat 0sszekoto szakaszt megado

0 :]0,1] = R",  o(t) =tx

figgvényt hasznalva legyen I’ az f fiiggvény fenti szakaszon vett vonalintegralja, azaz
1

F@) = [ et = [ fxxdr
Belatjuk, hogy 0;F (x) = f; (x). Most

n

F(X) = Z/fk (ZfX) Tl dt,

k=1
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ahol a parcialis derivaltak folytonossagat és az el6zo tételt hasznédlva j # k esetén

0 0

j = k esetén pedig
1 1

ak/ fr (tx) ), dt = / (O fr (tx) t - xp + fi (tx)] dt.
0 0
Vagyis Osszefoglalva

0,F (x) = /0 1 [ﬁ: O, fy (1)t~ 24 + f; (m)] at

= [ o om0

Vegyiik észre, hogy
O [f; () t] = > Oy (tx) wy, - L+ f (%),

k=1
igy 1
OiF (x) = /Qj (t) dt =g; (1) — g; (0) = f; (x) = 0= f; (x)

teljesiil, amit igazolni akartunk.



7. FEJEZET

Komplex fiiggvénytan

Ebben a fejezetben komplex fiiggvények tulajdonsagait vizsgaljuk, azaz f : C — C
fiiggvényeket. Kideriil majd, hogy az ezen fiiggvények derivalthatosagara bevezetett fogalom
nagyon szigoru feltételt ad. Lényegében ennek elemzése az alabbi anyagrész targya.

7.1. Definicié. Egy Q2 C C (vagy Q C R?) halmazt tartomdnynak neveziink, ha az
Osszefliggd és nyilt.

A fejezetben vizsgalt fliggvények minden esetben 2 — C tipusiak lesznek, ahol 2 C C
mindig egy tartomanyt jelol.

7.1. Komplex differencialhatésag és vonalintegral

7.2. Definicié. Legyen f: C — C értelmezve egy 2z, € C pont valamilyen kérnyezetében.
Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté (derivalhaté) zp-ban, ha a

o T f ()

Z—20 z — ZO
hatérérték létezik C-ben. A limeszt a valds fliggvények derivalasahoz hasonléan igy jeloljik:
f' (20)-

7.3. Definicié. Az Q) — C figgvényt holomorfnak nevezziik, ha az €2 minden pontjaban
derivalhato.

7.4. Megjegyzés. A komplex differencialhatosagnak van szemléletes geometriai jelentése
is. Mivel f’(z9) € C, és az

f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20)
egyenloség teljesiil, ezért a jobb oldallal definialt

2 f(20) + f'(20)(2 — 20)

figgvény az S, (zo) korvonal pontjait el6szor S,.(0)-ba tolja, aztdn a f'(zy) komplex szammal
szorozza (ami egy forgatds és nyujtas egymasutanja), majd f(z)-vel eltolja. Igy egy
korvonalat korvonalba képez; sot, a koriiljaras irdnyat is megtartja. Roviden azt szoktak
mondani, hogy egy derivalhaté fiiggvény aszimptotikusan kortarto.

Vizsgaljuk meg, mit jelent az, hogy a g : 2 — C fliggvény differencialhaté egy z
pontban!

A hatédrérték vizsgalatdhoz vezessiik be azokat az g1, g» : R? — R fiiggvényeket, amelyek
az alabbi hozzarendeléssel adottak:

g1 (z1,m9) = Reg (r1 +ixe) és Go(x1,22) = Tmg (21 + i22).
Ekkor a definiciénak teljesiilnie kell abban az esetben is, ha

(hk>k€N — 0, Re hk =0 ¢és (hk)kEN — 0, Jm hk =0.
99
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Most Jm h;, = 0 esetén

: g(z+he) —g(z) . Gi(@1+ g, z) — Gi(@1,30)
R h = &d(o,22),
illetve
gzt b)) —g(z) o Ga(wy 4 g, ) — Ga(Tr, )
e e hk =0l 22)
teljesiil, és hasonléan
, g(z + hii) — g(z) L Go(1, 22 + hi) — Go(21, 72) A
m T T A hy = adalon,2a),
illetve
gzt ) —g(z) L gi(rn et he) = gir,me)
i, Jm i =, I, = g, a2).

A fenti egyenléségeket dsszevetve adédnak a

(7.1) Og1(w1, w2) = 02G2(w1,32) €5 O1go(w1, w2) = —0agn (21, 2)
egyenloségek, amelyeket Cauchy—Riemann-egyenleteknek neveziink.

7.5. Definici6é. Ha I' C Q szakaszonként folytonosan differencialhato, egyszerti gorbe,
amely a ¢ : [a, 8] = C fiiggvénnyel adott, akkor a g : I' — C komplex fiiggvény I'-n vett
vonalintegrdljdat az

oz az= [ gletet) di = [ Reglo@)et di+i [ Im (oo di

o

komplex értékii integrallal definialjuk.

7.6. Megjegyzés. Ha a fenti esetben I' zart, és ez a ¢ : [«, B] — C fiiggvénnyel adott,
akkor a ¢ : (0,8 — a] = C, @(s) = p(8 — s) hozzarendeléssel adott fliggvény ugyancsak a
I' gorbét adja meg, azonban kénnyen kiszamithato, hogy

B—a

B .
| ateev dt == [ g((s)é(s) ds

Tehat ha egy zart gorbén vett vonalintegralrél beszéliink, akkor rogziteni kell, hogy a
gorbét mely (szakaszonként folytonosan derivalhaté) fliggvény értékkészleteként kaptuk.
Val6jéban (a[6.7 Tétel miatt) csak azt kell rogziteni, hogy a gérbén milyen irdnyt koriiljardst
hataroz meg . A koriiljaras iranya mindig legyen pozitiv, azaz a

¢ :[0,27] = C, () = cos~y + isiny
fliggvényhez tartozo koriljarasi irannyal megegyezo.
7.2. A Cauchy-alaptétel és kovetkezményei

7.7. Tétel. (Cauchy-alaptétel) Legyen Q@ C C egyszeresen dsszefiiggd tartomdny és
g :Q — C holomorf. Ekkor g integrdlja barmely szakaszonként folytonosan differenci-
alhato, Q-ban halado egyszeri; zdrt gorbén nulla.

Bizonyitas. Legyen ¢ : [a, f] — C szakaszonként folytonosan differencialhaté fiiggvény,
mely egy egyszert zart I' C (2 gorbét hatdroz meg. Definicié szerint ekkor

B
.A“@d”=/9@6D¢®dp
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Legyenek o1, o : [a, B] — R az aldbbi egyenléséggel definialt fiiggvények:
pr(t) =Rep(t) b @ (1) =Tmp(t),
tovabba hasznaljuk az el6z6 tételben bevezetett gy, go jeloléseket. Ekkor

[ 9o o) dt = [ (g (oa(t) + ipalt))) - (£1(6) + () e =

«

= [ (o101 () = a0, 220 (1) +

2
+ i (g2(01(t), p2(t))@1 (t) + g1(01(t), pa(t)) @2 () dt.
Ennek valos része a kovetkezo:

(72) [ (@ oi(0) @2(0). ~ga(1(0), 020)) | ($1(2), 22 1)) i,
ahol a Cauchy-Riemann-egyenletek miatt

D291(1(1), p2(t)) = —01g2(p1 (1), pa(t)),

tehat az els6 komponensben szerepld (g1, —go) fiiggvénynek létezik potencialfiiggvénye az
) egyszeresen Osszefliggd tartomanyon, azaz a fenti ([7.2)) képletben adott zart gorbén vett
integralja nulla. Hasonléan, a keresett integral képzetes része a kovetkezo:

(7.3) /j((gz(%(t)’ ©2(1)), g1(p1(2), p2(1))) | (@1(8) 2 (1)) dt,
ahol a Cauchy-Riemann-egyenletek miatt

0292(1(1), 2(t)) = Org1 (1 (), a(t)),

tehat az els6 komponensben szerepld (go, g1) fiiggvénynek létezik potencialfiiggvénye az
Q) egyszeresen Osszefliggd tartomanyon, vagyis (a |7.3)) képletben adott zart gorbén vett
integralja nulla. O

A Cauchy-alaptétel kozvetlen kévetkezményeit vizsgaljuk meg. Minden esetben I' egy
egyszeri, zart, szakaszonként folytonosan differencalhaté gorbe C-ben.

7.8. Tétel. Egy C\I' nyilt halmaz két dsszefiiggd komponensbdl (részbdl) dll, a két kompo-
nens kozil az eqyik korldtos, a mdsik nem. A korldtos komponenst I' belsejének nevezziik
(és T'-val jeloljiik), a nem korldtos komponenst T kiilsejének.

7.9. Megjegyzés. A tétel allitasa trivialisnak tiinik, bizonyitasa mégis nagyon oOsszetett.

7.10. Tétel. Legyenek [Ty C Q egyszert, zart, szakaszonként folytonosan differencidlhato
gorbék, legyen I'y C I. tegyiik fel tovabbd, hogy I‘\ (I'y UFl) C Q, vagyis hogy ) tartalmazza
a ' és Ty "kozotti" tartomanyt. Legyen g : 2 — C holomorf. Ekkor

J i dz= [ re)a

Bizonyitas. Csak a bizonyitas vazlatat adjuk meg, amely erdsen a szemléletre tamaszkodik.
Legyen az abrén € a I'y és I's gorbék tavolsaga, és jelolje I',, illetve I'; . azokat a gorbéket,
amelyeket gy kapunk I'-bol, illetve I'1-bol, hogy azoknak a I'y és I's gorbék kozti részét
elhagyjuk.

Ekkor a Cauchy-alaptételt alkalmazva a I'.,I'y, —I'1 ., I's utakbdl all6 szakaszonként
folytonosan differencialhaté zart gorbére, teljestil, hogy

0—/ dz—l—/ dz—/l’af(z)dz+/rsf(z)dz
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Ha a jobb oldalon az ¢ — 0 limeszt vessziik (azaz 'y "kozel keriil" I'3-hoz) akkor kapjuk,
hogy

0= [ f@)dz= [ [z
r r
ami éppen a tétel allitasat jelenti. O

A fenti tétel altalanositasa a kovetkezd, amelyet nem igazolunk, de késébb hasznalni
fogunk.

7.11. Tétel. Legyenek I',T'1, 'y, ....['y C Q diszjunkt, egyszert, zdrt, szakaszonként foly-
tonosan differencidlhato gorbék, amelyekre I'; C I' és a I'; halmazok diszunktak (j =

1,2,...,k). Legyen f holomorf egy olyan tartomdnyon, amely tartalmazza a r \ (F1 Ul U
-+ UT%) halmazt. Ekkor

/Ff(z)dZ—il/ij(z)dz.

7.3. A Cauchy-féle integralformula, derivaltja és alkalmazasai

7.12. Tétel. (Cauchy-féle integrdlformula) Legyen Q2 C C egyszeresen dsszefiiggd tarto-
many és T' C Q egyszertd, zdrt, szakaszonként folytonosan differencidlhato gorbe (ekkor

I'c Q), és g: Q — C holomorf. Ekkor tetszdleges z € I esetén

95 = o [ 2 ac.

Bizonyitas. Legyen

Ko(2) ={CeR: [ —z| =0}
a z kozéppont, p sugari korvonal, ahol p-t olyan kicsinek valasztjuk, hogy K,(z) C I
érvényes. Ekkor a Cauchy-alaptétel kozvetlen kovetkezménye szerint

9() . _ 9(Q)
/F(—zdc_ Kg(z)C—de7

/ 1
Ko(2) C -z

ahol eldszor az
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integralt szamitjuk ki.
Most a ¢ = z+ pcos (t) +ipsin (t) paraméterezés mellett ( — 2z = pcos (t) +ipsin (¢), tehat
valéban teljesiil, hogy

Ko(2) ={CeR:|C—z[ =0},
fgy K,(z) a
0 :[0,2r] = C, ¢ (t) = 2+ pcos (t) + ipsin (t)
hozzarendeléssel adott fliggvényhez tartozo zart gorbe, ahol
¢’ (t) = —psin (t) +ipcos(t).

c sz

2 2w

/Kgu) (=2 o 0/ ocos () +igsin (t) [—osin (t) + dgcos(t)] dt = 0/zdt = 2mi.

Ezek szerint akkor

9() = g () omi= gg () [ Aoac= L I8 g

27 27 o(2) ( — 2 2miJKy(z) C — 2

alakba irhato.
A tétel igazolasahoz tehat elgendd belatni, hogy minden € > 0 szdmhoz van olyan o, hogy
a kovetkezo becslés teljestil:

1
(7.4 s P ac—g) <
Felhasznélva, hogy az
1 (<) 1 (<) g(z) | _ 1 9(¢) —9(2)
2m'/f<g<z>c—zdg_g(z) S om /ngc—zdg_ Kg<z><—zd<‘ 2w /Kgoz) = «

egyenldség érvényes, kapjuk egyszerli szamolassal, majd az integral trivialis becslésével,

hogy
1 9 . 1 9 . 9(2)
J /g< ) -9 (Z)‘ S /Kg(z> C—=z de Ko(z) ¢ —

211 JK,(2) C — 2 or
1l 9090 4|, s 8O =9I .
__%w@w> (—= “ﬂ<@<§§@ 0 Cgﬂﬂ@@) 9(2)]

Ha itt o — 0, akkor a ( — z teljesiil, azaz a g fliggvény 2 pontban vett folytonossagat
haszndlva g ({) — ¢ (z), tehat a kivant (7.4 becslés elég kis o esetén valoban teljesiil. [

7.13. Definicié. Egy I' C C egyszerli (nem feltételen zart) szakaszonként folytonosan
differencialhat6 gorbe és g : I' — C folytonos fiiggvény esetén a

G:C\T =C, G( %Z/C_ng

figgvényt Cauchy-tipusi integrdlnak nevezzik. Az egyszeriiség kedvéért a jelolésben a I’
gorbét nem tiintetjik fel.

7.14. Tétel. A fenti G figgvény a C\I' halmazon holomorf és

G k) (2) = k'/ (Cif;kﬂdg.

2w Jr
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Bizonyitas. Csak a k = 1 esetet latjuk be, hasonlé - de dsszetettebb - szamolassal teljes
indukcioval a tétel igazolhat6. Tehat ezt szeretnénk igazolni:

=5 (Cg_(i))? ac.

El6szor a bal oldalhoz tartozo kiilénbségi hanyados fliggvény alakitjuk at:

G(Z+hf)L = EQm [/C—z— de = /C— dC]

_1_/1[C g g(C)] c—m/g(O(C_Z)_(C_Z_h)dC:

2riJrh |[(—2z—h ( h(¢—2z—h)((—=2)
1 9(¢)
_27m'/r(C—z—h)(C—z)d(

Az allitas igazolasdhoz a kovetkezd kiillonbséget kell tehat becsiilniink:

Glt+th) -G 1 1 g .|_
| h _m/r(g—z)QdC_

1

1 1
A9<<>[(¢_Z_h)(<_z>—(g_ >2] dc|:

(75) _217T C-2)-(C ©
1 —2)—((—z—h g
3w | 91© (C—2—h)((—2) C‘ (c—z—h><c—z>2dC :
<M-|F|~sup !
7 Y Y BT

ahol |T'| jeloli T hosszét.
Mivel I C C korlatos és zart, ezért sorozatkompakt is, igy a

dr : T = C, d(¢) =1|¢ — 7|
folytonos fiiggvénynek van minimuma azaz létezik (o € T', hogy 2d := [(y — z| = énf I — z|.
Ha most |h| < d, akkor
C—z—hl2|C—2|—|h22d—d=d,
tehat a becslést folytatva kapjuk, hogy

G(z—l—h)—G(z)_l/ dc| < \h\ 1
h 271 Jr (¢ — d (2d%)’
amely nulldhoz tart, ha h — 0. Azaz
. G(z+h)—G(2) 1 1
1 S / T =0
B0 h 271 Jr (¢ — d¢} = h—>0 27r 1T d (2d?) ’
amivel a k = 1 esetre igazoltuk a tétel alhtasat. U

Fontos specialis eset az, amikor ¢ : 2 — C holomorf, 2z, € Q tetszéleges, I' = K,(20)
olyan korvonal (1d. a Tétel bizonyitasat), amely belsejével egyiitt az 2 halmazban
van. Ekkor a Cauchy-féle integralformula alapjan

1 g9 (<)
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az elozo tétel szerint pedig

® () F _9©Q)
g g (ZO) - ./I(Q(ZO) (C )k-i-l dC7

27 — 20

vagyis g a zy pontban k-szor is derivalhat6. Ezt fogalmazzuk meg a koévetkezo fontos
tételben.

7.15. Tétel. Ha g : Q@ — C holomorf, akkor akarhanyszor is derivdlhato €2 minden
pontjaban.

A valés esethez hasonléan most kapcsolatot 1étesitiink a vonalintegral és a primitiv
figgvény kozott.

7.16. Tétel. Tegyiik fel, hogya g : Q C C folytonos figguény [ g (z) dz vonalintegraljinak
értéke tetszoleges Q2-ban halado eqyszert, szakaszonként folytonosan differencidlhato I' gorbe
esetén annak csak a kezdo- és végpontjatol fiigg. Ennek megfeleloen az a € ) rogzitett pont
esetén felirt

.0 C, D(z /g

fligguény értelmes, ahol az integrdlds tetszdleges olyan gorbén torténik, amelynek végpontjai
a €és z, tovabbd ® derivaltjira

' (2) =g ()
teljestil.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a ® fiiggvény defnicidja szerint

Pt =00 _ [/ &) de - /g ] TGRS

teljesiil. Ekkor tehat a
‘Q)(z +h) —d(z)

:‘]11/:% dg——/ dg|:

(9(¢)=9(2)

|h| |h’ sup |g(C)_g(Z)’7

CeL(z,z+h)

becslés érvényes (itt a z és z + h pontokat Osszekotd szakaszon vettiik az integrélt), ahol
h — 0 esetén a jobb oldal és igy a bal oldal is 0-hoz tart. U

A fenti tétel nyilvanvalé kovetkezménye az alabbi.

7.17. Tétel. (Morera tétele):
Ha g : Q — C olyan folytonos figguény, amelynek az Q-ban haladé eqyszeri szakaszonként
folytonosan differencidalhato gorbéken vett integralja csak a gorbe kezdd- és végpontjatol
fiigg, akkor g holomorf.

Ugyanis elébbi tétel szerint a ® (2) = [¢(¢) d¢ hozzdrendeléssel adott fiiggvény

differencialhat6 és @ (z) = g (z), tehat ® differencidlhaté, ezért kétszer is, igy g holomorf.
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7.18. Lemma. Legyen I' C C egyszert, szakaszonként folytonosan differencidalhato gorbe,
tovdbba fi : I' = C folytonos fiiggvények, ahol k € N. Ha a Z fx = f sor egyenletesen

konvergens, akkor f is folytonos, tovdbba

/f(z)dz:g:l/fk(z)dz

vagyis az integralds és az 6sszeqzés felcserélhetd.

Bizonyitds. Eloszor megjegyezziik, hogy ha a gy : [a, ] — C folytonos fliggvényekre
>ren gk = g teljesiil egyenletesen, akkor ezek valds és komplex részére is ugyanez 4all fenn,
tehat a valds fliggvényekre vonatkozo hasonld allitas miatt kapjuk, hogy

B B B B
/ng:/ Zi)%egk+i§mgk:/ Z%egk+i/ Y Jmg =

keN keN keN keN
B
—Z/ i)‘iengrzZ/ ngkfﬂfieZ/ gk+szZ/ i = /gk.
keN keN keN keN keN

Legyen I' = R, ahol ¢ : [, 8] = C szakaszonként folytonosan differencidlhaté. A fenti
egyenléséget a gx(t) = fr(p ( ))(t) hozzarendeléssel adott figgvényre alkalmazva nyerjitk
tehat, hogy

[1Graz= [ rleme ar= "3 filp ) di =
@ & k=1

OOB oo
= b (t) dt = 2)dz
S [ @0 dt =3 [ fi(2

amit bizonyitani akartunk. [l

7.4. Komplex fiiggvénysorok tulajdonsagai, Taylor-sorfejtés

7.19. Definicié. Legyenek f; : Q — C, f folytonosak. Azt mondjuk, hogy a Z fi=1f

az ) belsejében egyenletesen konvergens, ha minden K C 2 sorozatkompakt halmaz esetén
a sor a K halmazon egyenletesen konvergens.

7.20. Tétel. (Weierstrass-tétel komplex figguényekre)
Legyenek az fi : Q@ — C figgvények holomorfak, tovabba az Z fr sor Q belsejében egyen-

letesen konvergens. Ekkor

(1) f = /ﬁ fr is holomorf,
=1
@fzim

f,g 2 egyenletesen konvergens §2 belsejében minden j € N-re.

(3) [V

I Mg

Bizonyitds. Egyrészt tudjuk, hogy f = Y fi folytonos az €2 halmazon, hiszen a sor ()
k=1

belsejében egyenletesen konvergens).
Belatjuk, hogy f differencidlhaté tetszéleges zy € Q egy kis B, (z) C € kornyezetében.
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Vegytink egy I' C B, (29) egyszerti, szakaszonként folytonosan differencialhaté, zart gorbét!
Az el6bbi lemma alapjan a sor I'-n vett egyenletes konvergenciajat hasznalva kapjuk, hogy

/Ff(z)dz:/ka dz— /fk =0,

vagyis a Morera-tétel alapjan f valoban holomorf.
A masodik allitas bizonyitasahoz a Cauchy-féle integralformulat hasznaljuk. Eszerint

ha z € B, (29), akkor
11O,
)= gn [ Fosdc

2m (—=z
Most jegyezziik meg, hogy mivel a Z fr sor Q belsejében érvényes egyenletes konvergens,
k=1
ezért a
o0
> fr(Q)
k=1
(¢—2)

sorra ugyanez érvényes. Ezért azt kapjuk, hogy
k=1

rey L f©Q) B _
fz)= zm/m (+0) (g_ 2 %= 27ri/r(z0) c—2 &

27TZ/,«20 C— zd¢= Zf

ami bizonyitja a tétel méasodik pontjat.
Végiil a lemma miatt a fenti egyenléségben szereplé integralok is egyenletesen konver-
gensek, vagyis valoban

'(2) =§fk' (2)

egyenletesen. Ezt a bizonyitott elv szerint ismét tagonként derivalhatjuk, amibol kapjuk a
tétel harmadik allitasat. O

7.21. Példa. Tekintsiik a § ok (2 — zo)k hatvanysort!
k=0

Ha ennek konvergenciasugara R > 0, akkor |z — zp| < R esetén a sor konvergens, tovabb4
minden R-nél kisebb sugart, zp kézéppontu korben a hatvanysor egyenletesen konvergens.
Mivel fi(z) = ¢ (2 — zo)k holomorf, és az f;. fiiggvényekbdl 4ll6 sor a konvergencia sugar
belsejében egyenletesen konvergens, igy a Weierstrass-tételbdl kovetkezoen a sor Osszege is
holomorf, és a sor tagonként akarhanyszor derivalhato.

Tovabba az

z) = kick (z — zo)k

definiciéval adott Osszegfiigvény ekkor a konvergenciakor belsejében tagonként differencial-

hato, ezért egyszerii szamoléassal kapjuk, hogy a valds esettel analég médon ¢ = £t ,)szo).

Valojaban a forditott eset a fontos; adott f fiiggényt probalunk meg komplex hatvanysor
alakjaban megadni.
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7.22. Definicié. Legyen f holomorf zy egy kornyezetében. Ekkor az f fiiggvényhez tartozo
2o korili Taylor-sort igy értelmezziik:

N ED) k
kz::l o (z—2)".
A Taylor-formula vizsgalata el6tt egy fontos példat emlitiink, amelyet fel fogunk
hasznalni.

7.23. Példa. Az f(z) := ;L hozzdrendeléssel adott f fiiggvény holomorf C\ {1} tarto-
manyon, hiszen derivaltjat a valos esettel analdog modon ott képlettel megadhatjuk.
Szintén a valds esettel analog médon kapjuk, hogy z # 1 esetén

1 — gt
— =14z + 242"
1—2z
ahol mindkét oldalon az n — oo hatarértéket véve |z| < 1 esetén adddik, hogy

1 2k
=L

A sorfejtések elemzésénél tobbszor hasznaljuk majd a kovetkezo jelolést, amely adott
2 C C tartomanyra és z € () pontra vonatkozik:

Br(z) = maximalis Q-beli z kozépponti nyilt korlap.
Mivel az €2 tartoméanyt most rogzitjik, a fenti jel6lésben nem hasznaltuk.

7.24. Tétel. Legyen f : Q — C holomorf. Ekkor az f fligguényt elédallitia Taylor-sora
tetszdleges zo € Q pont kéril a Bg (zy) kérlapon.
Azaz formuldval:

oo r(k) 20
r =y Tty

ahol z € Bg (2).

Bizonyitds. Legyen z € Bg (2), és valasszuk az r € RT sugarat gy, hogy |z — 20| < r < R.
Hasznaljuk tovabba az

K (20) == {¢:[¢ — 20| =1}
jelolést is.
A Cauchy-féle integralformulat K, (zp)-ra, mint zart gérbére és z-re alkalmazva kapjuk,
hogy

f(z) =

__2ii/" f Q) ac.

Kr(z0) ( — 2

ahol a nevezd:
1 1 1 1

Q—z_(C—Zo)—(Z_ZO)_C_Zol_z%g'

< 1 érvényes, ugyanis |z — zg| < r = | — 2o|. Tehat

1 _ 1 i(z—z())k:i (z—zo)k
(=2 (=205 \C— % k:o(C—?«‘o)kH’

amely a Weierstrass-kritérium szerint ( € K, (29) esetén egyenletesen konvergens.

Z—20

It 2=
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fgy
> (z— zo)k

f@ =5 [ O

k=0 (C - Zo)kH

B i (2= ZO)ki /Kr(zf» —— 1= ki—O: culz = )"

¢ =

2 i (¢ — zo)FH!
ahol valéban kl (0
(k) — = — / — g d
f (20) Ck 71 Ky (20) (C . Z[))k+1 Ca
azaz
Cr =
k!
érvényes. -

A fenti tétel fontos kovetkezménye az alabbi.

7.25. Allités. Legyenck f, g holomorf figguények az Q C C tartomdnyon, tovdbbd
(zj)jen C Q2 és z. € Q olyanok, hogy

lim(z;)jen = 2« €5 2z # 2z, [(25) =g (z5) VjeN.
Ekkor f (z) = g (2) érvényes az egész ) halmazon.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a két fiiggvény z,-beli folytonossaga miatt a sorozatfolytonossag
elvét hasznédlva f(z.) = g(z.).

El6szor belatjuk, hogy f (z) = ¢ (z) érvényes minden Bg (z,) C € nyilt korlapon.
Fejtstik Taylor-sorba az f és g fiiggvényt z, koriil, és frjuk fel egyenldségiiket a (2;);en
sorozat pontjaiban!

S CCS NI W TCR
(7.6) )= "y —a) = (5 —2z) =g(z),
=0 J: =0 J
ahol az Osszeg els6 tagja azonos, tehat
f'(2) f (=) fO(z)
g'(%) g% () 99 (=)
== (zj — z) + 5 (zj — 2:)° + 3l (27— 2% + ...
Mivel z; — 2z, # 0, ezért azzal osztva
F (=) FO(z)
FE)+ == (5 —2)+ = (5 —2)+ =
9% (=) 99 (=)

=g¢'(z) + 5 (25 — 2) + 3 (zj — Z)2

adodik. Mivel a két oldalon all6 hatvanysor Bg (2.) \ z.-ban konvergens, ezért z,-ban is, igy
ott is folytonos. Ha tehat a két oldalon all6 hatvanysor a z; # z, pontokban azonos, akkor
z; = 2, -ban is, amit felirva kapjuk, hogy f'(z.) = ¢'(z.). Az eljarast folytatva (vagyis
a elsé két tagjat elhagyva, z; — z.-gal osztva) nyerjiik, hogy f(z.) = ¢@(z.). Az
eljarast folytatva kapjuk, hogy —ban a két oldalon szereplé Taylor-sorok azonosak,
vagyis valéban f (z) = g (2) teljesill a Bg (z.) C € nyilt kérlapon.

Végiil azt igazoljuk, hogy a két fiiggvény tetszoleges z € 2 pontban is azonos. Legyen
U C Q azon pontok halmaza, ahol f és g 6sszes derivaltja megegyezik. Most lattuk be,
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hogy ez nem iires, hiszen z, ilyen tulajdonsagi pont. S6t, a fenti gondolatmenet alapjan U
nyilt, mert ha egy z pont benne van, akkor a Br(z) korlapon f és g Taylor-sora azonos,
tehat ezen a korlapon akarmelyik pont olyan tulajdonsagi, mint z,, azaz ott az 0sszes
derivalt is azonos.

Miésrészt, ha z* € U, akkor (f — g)¥)(z*) # 0 valamilyen j indexre, vagyis az f — g
fiiggvény folytonossaga miatt ugyanez teljestil z* valamilyen koérnyezetében. Tehat ha
U¢ nem lenne iires, akkor €2 két diszjunkt nem ftires nyilt halmaz tniéja volna, ami egy
Osszefiiggd halmazra nem teljestilhet.

Azaz U = 2, amivel a tétel allitasat belattuk. O

7.26. Definicié. Legyen f : {2 — C holomorf. Azt mondjuk, hogy zy az f fliggvénynek
n-szeres gyoke, ha

fz0) = [ (z0) = -+ = [TV (20) = 0, f™ (20) #0.
7.27. Allitas. Az f : Q — C holomorf figguényre vonatkozé aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
® 2y az f-nek n-szeres gyoke
o f(2)=1(2—20)"g(z), ahol g holomorf zy eqy kornyezetében és g (z) # 0.
Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy valamilyen n € N esetén
f(z)=f (%) =.= f®V(z) =0és f (2) #0
teljesiil! Fejtsiik Taylor-sorba f-et zy koriil:

oo (k) Py )
=31 kf e - - z0) =
k=1 —
(z — 2)" S zo)k_".

Ekkor legyen

. = f(k) (20) k—n f(2)
ha z # zp, vagyis a bal oldal korlatos a Br(zg) \ 2o halmazon, ami azt jelenti, hogy a bal
oldalon levé hatvanysor konvergenciasugara is legalabb R. Ekkor viszont ott egyenletesen
is konvergens, tehat a Weierstrass-tétel miatt ott derivalhaté. Végiil g(zo) = f™ (20) # 0
teljesiil, vagyis az els6 tulajdonsagbdl valoban kévetkezik a masodik.
Forditva, tegytik fel, hogy

f(z)=(2—2)"g(2)
alaki, ahol g holomorf és ¢ (zo) # 0.
Most a g fiiggvényt zo koril sorba fejtve kapjuk, hogy

00
l

9(z) = alz — z),
1=0
ahol a feltétel miatt ¢y # 0. Vagyis
f(z) = (z — ZO)”g(z) = CI(Z _ z0>l+n — CO(Z _ Zo)n + Cl(Z . Zo>n+1 4o

1=0
amely f Taylor-sora.
Leolvashatjuk, hogy itt az elsé n db egyiitthaté, azaz f(z), f'(20), ..., f™ Y (2) nulla,
viszont f(™ (z5) = g(z) - n! # 0. Tehat a masodik tulajdonsdgbdl kovetkezik az elsé. [
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7.5. Egész fiiggvények tulajdonsagai és nevezetes egész fiiggvények

7.28. Definicié. Ha az f : C — C fliggvény holomorf, akkor f-et egész fiigguénynek
nevezziik.

7.29. Tétel. (Liouville-tétel)
Ha az f egész figguény korldtos, akkor f konstansfiigguény.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy f holomorf C-n. Fejtsiik Taylor-sorba zg = 0 koriil! Vezessiik be
az

ST;:{ZGC:|Z|:T} és Mzsup|f|
C

jeloléseket!
Ekkor minden z € C-re érvényes az

fG) = ot
k=0

eléallitas, vagyis a tétel igazolasdhoz elegend6 belatni, hogy k # 0 esetén ¢, = 0.
Tudjuk, hogy

ORI (s
k! 2miJs, (FH
amelyet a kévetkezo mdédon becstilhetiink:

1 Q) 1 M M
|Ck|:2ﬂ_’/l{r €k+1 dC S%Q'ﬂ'rm:ﬁ

d¢,

C —

Mivel ez minden r € R esetén érvényes, ezért ha k > 1, akkor |c;| minden pozitiv szdmnal
kisebb, tehat nulla. Ezzel a fentiek értelmében a tételt belattuk. O

7.30. Tétel. (az algebra alaptétele)
Legyen P eqy legalabb elsifoki, komplex egyiitthatos polinomfiggvény! Ekkor van gyoke,
azaz létezik zy € C, amelyre P (z) = 0.

Bizonyitds. Tegytuk fel, hogy P (z) # 0 érvényes az egész C halmazon. Ekkor persze %

egész fuggvény. Belatjuk, hogy korlatos is. Legyen tehat
P(z)=anz" + an_12"" "+ ...+ a1z + ag, aholn > 1és a, # 0.

Ekkor
N T 1
‘P ()| |P(2)]  2"|an+ an_1z7t o arz Fagz|
ahol
|Zl‘iinoo Un + Q12+ o F a2 " agz ™" = ay,.

Van tehat olyan r € R™, hogy |z| > r esetén

Qp—1 ai ) |an’
+ ...+ F + 27 > 7

Ay +

9

vagyis ekkor
1 2

< .
2% an + 127V arzT T 4 a2z T o ay|
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Masrészt |z| < r esetén is érvényes egy
1
P(2)

becslés valamilyen M € R szdmmal, hiszen a lehetséges z értékek halmaza most sorozat-
kompalkt.

gy tehdt valoban korldtos egészfiiggvény lesz %, vagyis konstans, igy maga a polinom
is az. Tehat egy olyan komplex polinomfiiggvény, amelyiknek nincs gyoke, csakis egy
konstansfiiggvény lehet. 0

<M

A kovetkezd szakaszban nevezetes komplex fiiggvényeket targyalunk.

7.31. Definicié. Legyen minden z € C esetén

oo Lk

z
ef = kz::oy,

tovabba
23 2P
sinz::z—g—i—a—...,
végil
22
Cosz.—1—2+j—....

A valds esettel analég modon belathato, hogy a definicié értelmes abban az értelemben,
hogy a megadott hatvanysorok konvergenciasugara oo, azaz a fent definialt figgvények
valéban C — C tipusuak.

7.32. Allitas. Tetszdleges 21,2, € C esetén fenndll, hogy
Z1+22 . 71 %2

€ =€ e

Bizonyitds. A definiciét és a binomidlis tételt hasznalva kapjuk, hogy

N (TR (e

n=0 n=0 Lk=0
oo ZTL oo n

ami definicié szerint a Z Logs Z —2' sorok Cauchy-szorzata. Mivel ezek abszolut
n= 0 =

konvergensek, ezért valéban

21+22 _ Z Z _ Zl 22

teljesiil. O
A fentiek szerint z = x + iy esetén (ahol z,y € R) fenndll, hogy ¢* = **% = e%e™,

ahol
2 - \3 2 4 3 5
iy (i) | (iy) vy Sy vy
=1+ L Z_Z 47 )=
TR T Pt MRAET * o

=cosy +isiny

azaz

(7.7) e =¢€”(cosy +isiny).



7.5. EGESZ FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI ES NEVEZETES EGESZ FUGGVENYEK 113

Ebbdl az is kovetkezik, hogy

Re (z)

le*| =e® =e és arge® =y =7Tm(z).

Definicié szerint az is teljesiil, hogy

i _ (1 22 2t Az B 2P

és
22 24 23 2P
e :<—2!+4! >+Z<—1'+3| 5“‘ )7
igy
ez + efiz ) 22 N 24
= — — ...=CO0SZ
2 21 4] ’
valamint
eiz — e P 2’3 25 )
y = — — — ...=sinz
24 31 5l

is érvényes.
Fennall tovabba, hogy

eiz
) 2
sin“ z 4+ cos” z =

242
= =

valamint érvényesek a valés trigonometrikus fiiggvényekre vonatkozd addicios képletek.
Hasznalva a (|7.7) formulat kapjuk tovabba, hogy

L,

" T2 = e%e?™ = 7 (cos 27 + i sin 27) = €7,

azaz e” periodikus 27i szerint.

Ugyancsak a ([7.7) formuldt hasznalva kapjuk, hogy

le*| = |e®| - | cosy +isiny| = e”.
Emiatt e* # 0,Vz € C. 4
Ugyanakkor cos z = % miatt z € R esetén
e’ +e”
Ccostx = 5 =chz,

et _e— iz

miatt x € R esetén

és ugyanugy sin z =

sintix = ——— = —shz
2 )

vagyis a trigonometrikus fiiggvények nem lesznek korlatosak, hanem a képzetes valtozd
szerint exponencialisan nonek.
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7.6. A Laurent-sorfejtés és a reziduum-tétel

Idaig az Q2 tartomanyon holomorf fliggvények analizisével és Taylor-soraval foglalkoztunk.
Felmeriil a kérdés, hogy nem lehet-e egységesen, valamilyen hatvanysor alakjaban felirni
azokat a fliggvényeket is, amelyek az () halmaznak csak egyes pontjaiban nem értelmezettek
(esetleg éppen azon pontok kortl, ahol nincsenek értelmezve).

7.33. Definicié. f:Q\ zp — C holomorf. Ekkor a zy pontot az f figgvény izoldlt szin-
gularis pontjanak nevezzik.

7.34. Megjegyzés. Ha az f fliggvény rogzitett, a zy pontot a fenti esetben egyszeriien
csak szingularis pontnak nevezzik.

7.35. Tétel. Tegyiik fel, hogy f holomorfaz ) :={z € C:0 < |z — 2| < R} tartomdnyon,
ahol 0 < R < oo. Ekkor

[e.9]

f(z)= > c(z—2)"

n=—oo

teljesil minden z € ) esetén, ahol

1 Q)
¢ /T (¢ wrr d¢

271—2 S, — Zo)

Ext nevezziik f Laurent-sorfejtésének.

Bizonyitds. A bizonyitas els6 fele nem lesz teljes, a szemléletre hagyatkozunk. Legyenek
adott z € Q esetén ry, 7y € RT olyanok, hogy

0<r; <l|z—2|<ry<R.

Ekkor a 1| Abra esetéhez hasonléan lathatd, hogy a Cauchy-féle integralformula szerint

R (S B S (5]

2mits,, ¢ — 2 2mi s, ¢ — 2

f(z) =

d¢

teljesiil, vagyis ¢ € S,, esetén

I 1 1 11 i(z—z(J)
C—z_(C—zO)—(z—zo)_C—zf)l—z:—jg_c—zon:o ¢ — %
—Z Z—ZO

C_ 0 n+1
érvényes, ahol a sor egyenletesen konvergens ( € S,, esetén.
Ha ¢ € S,,, akkor

I 1 B 1 I 1 i (—2)\"
(=2 ((—z20)—(2—2) 2z-21-S2 -z \z-2)

z—20
_ i (¢ — 20)
m=0 (2 — Zo)m+1
Most az m = —n — 1 1j indexszel
1 = (z—2)"
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tehat kapjuk, hogy

FE = gm [ 1O E e o [0 3 e

:go(z—Zo) QM/SQ(C_‘]C(C;HHdC%— —21 (z — 20)" 27ri/srl((—f,(z§§”+1dC—
0 1

:n:z_:oo(z—zo) Qm/&@f(zg;mdg

ahol a Cauchy-alaptétel kovetkezménye miatt vehetiink S, , S, helyett S,-et. Az utolsé
egyenloségbdl leolvashatjuk, hogy valoban

f(z)= > ez —2)"
alaku, ahol ¢, := 2mfs n+1 d( és0<r<R. O

7.36. Megjegyzés. A Laurent—sorfejtes egyértelmii. Ugyanis nem nehéz belatni, hogy ha

f(z)= i cn (2 — 29)" Z d, (z — 2)",

akkor d,, = ¢,,.
A Laurent-sorfejtés egyenletesen konvergens minden (2-ban fekvé sorozatkompakt halma-
zon.

7.37. Definicié. Az

(o)

f(z)= Z Cn(z —20)" = i cn(z — 20) +ch z—z)"

n=—oo n=—oo
Laurent-sorban szerepl6 elsé Osszeget az f fliggvény férészének, a masodik Osszeget az f
fiuggvény requldris részének nevezziik.

e Ha f forésze nulla, azaz n < 0 esetén ¢, = 0, akkor azt mondjuk, hogy f-nek
zo-ban megsziintethetd szingularitasa van.

e Ha véges sok negativ indexti egyiitthaté nem 0, akkor zo-t pélusnak nevezzik (az
ilyen egytitthaték szama a polus rendje).

e Ha végtelen sok negativ indexre az egyiitthaté nem 0, akkor azt mondjuk, f -nek
zo-ban [ényeges szingularitdsa van.

o A c_; egyiitthatot az f fiiggvény zo-beli reziduumdnak nevezziik, és a kovetkezd
modon jeloljiik:
1
Res.,fi=c1= [ f(0)dC,

2w Js
ahol a[7.35] tételt hasznaltuk n = 1 esetén.

7.38. Megjegyzés. Definicio szerint teljestl ekkor az
(7.8) /S £(C) d¢ = 2mi - Res., f

T
azonossag. Szamunkra éppen ez lesz hasznos: a ¢_; egyiitthatd, azaz az reziduum ismereté-
ben vonalintegralokat tudunk kiszamitani.
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7.39. Tétel. (Reziduum-tétel)
Tegyiik fel, hogy f : Q\ {z1, 29, ..., 2z} — C holomorf. Ekkor olyan egyszerii, zdrt, szaka-
szonként folytonosan differencidlhato I' C  gorbét véve, amelyre

{z1,29, ..., 2k} C I'cQ

teljesiil, fenndll a kévetkezo egyenldség:

k
/Ff(C) d¢ =2mi ) Res., f.

j=1

Bizonyitds. A Cauchy-alaptétel kovetkezménye szerint (1d. Tétel), valamint a rezidu-
umra vonatkozo ([7.8)) azonossdg alapjan teljestil, hogy

k k
J 1@ =3 [ £0) dC =3 2miRes, £

j=1
ami éppen a tételben szereplo allitas. 0

Azt a gyakorlatilag fontos kérdést vizsgaljuk, hogy a reziduumot hogyan lehet kiszami-
tani polus esetén.
Feltessziik, hogy az f fiiggvénynek zg-ban m-edrendii pélusa van. Ekkor

Com Com+1 C_1
f(z)= — 4 o+
() (z — 20) (z— 20)" " Z— Zp

+eo+a(z—2)+...,

vagyis
f(2)(z=20)" = com+ comer (2 — 20) + -+ c1(z — 20)™ "+ oz — 20)" + ..,

amely egy konvergens hatvanysor. Ezt tagonként m — 1-szer derivalva, majd a z = z
helyen kiszamitva kapjuk, hogy

(f (2) (z = z)™)" Y

=c_1(m—1)
2=z

tehat

(7.9 Resa,f = ¢ = o (£(2) (= = )") ")

(m—1)

A reziduum kiszamitasahoz hasznalt gondolatmenet kozvetlen kévetkezménye az alabbi
allitas.

2=20

7.40. Allitas. Az f figguénynek zo-ban pontosan akkor van m-edrendd pélusa, ha a
9(2) = [f(2)(z = 20)"
hozzdrendeléssel definidlt fiigguény holomorf zy egy kérnyezetében és g (z) # 0.

Egy komplex fiiggvény gyokei gyokok és reciprokanak polusai kozti kapcesolatot adja
meg a kovetkezo allitas

7.41. Allitas. Ha a h komplex figguény holomorf zy eqy kirnyezetében, és zo-ban m-szeres
gyoke van, akkor az f = % figguénynek zo-ban m-edrendi, polusa van.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a feltétel szerint
h(z) = (z = 20)" h1 (2)
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teljestil, ahol hy (29) # 0 és hy holomorf. Ezért

I 1

hz) (Z—Zo)mhl( )’
ahol ;- holomorf zy egy kornyezetében, 5 (zo) # 0, tehat ;= nek valéban m-edrendii
polusa van zp-ban. O

A reziduum kiszamitasanak két egyszeri esetét ismertetjiik a kdvetkezdkben.
1. Tegyiik fel, hogy h-nak zy-ban egyszeres gyoke van, vagyis

h(z) = (z — z0) h1 (2), ahol hy (z) # 0.

Az eléz8 allités szerint ekkor f-nak zp-ban elsérendii pdlusa van, tehét (a [7.9)

formulat az m = 1 esetre alkalmazva, és a z — Zh_(j)o hozzarendeléssel adott

figgvény zp-beli folytonossiagat felhasznalva kapjuk, hogy

Res <1>: e —lim % — lim ! _ !
AR R |, e h(e) = h(a) e MG Y (z)

2. Ha f = v alaku, ahol ¢ holomort zy egy kornyezetében, és ¢ -nek elsérendii
polusa van zp-ban, akkor

go(z):co+cl(z—zo)+02(z—20)2+...

és
d_
w: ! +d0+d1(2—20)+d2(2’—20)2+...,
Z — 20
igy
cod_
(@) = 9(2) - ¥(2) = -+ (codo + eady) + (el + cady + o) (2 = 20) + .,
— 20
tehat
(7.10) Res,, f = cod_1 = ¢©(z0) - Res, 1.
i . . T cosx
7.42. Példa. Szamitsuk ki a / 112 dx val6s improprius integralt!
x
e 7 sinz o
Vegyiik el6szor észre, hogy a 112 dx = 0 egyenldség miatt
x
o] o0 R .
cos T cos T + i sin :L‘ e’
dr = / 5 dz
o142 R 142 ) 1+ R—><>0R1+

érvényes, vagyis egy komplex értéki fuggvenynek a valos tengely egy szakaszan vett
vonalintegraljat kell kiszamolni.

Most a z + 157 hozzdrendeléssel adott fiiggvény C \ {i, —i}-ben holomorf, tovdbba
izolalt szingularitdsa van az ¢ és —i helyeken.
Legyenek
Sp={z:|z| =R,Imz>0}, és T'r=SpU[-R,R]
amellyel

e'LZ elz
dz = d d
/I“Rl+22 S A e et Sp 1+ 22 =
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azaz

‘ R e ' etz etz
lim dr = lim / dz — dz ).
R—ooJ_R 14+ 22 R—co FR1+22 SR1+22

A reziduum tétel alapjan

/ ¢ dz = 27w - Res; [ z — ¢ .
rp 1+ 22 1+ 22

A reziduum kiszamitasahoz vegyiik észre, hogy
e'? , 1 . 1

N % _ Lz

1+22 © 1422 € (z—i)(z+1)

ahol az elsé komponens a z = i helyen e™!, a masodik komponens reziduuma a z = i

helyen i egyiitthatéja a 2z = 4 helyen, azaz +.

24
Osszefoglalva, a ((7.10]) formula alapjin
e’* 1
R N — = -,
s (Z 1+ 22> e-2i

1z 1
/ ¢ dz = 2mi = Z
T

tehat

r 1+ 22 e- 21 e
Végiil belatjuk, hogy ]%grgo Jsp 7552 = 0.
Felhasznalva, hogy |e| = e®¢() < 1 és [1 + 22| > |22 — 1 = |2|* — 1, kapjuk a kovetkezd
becslést:

¥

14 22

iz

dz

1
<7TR TR

1
s mh-sup S

2ESR

sp 1+ 22

iz

vagyis lim dz = 0, tehat

R—ooJsp 1+ 22

00 R

12

COS T T s
dzx = / dx = lim dz = —.
1+ 22 - 1+ 22 R—>ooR1+22 e

—0o0

7.7. Komplex fiiggvények inverze és konform leképezések

Komplex fliggvények invertalhatosagaval foglalkozunk; el0szor az tn. lokélis inverz
létezését vizsgaljuk.

7.43. Tétel. Tegyiik fel, hogy f holomorf a zy pont eqy kérnyezetében. Ekkor a kévetkezd
allitasok teljestilnek.

e Ha f'(z0) =0, akkor f -nek nincs lokdlis inverze zy egyetlen kirnyezetében sem.

e Ha f'(z0) # 0, akkor f-t a zo pont elég kis kirnyezetére lesziikitve, f-nek létezik
inverze, és az inverz fligguény holomorf a wo = f (z0) pont egy kérnyezetében.

A tétel bizonyitasa tobb 1épésbol all, fontos segédallitasokat hasznal, ezért nem részle-
tezzik.

7.44. Megjegyzés. A fenti tétel dltalaban csak lokélisan igaz. Az exponencidlis fiiggvény
derivaltja ugyanis énmaga, ami sehol sem nulla, mégsem létezhet globalisan inverze, hiszen
a 2mi szerint periodikus.
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7.45. Allités. Az exponencidlis figguény injektiv az Q2 := {z:Rez e R,Jmz € [0,27)}
halmazon és Ry = C\ {0}.

Bizonyitds. Legyen w € C\ {0} és e* = w, ahol z = z + iy. Ekkor

e” = " = % (cos (y) +isin (y)),
valamint .

w=r-e¥=r-(cos(p)+isin(p)),
ahol r = |w| és arg (w) = ¢ € [0, 27).
Mivel e* = r = |w|, ezért x = In |w| és y = ¢ = arg (w) is teljesiil, tehat teljesiil a

e =w&z=x+iy=In|wl +iarg(w).

ekvivalencia, ami egyértelmiien meghatarozza a z € 2 komplex szamot. 0

Az el6bbiek alapjan szeretnénk definialni a természetes alapu logaritmust a komplex
szamokon.

7.46. Definici6é. w € C\ {0} esetén legyen logw := In|w| + i argw.

7.47. Megjegyzés. A logaritmus fiiggvény értelmezheté minden olyan tartomanyon, ahol
az argumentum egyértelmiien értelmezheto. Mivel log z = In z, ha Jm z = 0, gyakran log z
helyett az In z jelolést hasznaljuk tetszoleges z € C esetén is.

Invertalhato komplex fiiggvényekkel akarunk kolesonosen egyértelmii megfeleltetést
létesiteni bizonyos tartomanyok koézott. Egy erre vonatkozé fontos tételt targyalunk a
tovabbiakban.

7.48. Definicié. Ha f: ) — C holomorf és f'(z) # 0 az § tartomanyon, akkor az f
fuggvényt konform leképezésnek nevezziik.

7.49. Tétel. (konform leképezések Riemann-féle alaptétele):

Legyen €2 ;Ct C egyszeresen dsszefiiggo tartomdny. Ekkor létezik egyetlen f konform leképezés,
amely Q -t a B1(0) egységkdrre képezi injektiv modon gy, hogy egy adott zy € Q2 pontra
f(z0) =0, ésarg f' (20) = ¢ adott.

7.50. Példa. Félsik konform leképezése az egységkorre. Legyen tehét
Qi={zeC:Tm(z) >0} & f(z)= —0¢i®,
Z — 20
ahol a feliilvonas a komplex konjugalast jeloli. Lathatjuk, hogy f : 2 — C holomorf, és

|z—z0]

Jm(z) > 0 felhasznalasaval egyszertien kapjuk, hogy tetszéleges z € ) esetén =] < 1,
vagyis f(z) € B1(0).
Egyszerti szamolassal kapjuk, hogy

zZ—20 ; Zof(2)e™% — 2
f(z):= T Ui egetén 2 = 0/(2) . 0,
z— 7% f(z)e= —1
vagyis az inverz | f(z)| < 1 esetén valéban értelmes, azaz tetszéleges f(z) € By(0) elemet
magkapunk valamilyen z pont képeként.

2—20

f(2) inverz képe (azaz z) viszont csak 2-beli lehet, mert Jm (z) = 0 esetén |Z=22| = 1

> 1, vagyis ekkor f(z) a By(0) koron kiviil van.

teljesiil, Jm (2) < 0 esetén pedig

Z—20
—

20
z0



Analizis I11.



8. FEJEZET

Hilbert-terek

8.1. Skalaris szorzat és prehilbert terek

8.1. Definicié. Az X K szamtest feletti vektortéren értelmezett (-|-) : X x X — K
kétvaltozos fliggvényt skaldris szorzatnak nevezziik, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsa-
gokkal:
(1) barmely rogzitett y € X mellett a (- | y) parcialis fiiggvény linedris, vagyis barmely
x1, Ty € X és A, A € Kesetén (M1 + Aoz |y) = Ai(z1 | y) + Aa(z2 | y),
(2) barmely z,y € X esetén (x|y) = (y|z) (konjugdlt szimmetria),
(3) barmely x € X esetén (x|x) > 0 és (z|z) = 0 pontosan akkor, ha x = 0 (pozitiv
definitség).
Az (X, (-]+)) part prehilbert térnek nevezzik, ha X vektortér és (-|-) X feletti skaldris
szorzat.

Vegyiik észre, hogy a skaléris szorzat a komplex vektortér esetén az elsé valtozdjaban
linearis, a masodikban viszont konjugéaltan linearis, azaz barmely x,y1,y, € X esetén

(@] +y2) = (@|y) + (@]ya),  (y]Ax) = Az |y).

Megjegyezziik, hogy a matematikdban dltalaban (és igy jelen jegyzetben is) a skaldris
szorzas az els6 valtozdjaban linearis és a masodikban konjugalt linearis, a fizikdban
viszont a konvenci6 éppen ennek a forditottja, azaz a skaldris szorzas az els6 valtozdjaban
konjugéltan lineéris a rnésodikban pedig lineéris

s sz

csak azt tessziik fel, hogy
(z|lz) 20, (zeX),
akkor az (-|-) fuggvényt fél-skaldr szorzatnak nevezzik.
8.2. Példa. Legyen n € N,n > 1, akkor K" prehilbert tér az alabbi
x’y :Zxkyk:v x:(xhaxn)ayz(yleyn)

skalaris szorzassal.

8.3. Példa. Jelolje 2 a négyzetesen Osszegezhetd valds vagy komplex sorozatoknak a
halmazat, vagyis x € £ pontosan akkor, ha

Z|xn]2 < 00.
n=0
Akkor ¢2 prehilbert tér az aldbbi skaldris szorzattal

{L‘ | y Z T Yn, Tr = (xn)nENy Yy = (yn)nEN € £2~

123
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8.4. Példa. Legyen M C R™ egy mérhetd halmaz és jelolje L*(M) a négyzetesen integ-
ralhaté valos vagy komplex értékt mérheto fiiggvények terét. Emlékeztetiink ra, hogy egy
v : M — C figgvényt akkor neveziink mérhetének, ha ¢ = Re p és o = TJm f mindket-
ten mérheto fiiggvények, illetve -t integralhaténak nevezziik, ha ¢ és py mindketten

integralhatoak, és ilyenkor
/ god)\:/ gold/\—i-i/ 0y dA.
M M M

Ekkor tehat az L?(M) fiiggvénytér azon ¢ : M — C mérhetd fiiggvényekbdl all, amelyekre
©1 és @y négyzetesen integralhaté. A skaldris szorzatot L?(M)-en a

(8.1 (p19):= [ o wdA v e L)

egyenléséggel definidljuk. Valéjaban az igy definidlt (- |-) fiiggvény csupan fél-skaldrszorzat,
hiszen barmely ¢ majdnem mindentitt nulla figgvényre (¢ | ¢) = 0 teljesiil, azonban élink
azzal a mérték- és integralelméletben megszokott konvenciéval, miszerint két fliggvényt
azonosnak tekintiink, ha azok majdnem mindeniitt megegyeznek, tgy mar valéban
skalaris szorzatot definidl.

A skalaris szorzattal kapcsolatos legfontosabb egyenlotlenség az alabbi

8.5. Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség. Legyen X egy prehilbert tér, akkor
2
@y < (@lz)-(yly)  (2,y€X).

Bizonyitis. Ha x = 0 vagy y = 0, akkor az egyenlGtlenség trivialisan teljesiil. Ha y # 0,
akkor v = (y |y)x — (x| y)y valasztassal

0< (v]v)=ly|wlyle) = @ly(|y) - (@) ]2) + @]y ]y)
= wly)|wly(|x) @] yP],
amit az (y|y) > 0 szammal leosztva éppen kivant egyenlétlenséghez jutunk. O

8.6. Tétel. Legyen X prehilbert tér, ekkor az

(8.2) el = (z]z),  (zeX)

egyenldséggel definidlt || - || : X — Ry leképezés norma.
Bizonyitds. Trividlis, hogy ||z| > 0 és ||z|| = 0 pontosan akkor, ha = = 0, a pozitiv
homogenitéas pedig a

(Az | Az) = [A[*(z | 2)
egyenl6ségbdl kovetkezik. A haromszog-egyenlétlenség igazolasahoz legyen x,y € X, akkor
a [8.5] Cauchy-Schwarz-egyenlétlenség szerint

Iz +yll* = ll2]* +2Re(z | y) + [lylI*
< lll® + 2ll= [yl + lyli* = (=l + Iyl
amibdl négyzetgyokvonas utan kapjuk, hogy ||z + y|| < ||z|| + [|y||- O

8.7. Megjegyzés. Ezt az egyenl6séggel definidlt || - || normét nevezziik a skaldris
szorzat altal indukalt normanak. A tovabbiakban - hacsak masképp nem mondjuk - az
X prehilbert teret minden esetben ezzel a normaval latjuk el, és a megfelelé metrikus és
topoldgiai fogalmak is mind erre a normara vonatkoznak.
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A tovabbiakban a Cauchy—Schwarz-egyenlétlenséget legtobbszor az alabbi alakban
fogjuk hasznalni

8.8. Kovetkezmény. Ha X prehilbert tér, akkor
@yl < llzllyll,  zyeX
Szintén egyszerii szamolassal igazolhat6 az alabbi két fontos eredmény:
8.9. Paralelogramma egyenl6ség. Legyen X prehilbert tér, akkor
lz +yl* + lle = ylI* = 2[2* + lyl?], 2y e X
8.10. Polarizaciés formulak. Legyen X prehilbert tér és x,y € X, akkor

(1) walés tér esetén

1
(@]y) = 7llle+yl* = llz =y},
(2) komplex tér esetén
1 : : : :
(w]y) = 7llle + 9l = e = yl* +ille + iyl* — ille — iy}
8.11. Definicié. A (47, (-|-)) prehilbert teret Hilbert-térnek nevezziik, ha az teljes (vagyis

Banach-tér).

8.12. Allitas. Ha X prehilbert tér, (,)nen €5 (Yn)nen pedig olyan X -beli sorozatok, hogy
Tpn — T €S Yp — y valamely x,y € X wvektorokra, akkor

(@n | yn) = (z]y).
Bizonyitds. A feltétel szerint ||z, — z|| = 0 és ||y, — y|| — 0, ezért
[(@n lyn) = (@ |y)] = [((zn —2) + 2| (yn —y) +y) — (z]y)]
= (@0 —2|y) + (@Yo — ) + (20 — 2|y — V)]
< lwn = 2|yl + zlllyn — yll + llzn — 2/ lyn — yll.
vagyis valéban (z,, | y,) — (x| y). O

8.13. Kovetkezmény. Ha X prehilbert tér, akkor az X feletti (-|-) : X x X — K skaldris
szorzat folytonos, tovabbd barmely x,y € X rogzitett vektorok esetén az (-|y) és (z]-)
parcidlis fiigguények szintén folytonosak.

8.2. Ortogonalitas prehilbert terekben

A skalaris szorzat egyik legnagyobb elénye, hogy lehetéséget ad vektorok merdlegessé-
gének definidlasara:

8.14. Definicid. Legyen X prehilbert tér, akkor az z,y € X vektorokat egymasra
merdlegeseknek (vagy ortogonalisaknak) nevezziik (jelolésben x L y), ha (x|y) =0

8.15. Definici6. Legyen X prehilbert tér és abban M egy nem-iires halmaz, akkor az
M+ ={reX|zly (Yyec M)}
halmazt az M merdleges kiegészitéjének (vagy ortokomplementerének) nevezzik.

Tehat egy x € X vektorra © € M~ pontosan akkor teljesiil, ha minden y € M mellett
(x]y) =0.
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8.16. Megjegyzés. Legyen X egy prehilbert tér.

(1) Barmely x,y € X vektorokra x L y pontosan akkor igaz, ha y L .

(2) Egy © € X vektorra = L x pontosan akkor teljesiil, ha z = 0, specidlisan
X+ = {0}. (Vigydzzunk azonban arra, hogy az M+ = 0 egyenl6ségbdl nem
feltétlentil kovetkezik az M = X egyenl6ség!)

(3) Ha M C X egy tetsz6leges nem-iires halmaz, akkor 0 € M+, illetve MNM+ C {0}.

8.17. Allitas. Legyen X prehilbert tér és legyenek M, N C X az X tetszdleges nem-iires
részhalmazai. Ekkor fenndllnak a kévetkezok:

(1) M* zdrt linedris altere X -nek,

(2) ha N C M, akkor M+ C N+,

(3) M C M+t és M+ = M+

Bizonyitds. (1) Elészor azt igazoljuk, hogy M= linearis altér: ha ui. x1, 7o € M+, akkor
barmely y € M mellett

(1 +22|y) = (x1]y) + (22 |y) =0,

vagyis z; + xo € M*. Hasonléan adddik, hogy A € K és x € M+ esetén Az € M+, tehat
M+ lineéris altér.

Megmutatjuk, hogy M= zart: legyen ui. (,)nen olyan M-+-ben haladé sorozat, amely
konvergal az x € X vektorhoz. A Allitds szerint barmely rogzitett y € M mellett
(xn|y) — (z]y), ahol a feltétel szerint minden n-re (z,, | y) = 0, kovetkezésképp (= |y) = 0,
vagyis z € M+, amivel M+ zartsdgat igazoltuk.

(2) Tegyiik fel, hogy N C M és legyen o € M+, akkor a feltétel szerint minden y € M
vektorra (z |y) = 0, igy N € M miatt minden y € N vektorra is (z|y) = 0, vagyis x € N*.
Ezzel igazoltuk, hogy M+ C N*.

(3) Elészor igazoljuk, hogy M C M~++: legyen ui. # € M, akkor minden y € M=+ mellett
(r]y) = 0, ami éppen azt jelenti, hogy z € (M+)t = M+, Tehét valéban, M C M*++.

Ezutén ratériink az M+ = M+1+ egyenl6ség bizonyitdsara: egyfel6l az imént bizonyitott
Osszefiiggés alapjan M+ C (ML), Mésfeldl ismét az M C M+ 6sszefiiggésbél (2) szerint
(M)t C ML, Emiatt valéban ML = ML, O

8.18. Megjegyzés. Az M+ halmazt az M biortokomplementerének nevezziik.

Emlékeztetiink ra, hogy ha X vektortér és M C X egy tetszoleges halmaz, akkor
span(M) jeloli az M halmaz altal generélt linedris alteret, vagyis span(M) a tartalmazas
tekintetében legkisebb olyan linearis altér X-ben, amely M-et tartalmazza.

8.19. Allitas. Legyen M az X prehilbert tér egy tetszbleges nem-iires részhalmaza, akkor
M~ = [span(M)]*
Bizonyitds. Mivel M C span(M), azért a Allités (2) pontja szerint
[span(M)]= € M.
Megforditva, legyen 2 € Mt egy rogzitett vektor és jeldlje f, : X — K az
fa(z) = (x| 2), reX

egyenlGséggel értelmezett linearis funkcionalt. A Kovetkezmény szerint f, folytonos,
ezért annak

ker f, :={z € X | f.(z) =0}
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magtere zart linedris altér X-ben. Vegyiik észre tovdbbd, hogy z € M+ azzal ekvivalens,
hogy M C ker f,, vagyis ker f, egy olyan zart linearis altér X-ben, amely tartalmazza az
M halmazt, igy span(M) értelmezése alapjan

span(M) C ker f.,
kovetkezésképp 2 € [span(M)]*. O
8.3. A Riesz-féle ortogonalis felbontasi tétel

8.20. Definicié. Legyen (X, o) egy metrikus tér, legyen tovabba Y C X az X egy nem-
ires részhalmaza és legyen z € X. Akkor az x pont Y halmaztdl valo tavolsaga alatt
a

dy(z) == inf o(z,y)

nemnegativ szamot értjiik.

Altaldban a dy () szdmot definialé infimum valédi, vagyis nem minimum. Mésszéval,
altaldban nem létezik az z-hez legkdzelebb esé Y-beli pont. (Egyszert példaként tekintsiik
a valds szamok R halmazdban az x = 0 pontnak az Y = (0, 1) nyilt intervallumtél vett
tavolsagat, akkor vilagos, hogy dy (z) = 0, ugyanakkor x ¢ Y miatt nincs olyan y € Y
pont, amelyre dy (x) = o(x,y) volna.)

8.21. Definicié. Legyen (X, o) egy metrikus tér, akkor azt mondjuk, hogy az x € X
pont az Y C X halmaztol valo tavolsaga realizalodik az y € Y pontban, ha

dy(z) = o(z,y).
Az aldbbi eredmény pont és zart konvex halmaz tavolsagardl Riesz Frigyes magyar
matematikustol szarmazik:

8.22. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér és C' C I a F eqy nem-iires zart és konvex rész-
halmaza. Ekkor birmely x € € vektornak a C halmaztol valo tdvolsaga egyértelmien
realizalodik, vagyis létezik egyetlen z € C', hogy

de(z) = [lz — 2|
Bizonyitds. Rogzitsiikk az © € 7 vektort és jelolje
d:=dc(z) = inf |z —y]|.

Az infimum definici6ja alapjan valaszthatunk olyan (y,),eny C-beli sorozatot, hogy
dy, = ||z — yn|| — d.

Rogzitett n, m € N indexek mellett irjuk fel a paralelogramma szabalyt a v = x — vy, és
w = Yy, — x vektorokra, akkor

g = yll® + 1122 = (g + y) I* =l + w]* + [lo — w]* = 2[||v]|* + [[w]]*] = 2d;, + 2d;,,

amit atrendezve nyerjiik, hogy

Yot Ym |

2
Minthogy C' konvex halmaz és y,, y,, € C, azért egytttal %(yn + ym) € C, ezért a d szdm
értelmezése alapjdn d < ||z — 5(yn + ym)||. Kovetkezésképp

I = ymll® = 262 + 242, — 4

Y — yml® < 2d% + 242, —4d®> — 0,  n,m — +oc.
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Ez azt jelenti, hogy (y,)nen Cauchy-sorozat a s Hilbert-térben, ezért y, — z teljesiil
valamely z € 7 vektorra, tovabba a C' halmaz zartsaga miatt egyuttal z € C'. Az x pont
C-tol vald tavolsaga pedig realizdlodik z-ben, ui.

|z — 2| = lim |lz —y,[| = lim d, = d.

Végezetiil igazoljuk a tétel unicitasra vonatkozd részét: tegyiik fel, hogy az x vektor C'
halmaztél valo tavolsaga realizalodik a 2y, 2o € C pontokban, akkor az

_J 21, han paros
n = 29, ha n paratlan

modon definidlt (y,)nen olyan C-beli sorozat, amelyre ||z — y,|| — d, ezért a bizonyitas
els6 fele alapjan (y,)nen konvergens. Ez viszont csak gy lehetséges, ha z; = 2. O

A fenti tétel egy legfontosabb kovetkezményeként igazoljuk az alabbi felbontési tételt:
8.23. Riesz-féle ortogonalis felbontasi tétel. Legyen K a € Hilbert-tér egy zdart
linedris altere, akkor barmely x € € vektor egyértelmien elddll

T =X+ Xo
dsszeq alakban, ahol x1 € K és 1y € K+,

Bizonyitds. Legyen x € J€ egy rogzitett vektor. A tételben szereplé K halmaz eleget tesz
a[8.22] Tétel feltételeinek. Legyen tehdt xq az az egyértelmiien meghatérozott K-beli vektor,
amely mellett

die(2) = [ = 2]

Vildgos, hogy x5 := o — 21 valasztassal © = x; + x9, ezért elegendd azt megmutatnunk,
hogy x5 € K. Ennek igazoldsdhoz rogzitsiink egy y € K vektort és vezessiik be

p(t) == llz — (z1 + ty)|*,  (t€R)

egyenloséggel definidlt p : R — R fiiggvényt. Mivel barmely t-re z; + ty € K, azért x;
értelmezése alapjan

p(0) <p(t),  (t€R),
ami azt jelenti, hogy p-nek minumuma van 0-ban. Masfeldl egyszerii szamolas mutatja,
hogy
p(t) = |lxal* — 2t Re(wa | y) + |y,
vagyis p differencialhaté, és a fentiek alapjan
0= 1/(0) = 2Re(zs | y).

Ha 7 val6s Hilbert-tér, gy a fentiekbdl kovetkezik, hogy (z2|y) = 0. Ha pedig %
komplex, tgy a fenti érvelést megismételve y helyett az iy vektorra nyerjiik, hogy

0 = Re(xq | iy) = Re[—i(z2 | y)] = Im(z2|y),

vagyis ismételten az (z|y) = 0 egyenléséghez jutottunk. Ezzel tehdt megmutattuk, hogy
zo € K+, amibél a felbontds létezése mar kovetkezik.

A felbontds egyértelmfisége nyilvanval6 abbdl, hogy K N K+ = {0}. Valéban, ha x
el6all

/ /
T=T1+ T2 =2+ Ty
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alakban, ahol z;, 2, € K és x4, 7, € K+, akkor
1 2
T — 2 =29 —ah € KN K+ = {0},
vagyis x; = | és xo9 = b. O

8.24. Definicid. Legyen K zart linearis altér a 57 Hilbert-térben és z € S esetén jelolje
P(z) := x; azt az egyértelmiien meghatdrozott 1 € K vektort, amelyre x — P(x) € K*.
A P(x) € K vektort az « K-ra vett meréleges vetiiletének, a P : # — K, v — P(x)
leképezést pedig a K-ra vald ortogonalis projekciénak nevezziik.

A Riesz-féle felbontasi tétel egy fontos kévetkezményét fogalmazza meg az alabbi

8.25. Allitas. Legyen K zdrt linedris altere a € Hilbert-térnek, akkor
K=K"
Bizonyitds. A K C K*' tartalmazast belattuk a Allitas (3) pontjaban. Megforditva,

legyen x € K++, akkor a Riesz-féle felbontdsi tétel szerint x felirhaté x = 1 + 29
alakban, ahol z; € K és x5 € K*. Itt egytttal x; € K+, ezért

To =T — X1 € KLLHKL,
kovetkezésképp xo = 0, vagyis © =z, € K, O
8.26. Kovetkezmény. Legyen 7 Hilbert-tér és leqgyen K C € eqy olyan zdrt linedris
altér, hogy K # 3, akkor K+ # {0}.

8.27. Kovetkezmény. Legyen M a 3¢ Hilbert-tér eqy tetszéleges nem-iires részhalmaza,
akkor

M*+ = span(M).
Bizonyitas. A Allitas soran lattuk, hogy

M+ = [span(M)]*,
igy az eloz6 kovetkezmény szerint

M=+ = [span(M)]**+ = span(M).

8.4. Ortogonalis sorozatok és ortogonalis sorok

8.28. Definicié. Legyen X normalt tér és M C X, az M halmazt totdlis halmaznak
nevezzik, ha

span(M) = X.
8.29. Definicié. Legyen X prehilbert tér és M C X, az M halmazt teljes halmaznak
nevezziik, ha M+ = {0}.

Vigyazzunk arra, hogy egy prehilbert-tér részhalmazénak fenti értelemben vett teljessége
nem keverendo Ossze a metrikus teljességgel!

8.30. Tétel. Legyen 7 Hilbert-tér és M C F eqy tetszdleges nem-tires részhalmaz. A
kovetkezo kijelentések ekvivalensek:

(i) M totdlis,

(ii) M teljes.
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Bizonyitds. (i)=(ii): Tegyiik fel, hogy M totalis, azaz span(M) = S, akkor
M~ = [span(M)]* = 2+ = {0},
vagyis M teljes.
(il)=(i): Tegyiik fel, hogy M teljes, akkor
{0} = M* = [span(M)]",

vagyis K = span(M) olyan zart linearis altér ##-ban, hogy K+ = {0}. A Kovetkez-
mény szerint K = S, vagyis M totalis halmaz. 0J

8.31. Definici6é. Az X normalt teret szeparabilisnak nevezziik, ha 1étezik benne meg-
szamlalhaté totdlis halmaz.

8.32. Kovetkezmény. Egy ¢ Hilbert-tér pontosan akkor szepardbilis, ha létezik benne
olyan (z,)nen sorozat, hogy {x, |n € N}* = {0}.

8.33. Definicid. Legyen 5 Hilbert-tér és (z,)nen egy #¢-ban haladé sorozat.

(1) Az (z,)nen sorozatot ortogondlis sorozatnak nevezzilkk, ha minden n,m € N,
n # m indexek esetén z, L x,,,
(2) Az (x,)nen sorozatot ortonormdlt sorozatnak nevezzik, ha ortogondlis és minden
n-re ||z,| = 1.
8.34. Megjegyzés. A tovabbiakban egy (z,)nen sorozat esetén Z xp, jeloli az (z,)nen

neN
sorozathoz asszocialt sort, vagyis azt a sorozatot, amelynek az n-edik tagja az

n
S, = Z Tk
k=0

részletosszeg. Ha az igy definidlt (S,,),en sorozat konvergens, akkor a Z x, sort konver-
neN
gensnek nevezziik és annak Osszege alatt a

Z T, = lim S,
n=0

n—oo

limeszt értjik.

8.35. Definicié. Legyen 2 Hilbert-tér, akkor a Z T, sort ortogondlis sornak nevezzik,
neN
ha (z,)nen ortogondlis sorozat.

8.36. Pithagorasz-tétel. Legyen X prehilbert tér és legyenek x1, ..., x, € X paronként
eqymdsra ortogondlis vektorok, akkor

>,

i=1

2 n ,
= ll=ill*.
i=1
Bizonyitds. A feltétel szerint barmely ¢ # j index mellett (z; | x;) = 0, ezért
(S| o) = 3 (Sl = St
i=1 | =1

i=1 \ j=1 =1
ami éppen a bizonyitando6 egyenlGség. 0

A kovetkezd definicibban emlékeztetiink a linearisan fiiggetlen vektorrendszer fogalmara:
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8.37. Definici6. Legyen X vektortér.

(a) Azxq,...,x, € X vektorokat linedrisan fiiggetlennek nevezziik, ha barmely Ay, ..., A, €
K skalarokra a

=1

egyenléségbdl kovetkezik, hogy A\ = ... =\, = 0.
(b) Az Y C X nem-iires halmazt linearisan fiiggetlennek nevezziik, ha annak barmely
véges részhalmaza linearisan fiiggetlen.

8.38. Allitas. Legyen X prehilbert tér és Y C X eqy csupa nem-nulla, pdronként ortogo-
ndlis vektorokbol allo nem-ires halmaz, akkor'Y linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Legyen zq,...,x, € Y egy tetszoleges véges rendszer és tegyiik fel, hogy

=1

teljestl valemely Ay, ..., A\, € K skalarokra, akkor barmely j-re

=1

fﬁj) = Xj(zj | @) = Njllz; )7,

igy x; # 0 miatt \; = 0. O

8.39. Kovetkezmény. Ha (e,)nen ortonormdlt rendszer az X prehilbert térben, akkor
{e, | n € N} linedrisan figgetlen.

A kovetkezé tételben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy adott Y = {y1,ya, ..., } meg-
szamlalhaté X-beli linearisan fiiggetlen halmazbdl lehet-e ortonormalt rendszert késziteni.
Erre ad véalaszt az alabbi

8.40. Gram—Schmidt-féle ortogonalizacié. Legyen X prehilbert tér, legyen tovdbbd
(Yn)nen egy olyan X -beli sorozat, hogy az {y, |n =1,2,...} halmaz linedrisan figgetlen.
Ekkor létezik olyan (e,)nen ortonormdlt sorozat, hogy barmely n-re

span{yi, ..., y,} = span{ey,...,e,}

Bizonyitds. Az (e,)nen sorozatot rekurcidval allitjuk eld. Elészoris vegyiik észre, hogy a
linedris fiiggetlenség miatt minden n-re y,, # 0.

Legyen e; := i, akkor nyilvanval6, hogy ller]] = 1 és az yy és ey altal kifeszitett
alterek azonosak.

Miésodik lépésben keressiik el0szor a zo vektort zo := yo — Aje; alakban tgy, hogy
2y L ey teljesiiljon, vagyis

0= (22]e1) = (yaler) — Miler]er) = (y2]er) — Au,

tehat A\; = (y2 | e1) megfeleld. Ekkor z5 # 0, ui. y1, yo linedrisan fiiggetlenek. Kovetkezésképp
e 1= 7y vektorra llea]| = 1, (e1|e2) = 0, és nyilvanval6an

span{er, ea} = span{yi, y2}.
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Harmadik 1épésben keressiik eldszor a z3 vektort z3 = y3 — p1e; — pses alakban ugy,
hogy z3 L e és z3 L ey teljesiiljon, vagyis
0= (z]e1) = (ysler) — paler]er) — palea|er) = (ys|er) — pu,
0=(23]€2) = (ys|e2) — paler|ea) — paleafez) = (ys|e2) — pa,

tehat py = (ys|e1) és po = (ys | e2) megfelelé. Ekkor z3 # 0 a linearis fliggetlenség miatt.
Kovetkezésképp ez := Hi—;” valasztassal |les|]| =1, e3 L e; és e L eq, tovabbd nyilvanvaléan

Span{ela €2, 63} - Span{yl) Y2, ?JB}

Az eljarast folytatva kapjuk a tételben el6irt (e, ),en ortonormalt sorozatot. U

8.41. Kovetkezmény. Ha 7 szepardbilis Hilbert-tér, akkor létezik 7€ -ban teljes orton-
ormdlt sorozat.

8.42. Parseval-tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér és (x,)nen egy € -ban halads ortogondlis
sorozat. Ekkor a kovetkezo két kijelentés eqyenértékii:
(i) a Y z, ortogondlis sor konvergens,
neN

(i) a >_ ||al|* numerikus sor konvergens.
neN

Tovabbd az ekvivalens (i) és (ii) feltételek mellett a sor dsszegének normdjdara fenndll a
kovetkezo:

00 2 00
(8.3) Yol =3 el
n=0 n=0

Bizonyitas. Vezessiik be rogzitett n esetén az

n n
Sp 1= an, S, = Z ||xn||2
k=0 k=0

jeloléseket. Megmutatjuk, hogy az (s,)nen #€-beli sorozat pontosan akkor konvergens,
ha (Sy,)neny numerikus sorozat konvergens. A J# és R terek teljessége mellett ez azzal
egyenértéki, hogy az (s, )nen sorozat pontosan akkor Cauchy tulajdonsigi, ha az (S, )nen
sorozat Cauchy tulajdonsagu.

Legyenek n,m € N olyanok, hogy n > m, akkor a Pithagorasz-tétel szerint

[0 — smll” = Z Tgl| = Z |zk]|* = S — S,

amibél leolvashat6, hogy barmely n,m mellett ||s, — sp||* = [Sn — Sm|. Ebb6l pedig
vildgos, hogy (S, )neny pontosan akkor Cauchy-tulajdonsdgt sorozat, ha (S, )neny Cauchy-
tulajdonsagu sorozat.

végezetil tegyiik fel, hogy az (i) és (ii) ekvivalens feltételek mindegyike teljesiil és
jelolje

o0 oo
Si= Y In, S=" ||zl
n=0 n=0

a megfelel6 0sszegeket, akkor a sorosszegek értelmezése folytan s, — s és .S, — .5, tovabba
a Pithagorasz-tétel szerint

n

>

k=0

Isnll* =

2 n
= > llzll* = Sa,
k=0
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amibél az ||s||* = S egyenl8ség, vagyis (8.3) mar kovetkezik. O

Legyen (e, )nen egy ortonormélt sor ##-ban és legyen (o, )nen €gy numerikus sorozat,

vildgos, hogy ekkor Z ane, egy ortogonalis sor. Az aldbbiakban tébbnyire ilyen tipusa

neN
ortogonalis sorokkal fogunk foglalkozni, ezért érdemes a fenti Parseval-tételt atfogalmazni

Z ape, alaka ortogonalis sorokra:
neN

8.43. Kovetkezmény. Legyen 7 Hilbert-tér, (e,)nen @ F€-ban haladé ortonormdlt
sorozat, legyen tovabbd (ou,)nen €9y numerikus sorozat. Ekkor a kovetkezd két kijelentés
eqyenértékii:
(i) a Y ane, ortogondlis sor konvergens,
neN

(i) a Z|an|2 numerikus sor konvergens.
neN

Tovabbd a fenti (i) és (ii) ekvivalens feltételek mellett fenndll a kévetkezd:
00 2 00

Z Qn€n = Z |an|2

n=0 n=0

Bizonyitds. Nyilvanval6 a Parseval-tételbdl. O

8.44. Lemma. Legyen S Hilbert-tér és legyen (T,)nen €gy € -ban halado sorozat. Ha

a Y x, sor konvergens, akkor birmely y € H mellett a Y _(x,|y) numerikus sor is
neN neN
konvergens és

(8.4) (i T

Bizonyitas. Jelolje

v) = el

n=0

n o
Sp 1= Zxk, S = Z L,
k=0 n=0

akkor a sordsszeg értelmezése alapjan s, — s, ezért a skaldris szorzat folytonossagat
felhasznélva

n

Y (@ely) = (saly) = (s]y),

k=0
ami éppen azt jelenti, hogy Y (z,|y) konvergens és 6sszegére (8.4) teljesiil. O
neN

A kovetkezé éllitas azt mutatja, hogy az «, egyutthatok visszanyerheték az (e,,)nen
oo

ortonormalt sorozat és a Z e, Sorosszeg ismeretében:

n=0

8.45. Allitas. Legyen . Hilbert-tér, (en)nen F€-beli ortonormdlt sorozat, legyen tovabbd
(an)nen €gy olyan K-beli sorozat, amely eleget tesz a Kovetkezmény ekvivalens (i) és
(i) feltételeinek. Jelolje

00
€T = Z Qp €y,
n=0
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akkor barmely k-ra fenndll, hogy
ar = (x| eg).

Bizonyitds. Rogzitsik le a k indexet, akkor barmely n > k£ mellett

n
Z aje;|er) = oy,

7=0
ezért a Lemma alapjan
[e.@]
(z|ex) =D (anen | er) = ay.
n=0

O

8.46. Kovetkezmény. Legyen S Hilbert-tér és (e,)nen a S -ban haladé ortonormdlt
sorozat. Ha (at)nen €8 (Bn)nen olyan K-beli sorozatok, hogy Z €y, €S Z Bnen konvergens

neN neN
és
Z Ap€n = Z ﬁnerln
n=0 n=0
akkor
Op = Bna (VTL - N)
Bizonyitds. Nyilvanvalé az el6zé Allitasbol. 0

8.47. Megjegyzés. A fenti kdvetkezményre szokas ugy is hivatkozni, mint a Fourier-
egyitthatok egyértelmiiségi tétele.

8.48. Definicid. Legyen 7 Hilbert tér,(e,)nen gy ortonormalt sorozat #-ban, legyen

tovdabba © € . Ekkor n € N mellett az a,, := (x|e,) szdmot az = vektor (e,)nen
ortonormalt sorozat szerinti n-edik Fourier-egyiitthatojanak, a Z an e, sort pedig x vektor
neN

(en)nen ortonormalt sorozatra vonatkozd Fourier-sordnak nevezzik.

Els6 eredménytink az absztrakt Fourier-sorok konvergencidjaval foglalkozik.

8.49. Bessel-egyenl6tlenség. Legyen (e,)neny a H Hilbert-térben haladd ortonormdlt
sorozat, akkor bdrmely x € F vektor (e,)nen szerinti Fourier-sora konvergens és fenndll a

(8.5) iﬁux e < |l

un. Bessel-egyenlotlenség. Tovabbad a

o0

Y (z|en)en =2

n=0

eqyenldség pontosan akkor teljesiil, ha

(8.6) iux lea)? = ||z
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Bizonyitas. Jelolje
an = (] ey), illetve Sy 1= Z €.

Els6ként megmutatjuk, hogy

n

(8.7) lz = sall? = Il = >l

k=0
Valéban,

= sall” = ]l = 2Re(@ | s) + [[sa],
ahol

n
(x]sn) = Zak x|ey) = Z\&k\Q,
k=0

illetve a Pithagorasz-tétel alapjan

n
Isall® = >"laul”,
k=0

amibdl (8.7) mar kovetkezik. A egyenléségbdl vilagos, hogy minden n-re
> lal* <l
k=0

amibdl a (8.5 Bessel-egyenlotlenség mar kovetkezik. A Z a6, Fourier-sor konvergenciaja
neN

pedig a Kovetkezménybdl addodik. Jelolje végiil

00
S = Z (a7
n=0

a kérdéses Fourier-sor 6sszegét, akkor (8.7)) és a Kovetkezmény alapjan nyerjik, hogy

oo

2

la = s[I* = ll=]* = > lanl",
n=0

amivel a egyenloséget is belattuk. 0

Az imént bizonyitott Bessel-egyenl6tlenség értelmében egy adott = vektor Fourier-
sora mindig konvergens. Az alabbi tételben meghatarozzuk azt is, hogy mely vektorhoz
konvergal.

8.50. Lemma. Legyen 5 Hilbert-tér, (e,)nen a F-ban haladé ortonormdlt sorozat és
x € . Jelolje

o0

Zx!en

a megfelelo Fourier-sor dsszegét, akkor minden k-ra
(uler) = (x| ex).
Bizonyitas. Nyilvanvaloan kovetkezik a Allitasbél. 0

A kovetkez6 eredmény a Fourier-sorok alaptétele:
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8.51. Tétel. Legyen 2 Hilbert-tér, (e,)nen a H-ban haladé ortonormdlt sorozat, jelélje
tovabba

K :=span{e, |n € N}

az e, vektorok dltal generdlt zart linedris alteret. Ekkor barmely x € F vektor (€,)nen
szerinti Fourier-sordnak dsszege azonos az x K -ra vett merdleges vetiiletével.

Bizonyitas. Jelolje

[e.e]
u=>Y (zley)en
n=0

a megfelel6 Fourier-sor 0sszegét és jelolje rogzitett n mellett

n

sni= > (x| ex)er.

k=0
Vilagos, hogy s, € K, illetve s, — u, ezért K zartsaga miatt v € K. Megmutatjuk, hogy
v =1 — u valasztassal v € K+, ami az z = u + v egyenldség figyelembevételével éppen
azt jelenti, hogy u azonos az x K-ra vett meroleges vetiiletével. Ez pedig a Allitas
értelmében azzal ekvivalens, hogy minden k-ra v L e;. Ez utébbi viszont teljesiil, ui. az
el6z6 Lemma szerint

(v]ex) = (x]ex) — (u]ex) =0,
amivel a tételt belattuk. O

8.52. Definicié. Legyen 7 Hilbert-tér és (e, )nen ortonormélt sorozat s€-ban. Az x € A
vektort Fourier-sorba fejthetének nevezzik az (e,)nen szerint, ha z azonos az x (€,)nen
szerinti Fourier-soranak osszegével:

[e.9]

z=> (x]en)en.

n=0

Az el6z6 tétel egyszert kovetkezményeként kapjuk az aldabbi eredményt:

8.53. Allitas. Legyen S Hilbert-tér és (en)nen ortonormdlt sorozat 7€ -ban, akkor egy
x € A vektor pontosan akkor fejthetd Fourier-sorba (en)nen szerint, ha

x € span{e, |n € N}.

8.54. Tétel. Eqy ¢ Hilbert-térben pontosan akkor lesz minden vektor Fourier-sorba
fejthetd egy adott (e, )nen ortonormdlt sorozat szerint, ha (e,)nen totdlis, vagy ami ugyanaz,
ha (en)nen teljes.

Az alabbiakban néhany konkrét példat mutatunk teljes ortonormalt rendszerekre:

8.55. Példa. Legyen 7 Hilbert-tér és legyen (y,)nen egy linedrisan fiiggetlen vektorokbél
sorozat, hogy az {y, | n € N} linedrisan fiiggetlen és totélis halmaz .7-ban. Ekkor a Gram-—
Schmidt ortonaliziciés eljarassal nyert (e,)nen ortonormaélt sorozat teljes ortonormalt
sorozat J¢-ban.

8.56. Példa. Legyen a < b és jeldlje I := [a,b]. Tekintsiik az L?(I) valés Hilbert-teret és
abban n =0,1,2,... mellett a

pa(t) == 1", t € la,b,
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egyenldséggel értelmezett p, elemi polinomokat. Igazolhatd, hogy a {p, | n € N} rendszer
linedrisan fiiggetlen és totalis halmaz L*(I)-ben, ezért az ebb6l Gram-Schmidt ortogona-
lizéciés eljarassal nyert (L, ),en ortonormalt sorozat teljes. Nem nehéz ellenérizni, hogy
valamennyi L,, maga is polinom; ezeket Legendre-polinomoknak nevezzik.

8.57. Példa. Tekintsiik a 2 := L?(0,27) komplex Hilbert-teret, és abban a
or(t) == et tel0,2n], keZ
egyenléséggel értelmezett (¢ )rez fliggvényrendszert. Egyszerii szamolds mutatja, hogy
(¢r)kez ortogondlis rendszer, ui. k # | esetén
k=027 __ 1

/27T or(t) - i(t) dt = /2Tr pikt p=ilt gy — /27r e gy _ (3"(7 »
0 0 0 =0 ’

k = [ esetén pedig

27 2
/ ©r(t) - pr(t) dt = / 1dt = 2.
0 0

Ez azt jelenti, hogy a

_ 1 b ik
Yi(t) == mwk(t)—me . tel0,2n], keZ

egyenliséggel definialt (1 )rez rendszer ortonormalt. Igazolhat6, hogy ez a rendszer tel-
jes (vagy ami ugyanaz, totdlis) L?(0,27)-ben. Ezt nevezziik a L?(0,2m)-beli komplex
trigonometrikus rendszernek.

8.58. Példa. Tekintsiik ezittal az L%(0,2n) valés Hilbert-teret, és abban vezessiik be
t € [0, 27] esetén a

nt), n=0,1,2,...
Yont1(t) == sin(nt), n=12...

S
¥
N
—~
~
SN—
|
(@)
o
)
—

egyenléségekkel definidlt (p,)nen figgvénysorozatot. Nem nehéz ellendrizni, hogy (¢n)nen
ortogonalis sorozat és

27 9 27 9
/0 loo(t)|? = 2, /0 lon®P =7, n=1,2,. ..,

amibol kapjuk, hogy az

1
Yo(t) == Wers
on(t) = \/1% cos(nt),  m=1,2,...
Vo1 (t) == 1 sin(nt), n=12 ...

NG

egyenléséggel értelmezett (1, )neny ortonormalt sorozat. Igazolhatd, hogy ez a rendszer
teljes L?(0, 27)-ben.

8.59. Példa. Tekintsiik az L?(0, ) valés Hilbert teret, és abban vezessiik be a
on(t) := cos(nt), tel0,n], n=0,1,2,...
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egyenldséggel definialt (¢,)nen sorozatot. Nem nehéz belatni, hogy (¢, )nen ortogondlis
sorozat, és

™ ™ s
[l =7, [Tea®P =5, n=12...,
0 0 2

vagyis az alabbi

1 2
Po(t) == ﬁ, Un(t) == \/;cos(nt), te0,n], n=1,2...
egyenléséggel értelmezett (¢, )nen Un. cosinus-rendszer ortonormalt sorozat. Igazolhato,
hogy az igy definidlt cosinus-rendszer teljes L?(0, 7)-ben.

Hasonléan, az alabbi

Un(t) = \/Esin(nt), te0,n], n=1,2,...

tn. sinus-rendszer is teljes ortonormalt rendszert alkot L?(0, 7)-ben.



9. FEJEZET

Dualis tér és folytonos linearis funkcionalok

9.1. Duadlis terek és reprezentacidik

9.1. Definicié. Ha X normélt tér, akkor X’ := A(X;K) jeloli az X feletti folytonos
lineédris funkcionalok halmazat:

X' :={f: X = K| f folytonos és linearis}.

Az X’ halmazt az X topologikus dudlis terének (vagy roviden dudlis terének) nevezzik.

Lattuk, hogy X’ az alabbi
[fll:="sup [f(z)|

zeX,|lz||<1

un. funkciondl norméval ellatva mindig Banach-tér (fliggetleniil att6l, hogy X maga teljes-e
vagy sem).
A fejezetben elséként Hilbert-terek dualis terét vizsgaljuk meg.

9.2. Allitas. Legyen X eqy prehilbert tér ésy € X rogzitett vektor, akkor az
fy@) = (z]y), =zeX

egyenldséggel értelmezett f, : X — K folytonos linedris funkciondl és

[yl = 1yl

Bizonyitds. A skalaris szorzat értelmezésébdl kévetkezik, hogy f, linedris funkciondl, to-
vabba a Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség szerint

[fy@)] < llzllllyll,  zeX,
vagyis f, korldtos és norméjara fenndll az ||f,|| < ||y|| becslés. Vilagos, hogy ha y = 0,
akkor || f,|l = |ly|l = 0. Ellenkez6 esetben vegyiik az x := moy Vektort, erre |z = 1 teljesiil,
ezert
1fll = [ £y ()] = [lyll,
amivel az || f,|| > ||y|| egyenlStlenséget is igazoltuk. O

Az alabbi Riesz-féle reprezentacios tétel szerint Hilbert-térben ennek a megforditasa is
igaz, vagyis Hilbert-téren minden folytonos linedris funkcional a fenti f, alaku.

9.3. Riesz reprezentacios tétele. Legyen S Hilbert-tér és legyen f € A eqy folytonos
linedris funkciondl, akkor létezik egyetlen olyan y € F€ vektor, amely mellett f elddll

fl@)=(xly), zeH

alakban.

139
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Bizonyitas. Ha f = 0, akkor az y = 0 valasztas trividlisan megfelel6. Tegyiik fel, hogy
f # 0, vagyis valamely zo mellett f(xy) # 0. Mivel f folytonos linearis funkcional, ez azt
jelenti, hogy

ker f:={x € | f(x) =0}

valddi zart linedris altere s#-nak. A Kévetkezmény szerint tehdt [ker f]4 # {0}. Legyen
z € ker f, z # 0 egy tetszbleges vektor, akkor barmely = € 5 mellett v = f(z)z — f(2)x
valasztassal v € ker f, ui.

f) = f@)f(z) = f(2) f(z) = 0.

Ez azt jelenti, hogy v € ker f, és ezért v L z, vagyis

0=(v]z) = fl2)(z]2) = f(2)(x]2),
amibol atrendezés utan kapjuk, hogy
f(2) f(2)
fla) = 5w l2) = (o] 55).
12112 el
Ez pedig éppen azt jelenti, hogy y = @z rendelkezik az el6irt tulajdonsiggal.
Az egyértelmiiség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy

f@) = (x|p) = (x]y), v
valamely y1,ys € € vektorokra, akkor

($|?/1—?Jz)207 ZL’G%,
vagyis y; — y2 € A+ = {0}, kovetkezésképp y1 = vo. d

9.4. Definicié. Ha 7 Hilbert-tér és f € " egy folytonos linearis funkcional, akkor azt
az y € € vektort amely mellett f eloall

f@)=(z]y), xeH
alakban, az f reprezentans vektoranak nevezziik.

9.5. Példa. Legyen M C R" egy mérheté halmaz és legyen f egy folytonos lineéris funk-
cional L*(M) felett. Akkor létezik egy majdnem mindeniitt egyértelmiien meghatérozott
Y € L*(M) fiiggvény, amely mellett f eléall

(9.1) fe)=[ o welim)

alakban. Valoban, mivel L?(M) Hilbert-tér, a Riesz reprezentacios tétel értelmében
1étezik (egy nulla mértékii halmaz erejéig egyértelmil) xy € L?*(M), amelyre

fo) =l =] ¢-x  pel?On),
amibdl lathatd, hogy v := y valasztassal f éppen a (9.1) alakot veszi fel.

9.6. Példa. Legyen ismét M C R"™ egy mérheté halmaz, legyenek tovabba 1 < p,q < 400
olyan valds szamok, hogy % + % = 1. Rogzitsink egy ¢ € LI(M) figgvényt, akkor a
Holder-egyenl6tlenség szerint barmely ¢ € LP(M) esetén az

/Mso-@b
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integral jol definialt és
. < .
[ o-u| < el el

Ez azt jelenti, hogy az
M

fo o LP(M) — K leképezés folytonos linedris funkcional és || fy|| < [|¢||,- Igazolhatd, hogy
valdjaban || fy|| = [|¢¥]l4, tovdbba barmely f € LP(M)" folytonos linedris funkcionalhoz
létezik egyetlen ¢ € LI(M), amelyre f = f,, vagyis igaz a kovetkez6

9.7. Tétel. Legyen M C R™ mérhetd halmaz, akkor minden f € LP(M)" folytonos linedris
funkcionalhoz létezik egyetlen 1 € LY(M), amely mellett f eléall

=/M¢-w, p € LP(M)

alakban.

9.2. Linearis operatorok és funkcionalok kiterjesztése

Ebben a fejezetben linearis funkcionalok kiterjesztéseivel foglalkozunk. Elséként egy
altalanos eredményt igazolunk folytonos linearis operator kiterjeszthetoségérol:

9.8. Allitas. Legyen X normdlt tér, Y pedig Banach-tér, legyen tovibbd M C X adott
linedris altér és A : M — 'Y egy folytonos linedris funkciondl. Akkor létezik egyetlen
A M = Y folytonos linedris leképezés, amely A-t kiterjeszti és amelyre | A|| = ||A]|
teljestil.

Bizonyitds. Barmely x € M vektorhoz valaszthat6 olyan (x,),eny M-ben haladé sorozat,
hogy x,, — x. Akkor (x,)nen egyittal Cauchy-sorozat is, ezért a

[Azy — Azl < [|Allzn =zl n,meN

becslés alapjan (Ax, ),en is Cauchy-sorozat az Y Banach-térben, vagyis konvergens. Miel6tt
bevezetnénk az

(9.2) A(z) := lim Az, reM

n—o0

jelolést, megmutatjuk, hogy a hm Az, hatarérték csak x-t6l, és nem az (x,),en sorozat
konkrét megvalasztdasatol fugg. Valoban ha (,)nen és (Un)neny mindketten olyan M-beli

sorozatok, hogy x, — x és u, — x, akkor a fentiek alapjan Ax,, — y és Au,, — v valamely
y,v € Y vektorokra, ugyanakkor

[Azyn — Ayl < [[Allllzn — ynH — 0,

amibdl leolvashatd, hogy y = v. Ez azt jelenti, hogy a (9.2) egyenldség egy jol definialt
A: MY figgvényt ad. Ha = € M, akkor az x, := x konstans sorozat valasztassal
kapjuk, hogy Az = Az, vagyis A C A. Tovabba A lineéris, ha ui. z,u € M, és (Z)nen,
(Up )nen Olyan M- behek, hogy x,, — x és u,, — u, akkor M > x,, + u, — = + u, ezért
(9.3) Az +u) = lim Az, + u,) = dim (Az, + Au,) = A(x) + A(u).

n—oo
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Hasonl6an igazolhat6, hogy A(\x) = AAw, (z € M, ) € K), vagyis A lineéris operator. A
folytonossag igazolasahoz legyen ismét x € M és legyen (2, )nen egy olyan M-beli sorozat,
hogy x, — z, akkor Az, — Az, ahol minden n-re ||Ax,|| < ||A||||z.||, ezért

1Az]| < [|AJl]l]

ami azt jelenti, hogy A folytonos és || A|| < || A||. Végiil kihasznélva, hogy A C A,

[All = sup [[Az|| = sup [[Az||= sup [Az[| =]A],
€M, ||z <1 zeM,||z[|<1 zeM,||z[|<1
amivel az ||A|| = || A|| egyenl8séget is belattuk.

Az egyértelmfiséghez tegyiik fel, hogy A;, Ay : M — Y mindketten olyan folytonos
operatorok, amelyek kiterjesztik A-t, vagyis amelyek M-en megegyeznek. Ha x € M
adott vektor, és (z,)nen olyan M-beli sorozat, hogy x, — x, akkor Az, — Az, illetve
Aox,, — Aoz, ahol minden n-re Ayx,, = Asx,, ezért Ajx = Asx. O

A fenti A operdtort az A M-ra valé normatarté kiterjesztésének nevezziik.

9.9. Kovetkezmény. Ha X normalt tér, M C X egy linedris altér és f : M — K egy
Jolytonos linedris funkciondl, akkor [ egyértelmien kiterjeszthetd f - M — K folytonos
linedris funkciondlld gy, hogy || fIl = |1 f|l-

Vegyiik észre, hogy a fenti allitds mindossze annyit allit, hogy folytonos linearis
funkcionalt egy adott altérrdl az altér lezartjara ki lehet terjeszteni a folytonossig és
a norma megtartasaval. Az alabbi messze nem trivialis eredmény szerint folytonos linedris
funkcional altérrol a normdlt tér egészére kiterjesztheté norma tarté moédon. Ilyenkor
azonban (az el6z6 szitudcioval szemben) egyértelmiiség nem allithato.

9.10. Hahn—Banach-tétel. Legyen X normadlt tér, Xq C X linedris altér és fo : Xog — K
folytonos linedris funkciondl. Akkor létezik olyan (dltaldban nem egyértlemi) f: X — K
folytonos linedris funkcional (vagyis [ € X'), amely kiterjeszti fo-t és amelyre ||f|| = || foll-

A Hahn—Banach-tétel alabbi fontos kévetkezményét szokés , kis Hahn—Banach-tételnek”
is nevezni.

9.11. Tétel. Legyen X egy nem-nulla dimenzios normdlt tér és x € X eqy tetszdleges
vektor, akkor létezik olyan f € X', ||f|| = 1 funkciondl, hogy
fz) ==
Bizonyitas. Tegytik fel eldszor, hogy = # 0 és jelolje zq := Tay etve M := {Azg | A € K},
vagyis M az x( altal generdlt egy-dimenzios altér. Konnyen ellenérizheto, hogy az
Jo: M — K; fo(Azo) == A
fiiggvény linearis funkcional, tovabba

[foll= sup  [fo(Azo)| = sup [A|=1,
AEK, || Azo|=1 AEK,|A|=1

vagyis fo folytonos és || fo|| = 1. Masrészt ||z||zo = = miatt fo(z) = ||z||. Legyen f € X' az
fo egy normatarté kiterjesztése a Hahn—Banach-tétel értelmében, akkor ||f|| =1 és

f(x) = folz) = [l].
Végil ha © = 0, akkor barmely f € X', ||f|| = 1 funkcional megfeleld (ilyen létezik az
X # {0} feltétel és a bizonyitas els fele alapjan). O
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9.3. Normadlt tér bidudlisa és reflexiv Banach-terek

Legyen X egy normalt tér, akkor az X’ dudlis tér a funkcional normdval szintén normalt
tér (s6t Banach-tér). Specidlisan tekintheté az X' tér dudlis tere is, vagyis (X')’, amely
dudlis tér lévén szintén Banach-tér.

9.12. Definicié. Az X" := (X')’ Banach-teret az X normdlt tér bidudlis terének (vagy
mdasodik dudlis terének) nevezzik.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy az X normalt tér természetes médon azonosithatéd
az X" biduélis tér egy linedris alterével. Ehhez tekintstik a kovetkezd konstrukeiét.
Legyen x € X egy tetszoleges rogzitett vektor és tekintsiik az alabbi

(9.4 P(f) = f@),  fex
egyenléséggel definidlt 7 : X' — K fuggvényt.

9.13. Allitdas. Bdrmely v € X esetén T folytonos linedris funkciondl X' felett (azaz
zeX") és|z| =[x

Bizonyitds. Elséként a linearitdst ellendrizzik: legyen f,g € X' és A € K, akkor
(f+9)=(f+9)x)=fx)+g(x) =2(f) +Z(g),
TAf) = (AN)@) =X f(z) = A-2(f).
Tovabba az
2O =1f@)] < [lzllllfIl,  feX,
becslésbdl kovetkezik, hogy z € (X') és ||Z| < ||z|. Végiil a[9.11] Tétel szerint létezik

fe X |fl =1, hogy f(x) = |lz|, ezért
12l = [2(H)] = [f@)] =[],
amivel az ||Z|| = ||z|| egyenl6séget is igazoltuk. O

A kovetkezo tétel el6tt emlékeztetiink arra, hogy ha (X, o) és (Y, d) metrikus terek,
akkor egy f : X — Y leképezést izometrianak neveziink, ha

d(f(x1), f(z2)) = o(z1, z2), (Vrq, 29 € X).

Konnyen ellenérizhetd, hogy minden izometria injektiv, illetve ha X és Y normaélt terek,
akkor egy T': X — Y linearis operator pontosan akkor izometria, ha

[Txf| = |[=]],  (Vz € X).
9.14. Tétel. Legyen X normdlt tér, akkor a
O(x) =17, z € X,
O X — X" leképezés linedris izometria.

Bizonyitds. Az eloz6 éllitds alapjan elegendd a @ linearitdsat ellendrizniink. Legyen z,y €
X és X € K, azt kell igazolnunk, hogy = +y = 7 + 7, illetve Az = A\Z. Ehhez pedig legyen
f e X' akkor

(T +y)(f) = fl@z+y) = f@) + fly) = 2(f) +5(f),
(Az)(f) = f(hx) = Mf(x) = A@(f),

amivel ® linearitasat igazoltuk. 0
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9.15. Megjegyzés. A fentiek szerint a ® természetes leképezés izometrikus bijekciot
létesit az X és ran(®P) kozott, emiatt szokds e tereket azonosnak tekinteni. Ha tehat
azt irjuk, hogy X C X", akkor ezt ugy kell érteni, hogy az X és ran(®) C X" tereket
azonositottuk ®-n keresztiil.

9.16. Definicié. Az X Banach-teret reflexivnek mondjuk, ha a fenti ® természetes
leképezés szurjetiv X”-re, vagyis ® izometrikus izomorfizmus X és X" kozott.

9.17. Megjegyzés. Vigyazzunk arra, hogy egy X Banach-tér nem feltétlenitil reflexiv
attél, hogy létezik valamilyen ¥ : X — X" izometrikus izomorfizmus. A reflexivitas
fogalmaba azt is beleértjiik, hogy ez az izomorfizmus a Tételben definidlt ® operdtoron
keresztiil valosul meg.

9.18. Megjegyzés. Formalisan 4ltaldanosabb lett volna, ha a Definiciéban egy X
tetszéleges (tehat nem feltétlentl teljes) normalt tér reflexivitdsat értelmezzik. Ha azonban
a®: X — X" izometrikus izomorfizmus, akkor az X" teljessége miatt konnyii megmutatni,
hogy X is sziikségképpen teljes, vagyis Banach-tér.

9.19. Példa. Bizonyitas nélkiil megemlitiink néhany a gyakorlatban fontos reflexiv, illetve
nem reflexiv Banach-teret:

1) minden véges dimenziés Banach-tér reflexiv,
2) minden Hilbert-tér reflexiv,

3) minden 1 < p < 400 valds szam mellett a /P sorozattér reflexiv,

4) minden 1 < p < +oo valds szdm és M C R™ mérheté halmaz mellett LP(M) reflexiv,

5) az (1 és (> sorozatterek egyike sem reflexiv,

6) az L'(M) és L>(M) terek egyike sem reflexiv,

7) ha a,b € R,a < b, akkor a folytonos fuggvenyek Cla, b] tere nem reflexiv.



10. FEJEZET

A Banach-terek teljességének kovetkezményei

10.1. Pontonkénti konvergencia és a Banach—Steinhaus-tétel

10.1. Definicid. Legyenek X és Y normalt terek és legyen (A, )nen egy ZA(X;Y)-beli
operatorsorozat, és legyen A € B(X;Y). Azt mondjuk, hogy az (A, )nen operatorsorozat
pontonként konvergal A-hoz, ha

Apr — Az, (Vo € X).

HaY = K, akkor egy X'-beli ( f,,)nen funkciondlsorozat valamely f € X’ funkciondlhoz vald
pontonkénti konvergencidjat szokas gyenge-* konvergencianak vagy w*-konvergencianak is
nevezni.

Elsoként megvizsgaljuk a pontonkénti, illetve az operatornorma szerinti konvergencia

viszonyat.

10.2. Allitas. Legyen (Ap)nen egy B(X;Y)-beli operdtorsorozat, amely az operdtornorma
szerint tart az A € B(X;Y) operdtorhoz (vagyis |A,— Al — 0). Akkor (A,)nen pontonként
is tart A-hoz.

Bizonyitas. Rogzitsink egy x € X vektort, akkor
[Anz — Az|| < [[An — All[[z]] = 0,
vagyis A,x — Ax. O

Az alabbi példa mutatja, hogy a megforditas nem feltétleniil igaz, vagyis egy pontonként
konvergens operatorsorozat nem feltétlentil konvergal az operator norma szerint is:

10.3. Példa. Legyen s Hilbert-tér és (e,),en abban egy ortonormadlt sorozat, vezessiik
be tovabba minden n-re az

fn(x) = (x’6n>, x e H

egyenléséggel értelmezett f,, : 7 — K linearis funkcionalt. Lattuk, hogy f, folytonos és
1 full = llenll = 1. A Bessel-egyenldtlenség szerint minden z-re

> 2

2
dol@]en)]” < ol
n=0

amibdl kovetkezik, hogy (x| e,) — 0, vagyis
fa(z) =0, x €A,

ami azt jelenti, hogy f,, — 0 pontonként. Ugyanakkor | f,|| = 1 miatt f,, -» 0 a funkcional
norma szerint.

10.4. Definicié. Legyenek X és Y normadlt terek, legyen tovabba (Ay)iea egy adott
PB(X;Y)-beli operatorrendszer.
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(i) Azt mondjuk, hogy (Ax)aen pontonként korldtos, ha minden rogzitett z € X-re

sup || Axz|| < +oo.
AeA

(ii) Azt mondjuk, hogy (Ax)xen egyenletesen korldtos, ha

sup || Ayl < +oo.
AeA

10.5. Banach egyenletes korlatossag tétele. Legyenek X és Y Banach-terek, ak-
kor eqy B(X;Y)-beli (Ay)ren operdtorrendszer pontosan akkor pontonként korldtos, ha
egyenletesen korldtos.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (Ax)aea egyenletesen korlatos és legyen M > 0 olyan konstans,
hogy [|A,]| < M minden A-ra, akkor barmely rogzitett € X mellett

sup [ Axz|| < M - ||z,
AEA

vagyis (Ax)rea pontonként korlatos.
A masik irdny messze nem trivialis, ezért azt nem bizonyitjuk. 0

10.6. Banach—Steinhaus-tétel. Legyenek X ésY Banach-terek és legyen (Ap)nen €gy
olyan B(X;Y)-ban haladé sorozat, amely pontonként konvergens, vagyis minden x € X
mellett létezik az

(10.1) A(z) := lim A,z

n—oo
hatarérték. Akkor az (Ap)nen rendszer egyenletesen korldtos, tovabbd a (10.1)) egyenldséggel
definidlt A: X — 'Y leképezés folytonos linedris operdtor.

Bizonyitds. A miveletek folytonossidga alapjan vilagos, hogy A linearis, ha ui. z,y € X és
A 1€ K akkor

Az + py) = lim Ay (Az + py) = lim [AApz + pAny] = AA(z) + pA(y).

Vegyiik észre, hogy a feltételek mellett az (A, ),en operatorsorozat pontonként korlatos,
ui. minden x € X mellett (A,x),en konvergens és ezért egytttal korldtos sorozat. A
Tétel szerint (A, )nen egyenletesen korlatos, vagyis létezik M > 0, hogy

(10.2) 1A < M,  (YneN).

Végiil megmutatjuk, hogy A korlatos: legyen ui. z € X, akkor A,z — Az, ahol (10.2))
szerint minden n-re ||A,z| < M||z||, ezért

| Asl| = lim [[Ane]l < M),
ami éppen azt jelenti, hogy A korlatos, és ||Al| < M. O

10.7. Definicié. Legyen X normdlt tér, (z,)neny egy X-beli sorozat és © € X. Azt
mondjuk, hogy az (z,).en sorozat gyengén konvergél az x vektorhoz, ha minden f € X’
folytonos linearis funkcional esetén f(z,) — f(x) teljesiil.

10.8. Allitas. Legyen X normdlt tér és (Tn)nen egy olyan X -beli sorozat, amely normdban
konvergdl valamely x € X wektorhoz (azaz ||z, — x| — 0), akkor (x,)nen gyengén is
konvergal az x vektorhoz.
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Bizonyitds. Legyen f € X' egy folytonos linedris funkcional, akkor

[f(zn) = f(@)| = |f (20 — 2)| < | flll|zn — 2] =0,
vagyis f(z,) — f(x), ami azt jelenti, hogy (z,)nen gyengén konvergal x-hez. O

Megjegyezziik, hogy a fenti allitas megforditasa nem igaz, vagyis egy gyengén konvergens
sorozat nem feltétleniil konvergél a norma szerint is (vo. [10.3| Példa).

Vegyiik észre, hogy egy X normadlt tér X’ dudlisan értelmezhetjiikk mind a gyenge, mind
pedig a gyenge-* (vagy pontonkénti) konvergencidkat: egy X'-beli ( f,)nen funkcionélsorozat
definici6é szerint akkor tart gyengén az f € X' funkciondlhoz, ha barmely F € X"
biduélisbeli elem mellett F(f,) — F(f) teljesul:

(10.3) F(f) — F(f), VFeX"

Ugyanakkor a gyenge-* konvergencia értelmezése alapjan (f,,)nen pontosan akkor tart
f-hez a gyenge-* konvergencia szerint, ha

(10.4) z(fn) = z(f), r e X,

ahol T € X" a (9.4) egyenlGséggel értelmezett bidudlisbeli elem. Ebbél mér lathato,
hogy minden gyengén konvergens funkciondlsorozat egytuttal gyenge-* konvergens is. A
megforditas viszont nem igaz, csak ha minden F € X” biduéalisbeli elem eléall F' = &
alakban, vagyis ha a tér reflexiv. Igaz tehat az alabbi eredmény:

10.9. Allitas. Ha X reflexiv Banach-tér, akkor az X'-beli gyenge, illetve gyenge-* kon-
vergencia ugyanazt jelenti.

Végezetiil bizonyitas nélkiil kimondunk egy a gyakorlatban felettébb hasznos allitast,
mely a Bolzano-Weierstrass-tétel , gyenge” valtozatanak tekintheto:

10.10. Tétel. Reflexiv Banach-térben barmely korldtos sorozatnak létezik gyengén kon-
vergens részsorozata

10.2. Banach nyit leképezés tétele és a zart graf tétel

10.11. Allitas. Legyenek X ésY wvektorterek, akkor eqy A : X — Y linedris leképezés
pontosan akkor injektiv, ha ker A = {0}, és ilyenkor az A1 inverz leképezés maga is
linearis leképezés.

Bizonyitds. Vildgos, hogy 0 € ker(A), ezért ha A injektiv, akkor sziikségképp ker A = {0}.
Megforditva, ha ker A = {0} és z,y € X olyanok, hogy Az = Ay, akkor A(x —y) = 0,
vagyis x — y € ker A, amib6l x = y és egytuttal az A injektivitasa is kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy A injektiv és jelolje Yy := ran A az A operator képterét. Vilagos, hogy
Y, lineéris altere Y-nak, vagyis maga is vektortér. Megmutatjuk, hogy A=! : Y5 — X
linearis: ha ui. y1,y2 € Yy és a1, ar € K, akkor léteznek egyértelmiien olyan z1,x, € X
vektorok, hogy Az; = y; és Axy = yo, (vagyis ¥y = A7y, 9 = A7 lys). De akkor

Aoz + aors) = g Ay + Ay = oqyr + oy,
ami azt jelenti, hogy
A_l(alAyl + o) = Ty + Qo = ay A7 yy 4 ap A7y,

vagyis A~! lineéris. O
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Az alabbiakban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy egy folytonos linearis operator
inverze milyen feltételek mellett lesz maga is folytonos. A kovetkezd egyszerti példa mutatja,
hogy a folytonossdg nem oroklédik automatikusan az inverz operatorra:

10.12. Példa. Jelolje X a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények C[0, 1]
terét a || - ||o maximum normaval, illetve jelolje Y szintén a C|0, 1] teret, azonban az aldbbi

1
el = [ le@)lde,  peclo]

integral-normaval. Legyen T az X — Y, T = ¢ egyenloséggel értelmezett identikus
leképezés, akkor a

1
1Tl :/ [p(z)| do < max [p(z)| = [|¢[lo
0 z€]0,1]
becslés mutatja, hogy T korlatos, éspedig ||T'|| < 1. Ugyanakkor egyszerii szamolds mutatja,
hogy vn(x) := 2™, (x € [0, 1], n € N) értelmezéssel olyan (¢, )nen sorozatot kapunk, amelyre
1
n+1’
vagyis ||¢nlli = 0, de [T ppullee =1+ 0, és ezért T~ : Y — X nem folytonos.

H‘PnHl = HQOn“oo =1,

10.13. Banach nyilt leképezés tétele. Legyenek X és'Y mindketten Banach-terek és
teqyiik fel hogy a T € B(X;Y) operdtor szirjektiv, akkor T nyilt leképezés, vagyis birmely
Q C X nyilt halmaz T szerinti képe is nyilt.

10.14. Banach linearis homeomorfizmus tétele. Legyenck X ésY mindketten Banach-
terek és tegyiik fel hogy a T € B(X;Y) operdtor bijekcid, akkor T™' € B(Y; X).

Bizonyitds. Vilagos, hogy a feltétel mellett 7-1 : Y — X linedris operdtor, csak azt kell
igazolnunk, hogy T~ folytonos, vagy ami ezzel ekvivalens, T~ folytonos a 0 € Y pontban.
Legyen € > 0, akkor a nyilt leképezés tétel szerint a B.(0, X) X-beli nyilt halmaz T-altali
képe, vagyis a

V:=T(B.(0,X)) :={Tz |z € B-(0,X)}

nyilt halmaz Y-ban, és vilagos, hogy 0 € V. Ezért 1étezik olyan § > 0, hogy Bs(0,Y) C V,
kovetkezésképp

T Y(Bs(0,Y)) C T (V) = B.(0, X).
Ezzel megmutattuk, hogy minden € > 0 szamhoz létezik 6 > 0, hogy barmely y € Y,
ly|| < & esetén ||[T1y|| < e teljesiil, vagyis T~ folytonos a 0-ban. O
Emlékeztettink rd, hogy egy f fiiggvény grafjan (vagy grafikonjan) a

G(f) :==A(z, f(x)) |z € dom f}
halmazt értjiik.

10.15. Definici6. Legyenek X és Y metrikus terek, akkor egy f: X — Y figgvényt zart
leképezésnek neveziink, ha G(f) C X x Y zart.

A zart halmazok sorozatokkal valo jellemzése alapjan kénnyen ellenérizhetd, hogy egy
f: X =Y (az X-en mindeniitt értelmezett) fliggvény pontosan akkor zart, ha barmely
X-ben halad6 (x,,),en sorozatra abbdl, hogy x, — z és f(x,) — y teljesiil valamely z € X
és y € Y pontokra, kovetkezik, hogy = = y.
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Ebbdl vildgos, hogy egy f : X — Y (az X-en mindentitt értelmezett) leképezés zartsaga
gyengébb tulajdonsag a folytonossagnal: tekintsiik ui. az alabbi hdrom kijelentést
(a) x, — x,
(b) f(zn) =y,
(¢) f(z)=y.
Mig az f fiiggvény folytonossiga azt jelenti, hogy minden z-re (a)=(b)A(c), addig az f
zartsaga az (a)A(b)=-(c) implikaciéval ekvivalens.
Megjegyezziik azonban azt is, hogy ha f értelmezési tartomanya nem zart részhalmaza
X-nek, akkor a folytonossag és a zartsag kozott semmilyen logikai kapcsolat nincsen.
Tekintstik ui. az X =Y = R metrikus tereket és abban a

f(z):=0, x €]0,1],

(2) : = i, reER xz#0
T ==N0, z=0

egyenléséggel értelmezett f :]0, 1] — R és g : R — R fiiggvényeket. Egyszertien ellendrizhe-
t6, hogy f folytonos, de G(f) C R x R nem zart halmaz, illetve G(g) C R x R ugyan zart
halmaz, de g nem folytonos.

10.16. Allitas. Legyenck X ésY mindketten Banach-terek és legyen A : X — Y zdrt
linedris operdtor, akkor G(A) Banach-tér az aldbbi

(10.5) Gz, An)|| = ||zl + [|Az], =€ X

normauval.

Bizonyitds. Konnyen ellenérizhets, hogy G(A) C X x Y lineéris altér, tovabba X x Y
Banach-tér az

(10.6) @)l = [zl +1yll, zeXyeY

normaval. Minthogy Banach-tér zart linearis altere maga is Banach-tér, tovabba a ((10.6))
norma G(A)-ra vett megszoritasa megegyezik a (10.5) normaval, azért G(A) Banach-
tér. O

10.17. Banach zart graf tétele. Legyenek X és 'Y mindketten Banach-terek és legyen
A: X =Y az X-en mindeniitt értelmezett zart linedris operdtor, akkor A folytonos, vagyis

Ae B(X;Y).

Bizonyitds. Tekintsiik a norméaval ellatott G(A) Banach-teret, illetve az alabbi
Uz, Ax) ==z, V(z, Az) := Ax, reX

egyenloségekkel definidlt U : G(A) — X és V : G(A) — Y linedris operatorokat. Az alabbi

(
|U(z, Ax)|| = [|z]| < [lz]| + [|Az]| = [I(z, Az)]|
IV (2, Az)|| = [|Ax[| < [[zf| + [[Az]| = [|(z, Az)|
becslések alapjan kapjuk, hogy U és V mindketten folytonos linearis operatorok, éspedig
U, IVl < 1. Egyszerti szamolas mutatja, hogy U bijekciét 1étesit a G(A) és X halmazok

kozott: valéban, barmely = € X el6éll U(x, Ax) = = alakban, vagyis U sziirjektiv, ha
tovabba U(x1, Axg) = U(xe, Axs), akkor z1 = o, és ezért Axy = Axy, vagyis (zq, Axq) =
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(9, Axy), kovetkezésképp U injektiv. A [10.14] Banach-féle linedris homeomorfizmus tétel
szerint U~ folytonos, tovabb4 fennéll, hogy

Uty = (z, Az), re X,
amibol leolvashatd, hogy minden x € X mellett
VU 'z = V(x, Az) = Ax,

vagyis A eléall A = VU™! alakban. Mivel e kompozicié mindkét tényezdje folytonos, azért
A maga is folytonos. O

Az aldbbiakban példat mutatunk olyan (természetesen nem Banach-terek kozt értelme-
zett) zart linedris operatorra, amely nem folytonos:

10.18. Példa. Jelolje X = C'|0, 1] az egyszer folytonosan differencidlhaté fiiggvények
alabbi

lpll := max[p(z)], @€ C0,1]
z€[0,1]

maximum normaval elldtott terét, jelolje tovabba Y := C[0, 1] a folytonos fliggvények terét,
szintén a maximum normaval. Tekintsiik az alabbi
Ap = ¢
egyenloséggel értelmezett A : X — Y linedaris operator. Megmutatjuk, hogy A zart, de
nem korlatos operator. Valoban, legyen (¢, )nen olyan X-ben haladé sorozat, hogy ¢, — ¢
és Ap, = ¢!, — 1 teljesiil valamely ¢ € X és ¢ € Y fiiggvényekre, akkor az X-, illetve
Y-beli normék értelmezése szerint ¢, — ¢ egyenletesen, és ¢! — 1 egyenletesen, amibél
kovetkezik, hogy ¢ differencidlhaté, és ¢ =1 (4.59 Tétel), vagyis Ap = 1, kovetkezésképp
A zart operator. Ugyanakkor a
on(T) = e, ne N,z el0,1]
egyenléséggel értelmezett (vn)nen csupa folytonosan differencidlhaté fiiggvényekbdl allo
sorozat minden tagjara
o (r) = —ne ™", x € [0,1]
miatt [[@,|| =1 és ||Agn|| = ||©L] = n teljesiil, kévetkezésképp A nem korlétos.



11. FEJEZET

Operator spektruma

11.1. Korlatos operator spektruma

Legyenek X és Y egyeldre tetszoleges vektorterek és legyen A : X — Y egy linearis
operator. Adott b € Y mellett tekintsiik az alabbi

(11.1) Az =b

un. elsofaju egyenletet. Vilagos, hogy pontosan akkor oldhaté meg, ha b € ran A.
Specialisan, pontosan akkor oldhaté meg barmely b € Y mellett, ha A szirjektiv,
tovabba a megoldas egyértelmiisége ekvivalens az A operdator injektivitisdval. Tehat a
elséfaju egyenletnek akkor és csak akkor létezik minden b € Y mellett pontosan egy
megoldasa, ha A : X — Y bijekcio. Ha X és Y mindketten normalt terek, és A: X — Y
bijektiv (vagyis az (11.1)) egyenletnek barmely b mellett egyértelmiien létezik megoldasa),
akkor az alkalmazasok szempontjabdl fontos kérdés a megoldas b-tél vald folytonos”
fiiggése, vagyis az A~! operator folytonossiga.

Ha X =Y, vagyis A : X — X, akkor tekinthetjiik rogzitett A € K mellett az (11.1))
egyenletnél némiképp altalanosabb

(11.2) (A= M)z =b

un. masodfaju egyenletet, ahol I az X tér identikus operatora. Az alabbiakban az ((11.2])
egyenlet megoldhatosagaval foglalkozunk abban a specialis esetben, amikor X Banach-tér
és Ae B(X).

11.1. Definicié. Legyen X normélt tér, akkor egy A € Z(X) operator folytonosan
invertalhaténak (vagy roviden invertalhaténak) neveziink, ha A : X — X bijekcié és
Al € #(X). A folytonosan invertdlhaté operdtorok halmazat a G(Z(X)) szimbélummal
jeléljitk.,

11.2. Definicié. Legyen X normalt tér és A € B(X). A A € K szamot az A reguldris
értékének nevezziik, ha A— I folytonosan invertélhatd, azaz bijektiv és (A—\I)~1 € B(X).
A reguléris értékek o(A) halmazat az A rezolvens halmazdnak nevezzik:

o(A) = {AeK|A— M € G(B(X)))}.

A X € K szamot az A spektrumpontjinak nevezziik, ha A nem regularis értéke A-nak,
vagyis A — A ¢ G(A(X)). A spektrumpontok halmazat az A spektruméanak nevezziik:

Sp(4) ==K\ o(A).
Ha X normélt tér, A € B(X) és A € K, akkor A € Sp(A) pontosan akkor teljesiil, ha
az alabbi kijelentések valamelyike fennall:
(a) A — Al nem injektiv,
(b) A — A nem sziirjektiv,
(c) A — X bijektiv, de (A — AI)~* nem folytonos.
151
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A [10.14] Banach linearis homeomorfizmus tétel alapjan (c) nem fordulhat elé, ha X Banach-

tér. Ha X véges dimenzids, akkor a linearis algebrabdl jol ismert dimenzié tétel értelmében

(a) és (b) ekvivalensek, tehat ilyenkor a A € Sp(A) kijelentés pontosan akkor teljesiil, ha
ker(A — XI) # {0}.

Ha azonban X végtelen dimenziés, akkor (a) és (b) egyméstdl figgetlen feltételek.

11.3. Definicié. Legyen X normalt tér és A € AB(X), akkor a A € K szamot az X
sajatértékének nevezzik, ha

ker(A — XI) # {0}.

A sajatértékek halmazit az A pontspektrumanak nevezziik és azt a Sp,(A) szimbélummal
jeloljiikk. Minden olyan x € X, x # 0 vektort, amelyre Ax = Az, az A A-hoz tartozé
sajatvektoranak nevezink.

A definici6 alapjan vilagos, hogy Sp,(A4) C Sp(A), azonban itt dltaldban nincs egyenlé-
ség:
11.4. Példa. Jeldlje X := (% a négyzetesen szummalhaté sorozatok terét és tekintsiik az
alabbi

S(x()a Ty, T2, .. ) = (07 Lo, X1, T2, - - ‘)7 xr = (xn)nEN € £2
operatort. Egyszeriien ellenérizhetd, hogy S € (X)) és hogy ker S = {0}, ugyanakkor az
is vilagos, hogy S nem sziirjektiv. Kovetkezésképp 0 € Sp(S), de 0 ¢ Sp,(S5).

11.5. Allitds. Legyen X Banach-tér, akkor eqy A € PB(X) operdtor pontosan akkor
folytonosan invertalhato, ha eleget tesz az alabbi két feltételnek:

(a) létezik C' > 0, hogy minden x € X -re ||Ax| > C||z||,

(b) A képtere siiri X-ben: ran A = X.

Bizonyitds. Tegytik fel elséként, hogy A folytonosan invertalhato, akkor barmely x-re
]l = [JA7" Az || < |A7 ]| Az,

vagyis C := HTl‘lH konstanssal (a) teljesiil. Masrészt A sziirjektiv, vagyis ran A = X, ezért
(b) trividlisan fennall.

Megforditva tegyiik fel, hogy A € Z(X) eleget tesz az (a) és (b) feltételeknek. Akkor
(a) alapjan ker A = {0}, kovetkezésképp A injektiv. Az A sziirjektivitdsanak igazolasahoz
(b) miatt elegendé azt megmutatni, hogy A képtere zart. Legyen tehét (x,),en olyan
X-beli sorozat, hogy Az, — y teljesiil valamely y € X vektorra. Megmutatjuk, hogy
y € ran A. Vegytk észre, hogy (a) alapjan

1
|Tn — 2wl < 5||Amn—Axm||, n,m € N,

kovekezésképp kapjuk, hogy (z,)neny Cauchy-sorozat az X Banach-térben, és ezért =, — x
valamely x € X vektorra. Az A operator folytonossaga miatt Az, — Az, kévetkezésképp
Az = y, vagyis ran A zart. Ezzel megmutattuk, hogy A : X — X bijektiv. Az A~}
operator folytonossaga kovetkezik a Banach-linedaris homeomorfizmus tételbdl, azonban az
(a) feltétel felhasznldsaval kozvetleniil is igazolhatd: legyen ui. y € X tetszéleges, akkor
r = A~y mellett Az =y, és ezért

1 1
1470l = =]l < Sl Azl = Fllyl;



11.1. KORLATOS OPERATOR SPEKTRUMA 153
ami pontosan azt jelenti, hogy A~" folytonos és ||A7!]| < &. O

11.6. Lemma. Legyen X Banach-tér, (x,)nen egy X-beli sorozat, legyen tovdbbd (c¢,)nen
olyan nemnegativ tagi szdmsorozat, hogy

(11.3) > e, < o0,
n=0

és minden n-re ||z,|| < c,. Akkor a Y_ x, vektorsor konvergens X -ben.
neN

Bizonyitds. Az X teljessége miatt elegend6 megmutatni, hogy az

n
Sp — Z T
k=0

egyenloséggel definidlt (s, ),en részletosszeg sorozat rendelkezik a Cauchy tulajdonsaggal.
Jelolje

n
Sn = Z Ck,
k=1

akkor ((11.3)) alapjan (S,,)nen Cauchy-sorozat, tovibba barmely n,m € N, n < m mellett
fennall az

m m

k=n+1 k=n+1

becslés, amibdl leolvashatd, hogy (s, )neny Cauchy-sorozat. O

Az alabbiakban sziikségiink lesz egy A € (X)) operator n-edik hatvanyaira, melyeket
az

AO::], Antt =A-A", n €N
rekurzidval értelmeziink.

11.7. Carl Neumann tétel. Legyen X Banach-tér és legyen A € B(X), ||A|| < 1, akkor

I — A folytonosan invertdalhato, a Z A" sor konvergens és
neN

([—A) =3 A

Bizonyitds. Mivel minden n-re ||A"|| < ||A[|", ahol ||A]| < 1, azért a > ||A||" mértani
neN
sor konvergencidjanak és B(X) teljességének figyelembevételével a Lemma alapjan

kapjuk, hogy )~ A" konvergens. Jelolje
neN

B .= Z A"
n=0

a sor 0sszegét és jelolje tovabba rogzitett n-re

B, = Z A*
k=0
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akkor egyrészt B, (I —A) — B(I—A) és (I —A)B, — (I — A)B, tovabba ||A™|| — 0 miatt

n n+1
B,(I-A)=(I—-A)B,=> AF -y Ar=T- A" 51,
k=0 k=1
amibdl kapjuk, hogy B(I — A) = (I — A)B = I. Ezzel tehat igazoltuk hogy I — A
folytonosan invertalhato, és (I — A)~! = B. O

Megjegyezziik, hogy ha X Banach-tér és A, B € G(#(X)) mindketten invertdlhato
operatorok, akkor AB is invertalhaté és (AB)™! = B~ A~!. Valéban,

(AB)(B'A ™) = A(BB HA ' = ATA™' =1,
és hasonléan, (B~'A"1)(AB) = I.

11.8. Allitas. Legyen X Banach-tér, legyenek tovdbbd A, B € PB(X) olyan operdtorok,
ahol A folytonosan invertdlhaté és

1

A =Bl < 7=
A=

akkor B is folytonosan invertdlhato.
Bizonyitds. Irjuk 4t B-t az alabbi
B=A—-(A-B)=[I-(A-BA'A=(1I-C)A

szorzat alakba, ahol tehdt C := (A—B)A~!. Mivel A € G(%B(X)), azért az el6z6 megjegyzés
alapjan elegend6 azt megmutatnunk, hogy I — C' folytonosan invertdlhat6. Minthogy a
feltétel alapjan

ICT < 1A= BJIIIA™ < 1,

azért a Tétel alapjan I — C' folytonosan invertalhato, kovetkezésképp B is folytonosan
invertalhato. O

11.9. Kovetkezmény. Ha X Banach-tér, akkor a folytonosan invertdilhato operdtorok
G(A(X)) halmaza nyilt B(X)-ben.

Bizonyitds. Legyen A € G(AB(X)) és jelolje r := ﬁ, akkor az elézé 4llitas értelmében
minden B € #(X) operatorra B € G(#A(X)) teljesill, azaz

B,(A, B(X)) C G(B(X)).
Ez azt jelenti, hogy A belsé pontja a G(Z(X)) halmaznak, tehat G(Z(X)) nyilt. O

11.10. Kovetkezmény. Legyen X Banach-tér, akkor barmely A € B(X) operdtor rezol-
vens halmaza nyilt, a spektruma pedig zdrt.

Bizonyitds. Minthogy definicié szerint Sp(A) = K\ o(A), azért elég a o(A) halmaz nyiltsa-
gt igazolni. Legyen \g € o(A), akkor A — \oI € G(Z(X)). Jelolje r := ||(A — XoI) 7|7,
akkor barmely A € K szamra |\ — A\g| < r esetén

A =XI) = (A=XD)||=|A—Xo| <7

teljil, ezért a Allités szerint (A — M) folytonosan invertalhat6, azaz Ao(A). Ezzel
megmutattuk, hogy Ag bels6 pontja o(A)-nak, kovetkezésképp o(A) nyilt halmaz. O
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11.11. Definicié. Legyen X Banach-tér, akkor egy A € %B(X) operator spektralsugaran
az alabbi
(11.4) r(A) =it { A"V [0 =1,2,.. .}
nemnegativ szamot értjiik.

Vildgos, hogy r(A) < ||A]|, és itt altaldban nem is all egyenléség.
11.12. Spektralsugar tétel. Legyen X Banach-tér és A € B(X), akkor

P(A) = lim [ A"

Bizonyitds. Minthogy minden n-re fennall az r(A) < || A™||*/™ becslés, elegendé azt igazolni,
hogy barmely ¢ > 0 szamhoz létezik n( kiiszobindex, hogy
(11.5) |A™M|M™ < r(A)+e, 1> ny.

Rogzitsiink egy r(A) < r < r(A) + e szamot, akkor az infimum értelmezése folytan létezik
olyan kg > 1 természetes szam, hogy

|| ARo|| < rko.

Legyen n > kg, akkor n egyértelmiien felirhaté n = mky + [ alakban, ahol m, [ természetes
szamok, hogy 0 <[ < kg — 1. Az operatornorma szubmultiplikativitdsa alapjan

1A < AR ([T < AR ™AL < - C
ahol C := max{1, | A||, | 4|3, ..., | A]|*~'}. Ebb6l n-edik gyokvonds utdn az

kom 1

||An||1/n < Crl/n e Cl/n i 7’1_5

becsléshez jutunk, ahol a jobboldal n — oo mellett r-hez konvergal, kovetkezésképp elég

nagy ng esetén ([11.5)) teljesiil. O
11.13. Tétel. Legyen X Banach-tér és A € B(X). Ha X € K olyan szam, hogy |\| > r(A),
akkor X € o(A), a % sor konvergens és
neN
(0.0 An

(11.6) (A=X)""==)

n=0

Bizonyitds. Rogzitstnk egy r(A) < r < |A| szamot, akkor a[11.12 Tétel szerint alkalmas
no kiiszobindex mellett ||A"|| < 7™ teljesiil, valahdnyszor n > ng. Specidlisan, ¢ := o

valasztassal,

/\n+1 :

I R
0 TR
ezért a|l1.6|Lemma alapjan a Z % sor, és vele egytitt egyuttal a Z % sor is kinvergens.
neN neN
Jelolje
o ATL
B = — ZO 7)\’”_’_17

akkor a Z(X)-beli operator-szorzas folytonossiga alapjan

00 An+1 00 An
(A=A)B=AB—-AB=-3 i+ 5 =

n=0

I

?
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és hasonloképp B(A — AI) = I, vagyis A € g(A) és fenndll az (11.6) egyenl6ség. OJ
11.14. Kovetkezmény. Ha X Banach-tér, akkor barmely A € B(X) operdtor spektruma
kompakt, és fenndll a

(11.7) Sp(A) C{A e K| |A <r(A)}

tartalmazas.

Bizonyitds. A legutébbi tétel szerint, ha || > r(A), akkor A ¢ Sp(A), amibél az (11.7)
tartalmazas kovetkezik. Specialisan Sp(A) C K korlatos halmaz. Masrészt a [11.10| Kovet-

kezmény szerint Sp(A) zart, ezért kompakt halmaz. O

A spektrummal kapcsolatos egyik legfontosabb eredmény az aldbbi

11.15. Tétel. Legyen X komplex Banach-tér és A € B(X), akkor Sp(A) nem-iires és
fenndll a

r(A) == max{|A|| A € Sp(4)}
eqyenloség.

A Tétel tartalma egyfel6l az, hogy ha X komplex Banach-tér, akkor mindig
lesz olyan A szam, amely mellett az (A — Al)z = b masodfaju egyenletnek nem létezik
egyértelmii megolddsa valamely b mellett. Masfel6l a tétel szerint r = r(A) a legkisebb
olyan valés szam, amely mellett az 0 € C kozepii r-sugaru zart korlap tartalmazza az A
spektrumat.

11.16. Példa. A [11.15 Tétel allitasa nem marad érvényben valés Banach-terekben. Te-
kintsiik ui. az X = R? valés Banach-teret (bdrmely normdval), és azon azt az A opertart,
amelynek a matrixa
0 1
=15 )

Egyszerii szdmolds mutatja, hogy barmely A valés szam mellett det(A — X)) = A\ + 1 # 0,
kovetkezésképp A — A\ mindig invertalhatd, és ezért Sp(A) = 0.

11.2. Alkalmazas négyzetesen integralhaté magu operatorokra

Az aldbbiakban legyen M C R"™ mérheté halmaz és legyen £ € L*(M x M) valds
vagy komplex értéki fiiggvény. A Fubini-tétel szerint majdnem minden x € M mellett a
H (x,-) parcialis fiiggvény, vagyis a

Ho(y) = A (v,y), yeM

egyenl8séggel definialt 7, : M — K fiiggvényre %, € L*(M) teljesiil, és ezért barmely
¢ € L?*(M) és majdnem minden x € M mellett %, - ¢ € L'(M). Kévetkezésképp majdnem
minden z € M mellett jol definidlt az aldbbi

(11.8) Y(x) = /M%-soz/M%(Ly)wp(y) dy,

Y M — K fuggvény. (Azokra a nulla mértékii halmazt képez6é x € M értékekre, ahol
(11.8)) nem értelmes, legyen ¢(x) := 0.) Els6ként megmutatjuk, hogy 1 € L?(M): valéban,
majdnem minden x € M mellett

V@I < [ 1ol = 1 ol < [z gl
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w@P < | [ 1@yl [ P ),

amit x szerint integralva kapjuk, hogy

[P <[ [ ([ 1P dy)da] - | [ o) ay]
= || @y)Pdyds] - | [ )P dy]

= ||‘}£/||%2(M><M) ' ||<P||§

Ezzel tehat azt kaptuk, hogy a K : L3 (M) — L*(M), Ky := v leképezés jol definiélt
linearis operator, tovabba a fentiek szerint

I ellz = 10112 < 1 12 anany - lell3, o € L2(M),

vagyis K korldtos és | K|| < || ||72(arxar). Az gy definidlt K operdtorokat integralhatd
magu operatoroknak nevezziik, a £ fliggvényt pedig a K magfiiggvényének hivjuk.
Lattuk, hogy K spektralsugara és norméja kozt fennall az r(K) < || K| egyenl6tlenség,
tovabba |[A| > r(K) esetén A regularis értéke K-nak, és
00 Kk

(K -~ = _kz_% aet

Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy a # fliggvénybdl kiindulva hogyan szamithatok ki
rekurzi6 segitségével a K* hatvanyok.

kovetkezésképp

11.17. Allitas. Legyenek J# és £ ¢ L*(M x M) és jelilje K, illetve L a megfeleld
integraloperdtorokat:

/ H(z,y)e(y) dy, / Z(x,y)e(y) dy, © € L*(M).
Akkor P := KL szintén integrdlhato magu operdtor, éspedig
) :/M%(x,z)~$(z,y)dz, T,y e M
magfigguénnyel.

Bizonyitds. A Fubini-tétel szerint majdnem minden z és y € M mellett az 7, := # (z,-)
bs LY = (-, y) parcidlis fiiggvényekre ., LY € L?(M) teljesiil, ezért majdnem minden
(z,y) € M x M-re & jol definialt és a Cauchy—Schwarz-egyenlotlenség alapjan

PP < |12 = | [ 18 @l | [ 120

kovetkezésképp ismét a Fubini-tétel szerint

| (2P dedy= [ ([ |26y)Pde) dy
<[, (Lpreara)a]

/M (/M|$<u’ y)|2 du> dy]
= 198122 (arenny - 1L N T2 arenny s

vagyis valéban L?(M x M ) Masfelél jelolje ¢ € LQ(M ) mellett
Y(2) = / L(z,y)ely)dy,  z€ M,
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akkor z € M-re, ismét a Fubini-tételt alkalmazva

(KLg)(@) = (K¥)(@) = [ A (@, 2)(2) dz

vagyis a KL kompozicid nggveny valéban megegyezik a & magfliggvényhez tartozé
integraloperatorral. 0

A fenti allits szerint tehat K barmely K* hatvanya elall
(Kp(@) = [ Hlay)el)dy, e L),
alakban, ahol a .#;, € L?*(M x M) magfiiggvényeket az alabbi rekurziéval értelmezziik:
H(x,y) = H (z,y), Hr1(z,y) / Sz, 2) K (2,y) dz, k=1,2,...

A fentiek figyelembevételével tehat [A| > ||| 2ar <) esetén a

(11.9) (K—=X)p=10

mésodfaju egyenlet barmely b € L*(M) fiiggvény mellett egyértelmiien megoldhato, éspedig
b & KF

(11.10) o=(K—-N)"tb= - Ak+1

Vegyiik észre, hogy barmely k= 1,2, ... esetén r0g21tett x,y mellett

Hi(ey) = [ Al 2) (=) dz = (KF 7)),
ezért rogzitett y-ra
[ sty do < KPR = 1P [ 1 @) de,
kovetkezésképp

||‘%//€+1||%2(M><M) < || KF|)?- ”‘%/”%Q(MXM)'

S
A IR o konvergencidja miatt a »  —" fiiggvénysor is konvergens L?(M x M)-ben

A Nk
heti | " kel A
és
[e.e]
7=y
T AF+1
k=1
jeloléssel

Ji/ (x,y)b(y) dy,
(X t)@ = [,

ezért (11.9) masodfaji egyenlet ¢ megoldédsa (11.10]) alapjan el6all

o) = "0 [

alakban.



12. FEJEZET

Hilbert-terek operatorai

12.1. Folytonos linearis operator adjungaltja

Az aldbbiakban legyenek .7 és £ Hilbert-terek és legyen A € B(; ). Rogzitett
y € & vektor mellett vezessiik be a

o(x) == (Az |y), xeH
egyenlséggel definidlt ¢ : # — K fiiggvényt, mely folytonos linearis funkcional .7#-n, ui.
le(@) < IAllllyllllll, =€ 2.

A Riesz-reprezentaciés tétel értelmében egyértelmiien létezik olyan y* € . vektor,
amely mellett ¢ el6all

p(x) = (z|y), weA
alakban, vagyis
(Azly) = (z|y"), wzeH.

Jelolje minden y € # mellett A*(y) := y*, akkor tehdt A* : & — S az a fuggvény,
amely eleget tesz az aldbbi un. adjungaldsi azonossagnak:

(Az|y) = (| A™(y)), zeH ye.x.
Ezt az A* 1 # — I leképezést nevezzik az A € B(H; &) operator adjungdltjanak.

12.1. Tétel. Legyenek 7 és & Hilbert-terek és legyen A € B(H; H) folytonos linedris
operdtor, akkor A* € B(H , ), emellett ||A|| = ||A*|| és (A*)* = A.

Bizonyitas. Elsoként az A* linearitasat igazoljuk. Legyenek ui. yp,y2 € # rogzitett
vektorok, akkor barmely x € J7-ra

(@[ A™(yr +92)) = (Az |1 +92) = (2| A%(11)) + (@[ A™(92)) = (2] A(y2) + A (1)),

amib6l az A*(y1 + y2) = A*(y1) + A*(y2) egyenldség mar kovetkezik. Hasonlbéan igazolhatd
az A* leképezés homogenitasa. Kovetkez6 1épésben belatjuk, hogy A* € B( A", H). Legyen
ui. y € #, akkor

[Ay1* = (AA™y [y) < [AAYIllly]l < [ATTA Yy,

amibél az ||A*y|| < ||A||||y| egyenlétlenség adodik. Ebbél pedig az A* folytonossaga, és
egyuttal az ||A*|| < ||A]| normabecslés is kovetkezik. Legyenek most © € 7 ésy € A,
akkor

(Az|y) = (][ A%) = (Ay|x) = (y| (A*)*2) = ((A7)"x[y),

amibdl kapjuk, hogy (A*)* = A. Ennek és a mésodik 1épésnek a felhasznélasaval nyerjiik,
hogy [ All = [[(A*)*[| < [[A"||, kovetkezésképp || A = [|A*]]. [

159
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12.2. Allitas. Legyenck S és # Hilbert-terek és legyen A € B(A; K), akkor
(12.1) 1A Al = [|AA™]| = [|A]*.
Bizonyitds. Az operatornorma szubmultiplikativitasa és az el6z6 tétel alapjan kapjuk,
hogy [|A*All < ||A*||||A]l = ||A||*. Megforditva, legyen = € J#, akkor

|Az|* = (Az | Az) = (A" Az | z) < A" Al||z]%,
amibdl mar adodik az ||A||* < ||A*A|| becslés is. O
12.3. Megjegyzés. A egyenloséget C*-tulajdonsdgnak nevezzik.

Az alabbiakban megvizsgaljuk az adjungélas és a miveletek kapcsolatat:

12.4. Allitas. Legyenek S és # Hilbert-terek és legyenek A, B € B(H; ) folytonos
linedris operdtorok, akkor (A + B)* = A* + B*, és barmely A € K skaldrra (AA)* = NA*.

Bizonyitds. Barmely x € € és y € £ vektorokra
(A+ B)z|y) = (x| Ay + B'y) = (x| (A" + B")y),
(Az|y) = (Az| Ry) = (| 3A"Y),
amibdl az allitds mar kovetkezik. 0

12.5. Allitas. Legyenck 4, 7 és 4 Hilbert-terek és legyenek A € B(H; H5), illetve
B € B(s4; 74) folytonos linedris operdtorok, akkor (AB)* = B*A*

Bizonyitds. Barmely x € J4 és y € 5 vektorokra
(AB)z|y) = (A(Bz) |y) = (Bz | A"y) = (x| B"A"y),
amibdl az (AB)* = B*A* egyenl6tlenség mar kovetkezik. O

12.6. Allitas. Legyenek ¢ és # Hilbert-terek, akkor
(12.2) ker A = [ran A*]* és ran A = [ker A*]*.

Bizonyitds. Legyen el6szor € ker A, azaz Ax = 0, akkor barmely y € J# vektorra

0= (Az|y) = (x| A*y), vagyis z € [ran A*]*. Megforditva legyen x € [ran A]*, akkor

barmely y € # esetén (Az |y) = (x| A*y) = 0, kovetkezésképp Az = 0, azaz = € ker A.
Az imént bizonyitott formulat A helyett A*-ra alkalmazva kapjuk, hogy

[ker A*]* = [ran A*|** =ran 4,
amivel (12.2) masodik egyenl@ségét is belattuk. O

12.7. Definici6. Legyen 7 Hilbert tér.

a) A T € AB(AH) operdtort normdlisnak nevezzik, ha T*T = TT*, vagyis T és T*
felcserélheto.

b) Az A € B(H) operatort dnadjungdltnak nevezzik, ha A* = A.

c) Az A € B(H°) operatort pozitivnak nevezziik, ha A 6nadjungélt, és minden z €
esetén (Az|z) > 0.

d) Az U € HB(I) operatort unitérnek nevezzik, ha U*U = UU* = I, ahol I a
identikus operatorat jeloli,

e) A P € B(H) operatortortogondlis projekciénak nevezziik, ha P* = P2 = P, vagyis P
onadjungalt és idempotens.
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12.8. Lemma. Legyen J komplex Hilbert-tér és leqgyen T' € B(H) egy folytonos linedris
operdtor, akkor minden x,y € € esetén

4

(Taly) = (0 +9) |+t

Bizonyitds. A bizonyitandé forumla egyszerti szamolédssal ellenérizheto, ezért azt az olva-
sora bizzuk. 0

12.9. Kovetkezmény. Legyen 2 komplex Hilbert-tér és legyenek A és B € RB(H)
olyanok, hogy

(Az|z) = (Bx|x), Vo € A,
akkor A = B.
Bizonyitds. A[12.§ Lemma szerint barmely x,y € ¢ vektorokra (Az |y) = (Bxz|y), vagyis
(A= DB)z|y) =0,
amibdl A — B = 0, azaz A = B kovetkezik. O

Fontos megjegyezniink, hogy a Lemma és annak Kovetkezménye kizardlag
komplex Hilbert-terekben érvényes, ui. példaul a 57 = R? valés Hilbert-téren

00 0 1
Azlo o] B:[—lo

olyan operatorok, hogy (Az|x) = (Bz|x) = 0 barmely x € R%-re, ugyanakkor A # B.

12.10. Allitas. Legyen  komplex Hilbert-tér és A € B(H).

(1) A pontosan akkor énadjungdlt, ha minden x € 7€ -ra (Ax|x) € R,
(2) A pontosan akkor pozitiv, ha minden x € € -ra (Azx|x) > 0.

Bizonyitds. (1) Ha A € B(H) onadjungdlt, akkor minden = € 5 mellett
(Ar[z) = (z] Az) = (Az[2),

amibdl kovetkezik, hogy (Ax | z) valés. Megforditva tegytik fel, hogy minden x-re (Ax | x)
valés, akkor

(Az|z) = (Az|z) = (| Az) = (A%x | x), xr € A,

ezért a Kovetkezmény szerint A = A*, vagyis A 6nadjungalt.
(2) Nyilvanvalé a pozitiv operatorok definiciéja és (1) alapjan. O

12.11. Példa. Legyen n pozitiv egész szam és legyen ¢ = K", akkor barmely A € B(7)
operator egyértelmiien reprezentalhatd egy

aiy - Qip

Ap1 - Qnp
matrixszal. Egyszerii szamolas mutatja, hogy barmely x,y € K" vektorok esetén

(Az|y) = |- x|y) = i(i%k%)% Zfﬁk (é%k%)‘éivk'%,

.7:
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ahol z, = i ary;, k= 1,2,...,n, kovetkezésképp az A* adjungdlt operator métrixa a
kovetkezo aT;kban adhaté meg:
air o Gna
[A"] =
an, o @

12.12. Példa. Legyen 7 Hilbert-tér és legyenek (e, )nen és (fn)nen ortonormalt sorozatok
¢ -ban. Legyen (\,)nen egy korlatos K-beli sorozat és legyen M > 0 olyan éllandé, hogy
minden n-re [\,| < M, akkor barmely x € 7 vektor esetén a Bessel-egyenlétlenség szerint
fennall, hogy

Sz e’ < M2 -l

ezért a Parseval-tétel szerint a » A, (z | e,)f,, ortogonalis sor konvergens és annak T'z-szel
neN
jelolt Osszegére

- 2
Tz = >[Nz [en)]” < M2 ]|,
Kovetkezésképp a

(12.3) Tx = i (x| en) fn xeH

n=0
egyenlGséggel értelmezett T : 7 — J leképezés korlatos linearis operator, éspedig
Tl < M. (Megjegyezziik, hogy M := sup |\,| valasztassal val6jaban || T|| = M egyenl6ség
neN

teljestil.) Megmutatjuk, hogy a 7™ adjungalt operator a kovetkezé hozzarendeléssel adhatd
meg:

n=0
Legyen ui. z,y € S, akkor a skalaris szorzat folytonossaga alapjan
T:E|y Z/\ x|€n fn|y ( fnly ) < Z)‘ y|fn6n>

amibol a 4)) egyenloség mar kovetkezik.
12.13. Példa. Az el6z6 példanak tekintsiik azt az esetét, amikor f,, = e,, vagyis T  a

Tz :=> A(z]en)en x €A

n=0

egyenléséggel értelmezett operdtor, ahol (A, ),en tovabbra is korlatos sorozat. Kénnyen
ellenérizhetd, hogy T' normalis (azaz T*T = TT"), illetve T' pontosan akkor énajdungdlt,
ha minden n-re A, = \,, azaz (\,)nen valés sorozat.

12.14. Példa. Legyen M C R™ egy mérhetd halmaz és adott # € L?*(M x M) magfiigg-
vény mellett tekintsiik a [I1.2] fejezetben bevezetett K integrdloperatort:

(Ko)a)= [ H(eyew)dy, e L2(M),
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Legyen J¢* az az L*(M x M)-beli fiiggvény, amelyet egy adott (z,y) € M x M pontban a
H (. y) =K (y, x)

egyenloséggel értelmeziink. Megmutatjuk, hogy a K* a £ magfiiggvény altal megha-
tdrozott integraloperator. Legyenek ui. ¢, € L?(M), akkor a Fubini-tételt alkalmazva
kapjuk, hogy

(letb):/MKsOﬂ
= [ (] #wwew) )cwdr
:/M¢ (/ H(z,y)0(x) da >
- e ([ Tt )
= /M e(y) - (/M H*(y, x)(x) dib’) dy,

= | (g a)(a) do.

vagyis valoban

12.2. Spektrum, numerikus értékkészet és numerikus sugar

12.15. Lemma. Legyen ¢ Hilbert-tér és'T € HB(H) invertdlhato operdtor, akkor T* is
invertalhato és

(12.5) (T*) ' = (T
Bizonyitds. A feltevés szerint TT 1 = I =TT, kévetkezésképp
(T—l)*T* — (TT—l)* — ] — (T—lT)* — T*(T_l)*,
amibol mar kovetkezik. 0

12.16. Allitas. Legyen ¢ Hilbert-tér és A € B(A), akkor
Sp(A) = {A[A € Sp(4)}
Bizonyitas. Elegendé azt igazolnunk, hogy
o(A) ={XIX € o(A)},

ami viszont az (A—\I)* = A* — A egyenléség figyelembevételével nyilvanvaléan kovetkezik
a [[2.15 Lemmabol. O

Megjegyezziik, hogy abbdl, hogy \ az A operator sajatértéke, még nem kovetkezik,
hogy \ az A* sajatértéke volna. Tekintsiik ui. a .7 = ¢? Hilbert-téren az alabbi

L(zo, x1, 229, ...) = (21,22, 23, ...), T = (Tp)nen € 2

operatort. Vilagos, hogy e = (1,0,0,...) vilasztdssal Le = 0, vagyis A = 0 az L sajatértéke.
Egyszerti szamolassal ellenorizhet6, hogy

L*(ZE(),Il,(L’Q, .. ) = (O,Io,xl,l’g, .. .),

amelynek magterére ker L* = {0} teljesiil, vagyis A = 0 nem sajatértéke L*-nak.
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12.17. Allitas. Legyen T normdlis operator, A\ € K és x € J, akkor a Tx = Az

eqyenloség pontosan akkor teljesil, ha T x = A\x.

Bizonyitds. Elsoként vegyitik észre, hogy barmely T normalis operatorra fennall, hogy
(Tx|Tzx)=(T"Tz|z) = (TT 'z |z) = (T"x | T"x), xr € A,

vagyis

(12.6) | Tz|| = ||T*x||, x e .

Vegyiik észre tovabba, hogy T-vel egytitt a T' — Al operéator is normalis, ezért a ((12.6))
egyenléséget T helyett (1" — AI)-re alkalmazva kapjuk, hogy

Tz — M| = || T*z — Nz, re A,
amibol a bizonyitando allitas mar kovetkezik. 0

12.18. Kovetkezmény. Ha T' normdlis operdtor, akkor egy A szdm pontosan akkor
sajatértke T-nek, ha A\ sajdtértéke T™-nak.

12.19. Kovetkezmény. Normdlis operdtor kilonbozo sajatértékeihez tartozo sajatvektorai

eqgymdsra merdlegesek.

Bizonyitas. Legyenek A\, u € K a T kilonbozo sajatértékei és legyenek z,y € 2 olyan
vektorok, hogy Tx = Az és Ty = py, akkor a [12.17] Allitas szerint

Nz ly) =Tz ly) = (z|Ty) = (z|py) = p(z|y)
amib6l A # p miatt (z|y) = 0 addédik. O

12.3. Numerikus értékkészlet és numerikus sugar

12.20. Definicié. Legyen .7 Hilbert-tér és T' € RB(I), akkor T numerikus értékkészletén
az alabbi

W(T) :={(Tu|u) [ue A, [lul| =1}
halmazt, T' numerikus sugardn pedig a

w(T):= sup |(Tul|u)
we A ||ul|=1

szamot értjik.
12.21. Allitas. Legyen ¢ Hilbert-tér és T € B(HA), akkor w(T) < ||T||, tovdbbd
(12.7) (Tx|z)] < w(T)-|z|? x e .

Bizonyitds. A Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség és az operatornorma definiciéja alapjan
barmely u € 7, ||u|]| = 1 esetén

(Tu|w)| < ||Tl[lul* = |71,
amibdl a w(T) < ||T|| egyenl6tlenség méar adédik. A (12.7)) egyenl6tlenség = = 0 mellett

trividlisan igaz, ha pedig  # 0, akkor u = vélasztdssal |(T'u|u)| < w(T), amit
atrendezve éppen a bizonyitand6 ((12.7) egyenl6tlenséget kapjuk. U

12.22. Lemma. Legyen ¢ Hilbert-tér és T € B(IH), akkor a kovetkezd kijelentések
eqyenértékiek:

(i) T invertdlhatd, vagyis 0 € o(T),
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(ii) [ran(T)]* = {0} és létezik olyan C > 0 dllandd, hogy
(12.8) |Tz|| > C|z|, (Vz € ).

Bizonyitds. Hilbert-térben a [ran T+ = {0} feltétel ekvivalens azzal, hogy ranT = 7,
ezért a lemma kovetkezik a Allitasbol. 0

A spektrum és a numerikus sugar kapcsolatat irja le a kovetkezo

12.23. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és A € B(H), akkor

Sp(4) € W(A).

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ha A € Sp(A), akkor A € W (A). Jelolje a rovidség kedvéért
T := A — M, akkor tehat 0 ¢ o(T), ezért a Lemma szerint vagy [ranT]+ # {0},
vagy nem létezik olyan C' > 0 allandd, hogy amely mellett teljestil. El6bbi esetben
létezik u € [ran T+, hogy ||u|| = 1, akkor Tu € ranT miatt

0= (Tulu) = (Aulu) — Mu|u) = (Au|u) — A,
vagyis A = (Au|u), és ezért ||ul]| = 1 folytan A\ € W(A). Tegyiik fel, hogy a (12.8) feltétel
sériil, akkor konnyen lathat6, hogy
inf || Tul| =0,

n
et Jul=1

vagyis létezik olyan (u,)nen csupa egy-norméaju s2-beli vektorokbdl 4ll6 sorozat, hogy
Tu,, — 0, kovetkezésképp

(Tt [ )| < | Tunll[un | = [|Tun]| — 0,

amib6l (Tu, |u,) = (Auy, | uy) — AMuy | uy) = (Auy, | u,) — A figyelembevételével nyerjiik,
hogy (Au,, |u,) — A. Mivel minden n-re (Au, |u,) € W(A), azért A € W(A). O

A fenti allitas kozvetlen alkalmazasaval nyerjiik az alabbi fontos eredményt:

12.24. Tétel. Legyen 2 (komplex) Hilbert-tér és A € B(H) onadjungdlt operdtor, akkor
Sp(A4) C R. Ha A pozitiv operdtor, akkor Sp(A) C [0, +o0].

Bizonyitds. Ha A 6nadjungalt operator, akkor a Allitas szerint W(A) C R, és ezért
egyuttal W(A) C R. Az el6z6 éllitdsbdl kovetkezik, hogy Sp(A) € R. Ha A pozitiv
operator, akkor aAllités szerint W(A) C [0, 4o00[, és ezért egytittal W(A) C [0, +o0.
Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy ekkor Sp(A) C [0, +o0l. O

A kovetkezo tételt fel fogjuk hasznédlni a kompakt énadjungélt operatorok Hilbert—
Schmidt-féle alaptételének bizonyitasaban:

12.25. Tétel. Legyen € wvalds vagy komplex Hilbert-tér és A € B(H) onadjungdlt
operdator, akkor

w(A) = [|A]l

Bizonyitds. Lattuk, hogy barmely korlatos A operator esetén w(A) < ||A||, ezért elegendd
a forditott iranyu egyenlétlenséget igazolnunk. Legyenek x,y € 7 tetszolegesek, akkor

(Alx+y) |z +y) — (Alr —y) |z —y) =2(Az |y) + 2(Ay | z) = 4 Re(Ax | y),
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kovetkezésképp
ARe(Az |y) < [(Alz +y) [z +y)| + |[(Alz —y) [z —y)]
<w(A) - [[le+yl? + |z — yl?]
= 2w(4) - [[l2I]” + [ly11°]
Ebbél kapjuk, hogy barmely u,v € 2, ||u|| = ||v|| = 1 vektorok esetén
Re(Au|v) < w(A),
és ezért u = ﬁ és v = ﬁ valasztassal
Re(Az [y) < w(A)lllyll,
amibdl y = Ax helyettesitéssel nyerjiik, hogy
[Az]| < w(A)|],
vagyis [|A|| < w(A). O

12.4. Pozitiv operatorok

12.26. Definicié. Legyen E valds vagy komplex vektortér, akkor egy s : £ x E — K
figgvényt félskaldrszorzatnak neveziink, ha

(a) minden rogzitett y mellett az s(-,y) parcialis fliggvény lineéris,

(b) minden z,y € E mellett s(z,y) = s(y, x),

(c¢) minden z € E mellett s(z,z) > 0.

Az alabbi eredményt a Cauchy—Schwarz-egyenlotleneség félskalarszorzatokra vonatkozo
valtozata:

12.27. Allitas. Legyen s félskaldrszorzat az E vektortéren, akkor
(12.9) |s(z,9)|” < s(z,2)s(y,y),  x,y € E.

Bizonyitds. Elséként tegytk fel, hogy s(z,z) = s(y,y) = 0, akkor u := = — s(x,y)y
valasztassal egyszerti szamolas mutatja, hogy

0< 8(“? u) = —s(:c,y)s(y,x) - S(:L',y)S(:IQy) = —2’5(%,3/)’2 < 07

kovetkezésképp s(x,y) = 0, ami azt jelenti, hogy (12.9) egyenldséggel teljesiil. Tegyiik fel,
hogy s(y,y) # 0, akkor u := s(y,y)x — s(z,y)y valasztassal

0 < s(u,u) = s(y,y)[s(y,y)s(x, x) — |s(z,y)|*] <0,

amit s(y,y)-nal egyszertisitve éppen a ((12.9)) egyenléséget kapjuk. Hasonl6an addodik az
egyenlStlenség az s(z,x) # 0 esetben. O

Vegytik észre, hogy ha A € A(I) pozitiv operator a 5 Hilbert-téren, akkor az
s(z,y) = (Az|y), x,yeH

egyenldséggel definidlt s fiiggvény félskaldrszorzat, ezért a[12.27] Allitds figyelembevételével
nyerjilk az aldbbi egyenl6tlenséget:

(12.10) (Az|y)]” < (Ax|2)(Ayly),  z,y € .

Ennek felhasznalasaval igazolhat6 az alabbi
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12.28. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és A € B(H) pozitiv operdtor, akkor
(12.11) |Az|]* < ||A||(Ax | ), x €.
Bizonyitds. Alkalmazzuk a (12.10]) egyenlotlenséget az y = Az valasztassal, akkor
|Az||* = |(Az | y)|* < (A |2)(Ay |y) = (Az|2)(A%z | Ax)
< (Az|z)[| A%l Az]] < (Az|2)[|A]l[| Az,
amibdl mar kovetkezik. U
Lattuk a Tételben, hogy barmely A € %B() korlatos operator esetén fennéll a

Sp(A) C W (A) tartalmazds. Specidlisan, barmely A énadjungalt operdtor spektruméra
fennall a Sp(A) C [m, M] tartalmazds, ahol

m:=inf W(A) = inf{(Azx |z) |z € 2, |z| = 1},
M : =supW(A) =sup{(Az |z) |z € A, ||z|] = 1}.
12.29. Allitas. Ha A € PB(H) onadjungalt operdtor, akkor az imént bevezetett m és M
szamokra m, M € Sp(A) teljesiil.
Bizonyitds. Els6ként igazoljuk, hogy m € Sp(A). Az m szam értelmezése alapjan ui.
0 < (Az|x) —m|z|* = (A —mD)z|2), x € A,

ami azt jelenti, hogy A—ml pozitiv operator. Emellett ismét az m szam értelmezése alapjan
létezik olyan (x,),en csupa egy-normaju vektorokbdl allé sorozat, hogy (Ax, | x,) — m,
vagyis

((A—ml)z,|z,) — 0.

Tegyiik fel indirekt moédon, hogy m ¢ Sp(A), akkor a[12.22 Lemma szerint létezik olyan
C > 0 allandd, hogy minden z-re ||(A — mI)z| > C||z||, specidlisan minden n-re

C? < [|(A = mI)an]?,
ugyanakkor a [12.28| Tétel szerint
I(A = mI)aa||* < [|A = mI| - (A= mI)z,|2,) — 0,

amivel ellentmondéasra jutottunk.
Hasonléan igazolhat6 az M € Sp(A) tartalmazas. Valéban, az M szam értelmezése
alapjan egyszeriien ellenérizhetd, hogy M1 — A pozitiv operator, ezért ha (z,),en olyan

csupa egy-normaju vektorokbdl all6 sorozat, hogy (Ax, | x,) — M, akkor ismét a [12.28
Tétel szerint

[(MI = A)ay|® < |MI = A|l - (MI = A)zy | 20) = 0,
amibdl az bizonyités elsé felében alkalmazott elv alapjan kapjuk, hogy M € Sp(A). O

12.30. Kovetkezmény. Legyen  Hilbert-tér és A € PB(H) dnadjungdll operdtor,
akkor az el6z6 dllitas jeloléseivel ||A|| = max{|m|,|M|}. Ha A pozitiv operdtor, akkor
IA[l € Sp(A).

Bizonyitdas. A [12.25| Tétel szerint
1A = w(A) = sup{|(Az | 2)| |z € 2, |}z = 1} = max{|m], | M|},

amivel az els6 allitast igazoltuk. Ha A pozitiv operator, akkor 0 < m < M, ezért ekkor
| Al = max{m, M} = M, ahol az el6z§ tétel szerint M € Sp(A). O
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12.5. Ortogonalis projekciok

Legyen ismét 7 valds vagy komplex Hilbert-tér és legyen M a ¢ egy zart linearis
altere. A Riesz-féle felbontdsi tételben lattuk, hogy barmely x € 5 egyértelmiien
eléall

z = P(x) + Q(x)
alakban, ahol P(z) € M és Q(z) € M+. A P: # — M (illetve Q : S — M=) leképezést
az M-re (illetve M=-re) vett ortogondlis projekciénak nevezziik.

Vildgos, hogy itt Q(x) = © — P(x), vagyis ha P az M-re vett ortogondlis projekcid,
akkor az M*-re vett ortogonalis projekcié eléall Q = I — P alakban.

Vegyiik észre tovabba, hogy barmely x € M vektor esetén Px = x, ui. x = x + 0 olyan
eléallitasa z-nek, ahol z € M és 0 € M.

12.31. Allitas. Legyen S Hilbert-tér és P a S Hilbert-tér M-re vett ortogondlis pro-
jekcidja. Akkor P € B(H), |P|| <1 és P = P*= P*.

Bizonyitds. Elséként P linearitasat igazoljuk: legyenek x,y € ¢ tetszéleges vektorok,
akkor z és y eléall

z=Plx)+z—P)], Py +[y—Ply)
alakban, ahol P(z), P(y) € M és x — P(z),y — P(y) € M+, kovetkezésképp
z+y=[P(@)+ Py +[z—Plx)+y— Py,
ahol P(z) + P(y) € M és v — P(z) +y — P(y) € M+, ezért a Riesz-féle felbontési
tétel unicitas része alapjan
Pz +y) = P(z) + P(y),

amivel P additivitasat igazoltuk. Hasonléan igazolhaté a P homogenitasa.
Kovetkez6 1épésben igazoljuk, hogy P folytonos: legyen ui. © € 5 egy tetszoleges
vektor, akkor a Pithagorasz-tétel szerint

1Pz])* < [[Po|* + |l — Pa* = |||,

amib6l P folytonossiga és egytttal a || P|| < 1 normabecslés is kovetkezik.
Végiil legyenek x,y € € tetszOlegesek, akkor a Pr 1 y — Py és Py | = — Px
figyelembevételével

(Pz|y) = (Pz|Py+ (y — Py)) = (Pz | Py) = ((x — Px) + x| Py) = (z| Py),

vagyis P = P*. A P? = P egyenl6ség pedig kovetkezik abbdl, hogy barmely z € 7
esetén Pxr = Px + 0 a Px vektor M-szerinti ortogonalis felbontéasa, kovetkezésképp
P?x = P(Px) = Pu. =
12.32. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy valdjaban M # {0} esetén || P|| = 1 teljestil, ha
ui. x € M, ||z|| = 1, akkor Px = x miatt ||Pz|| = 1, és ezért | P|| > 1.

12.6. Izometrikus és unitér operatorok

« 77

12.33. Definicié. Legyen J# Hilbert-tér, akkor az U € () operatort unitér operd-
tornak nevezzilkk, ha U*U = UU* = I. AV € B(H) operatort izometrikus operdatornak
nevezzik, ha minden S > x-re |Vz|| = ||z]|.
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Nem nehéz igazolni, hogy minden unitér operator izometrikus, u.i. barmely = € ¢
vektor esetén

[Uz]* = (U Uz |z) = (x| 2) = ||«

Ennek megforditasa altalaban nem igaz, u.i. a definicié alapjan nyilvanval6, hogy minden

unitér operator sziirjektiv, ugyanakkor végtelen dimenziés Hilbert-téren 1étezhetnek olyan

nem sziirjekt{v izometrikus operdatorok (példaul /*>-n a jol ismert ,shift” operator ilyen).
Az aldbbiakban jellemzést adunk Hilbert-téren értelmezett izometrikus operatorokra:

12.34. Allitas. Legyen S Hilbert-tér és V. € B(H), akkor a kévetkezd kijelentések
eqyenértékiek:
(i) V izometria,
(il) V' skaldrszorzat tartd, azaz minden x,y € F mellett (V |Vy) = (z|y).
(ifi) V*V = 1.
Bizonyitds. (i)=-(iii): Legyen V izometria, akkor barmely = € 7 esetén
|| = |Vz|* = (Vo |Ve) = (V' Va|2),
amibdl az [ = V*V egyenloség komplex Hilbert-tér esetén a Kovetkezmény alapjan
adodik. Valos Hilbert-tér esetén a polarizaciés formula alkalmazasdval kapjuk, hogy
Az |y) = [l +ylI* = llz —y?
=(VV(+y)lz+y) - (VV(e-y)lz-y)
=2(VVuz|y)+2(V'Vy|z)

=4(V'Vx|y)

=4V | Vy),
azaz minden x,y vektor esetén fenndll, hogy (x|y) = (V*Vz|y), vagyis [ = V*V. A
hidnyzé (iii)=-(ii) és (ii)=(i) implikacié nyilvanvalo. O

Az unitér operatorokra az alabbi hasonlo jellemzés adhato:

12.35. Allitas. Legyen s Hilbert-tér és U € B(H), akkor a kévetkezd kijelentések
eqyenértékiek:

(i) U unitér operdator, vagyis U*U = UU* = 1,

(ii) U izometrikus és szirjektiv,

(iii) U és U* mindketten izometrikus operdtorok.
Bizonyitds. Barmely U unitér operator izometrikus, illetve az UU* = I 6sszefiiggésbol
lathaté, hogy U sziirjektiv is. Megforditva, ha U izometrikus és sziirjektiv operator, akkor
U bijekcid, tovabbd az elézé allitds szerint U*U = [ = U~'U, amib8l U~! = U* kovetkezik,
ami pontosan azt jelenti, hogy U unitér operator. U



13. FEJEZET

Kompakt operatorok

13.1. A kompakt operatorok elemi tulajdonsagai

Az alabbiakban emlékeztetiink a kompakt, sorozatkompakt és teljesen korlatos halmazok
fogalmara.

13.1. Definicié. Legyen (X, o) metrikus tér és K C X egy adott halmaz.

(a) A K halmazt kompaktnak nevezziik, ha a K tetszéleges nyilt fedésébdl kivalaszt-
hat6 a K egy véges részfedése.

(b) A K halmazt sorozatkompaktnak nevezziik, ha tetszéleges K-ban haladé (x,)nen
sorozatbdl kivalaszthatéd olyan (z,, )ren részsorozat, amely a K valamely z € K
pontjahoz konvergal.

(¢) A K halmazt teljesen korlatosnak nevezziik, ha barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik
véges sok xq,...,x, X-beli pont, hogy

(13.1) K C | B:(z).
k=1
A ([13.1) relaciénak eleget tevé barmely z1, ..., z, pontrendszert a K halmazhoz
tartozo véges e-halénak nevezziik.

A kompakt, sorozatkompakt és teljesen korlatos halmazok kozti kapcsolatot tisztézza
az alabbi

13.2. Tétel. Legyen (X, 0) metrikus tér, akkor eqy K C X halmaz pontosan akkor
kompakt, ha sorozatkompakt. Ha (X, ) teljes metrikus tér, akkor a K C X halmaz
pontosan akkor kompakt (vagy ami ugyanaz, sorozatkompakt), ha K teljesen korldtos és
zdrt.

Az aldbbiakban legyenek X és Y Banach-terek, illetve jelolje a rovidség kedvéért B az
X-beli 0 kozepti egy-sugart zart géombot:
B:=Bi(0)={z e X||z] < 1}.
13.3. Definici6. Ha X és Y Banach-terek, akkor egy T : X — Y linedris operatort
kompakt operdtornak neveziink, ha a
T(B) :={Tz|x € B}
halmaz teljesen korlatos részhalmaza Y-nek. Az X-n értelmezett Y-be képez6 kompakt

operatorok halmazat 2 (X;Y) jeloli.

A Tétel alapjan a T' : X — Y operator pontosan akkor kompakt operator, ha a
T(B) C Y halmaz kompakt, vagy ami ugyanaz, sorozatkompakt. Ennek figyelembevételével
egyszerlen igazolhat6 az alabbi

13.4. Allitas. Legyenck X ésY Banach terek, illetve legyen T : X — Y egy linedris
operdator. Ekkor az alabbi kijelentések ekvivalensek:

171
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(i) T kompakt operdtor,
(ii) barmely € > 0 szamhoz megadhato véges sok yi,...,ym € Y wvektor, hogy minden
x € B esetén | Tx — y;|| < e teljesiil valamely j =1,...,m indexre,
(iii) bdrmely (z,)nen korldatos X -beli sorozatbol kivdlaszthatd olyan (x,, )ken korldtos rész-
sorozat, hogy (T, )ren konvergens.

13.5. Tétel. Legyeneck X ésY Banach-terek, akkor minden kompakt operator folytonos
és K (X;Y) C B(X;Y) az operdtornorma szerint zdrt linedris altér.

Bizonyitds. Minden teljesen korlatos halmaz korldtos, vagyis ha T € J#(X;Y), akkor
T(B) korldtos halmaz, ami pedig ekvivalens azzal, hogy T folytonos. Ezzel megmutattuk,
hogy # (X;Y) C AB(X;Y).

Megmutatjuk, hogy J# (X;Y) lineéris altér: legyenek ui. S,7 € #(X;Y), és legyen
(Zn)nen egy X-ben haladé korlatos sorozat, akkor S kompaktsiga alapjén létezik olyan
(@n, Jken részsorozat és y € Y vektor, hogy Sz, — y. Akkor (z,, )ren ismét korlatos
sorozat, ezért T" kompaktsaga alapjan létezik olyan (xnk, )ien részsorozat és z € Y vektor,
hogy Tz, — z. Ekkor tehdt (S+ T):Enkl — y+ z, amivel megmutattuk, hogy S+ T eleget

tesz a fenti Allitas (iii) feltételének, vagyis S + T kompakt. Hasonléan ellenérizhetd,
hogy barmely A € K szam és T' kompakt operator mellett A7T" is kompakt operator.

Végiil igazoljuk, hogy # (X;Y') zart az operatornorma szerint. Legyen ui. (7},)nen €gy
olyan csupa kompakt operatorokbdl allo sorozat, amely az operatornorma szerint tart
valamely T' € #(X;Y) operdtorhoz. Megmutatjuk, hogy 7' € £ (X;Y). Legyen ui. € > 0
egy tetszoleges pozitiv szam és rogzitsink egy N € N indexet gy, hogy [T — Ty|| < 3,
akkor Ty kompaktsaga miatt 1étezik olyan vy, ..., 4., véges Y-beli rendszer, hogy minden
r € X, ||z]| <1 vektor esetén valamely j-re [|[Tyz — y;|| < § teljesiil, akkor

e €
T2~ ]| < 1T — Twva | + [T = < & + 5,
ami azt jelenti, hogy 7' eleget tesz a Allités (ii) feltételének, azaz T kompakt. 0

13.6. Allitas. Legyen X Banach-tér és legyen T € H(X) kompakt operdtor, akkor
barmely A € B(X) korldtos operdtor esetén AT, TA € #(X).

Bizonyitas. Elséként igazoljuk, hogy AT € J¢(X): legyen ui. (z,)nen egy X-beli korldtos
sorozat, akkor a T kompaktsiga miatt 1étezik olyan (z,, )ren részsorozat és y € X, hogy
Tz, — vy, akkor A folytonossaga miatt ATz, — Ay, amib6l AT kompaktsaga mar
kovetkezik.

A T A operator kompaktsiaganak igazoldasahoz legyen ismét (z,),en egy X-beli korla-
tos sorozat, akkor A folytonossdga miatt (y,)nen = (AZy,)nen korldtos sorozat, ezért T
kompaktsaga miatt 1étezik annak (y,, )ken részsorozata, hogy T'y,, — z valamely z € X
vektorra, vagyis T'Ax,, — 2z, amibdél T'A kompaktsaga kovetkezik. OJ

Nyilvanvalo, hogy T' = 0 operator mindig kompakt, ugyanakkor latni fogjuk, hogy ha
X nem véges dimenzioés, akkor az X identikus operdtora nem kompakt.

13.7. Allitas. Legyenek X ésY Banach-terek és legyen T € B(X;Y) egy véges rangi
operdtor, vagyis amelynek ranT" képtere véges dimenzios. Akkor T kompakt operdtor, vagyis
T e (X;Y).

Bizonyitds. Jelolje Yy := ranT, akkor a feltétel szerint Y, véges dimenziés normalt tér
és r = ||T|| valasztéssal T(B) C rB NYy. Az rBNY, halmaz korlitos és zart az Y,



13.2. KOMPAKT OPERATOROK HILBERT-TEREN 173
véges dimenzi6és normalt térben, ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel szerint kompakt. Ebbol
nyilvanvaléan kévetkezik, hogy T'(B) kompakt, vagyis T' € £ (X;Y). O

13.8. Definicié. Legyenek X és Y Banach-terek, akkor By (X;Y) jeloliaz A: E — F
folytonos és véges rangt linearis operatorok halmazat:

Boo(X;Y) ={Aec B(X;Y)| dimran A < +o00}.
A Allités szerint barmely X,Y Banach-terek esetén fennall a
Poo(X;Y) C H(X;Y)
tartalmazas. Ezt az észrevételt a Tétellel kombindlva kapjuk az alabbi eredményt:

13.9. Kovetkezmény. Legyenek X ésY Banach-terek és legyen (A, )nen olyan Boo(X;Y)-
ban haladé sorozat, amely az operdtornorma szerint konvergdl az A € B(X;Y') operdtorhoz,

akkor A e #(X;Y).

Bizonyitds. A Allités szerint HBoo(X;Y) C H# (X;Y), tovabbé a |[13.5| Tétel szerint
H(X;Y) az operatornorma szerint zart, ezért fennall a Byo(X;Y) C 2 (X;Y) tartalma-
zas is, amibdl a bizonyitandé allitas mar kovetkezik. 0

13.2. Kompakt operatorok Hilbert-téren

13.10. Allitas. Legyen 52 Hilbert-tér, legyenck (€n)nen €S (fn)nen ortonormdlt sorozatok
H-ban, emellett legyen (An)nen egy K-beli zérus-sorozat (vagyis N, — 0), akkor a

Tz =Y A(z]en)fn, x €A
n=0

egyenldséggel definialt T operdtor kompakt, azaz T € JH ().

Bizonyitds. Mivel minden zérus-sorozat korlatos, azért a [12.12| Példa eredménye szerint T
jol definialt korlatos operator, tovabba T norméajara fennall a

IT < sup |An| = max [A,]

n=01.2,... n=0,1,2,...

becslés. Jelolje rogzitett n esetén T), a

T,z := Z Me(x | ex) fr, x €A

k=0
egyenloséggel definialt operatort, akkor T, folytonos és T, képtere része az fi,..., f,
vektorok altal kifeszitett n-dimenziés altérnek, kovetkezésképp T, € HBoo(X;Y). Mésfelsl
minden z-re

T-T)e= 3 Mlelen)fe

k=n+1

ezért | T — T, < . I\r{r}gXHMk\, amib6l A, — 0 figyelembevételével kovetkezik, hogy
eNk>n

T —T,|| — 0. A Kovetkezmény szerint T € & (). O

13.11. Kovetkezmény. Legyen S (valds vagy komplex) Hilbert-tér, (e, )nen ortonormdlt
sorozat F€-ban, emellett legyen (\,)nen €gy valds zérus-sorozat, akkor az

(13.2) Az = Z (] €n)en, x e H

n=0

egyenloséggel definidlt A leképezés kompakt onadjungdlt operdtor.
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A fejezet hatralévo részében a célunk a fenti kovetkezmény megforditdsanak igazolasa:
minden kompakt énadjungalt operator el6éll a fenti ((13.2) kanonikus alakban.

13.12. Lemma. Legyen 5 Hilbert-tér, illetve legyen A € B(H) dnadjungdlt operdtor.
Tegyiik fel, hogy A € R az A sajdtértéke, éspedig e € A, |le|| = 1 sajdtvektorral. Ekkor a
H := et altér zdrt invaridns altere az A-nak (vagyis A(H) C H ), ha tovdbbd ha Aq jeléli
az A H-ra vett megszoritasat, akkor Ay maga is énadjungdlt operdtor a H Hilbert-térben.
Ha pedig P jeloli a 7€ Hilbert-tér H-ra vald ortogondlis projekcidjdt, akkor minden x €
mellett

Az = Mz |e)e + AgPx

Bizonyitds. Eloszor megmutatjuk, hogy H az A operator invarians altere. Legyen ugyanis
x € H, ekkor
(Az|e) = (x| Ae) = (z]Ae) =0,

ami azt jelenti, hogy Ax € H. Ezzel tehat megmutattuk, hogy A(H) C H, ami éppen azt
jelenti, hogy H az A invaridns altere. Az Ay := A|y megszoritott operator tehat olyan
folytonos linearis operator a H Hilbert-téren, hogy barmely =,y € H esetén

(Ao |y) = (Az |y) = (v | Ay) = (| Aoy),
vagyis Aj = Ay.

Legyen végiil P a H zart altérre valo ortogonalis projekcio, illetve legyen x € 7, akkor
x eldéall

r=(x|e)e+[r— (z]e)e]
alakban, ahol x — (z|e)e € H és (x| e)e € Ke = HL, kovetkezésképp Px = x — (] e)e, és
ezert
Az = A(z|e)e + A(x — (z|e)e) = (x| e)Ae + APx = (x| e)e + Ag P,

amivel a bizonyitas kész. U

13.13. Lemma. Legyen J wvalds vagy komplex Hilbert-tér és A € A () kompakt
onadjungdlt operdtor, akkor létezik az A-nak olyan \ (szikségképp valos) sajdtértéke,
amelyre |A| = ||A]|.
Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy létezik olyan A € K, |A\| = || Al| szdm és olyan y € 7,
y # 0 vektor, amelyre
(13.3) Ay = A\y.
A12.25| Tétel szerint | Al| = w(A), ezért 1étezik olyan (z,)nen -#-beli sorozat, hogy minden
n-re ||z,| =1, és

|(Azy, | 2)| = [[A]l-
Alkalmas részsorozatra vald attérés utan feltehetjik, hogy (Ax, | x,) — A valamely A € C
szamra, ekkor sziikségképp |A\| = || A||. Az A operator kompaktsagat kihasznélva, djabb

részsorozatra valo attérés utan pedig azt is feltehetjiik, hogy Ax, — y valamely y € 77
vektorra. Ekkor

0 < [|Awy — (Azp | 20)zal® = [ Azal* = |(Aza | 20)[* < | A|P = [(A2 | 20)]” = 0,
amibdl Ax,, — y figyelembevételével kapjuk, hogy
(13.4) (Azy | xn) T — ¥
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Ebbol azonnal addodik, hogy
[yl = Jim[(Azn | 2n)| = (Al

n—o
vagyis y # 0, feltéve hogy A # 0 (ha A = 0, akkor a lemma &llitdsa trividlis). Végezetiil
megmutatjuk, hogy Ay = \y: egyfeldl ui. figyelembevételével
A(Azy, | zp)x, — Ay,
masrészt pedig (Ax, | x,) — A és Ax,, — y folytan
A(Ax, | xp)z, = (Axy, | x,) Az, — Ay,
vagyis valoban Ay = \y. O

A kovetkezd eredmény a kompakt énadjungélt operdatorok alaptétele:

13.14. A Hilbert-Schmidt tétel. Legyen 5 végtelen dimenzios valds vagy komplex
Hilbert-tér, és legyen A € B(H) kompakt onadjungdlt operdtor, akkor létezik az A sajdt-
vektoraibol allo olyan (e,)nen F€-ban haladé ortonormdlt sorozat és az A sajatértékeibdl
dallo olyan (A\,)nen valds nullsorozat, hogy

(13.5) Az = (x| en)en, x e .

n=0
Bizonyitas. A |13.13| Lemma szerint 1étezik az A operatornak olyan Ay € R sajatértéke,
hogy |Ao| = ||A]|. Emiatt 1étezik olyan eq € 7, ||eg]| = 1 vektor, hogy

Aeo = )\060.

Vezessiik be a Hy := ep jelélést, akkor a [13.12] Lemma szerint Hy invarians altere A-nak
és Ap := Alp, kompakt 6nadjungélt operator a Hy Hilbert-téren. Ha tovabba Py jeldli a
Hy altérre valé ortogondlis projekcidt, akkor minden x € 7 mellett Ax el6all

Az = No(z | eg)eg + Ao Pox

alakban.

Tekintsiik most az Ay : Hy — Hy kompakt énadjungalt operatort, akkor az el6z6eket
A helyett Ap-ra alkalmazva kapjuk olyan Ay € R, |A\;| = ||Ag|| szdm és ey € Hy, ||e1]] =1
vektor létezését, amelyre Ae; = Ape; = Aiey. Vegylik észre, hogy ey és e; egyméasra
merdleges vektorok, és ha most H, jeloli az {eg, e;}* zart alteret #-ban, akkor

Hy ={eg} n{et}={x € Hylz L e},

vagyis H; megegyezik az e; € Hy vektor Hy Hilbert-térbeli ortogonalis kiegiszit6 alterével.
A Lemma alapjan H; Ap-invarians altere Hy-nak, ezért az Ay = A|pg, azonossag miatt
H, A-invarians altere -nak. Jelolje P, a 77 Hilbert-tér H; altérre valé ortogonéalis pro-
jekciojat és Ay az A Hy altérre vald megszoritasat, akkor A; kompakt 6nadjungalt operator
H, felett, és barmely © € J esetén (I — P)x = (x|eg)eg + (x| e1)e; figyelembevételével
Ax eléall

Ax = )\Q(Qf | 60)60 + )\1(!17 | 6’1)61 + Alpll‘

alakban. Az eljardst folytatva rekurziéval nyerjik olyan (\,),en valés szamsorozat és
(€n)nen #-beli ortonormalt sorozat 1étezését, hogy H, := {eg,...,e )t és A, = A|g,
jelolések bevezetése mellett minden n-re fennéllnak a kovetkezok:

e A, kompakt normalis operétor és Ty, 41 = Ty |m, .,
o |Xo| = [|A|| és [ Nia| = ||Anl], illetve Ae, = A, en,



176 13. KOMPAKT OPERATOROK
e minden z € 5 vektorra

Az = Mo(z|ep)ey + A, Po,
k=0

ahol P, a H, altérre val6 ortogondlis projekcié. Vezessiik be ezek utan rogzitett n index
mellett a

BnZC = Z Ak(x | 6k)€k, reH
k=0

egyenldséggel értelmezett A, operatort. Megmutatjuk, hogy ||A — B,|| — 0, amihez a
A—B,=A,P,

azonossag és a |1, P.|| < [|[Tu]] = |Ans1| Osszefuggés figyelembevételével elegendd azt
igazolni, hogy A\, — 0. Vegyiik észre, hogy a (\,),en sorozat aléallitasa alapjan |\,1| <
|An|, ezért |A\,| = « valamely a > 0 szamra. Ha o > 0 teljesiilne, akkor az azt jelentené,
hogy 1étezik olyan § > 0, hogy |\,| > § minden n-re, de akkor barmely n,m € N;n # m
indexek mellett

HAen - Aem”2 = H/\nen - /\mem”2 |)‘ | + |/\m| > 262

azaz |Ae, — Aen|| > /20 volna, ami azt jelentené, a (T'e,)nen sorozatnak nem létezik
konvergens részsorozata, ami viszont ellentmond az A operator kompaktsaganak. Ezzel
tehat megmutattuk, hogy B, — B az operatornorma szerint, amibol kapjuk, hogy

A:U:nh_{gOan:’;))\k(ﬂek)ek, x € A,
amivel a ((13.5)) formulat és egytttal a tételt is igazoltuk. O

13.3. Kompakt operatorok Banach-téren

Ebben a fejezetben Banach-terek kompakt operatorainak spektrumaval foglalkozunk.

13.15. Riesz-lemma. Legyen X normalt tér és legyen Y C X az X eqy valodi zdart
linedris altere, akkor barmely € > 0 szdmhoz létezik x € X, ||z|| = 1, hogy dy(x) > 1 — €.

Bizonyitds. Egy tetszbleges M C X halmaz esetén a z € M kijelentés egyenértékii azzal,
hogy dy(z) = 0. Mivel az Y C X altér zart, ezért barmely z € X \ Y vektor esetén
dy (z) > 0. Rogzitsiink egy ilyen z vektort, és legyen § > 0 egyel6re tetszéleges pozitiv
szam, akkor d := dy(z) értelmezése alapjan létezik ys € Y, hogy ||z — ys|| < d + 9. Legyen

T = oy akkor ||| =1 és barmely y € Y-ra

1

Iz =yl = == |# = (s + Iz = wsll - v)];
1z = usl

ahol ¢ := ys + ||z — ys|| - y vektorra 3y € Y teljesiil, ezért ||z — /|| > d, kovetkezésképp

o=l >

l’ —

R

Ha tehat 6 > 0 olyan, hogy ﬁ‘lé > 1 — ¢, akkor

inf [lz —yl > 1-¢,

azaz dy(x) > 1 — ¢ teljestl. O
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13.16. Tétel. Ha X normdlt, akkor az X -beli 0 kdzept egyéségsugari zdart gomb pontosan
akkor kompakt, ha X véges dimenzios.

Bizonyitds. Véges dimenziés norméalt térben minden korlatos és zart halmaz kompakt,
ezért elegendd azt megmutatnunk, hogy ha X nem véges dimenziés, akkor B := B;(0)
nem kompakt. Legyen xy € X, ||zo]| = 1 egy tetszileges vektor és jelolje X, az xq altal
generalt egy-dimenzios alteret, akkor X zart és Xy # X, ezért a Riesz-lemma alapjan
létezik olyan z; € X, ||a1]| = 1, hogy dx,(x1) > 3, specidlisan ||z — 21| > 1. Jelélje X;
az xg, r1 vektorok altal generalt két dimenzids alteret, akkor X; zart és X; # X (hisz X
végtelen dimeznios), ezért ismét a Riesz-lemma alapjan létezik xo € X ||zo]| = 1, hogy
dx, (x2) > 3, specidlisan ||zy — 2| > 3, k = 0, 1. Az eljarédst folytatva olyan (z,)nen csupa
egy-normaji (kovetkezésképp B-beli) vektorokbdl 4ll6 sorozatot kapunk, hogy barmely
n,m € N, n # m indexek esetén ||z, — 2,,|| > 3. Vildgos, hogy az (z,)nen sorozatbdl nem
valaszthato ki konvergens részsorozat, vagyis B nem kompakt. U

13.17. Kovetkezmény. Ha X végtelen dimenzios Banach-tér, akkor az X identikus
operdtora nem kompakt, vagyis I ¢ & (X).

Bizonyitas. Nyilvanvalo az el6zo tételbol. 0

13.18. A kompakt operatorok Riesz-féle alaptétele. Legyen X Banach-tér és legyen
T € #(X) kompakt operdtor, akkor barmely A € K, X\ # 0 szdm esetén a kévetkezd
kijelentések ekvivalensek:

(i) T — M szirjektiv, vagyis ran(T — X\ ) = X,

(ii) T'— A injektiv, vagyis ker(T — A\I) = {0},

(iii) A reguldris értéke T-nek, vagyis X € o(T).

A tétel bizonyitdsa meglehetésen hosszu és nehéz, ezért azt elhagyjuk. Megjegyezziik
azonban, hogy ha X végtelen dimenzi6s Banach-tér, akkor az (i)-(iii) 4llitasok ekvivalencidja
A = 0-ra nem igaz, ui. barmely 7' € % (X) kompakt operator esetén 0 € Sp(7'), ui. ellenkezé
esetben a Allités szerint [ = T-'T € # (X) teljestilne, ami lehetetlen. Ugyanakkor
nem nehéz példat adni olyan T" kompakt operatorra, amely injektiv.

A (T — M)z = b masodfaji egyenlet megoldhatdésdgaval kapcsolatos az alabbi

13.19. Fredholm-féle alternativa tétel. Legyen X Banach-tér ésT € # (X) kompakt
operdtor, valamint A € K, X\ # 0. Akkor az alabbi két alternativa kozil pontosan az eqyik
teljesiil igaz:
(a) Bdrmely b € X wvektor mellett a (T — M)z = b egyenletnek létezik egyértelmi
megoldasa.
(b) A€ Sp,(T) és T-nek véges sok linedrisan fiiggetlen A\-hoz tartozo sajdtvetkora van.

A T kompakt operator spektruménak szerkezetét irja le az alabbi

13.20. Tétel. Ha X Banach-tér és T kompakt operdtor, akkor T spektrumdra fenndllnak
a kovetkezok:
(a) T minden nem-nulla spektrumpontja sajatérték, vagyis Sp(T)\{0} = Sp,(T')\{0}.
(b) T spektruma véges vagy megszamlalhatoan végtelen halmaz, ez utdbbi esetben
Sp(T) egyetlen torlédasi pontja a 0.
(c) Minden X\ € Sp,(T), A # 0 sajdtérték esetén a ker(T' — \) sajdt altér véges
dimenzids.



14. FEJEZET

Nemkorlatos operatorok

14.1. Stirin definialt operator adjungaltja

Az alabbiakban mindenttt legyenek 57 és # Hilbert-terek és A : 7 — & egy
linearis operator, ahol az ,A : 7 — £ 7 szimbolum azt jelenti, hogy A a J#-n nem
feltétleniill mindeniitt, hanem az eddigiektdl eltéréen annak csupén valamely dom(A) C 7
linearis alterén van értelmezve.

Els6ként a célunk az A operator adjungaltjanak értelmezése, éspedig gy mint egy
A* L K — A, Ay = y* egyenlOséggel értelmezett operator, ahol y* eleget tesz az

(14.1) (Ax|y) = (z|y"), Vo € dom(A)

azonossagnak. Elsoként vegytik észre, hogy adott y € # mellett ilyen y* vektor nem
feltételeniil egyértelmiien létezik: ha ui. y* eleget tesz az (14.1)) azonossdgnak és z €
[dom(A)]* egy tetsz6leges vektor, akkor z* = y* + 2 vdlasztdssal szintén

(Az|y) = (z|y*) = (z]2"), Vo e dom(4)

teljesiil, amib6l ladthat6, hogy [dom(A)]* # {0} esetén a (14.1)) egyenl8ségnek eleget tevd
y* vektor nem egyértelmii. Ha azonban [dom(A)]* # {0} és y* és 2* mindektetten olyan
vektorok, amelyekre ([14.1]) teljesiil, akkor fennall, hogy

(x|y" —2") =0, Vo € dom(A),

kovetkezésképp y* — z* € [dom(A)]t = {0}, vagyis ilyenkor az y* egyértelmii. Ez azt
jelenti, hogy adjungélt operatort csak olyan A : 57 ~— J# operatorokra tudunk értelmesen
bevezetni, ahol [dom(A)]* = {0}, vagyis amelyek értelmezési tartomdnya stiri linedris
altér 7-ban. Erre a tulajdonsagra a tovabbiakban gy fogunk hivatkozni, hogy A | siir(in
definialt linearis operator”.

Még kevéshé trivialis kérdés adott y € % vektorhoz alkalmas y* 1étezése: latni fogjuk,
hogy ez pontosan akkor garantalt minden y € J# mellett, ha A korlatos operator. Emiatt
az A* adjungalt operatort az alabbi definicioval értelmezziik:

14.1. Definicid. Legyenek 57 és % Hilbert-terek valamint A : 57 ~— £ striin definialt
linearis operator, akkor a
dom(A%) :={y € X |y" € #: (Az|y) = (z|y"), (Vo € dom(A))},
Aty =y, y € dom(A")

egyenléséggel értelmezett A* : dom(A*) — J leképezést az A Neumann-adjungdltjanak
(vagy roviden adjungdltjanak) nevezzik.

14.2. Allitas. Legyenek € és # Hilbert-terek valamint A - A — KX strin definidlt
linedris operdtor, akkor dom(A*) linedris altér -ban és A* : dom(A*) — & linedris
operdtor.

179
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Bizonyitds. Legyenek yy,ys € dom(A*) és A\, Ay € K tetsz6legesek, jelolje tovabba y7 :=
A*y;, (4 =1,2), akkor barmely = € dom(A) vektorra

(Az |y1) + Ao (Az | )
(@[ y7) + Aa(z | 3)
= (2| Myf + A2y),
ami azt jelenti, hogy Ay1 + Aoys € dom(A*) és A (Ay1 + Aaya) = MA™ Yy + Ao A%y, O

(Az | My1 + Aayo) = M
= Xl

Az alabbi allitas gyakran hasznos annak eldontésében, hogy egy adott y € J# vektor
benne van-e az A operator adjungaltjanak értelmezési tartomanyaban:

14.3. Allitas. Legyen A : S — H sdrdn definidlt linedris operdtor, akkor eqy adott
y € X wvektorra ekvivalensek:

(i) y € dom(A”),

(ii) létezik olyan M = M, > 0 dllandd, hogy

((Az|y)| < My - ||z, = € dom(A),

(iii) az f, == (Az|y) egyenldséggel definidlt f, : dom(A) — K linedris funkciondl
folytonos.

14.4. Megjegyzés. Ha A és B mindketten stirtin definialt linedris operatorok, akkor
értelmezheté azok A + B Osszege, illetve AB szorzata. A korlatos esettel ellentétben
azonban ezek adjungéltjaira altaldban nem teljesill az (A + B)* = A* + B*, illetve
(AB)* = B*A* egyenl6ség, mar csak azért sem, mert az A 4+ B, illetve AB operatorok
értelmezési tartomanya sziikebb, igy nem is feltétleniil stirti altér 77-ban és ilyenkor az
adjungalt nem is értelmes.

14.5. Allitas. Legyen A : A — H siirin definidlt linedris operdtor, melynek A* adjun-
gdltja maga is strin definidlt, akkor A C A* (vagyis az A** mdsodik adjungalt operdtor
kiterjeszti A-t).

Bizonyitds. Legyen x € dom(A), akkor minden y € dom(A*) mellett
(A%y|z) = (y| Az),

ami azt jelenti, hogy = € dom(A**) és A™x = Az, vagyis valéban A C A*™. O

« sz

14.6. Definicié. Legyenek 57 és £ Hilbert-terek, akkor az A : ¢ — £ linearis
operatort zdrt operdtornak nevezzik, ha G(A) C 7 x A zart.

A zart halmazok sorozatokkal val6 jellemzése alapjan egyszeriien ellenérizheté az alabbi
14.7. Allitdas. Az A : # — X linedris operdtor pontosan akkor zdrt, ha bdrmely

dom(A)-ban haladé (z,)nen Sorozatra és x € F, y € KX wvektorokra x, — x és Ax, —y
esetén fenndll, hogy x € dom(A) és Ax = y.

7V

14.8. Allitas. Strin definidlt linedris operdtor adjungdltja zdrt operdtor.

Bizonyitds. Legyen A siirtin definiélt linedris operétor és legyen (v, )nen egy dom(A*)-ban
haladé sorozat, hogy v, — y és A*y, — y* teljesiil valamely y € # és y* € S vektorokra,
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akkor barmely z € dom(A) mellett
(Az|y) = lim (Az|y,) = lim (2] A%y,) = lm (z|y"),

amibél kovetkezik, hogy y € dom(A*) és A*y = y*. Ez pedig azt jelenti, hogy A* zart
operator. 0

A fenti allitas és a Banach-féle zart graf tétel kozvetlen kovetkezményeképp adodik az

aldbbi

14.9. Kovetkezmény. Ha A : 77 — & olyan strin definidlt linedris operdtor, melynek
adjungdltjara dom(A*) = & teljesiil, akkor A korldtos operdtor.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas szerint A* a £ -n mindeniitt definidlt zart operator, ezért a
Banach-féle zart graf tétel értelmében A* korlatos operator, kovetkezésképp annak A**
adjungaltja szintén korlatos. A Allitas szerint A™ kiterjeszti A-t, igy A korlatos. [

A fentiekben lattuk, hogy ha A mellett az A* adjungalt operator is siirtin definialt,
akkor fennall az A C A™ tartalmazas, azonban altaldban az A = A™ egyenl6ség nem
teljesiil (ui. itt a jobb oldalon all6 operdtor minden esetben zért). Ugyanakkor az A C A**
tartalmazas azt jelenti, hogy A-nak létezik zart kiterjesztése. FEzzel kapcsolatos az alabbi

14.10. Definicié. Az A : 57 — ¢ linearis operatort lezarhatonak nevezziik, ha létezik
olyan A linedris operdtor, amelyre A C A.

Koénnyen ldthato, hogy ha A lezarhato, akkor létezik az a tartalmazds tekintetében
legkisebb A lineéris operdtor, amely A-t kiterjeszti, vagyis az A barmely A kiterjesztésére
A C A teljesiil, éspedig A az az operator, amelynek grafjéra

G(A) = G(4)

teljesiil.
A - Allit4s szerint minden olyan stirtin definidlt linedris operator lezarhat6, amelynek
az adjungaltja is slirtin definialt. Ennek a megforditésa is igaz, éspedig igaz a kovetkezo

14.11. Tétel. Az A : 27 — & sdrin definidlt linedris operdtor pontosan akkor lezdrhato,
ha A* strin definidlt, és ilyenkor fenndll az

A:A**

eqyenliséy.

14.2. Szimmetrikus és 6nadjungalt operatorok

14.12. Definicié. Legyen 7 Hilbert-tér, akkor az S : ¢ ~— J linearis operatort
szimmetrikusnak nevezzik, ha

(14.2) (Sz|y) = (x| Sy), z,y € dom(95).
14.13. Allitas. Ha S : S — S siiriin definidlt operdtor, akkor ekvivalensek:

(i) S szimmetrikus,

(ii) S c 5.

Bizonyitds. Ha S szimmetrikus, akkor (14.2]) alapjan vildgos, hogy barmely y € dom(.S)
vektorra y € dom(S*) és S*y = Sy teljesiil, vagyis S C S*. Megforditva, ha S C S*,
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akkor minden y € dom(S) esetén fennall, hogy y € dom(S*) és S*y = Sy, ezért barmely
x € dom(S) vektorra

(Sz|y) = (x| S*y) = (x| Sy),

ami éppen azt jelenti, hogy S szimmetrikus. U

14.14. Hellinger—Toeplitz-tétel. Ha S a 57-n mindeniitt értelmezett szimmetrikus
operdtor, akkor S € B(H) és S* = S.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas szerint S C S*, kovetkezésképp dom(S*) = . A
Kovetkezmény szerint S € B(H), és nyilvan S = S*. O
14.15. Definicié. Az A : 5 — J sirtin definidlt linearis operatort 6nadjungaltnak
nevezzilk, ha A = A*.

14.16. Allitds. Minden énadjungdlt operdtor szimmetrikus.
Bizonyitas. Nyilvanvalos a Allitasbol. U
14.17. Példa. Legyen I :=[0,1] és 5 := L*(I). Tekintsiik az aldbbi
dom(S) := {f € L*(I) | f € C*(I), f(0) = f(1) = O},
Sf=f"

egyenléséggel definidlt S : 7 — A linearis operatort. Igazolhat6, hogy dom(S) sfirii
L*(I)-ben, tovabba barmely f, g € dom(S) mellett

(srlg)= [ 1" a=[f g~ [ 1 9—0—(f§’ /fg) (f159).

vagyis S szimmetrikus operator. Ugyanakkor igazolhaté, hogy S # S*, vagyis S nem
onadjungalt.

14.18. Példa. Legyen M C R" egy mérheté halmaz és tekintsiik a 5 = L?(M) Hilbert-
téren rogzitett g : M — K mérhet6 fiiggvény mellett a
dom(Ty) := {f € L*(M) |g- f € L*(M)},

Tgf =g- f
egyenldséggel értelmezett T, operatort. Igazolhatd, hogy T} stirtin definidlt és fennall a

(Tg) "t = 1
egyenlGség. Specialisan, ha ¢ majdnem mindeniitt valés értékii mérhet6 fliggvény, akkor
T, =T, azaz T, 6nadjungdlt operator.

Végezetiil bizonyitas nélkiil kimondunk két Neumann Janostol szarmazo tételt, melyek
rendkiviil fontos szerepet jatszanak a nemkorlatos operatorok elméletében:

14.19. Tétel. Legyenek ¢ és & Hilbert-terek és T : 7 — & strin definidlt zdrt
operdtor, akkor T*T és TT* mindketten dnadjungdlt operdtorok, emellett ran(I + T*T) =
A, ran(l + TT*) = &, valamint (I +T*T)' € B(H) és (I +TT*)"' € B(X).

14.20. Tétel. Legyen € komplex Hilbert-tér, akkor az S : F — € szimmetrikus
operdtor pontosan akkor énadjungdlt, ha ran(S +il) = ran(S —il) = 2, és ekkor minden
A€ C, JmA#0 szdm esetén (S+ N)~' € B(H).
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