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VizsgaidGpontok. Dec. 18., jan. 7., 9., 14., 16., 21., UV jan. 28. A vizsgak 8:30-kor kezdddnek a Déli
tomb 3-719-es termében. A felkésziilési id6 1 ora, egyszerre mindig 4 hallgato fog felkésziilni (amig még
van annyi), ezért reggel is legyenek ott legalabb ennyien. Ha a hallgatok elfogynak, akkor a vizsga véget
ér, tovabbi esetlegesen késén érkezd hallgatokra nem varok. Konzultaciét szivesen tartok, az idépontot
emailben célszerd egyeztetni, de révidebb kérdésekre emailben is tudok valaszolni.

Tudnivaldk. Megjelenés hétkoznapi oltdzetben. A vizsgan a részletes tematika nem hasznalhato, csak
annak a cimszavas valtozata. Ezt vizsgara nem kell hozni, én adok beléle. Ures lap viszont legyen
mindenkinél. A tematikabol mindenki két tételt huz, de a felelet soran a huzott tételektdl eltérd kérdé-
seket is fel fogok tenni. A kézepes és elégséges jegyekért a fogalmakat és tételeket tudni és legf6képpen
érteni kell, ezt konkrét (egyszerii) példakon valo alkalmazasokkal tesztelni fogom (példéul f(x,y) = zy
bilinearis fiiggvény-e, [0,1] U {2} halmaznak a 2 hatarpontja-e stb.). A jeles és j6 érdemjegyekért a
fogalmak és tételek mellett az elhangzott bizonyitasok f6bb lépéseit is ismerni kell (legalabbis minél
tobbet a minél jobb jegyért).

Reészletes vizsgatematika.

1. Vektorterek és euklidészi terek definicidja és alaptulajdonsagai példakkal.

e vektorterek: definicié (axiomak), példak (R™, R"*™ H — R, fliggvények, P(H) a Zs felett);

e cuklidészi terek: valos bilinedris fiiggvények, szimmetria, kvadratikus alakok, definitség,
példak, hermitikus bilinearis fiiggvények, skalarszorzat, példak (R™, C([0,1])), Cauchy—
Bunyakovszkij-Schwarz-egyen6tlenség (biz., kozépiskolai szemlélet), haromszog-egyenldtlen-
ség (biz., szemlélet);

2. Normalt terek és metrikus terek definici6ja és alaptulajdonsagai példakkal.

e normaélt terek: norma és normaélt tér definicidja, példék (supnorma, integralnorma), indukalt
norma;

e metrikus terek: metrika és metrikus terek definicioja, példak (norma altal indukalt, diszkrét
metrika, korlatos metrika);

3. Metrikus terek topologiaja.

e metrikus terek topologiaja: gombok metrikus terekben (nyilt, zart, kipontozott, gémbfelii-
let);

e pont és halmaz viszonya: halmaz bels6, kiils6, hatar- és torlédasi pontja, halmaz belseje,
kiilseje, hatara, példék;

e nyilt és zart halmazok: definicio, példéak, belss és kiils6 pontok halmaza nyilt (biz.), ha-
tar zart, nyilt halmazok tetsz6leges unidja nyilt (biz.), véges metszet nyilt (biz.), zartak
tetszGleges metszete zéart (biz.), véges unioja nyilt (biz.), ellenpéldak;

4. Sorozatok konvergenciidja metrikus terekben és zart halmazok jellemzése sorozatha-
tarérték segitségével.

e sorozatok konvergencidja: definicid, tulajdonsigok, limesz egyértelmiisége (biz.), részsoro-
zat, atrendezés, Osszefésiilés konvergenciaja, konvergencia = korlatossag (biz.), metri-
ka és norma konvergencidja (biz., haromszog-egyenl6tlenség egy véltozata), dsszegsorozat,
konstansszoros sorozat konvergenciaja normalt térben (biz.), skalarszorzat konvergenciéja
(biz.), reciprok sorozat konvergenciaja valos esetben (biz.).

e zart halmazok és konvergens sorozatok: zartsag ekvivalens megfogalmazasa sorozathatarér-
tékkel (biz.);



5. Korlatos, zart, sorozatkompakt halmazok és konvergencia, Cauchy-sorozatok.

e korlatos, zart és sorozatkompakt halmazok: Bolzano—Weierstrass-féle kivalasztési tétel RP-
ben (biz.), sorozatkompakt halmaz definicioja, sorozatkompakt = korlatos és zart (biz.);

e Cauchy-sorozatok: definici6, konvergens = Cauchy (biz.), ellenpélda a forditott irdnyra,
metrikus tér teljessége, RP teljes (biz.);

6. Filiggvényhatarérték és folytonossag metrikus terekben, atviteli elvek és miiveleti
tulajdonsagok.

o fliggvényhatéartérték és folytonossag: definici6, R-ben bal as jobb oldali hatarértékek defini-
cibja, példak;

o atviteli elvek: atviteli elv fiiggvényhatarértékre és folytonossagra (biz.);

e miiveleti tulajdonsagok: normalt térbe képezs fiiggévnyek Osszegének, konstansszorosanak
hatarérteke (biz.), euklidészi térbe képezd fliggvények skalarszorzatanak hatarértéke és foly-
tonossaga (biz.), valos értékd fliggvények reciprokanak hatéarérétke és folytonossaga (biz.);

7. Kompoziciéfiiggvény és inverzfiiggvény hatarértéke és folytonossaga.

e kompoziciéfiiggvény: ellenpélda, g o f hatarértéke 1étezik, ha g folytonos és f-nek van ha-
tarértéke (biz.), g o f folytonos, ha g és f is folytonos (biz.);

e inverzfiiggvény: injektivitas, inverz, szigorian monoton = injektiv (biz.), intervallumon
értelmezett szigortian monoton fiiggvény inverze folytonos (biz.), sorozatkompakt halmazon
értelmezett folytonos injekcio inverze folytonos (biz.);

8. Weierstrass-tétel, Heine-tétel, Bolzano-tétel és altalanositasaik.

o Weierstrass-tétel: valos eset, sorozatkompakt halmazon folytonos fiiggvény értékkészlete so-
rozatkompakt (biz.);

e Egyenletes folytonossag: definicio, példak, 1/x, x, Heine tétele (biz.);
e Bolzano-tétel és altalanositasai: Bolzano-tétel egydimenzioban (biz.), példak, sin %, atszerd

osszefiiggsseg, Osszefiiggdség, példak (,topologusok szinuszgorbéje”), ttszerten osszefiiggs
halmaz folytonos képe is utszerten 6sszefiiggs (biz.);

9. Filiggvénysorozatok és sorok pontonkénti és egyenletes konvergenciaja.

o fliggvénysorozatok pontonkénti és egyenletes konvergencia, példak, ™, folytonossig és pon-
tonkenti konvergencia, egyenletes konvergencia, példak, 2™ a [0, 1)-en és [0, a)-n, folytonossag
és egyenletes konvergencia (biz.), egyenletesen Cauchy-sorozatok, kapcsolat az egyenletes
konvergenciaval (biz.);

o fliggvénysorok konvergenciija: fiiggvénysor definiciéja, pontonkénti és egyenletes konvergen-
cia, példa, ™, 6sszegfiiggvény folytonossaga (biz.), Cauchy-kritérium, Weierstrass-kritérium
(biz.), alkalmazés, z™;

10. Hatvanysorok konvergenciija, valos differencidlhatdsag ekvivalens definiciéi.

e hatvanysorok: limsup és liminf, definicio, ekvivalens megfogalmazasok, példak, (—1)", hat-
vanysor konvergenciahalmaza, Cauchy—Hadamard-tétel (biz.), példak, > nlz™ > %T;, %,
egyenletes konvergencia egy sztikebb intervallumon (biz.);

e valos differencidlhatosag: az egyvaltozos differencidlhatéség ekvivalens definiciéi, differen-
ciahanyados, maradéktag (kétféle);

11. Linearis és folytonos linearis leképezések.

o linedris leképezések: linearis leképezés definicioja, példak, véges dimenziéban matrixszal rep-
rezentélhatoak, algebrai miveletek, lin(X,Y"), kompozicié, hatvanyozas, sajatértékek, véges
dimenziéban karakterisztikus polinom;



e folytonos lineéris leképezések: véges dimenzioban minden linearis leképezés folytonos (biz.),
korlatossag definicidja, norma, folytonossag és korlatossag ekvivalenciaja (biz.), pontosan
akkor folytonos minden pontban, ha egy pontban folytonos (biz.), példdk, derivalas C*([0, 1])-
en a sup normaval nem folytonos, norma ekvivalens definici6ja (infimumos, biz.), L(X,y)
teljes, ha Y teljes (biz.);

12. Differencidlszamitas norméalt terekben, ekvivalens definiciok, miiveleti tulajdonsa-
gok, lancszabaly, irAnymenti derivalt.

o differencidlhatésig normalt terekben: a differenciadlhatosag haromféle ekvivalens definiciéja
(ketféle maradéktag, tortes), derivalt egyértelmii (biz.);

e miiveleti tulajdonsagok: algebrai miveletek (6sszeg és konstansszoros derivéltja, (biz.), lanc-
szabaly (biz.);

e iranymenti derivalt: definicio és kiszamitésa a derivalt segitsegével (biz.), példak, C([0, 1])-en

F(f)=f*
13. Totalis és parcialis differencidlhatdsag R? — RY? fliggvényekre és alaptulajdonsagaik.

e RP — R? fliggvények: koordinatafiiggvények, totdlis differencidlhatésig, koordinatafiige-
vények differencidlhatosaga és totélis differencidlhatosag ekvivalencidja (biz.), irdnymenti
derivalt, parcidlis derivalt, Jacobi-matrix és elemei, gradiens vektor, irdnymenti derivalt
maximalitasa (biz.), példak, % nem differencialhato, hidba léteznek a parcialis derivalt-
jai az origoban, példa olyan filiggvényre, amelynek egy adott pontbeli 0sszes irdnymenti

deriviltja létezik, mégsem differencidlhatéd ott.
14. Kozépértéktételek egy- és tobb dimenzidban.

o egyvaltozos kozépértéktételek: Rolle-tétel (biz.), Lagrange-kozépertéktétel (biz. és szemlé-
let), az integralszamitas alaptétele (biz.), Cauchy-kozépértéktétel (biz.), L’Hospital-szabaly
(biz.);

e Lagrange-kozépértéktétel altalanositésai: RP — R fiiggvényekre (biz.), ellenpélda, Lagrange-
becslés RP — RY fiiggvényekre (biz.);

15. Folytonos bilinearis és multilinearis operatorok, kétszeres és t6bbszoros differencial-
hatdsag.

e folytonos bilinearis operatorok: szorzattér, norma, bilinearis operator, algebrai miveletek,
korlatossag, ekvivalenciaja a folytonossdggal (biz.), operatornorma, L(X, L(Y, Z)) és L*(X x
Y, Z) elemeinek normatarté megfeleltetése (biz.);

e folytonos multilinedris operatorok: szorzattér, norma, multilinedris operator, korlatossag,
kapcsolat L(X1, L(Xs,... L(Xk, Z))...)-vel,

o kétszeres differencialhatosag: definicio, f”(xg) bilinearis operéator, véges dimenzioban Hesse-
matrix, Young-tétel (spec. eset biz.), tobbszoros differencialhatosag, f*)(zo) multinearis
operator.

16. Taylor-sorok, hatvanysorok egyvaltozoban.
e egyvaltozds Taylor-sorok: Taylor-polinom, szemlélet, Taylor-sor, analitikussag, ellenpélda,
Lagrange-maradéktag, elégséges feltétel analitikussagra, példak (sin, cos, exp), Peano-maradéktag;
e fiiggvénysorozatok és sorok: ellenpélda differencidlhatosigra és integralhatosagra (satorfliigg-
vény, 4/ x2 + %), tétewl az integralhatosdagrol és differencidlhatosagrol (biz.), kovetkezmenyek
fliggvénysorokra;

e hatvanysorok: végtelen sokszor valo tagonkénti differencialhatosag (biz.), hatvanysor Taylor-
sora 6nmaga, példak (log(1 + x), binomialis, arcsin x).



17. Taylor-sorok normalt térben és lokalis szélsGértékek.

e Taylor-polinom normélt terekben: motivacio, definicio, maradéktagok (Lagrange és Peano);
e Taylor-polinom RP — R fiiggvényekre: definici6, differencialok;

e Lokalis szélsGértékek: definicio, szitkséges feltétel (f/(xo) = 0, biz.), nem elegends (példa),
kiilénbozé definit bilinearis operatorok, véges dimenzidban pozitiv definit = szigorian
pozitic definit (biz.), elégseges feltétel a masodik derivalt segitsegével (biz.).

18. Inverz- és implicitfiiggvény tételkdr véges dimenzidban.
e Inverzfiiggvények: inverz differencidlhatosaga (biz.), lokalis injektivitas, lokélis sziirjektivi-
tas, inverzfiiggvény tétel, példak;

e Implicitfiiggvény-tétel: motivacio, példak, egyvaltozos implicitfiggvény-tétel (létezés biz.),
tobbvaltozos implicitfiiggveny-tétel (biz.);

o Feltételes szélsGérték: definicio, Lagrange-féle multiplikitor modszer (biz.), példa, szemlélet.



