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1. Jeldlések

A specialis relativitaselmélet kurzusrol ismert jelolésekhez hasonloan felss és also
indexeket hasznalunk majd. Ha az index az angol ABC betiije, akkor az 0-3 kozotti
szamozast jelent, ha a gorog ABC bettje, akkor csak 1-3 kozott indexel.

P%¢r %« 01 01
X X X X
xK = g y§ Xk = g y§ X = @yA X = @yA
7 7 Z Z

A tenzorok indexelése hasonloan felss, alsod, vegyes indexekkel torténik.



1. Specialis relativitaselmeélet - attekintés

Minden objektum szimmetria csoportjaba tartozé transzformaciok a:

eltolas ¥ impulzus megmaradés
Lorentz-boost
idébeli eltolas ¥ energia megmaradas

forgatas ¥ impulzusmomentum megmaradés

Az x¥ koordinaték transzformacioja ezen szimmetriak alkalmazasa.
Xk =kl gk
Ahol a¥ egy konstans eltolds, mig a két indexes tenzor a Lorentz-transzformaciot
irja le, a kovetkezd alakban:
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Ahol I, F rendre a 3 dimenzios egység és forgas méatrixok.
A specialis relativitdselméletben a metrikus tenzor rendezi at az indexeket. Ezzel

értelmezett a skalaris szorzas is a négyesvektorok kozott.
X =gax' X*=¢"% ¢“gm=

A specialis relativitdselméletben a metrikus tenzor sajat maganak az inverze, kons-

tans. (@) 1
1 0 0 O
~Bo 1 0 o §
WM=@o 0 1 o0
00 0 1

Az ezzel definialt skalarszorzas pedig.

2 2 2

XX = gux*x!' = (ct)? x®> y? z

Az altalanos relativitaselmélet célja, hogy lokalisan teljesitse a specidlis relativités-
elméletet, viszont globalisan egy 14j leirast adjon a vilagra.



I11. Newtoni - gravitacio

A newtoni gravitacié elmélete az évszazadok soran beleivodott minden ember tu-
databa. A tavolba hatéas, a tavoli testek altal egymasra kifejtett erd mind-mind
alapfogalmak a fizika tanulas kezdetén.

A mozgasegyenletekben szereplé aranyossagi tényezdk egyenlGsége komoly mérési
eljaréasok kidolgozasra révén volt bizonyithato, stlyos tomeg, tehetetlen tomeg.

mya = mgg(¥; t)

Kisérleti tény az is, hogy zart gorbén a gravitacios erének nincsen munkaja. Azaz:
I z
g, t)dr=0= (r g)dF =0 L| r g="0
F

Ebbdl kovetkezik, hogy § egy skalarmezs negativ gradienseként elgallithato. Igy:
| VA z

gdF = rgdv = 4 G (¥)dv 1 rg= 4 G (¥)
v

Igy lathato, hogy folytonos tomegeloszlasra a Newton-féle gravitacios torvény a ko-
vetkezG alakot Olti.

g= r T 4 =4 G (¥)

Az utébbi lényegében a gravitaciora felirt Poisson-egyenlet.
Attérve a specialis relativitaselméletre a gravitacios eré altalanositdsa a kdvetkezs
egyenlet lenne:

d
d—(M Uk) = M@k

A sajatidé () szerinti derivalast elvégezve és kihasznalva, hogy a négyessebesség
uUk = c? a kovetkezd Gsszefiiggést kapjuk:

M, @ dx_ _d
d ¢ kg M=gM

Ezt nevezhetjiik a Novobatzky-effektus speciilis esetének. Mivel ez egy szepa-
ralhato differencial egyenlet, a megoldéasa elGall

M =me <

Ezt pedig 1911-ben Nordstrom vezette le. Lényegében ez volt a legjobb gravi-

técio elmélet amit a specialis relativitaselmélet elGallitott. A korabbiak alapjan a
mozgasegyenlet is elGallithatd, ha a kezdeti egyenletbe visszahelyettesitjiik a ‘L—M

tagot.
aM 1 uku du
qo=gMue T (ke =



Jol lathato, hogy a potencial gradiense el6tt allo operator egy, a négyessebességre
merGleges vetitést hajt végre.

V. Alapfogalmak

Az els6 féléves mechanika és az Elméleti mechanika targyak szerves részét képe-
zi a gyorsuld koordinata-rendszerek vizsgélata. Mind ismerjiik a kulcsfogalmakat.
Sziikség van egy rogzitett koordindta-rendszerre amihez képest egy masik origdja
ap gyorsulassal transzlaciot végezhet és foroghat. A forgas leirasara a koordinata-
rendszerek kozotti ortogonalis transzformaciot hasznaljuk, ahol az ortogonalis mét-

rixok id&fiiggsek.
T = =1

|[e]
llo

A mozgésegyenlet pedig a kovetkezSképen transzformalodik:
ma=F+ma,+m! (I n+2m! r+m! r

Einstein arra jott ra, hogy a gravitacié sem erd, hanem egy koordinata transzfor-
mécioval eltiintethets jelenség. Ennek lefrasara segitséget kért egy Magyarorszagon
sziiletett, matematikus baratjatol, Marcell Grossmanntol. Egyiitt dolgoztak
ki az altalanos relativitaselmélet matematikajat a Riemann-féle differencial-
geometria alapjan.

A kulesgondolatok:

Nincs globalis koordinata-rendszer amihez viszonyitani lehetne a lokalis rend-
szereinket.

Lokalis rendszereink Minkowski-geometridjuak, azaz lokalisan a specialis rela-
tivitaselmélet teljestil.

Ennek preciz matematikai lefrasahoz a kovetkezd gondolati lépesek lennének
sziikségesek:

1. halmaz ¥ ezen értelmezett folytonossag, differencidlhatosag
2. konnexio (kapcsolat a topologikus tér és a metrikus tér kozott)
3. metrika

A leirashoz a sokasagok elméletét fogjuk alapul venni. Ezek koziil is nekiink a
differencialhato részsokasagok egy specialis részhalmaza kell majd a tér-idg leirashoz.
Hiszen mit tud egy fizikus? Derivalni.

IV.1l. A [niér:
Egy affin tér egy (V, V, -) harmas, ahol:



V nem iires halmaz

V vektortér

7" leképezés pedig V.V IV, amit (x,y) ® x-y = & alakban irunk
Axiomaéi a kovetkezok:

(x-y) + (y2) + (zx) =0

az affin tér és az alul fekvs vektortér dimenzidja azonos

a = A - 0 leképezést az affin tér 0 kozépponti ortogonalizacidjanak nevezziik

A tér-idorol kezdetben csak annyit feltételeziink, hogy az egy 4 dimenziés affin tér,
amely lokéalisan Minkowski-strukturaval van ellatva. Ezeket a kiilonb6z6 rendszere-
ket kell majd valahogy Osszefésiilni.

1IVV.2. Metrika

Legyenek a,b egy M halmaz elemei. Ekkor a : M M ¥ R hozzarendelést metri-
kanak nevezziik, ha:

(a;b) 0, valamint akkor és csak akkor 0, ha a ="
(&b) = (b;a)
(ab)  (bic)+ (cia)

A sokasagok leirasdhoz viszont egyenlére nem metrikiat hasznalunk. Masok lesz-
nek az alapfogalmaink. A nyilt halmazok lesznek az alapfogalmaink. Erre épi-
tiink majd mindent, még ha nem is a lehets legprecizebb moédon. Az Analizis I.
kurzusr6l mar ismeretesek a nyilt halamzokra vonatkozé alapéllitdsok:

Végtelen sok nyilt halmaz unidja nyilt.
Véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt.

Legyen X egy halmaz, ennek nyilt részhalmazai B-k. Az ezeket tartalmzo struk-
tarat ekkor topologikus térnek nevezziik, ha tartalmazza X-et, az tires halmazt,
valamint a nyilt halmazok végtelen uniojat és véges metszetét. A topologikus tér
ezaltal egy olyan halmaz, amin a folytonossag értelmezve van, hiszen tudunk ko-
zelséget /szomszédsagot definialni. Gyakorlatban persze a fizikus nem absztrahal
ennyire, visszanyul a koordinatazéashoz.

Vegyiink egy sokasagot, legyen ez M. Ennek két részhalmazat U,V , melyek met-
szete nem tres képezziik le egy rendre p,g: M ¥ R" paraméterezésekkel. Ekkor a
k6zos metszet leképzédott R™ két részhalmazara amik kozott értelmezhets egy F
: R" @ R" leképezés, amit kiterjeszthetiink U-rol, V-re, feltéve, hogy a paramé-
terezések invertalhatoak. Tehat p F g ' : UX V fiiggvény mar a sokasigon
értelmezett. Megmutathato, hogy ez a paraméterezéstdl fiiggetlen.
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Az ilyen leképzésesekkel értelmezhet az absztrakt sokasagon a folytonossig és
derivalhatosag, hiszen F-en mar ezeket konnyedén tudjuk értelmezni. A keletkezett
térkép lapok maguk folé definidlnak egy sokasagot, amit algebrai topoldgianak
neveziink. Ertelmezhetévé valik a differencialhatod sokasag fogalom. Tartsuk szem
elstt, hogy tovabbra sincsen beagyazd tér (matematikusok belattéak, hogy nem tri-
vialis médon értelmezhetd olyan tér, amibe beagyazhato egy ilyen struktura, de ez
kozelében sincs a hétkoznapi fogalmainknak).

Eljutottunk tehat oda, hogy ki tudjuk mondani, hogy a téridé modellink egy
olyan 4 dimenzios di [erencialhaté sokasag, amely lokalisan Minkowski-tér.

Az altalanos relativitaselméletben csakis felsé indexes "vektrok” lesznek, mivel
ezek a gorbevonalu koordinatazashoz képest, nem vektrokomponensek, hanem pusz-
tan koordinatak. Tehéat nem transzforméalédnak homogén linearis modon.

Mar értelmezhetiink skalarmezét is. Altalanossagban csak mezdket tudunk majd
értelmezni amugy is, hiszen az elmélet csak a sokasag minden pontjaban értelmezett
objektumokat enged meg. Legyen tehat :M ¥ R, mivel P pont kolcsonos egyér-
telmt viszonyba hoszhato a térképzeésen egy X* koordinataval igy a (fizikus moédon
ugyan azzal a betiivel jelolve) : R"™ ¥ R fiiggvény mar egy skalarmezst definial
M-n is.

Einstein célja a gyorsul6 koordinatakra vald kovaridns attérés matematikai leirasa
és fizikai megalapozasa volt.

Ha ugyan arrél a részsokasagrol készitiink kiillonboz6 térképzeéseket, akkor azok
kozott léteznie kell egy folytonos, differenciallhato és invertalhatod leképzésnek, ami
ezeket egymasba transzformalja.

V. Topologia, derivaciok, metrika

Legyen a sokasag minden pontjaban értelmezve egy Ty, vektortér ( - érint6tér - ), ami
fiiggetlen a paraméterezéstdl mégis annak segitségével definialhatjuk, hiszen ezeket
a paraméterezés derivaltjanak az értékkészletének egy részén értelmezhetjiik:

Tp (M) = RanDp(p—l(X)) (1)

Az ezen pontokban vett érintSterek uniovjat tangens nyalabnak nevezziik. Ennek
szelése egy vektormezs, ami lényegében egy olyan miivelet, ami minden ponthoz
hozzarendel az adott pontban vett érintétérbsl egy elemet. Mivel a vektromezd
minden egyes eleme mas halamzbdl keriilt ki, igy a kiilonbo6z§ linearis terek kozotti
atszamitas nem trividlis. Egy szemléltetést segitd abra errdl:






