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I. Jelolések

A specialis relativitaselmélet kurzusrol ismert jelolésekhez hasonloan felss és also
indexeket hasznalunk majd. Ha az index az angol ABC betiije, akkor az 0-3 kozotti
szamozast jelent, ha a gorog ABC bettje, akkor csak 1-3 kozott indexel.
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A tenzorok indexelése hasonloan felss, alsod, vegyes indexekkel torténik.
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II. Specialis relativitaselmélet - attekintés

Minden objektum szimmetria csoportjaba tartozé transzformaciok a:

e cltolas — impulzus megmaradés
e Lorentz-boost
e iddbeli eltolas — energia megmaradas
e forgatids — impulzusmomentum megmaradas
Az ¥ koordinatak transzformacidja ezen szimmetridk alkalmazasa.
2™ = AFa! + af
Ahol a* egy konstans eltolas, mig a két indexes tenzor a Lorentz-transzformaciot

irja le, a kovetkezd alakban:

+1 0 0 0 10 0 0 cosh x —n sinh y
Ao 0

0 I 0 F —nsinhy [+ (coshy —1)non

0 0

Ahol I, F rendre a 3 dimenziés egység és forgas matrixok.
A specialis relativitdselméletben a metrikus tenzor rendezi at az indexeket. Ezzel

értelmezett a skalaris szorzas is a négyesvektorok kozott.
Ik kl kl k
T =gur " =g"x ¢ gm =0y,

A specialis relativitdselméletben a metrikus tenzor sajat maganak az inverze, kons-

tans.
1 0 0 0
o -1 0 o0
=10 0 -1 0
00 0 -1

Az ezzel definialt skalarszorzas pedig.

2 2

2*r, = guatal = (ct)? — 2% —y* — 2

Az altalanos relativitaselmélet célja, hogy lokalisan teljesitse a specidlis relativités-
elméletet, viszont globalisan egy 14j leirast adjon a vilagra.



III. Newtoni - gravitacio

A newtoni gravitacié elmélete az évszazadok soran beleivodott minden ember tu-
databa. A tavolba hatéas, a tavoli testek altal egymasra kifejtett erd mind-mind
alapfogalmak a fizika tanulas kezdetén.

A mozgasegyenletekben szereplé aranyossagi tényezdk egyenlGsége komoly mérési
eljaréasok kidolgozasra révén volt bizonyithato, stlyos tomeg, tehetetlen tomeg.

myd = msg(r,t)

Kisérleti tény az is, hogy zart gorbén a gravitacios erének nincsen munkaja. Azaz:

]fg(f,odf:oz/(vw)dﬁ:o -  Vxg=0

o7 F

Ebbdl kovetkezik, hogy § egy skalarmezs negativ gradienseként elgallithato. Igy:
f{ GdF = / V§dV = —4rG / p(AAV =  V§=—4nGp(7)
oV

Igy lathato, hogy folytonos tomegeloszlasra a Newton-féle gravitacios torvény a ko-
vetkezG alakot Olti.

G=-Vd — Ad=4rGp()

Az utébbi lényegében a gravitaciora felirt Poisson-egyenlet.
Attérve a specialis relativitaselméletre a gravitacios eré altalanositdsa a kdvetkezs

egyenlet lenne:

d
dr

A sajatidé (1) szerinti derivéalast elvégezve és kihasznalva, hogy a négyessebesség

upuf = % a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

dM , 0B det A
- M=
dr ¢ oxk dr dr

Ezt nevezhetjiik a NOVOBATZKY-EFFEKTUS specialis esetének. Mivel ez egy szepa-
ralhato differencial egyenlet, a megoldéasa elGall

@(zk)
M =me 2

Ezt pedig 1911-ben NORDSTROM vezette le. Lényegében ez volt a legjobb gravi-

técio elmélet amit a specialis relativitaselmélet elGallitott. A korabbiak alapjan a

mozgasegyenlet is elGallithatd, ha a kezdeti egyenletbe visszahelyettesitjiik a 4

dr
tagot.

M

1 uFu du
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2 Nop = -k
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Jol lathato, hogy a potencial gradiense el6tt allo operator egy, a négyessebességre
merGleges vetitést hajt végre.

IV. Alapfogalmak

Az els6 féléves mechanika és az Elméleti mechanika targyak szerves részét képe-
zi a gyorsuld koordinata-rendszerek vizsgélata. Mind ismerjiik a kulcsfogalmakat.
Sziikség van egy rogzitett koordindta-rendszerre amihez képest egy masik origdja
ag gyorsulassal transzlaciot végezhet és foroghat. A forgas leirasara a koordinata-
rendszerek kozotti ortogonalis transzformaciot hasznaljuk, ahol az ortogonalis mét-
rixok id&fiiggsek.

00" =0 =wx

A mozgésegyenlet pedig a kovetkezSképen transzformalodik:
ma = F +may +mw X (W X 1)+ 2mw X 7+ mw X r

EINSTEIN arra jott ra, hogy a gravitacié sem erd, hanem egy koordinédta transzfor-
mécioval eltiintethets jelenség. Ennek lefrasara segitséget kért egy Magyarorszagon
sziiletett, matematikus baréatjatol, MARCELL GROSSMANNtOl. Egyiitt dolgoztak
ki az altalanos relativitaselmélet matematikidjat a RIEMANN-FELE DIFFERENCIAL-
GEOMETRIA alapjan.

A kulesgondolatok:

e Nincs globélis koordinata-rendszer amihez viszonyitani lehetne a lokélis rend-
szereinket.

e Lokalis rendszereink Minkowski-geometriajuak, azaz lokalisan a speciélis rela-
tivitaselmélet teljestil.

Ennek preciz matematikai lefrasahoz a kovetkezd gondolati lépesek lennének
sziikségesek:

1. halmaz — ezen értelmezett folytonossag, differencidlhatosag
2. konnexio (kapcsolat a topologikus tér és a metrikus tér kozott)
3. metrika

A leirashoz a sokasagok elméletét fogjuk alapul venni. Ezek koziil is nekiink a
differencialhato részsokasagok egy specialis részhalmaza kell majd a tér-idg leirashoz.
Hiszen mit tud egy fizikus? DERIVALNI.

IV.1. Affin tér:
Egy affin tér egy (V, V, -) harmas, ahol:



e V nem iires halmaz

e V vektortér

e 77 leképezés pedig V x V — V, amit (x,y) — x-y = @ alakban irunk
Axiomaéi a kovetkezok:

o (xy) + (v2) + (#x) = 0

e az affin tér és az alul fekvs vektortér dimenzidja azonos

e d = A - o leképezést az affin tér o kézépponti ortogonalizacidjanak nevezziik

A tér-idorol kezdetben csak annyit feltételeziink, hogy az egy 4 dimenziés affin tér,
amely lokéalisan Minkowski-strukturaval van ellatva. Ezeket a kiilonb6z6 rendszere-
ket kell majd valahogy Osszefésiilni.

IV.2. Metrika

Legyenek a,b egy M halmaz elemei. Ekkor a p: M x M — R hozzarendelést metri-
kanak nevezziik, ha:

e p(a,b) > 0, valamint akkor és csak akkor 0, ha a = b
o p(a,b) = plb,a)
o pla;b) < p(b,c) + plc,a)

A sokasagok leirasdhoz viszont egyenlére nem metrikiat hasznalunk. Masok lesz-
nek az alapfogalmaink. A NYILT HALMAZok lesznek az alapfogalmaink. Erre épi-
tiink majd mindent, még ha nem is a lehet§ legprecizebb moédon. Az Analizis I.
kurzusr6l mar ismeretesek a nyilt halamzokra vonatkozé alapéllitdsok:

e Végtelen sok nyilt halmaz uni6ja nyilt.
e Véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt.

Legyen X egy halmaz, ennek nyilt részhalmazai B-k. Az ezeket tartalmzo struk-
turat ekkor TOPOLOGIKUS TERnek nevezziik, ha tartalmazza X-et, az lires halmazt,
valamint a nyilt halmazok végtelen uniojat és véges metszetét. A topologikus tér
ezaltal egy olyan halmaz, amin a folytonossag értelmezve van, hiszen tudunk ko-
zelséget /szomszédsagot definialni. Gyakorlatban persze a fizikus nem absztrahal
ennyire, visszanyul a koordinatazéashoz.

Vegyiink egy sokasagot, legyen ez M. Ennek két részhalmazat U,V , melyek met-
szete nem fiires képezziik le egy rendre p,q: M — R"™ paraméterezésekkel. Ekkor a
kozos metszet leképzédott R™ két részhalmazara amik kozott értelmezhetd egy F
. R — R"™ leképezés, amit kiterjeszthetiink U-rol, V-re, feltéve, hogy a paramé-
terezések invertalhatéak. Tehat po F o ¢7! : U— V fiiggvény mar a sokasagon
értelmezett. Megmutathato, hogy ez a paraméterezéstdl fiiggetlen.

7



Az ilyen leképzésesekkel értelmezhet az absztrakt sokasagon a folytonossig és
derivalhatosag, hiszen F-en mar ezeket konnyedén tudjuk értelmezni. A keletkezett
térkép lapok maguk folé definialnak egy sokasédgot, amit ALGEBRAI TOPOLOGIANAK
neveziink. Ertelmezhetévé valik a differencialhatod sokasag fogalom. Tartsuk szem
elstt, hogy tovabbra sincsen bedgyazo tér (matematikusok belattédk, hogy nem tri-
vialis médon értelmezhetd olyan tér, amibe beagyazhato egy ilyen struktura, de ez
kozelében sincs a hétkoznapi fogalmainknak).

Eljutottunk tehdt oda, hogy ki tudjuk mondani, hogy a TERIDO MODELLtnk eqy
olyan 4 dimenzios differencidlhato sokasdg, amely lokdlisan Minkowski-tér.

Az altalanos relativitaselméletben csakis felsé indexes "vektrok” lesznek, mivel
ezek a gorbevonalu koordinatazashoz képest, nem vektrokomponensek, hanem pusz-
tdn KOORDINATAK. Tehat nem transzformélédnak homogén linearis modon.

Mar értelmezhetiink skalarmezét is. Altalanossagban csak mezdket tudunk majd
értelmezni amugy is, hiszen az elmélet csak a sokasag minden pontjaban értelmezett
objektumokat enged meg. Legyen tehat ® : M — R, mivel P pont kolcsonos egyér-
telmi viszonyba hoszhaté a térképzeésen egy z* koordinataval igy a (fizikus médon
ugyan azzal a betiivel jelolve) ® : R" — R fliggvény mar egy skalarmezst definial
M-n is.

Einstein célja a gyorsuld koordinatakra valé kovarians attérés matematikai lefrasa
és fizikai megalapozasa volt.

Ha ugyan arrél a részsokasagrol készitiink kiillonboz6 térképzeéseket, akkor azok
kozott léteznie kell egy folytonos, differenciallhato és invertalhatod leképzésnek, ami
ezeket egymasba transzformalja.

V. Topolégia, derivaciok, metrika

Legyen a sokasag minden pontjaban értelmezve egy T, vektortér ( - érint6tér - ), ami
fiiggetlen a paraméterezéstdl mégis annak segitségével definialhatjuk, hiszen ezeket
a paraméterezés derivaltjanak az értékkészletének egy részén értelmezhetjiik:

Tp(M) := Ranpyp-1(a)) (1)

Az ezen pontokban vett érintSterek univjat TANGENS NYALABnak nevezziik. Ennek
szelése egy vektormezd, ami lényegében egy olyan miivelet, ami minden ponthoz
hozzarendel az adott pontban vett érintétérbsl egy elemet. Mivel a vektromezd
minden egyes eleme mas halamzbdl keriilt ki, igy a kiilonbo6z§ linearis terek kozotti
atszamitas nem trividlis. Egy szemléltetést segitd abra errdl:



1. abra. Szelés szemléltetése 2. dbra. Konfiguracios tér

Ahol az utobbi a kettds inga konfiguracios terén értelmezett érintGtér, vagyis az
altalanos koordinaték derivaltja. Tehat lényegében a Lagrange-fiiggvény a konfigu-
racios tér érintGterén értelmezett fliggvény.

A sokasédg lokalisan homeomorf R™-el. Azaz kolcsondsen egyértelmiien és foly-
tonos leképezhetd, persze csak akkor ha n véges. A sokasdg olyan topologikus tér,
amely mindenhol lokalisan homeomorf R"-el. Topologikus struktirdnk tehét mar
van, de tavolsdg fogalom még mindig nincs a sokasagon értelmezve.

V.1. Dualis terek fogalma

Legyenek (Vs,+,-), valamint (Wg,+,-) vektorterek ugyanazon skalartest felett és
AV — W linearis leképezés. Ezeken értelmezett az Osszeadas és a szammal szorzas
igy lineréis teret alkotnak az operdtorok is. Mi most egy speciélis esetet vizsgalunk,
amikor is Wg = S, mivel ekkor a linearis leképezéseink funkcionélok, vagyis egy
vektortérbdl skalarhalmazba képezd fiiggvények (lineritas tovabbra is fennall termé-
szetesen).

A tovabbiakban S megegyezik a valos szdmok halmazaval. Mostantol pedig a
teret, amelyben a funkcionaljaink laknak hivjuk a V-hez tartozo V* duélis térnek,
vagy roviden V dudlisdnak. A funkcionélok linearis teret alkotnak:

o o, € V* valamint x € V ésa € R:
o (p+d)r =gtz
o (p)x = a(ex)

Ahhoz, hogy errél a duélis térrél megéllapitsuk, hogy hany dimenzidés valasszunk
benne egy bazist. Legyenek {e;}7_, € V. Barmelyik @ € V eldéll ezek linearkombi-
néacidjaként. Ekkor:

wi = p(a*ey) = a*pé; a" € R
pe, =pr € R

tehat a funcionalt is n darab adattal tudjuk reprezentalni. Bevezetve specialis €* €



V* olyan, hogy ¢*¢; = §F. Ha el6allitunk egy ® € V* funkcionalt a kévetkezs modon:

P = ppe e V*
Pd = pretd = pra® = pd
- P=pel”

Vagyis ez azt jelenti, hogy véges dimenziés esetben a vektortér bézisai koleso-
nosen megfeleltethetéek a dualis térben €f bazisoknak igy dimV = dimV* feltétel
teljestil. Emelett elfogadjuk, hogy egy vektortér dualisinak a duélisa a kezdeti vek-
tortér, valamint, hogy egy vektortér és dualisa izomorfak.

Most, hogy mar bevezettiik a dualis terek fogalmat vegyiik észre, hogy egy adott
vektorhoz a dualis térbdl rendelt elem 6nkényes, valamilyen elére definidlt valaszott
miivelet kell hozza. Legyen @ € V, ahol adott bazis mellett @ = a*é),. Rendeljiik
chhez a dudlis tér egy b elemét, ahol szintén bazisvalasztas utan, b = bye®. Ez a
hozzarendelés onkényes, hiszen most definidljuk, hogy legyen b, = gpa’ és ezentul
jelolésben pedig b = a™ hasznalunk majd. Itt gy a metrikus tenzor. Ezzel méar
értelmezhetd az elemek kozotti skalaris szorzas.

V.2. Derivaciok

Legyenek ® ¥ : M — R skalarmezsk. Legyen tovabba Y az ilyen skalarmezdsk
halmaza. Ezen értelmezve van a mezdk szammal szorzésa, a mezdk Osszege, és a
mezdk egymassal vald szorzasa is.

Legyen D : " — Y lineéris leképezés és legyen a neve DERIVACIO. A miivelet
szaméabalyi a kovetekezd képpen fogalmazhatoak meg:

o D(ad + BU) = a(DP) + B(DD)
o D(®V) = (DD)V + &(DV)

A derivaciok vektorteret alkotnak. Lévén, hogy aD; + 5D, is derivécio.

Hogyan is lehet ezeket elképzelni? ElGszor is, olyan miivelet kell, ami skalarme-
z6bol, skalarmezst csindl. Lineéarisnak kell lennie és vektorteret kell alkosson. Ki
kell elégitenie a megadott kdvetelményeket is. Vegyilik észre, hogy nem véletlen a
név, hiszen a fentebbi szabalyok is valami féle derivalasra utalnak. Jo példa lehet a
derivacié miiveletére a v V operacio.

Vizsgéljuk egy adott pontban az ott &tmend Osszes gorbét., legyenek ezek 1, (t1), ry(t2).
Ezeket ugy paraméterezziik, hogy t = 0 idépillanatban legyen az 6sszes R. Minden
pontban értelmezve van 7, (t) és adott pontban linearis teret alkot ezek Osszessége.
Adott pontban tehét 7, (tx)V operacié derivaci6. A probléma csupan az, hogy ez
nagyon szemléletesen definialhatd R"-ben, de nekiink most ugyan ez kéne a sokasa-
gon. Ismét ahhoz folyamodunk, hogy az absztrakt halmazon tugy definialjuk ezeket,
hogy az a térképezéseknek és paraméterezéseknek eleget tegyen.
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Igy bevezethetiink egy:

dz* dz*
_ .,k _nk —
\Il—vakq)—rak@— dtakq) —>dt8k

Ahol d;—fak mennyiségben 0y bézis vektorhoz hasonlit és az is. Adott pontban
ezek feszitenek ki egy lineéris teret. Ezt nevezziik a sokasag adott pontbeli érinté
terének. Lényegében a Ox-k az adott pontbeli vektortér béazis vektorai. Ez szemléle-
tesen azt jelenti, hogy ha egy valtozot kivalasztunk, akkor az aszerint vett parcialis
derivalt a sokasagon kijelol gorbéket, amelyeket azon valtozo valtoztatédsa mellett a
tobbit allanddan tartva kaptunk. Adott pontban az Osszes derivacié elGallithato a
derivalésok linearis kombinaciojaként.

4. abra. Parcialis derivaltak, mint ba-

3. abra. Erint6tér

zisvektorok

Ezeket a Op-kat ugy lehet szemléletesen elképzelni, hogy olyan gorbéket hataroz
meg a sokasagon, amelyek paraméterezésének csak a k. koordinataja valtozik. Igy
a sokasag tangens nyaldbjat:

UpenIp

Ha készitiink kétféle paraméterezést a sokasag adott pontjaban, akkor ezek kozott
kolesonosen egyértelmi leképezés van. A két leképezésen véve a szintvonalakat azok
Gse a sokasdgon kijelol gorbéket. Ezen gorbék mentén vett bazis vektorokkal fel
lehet irni egy derivaciot, mint a Oy-k linearis kombinaci¢jat, hiszen ezek mind Tp-
ben vannak. Tehat véve az egyik leképezésen egy skalarmezét @ (%) és erre hattatva
az el6bbi derivaciot a kovetkezét:

p 0P

D = F =
v oxk

Ha ®(2%)-t kifejezziik a masik leképezésen, akkor ®(2'*(2*))-n mivel kélesondsen
egyértelmi a hozzarendelés a két leképezés kozott, igy:

oOb Oz

U = k9, ® = Ukak(q)(x/(ﬂf))) = o 92" Ok

11



Ahol a koordinaték kozotti két indexes mennyiséget:

8:13/1
Ok = Ai(l’)

Amivel mar kénnyen lathatjuk, hogy a v* komponensek a kovetkezSképpen transz-
formal6dnak:

o' = Al (z)0"

U = "0, ® = v"0,®

Fontos megjegyezni, hogy A egy linearis transzformacié lokéalisan, viszont glo-
balisan hely fliggs, igy nem tudunk globalis valamilyen ’szép’ leképezést adni, csak
lokalisan, akkor viszont A egy konstans matrix. Ennek segitségével méar kimondhat-
juk, hogy vektor az ami igy transzformélodik. Adott pontban méar értelmezhetiink
vektor mezGt.

Most méar tudjuk, hogy a kontra varians (felss indexes) vektorok hogy transzfor-
méalodnak, most tehat meg kell nézniink a kovarians (also indexes) trafot is.

, 00(z(z)) 0P Ot .
U/k —_ s = =

ox'k orl ok By

B szintén lokalisan lineéris trafo globalisan pedig valami 'cstinya’ transzforméacio,
azaz nem linearizalhat6. Konnyen belathato, hogy A, B egymas inverzei.

k
Ox i

ox™ m
Ox* B oz Ox" B
oxrm Oz 9xm

A7 B,, =0y,

Miutan vektorok trafojat értelmeztiik, értelmezhets a tenzor fogalom is. Hiszen
tenzor az, ami ugy transzformalodik, mint vektor komponensek szorzata:

TH = Ay AT
T = BEB/ Ty
T = Ak AL Br TP

p g m

Még mindig nem jutottunk el a Riemann-geometriaig, mivel nincs metrikus ten-
zorunk, nincs még tavolsag fogalmunk. Kell egy metrikus-tenzor!
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VI. Riemann-geometria, metrikus-tenzor

Legyen a sokaség P pontjaban T'p linearis érinté tér és T az ehhez tartoz6 kotangens
tér. A duélis térbeli béazis szimbolumok pedig a dx*-k lesznek. Igy a potencial
megvaltozasa:

d® = 0, Ddx*

Legyen most metrikank. Legyen V' vektortér és V* ennek duélis tere. Ezekben
legyenek bazisaink és egy egymasra képzd miiveletiink.

vke(k) eV
Ulf(l) eV

vk:gklvl g: V-V
ot = G, G: V-V

G:g_1

Viszont linearis miveletet csak mezdként, itt tenzor mezdként lehet értelmezni.
Tehat gii(x) leképezés minden pontban értelmezett. Fizikusok kézott elterjedt, hogy
a g leképezés inverzét is g-vel jelolik, azaz nem kiilonboztetik meg a terek kozotti
leképezéseket betiivel csak indexeikben. Legyen tehat:

GM(x) = g"(2) = By() B,(2)gop()

A metrikus tenzor bevezetése teljesen onkényes. Riemann azt kovetelte meg,
hogy ¢ legyen pozitiv definit matrix igy két pont kozotti tavolsdgot mindig pozitiv-
nak tudott definialni. Az altalanos relativitaselméletben ezt elvetjiik. Az pszeudo-
Riemann geometriat hasznal, hogy megtarthassuk a térszertd, iddszerd és fényszerd
‘tavolsagokat’. Kicsiben, azaz lokalisan vissza kell kapjuk a Minkowski-teret. Ha a
metrikus tenzorral definialt skalar szorzas szimmetrikus, akkor a metrikus tenzor is
az.

u,v eV
utev*

k k

ut(v) = upo® = gulv
Az relativitaselméletben megkoveteljiik, hogy a metrikus tenzor szignaturaja (1
pozitiv, 3 negativ sajatérték) megmaradjon béazistranszformécié soran. Ez kell az
idGszert, térszeri és fényszerd tavolsdgok bevezetéséhez. Ez a tulajdonsig csak a
koordinatazastol fiigg.
Kis elmozdulasokra a sokasagon azon pont érinté tere ahonnan az elmozdulést
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inditottuk kozel azonosnak tekinthets a metrikus térrel. Igy:
gklda:kdxl = ds?

fvelemnégyzet definidlhato. Ha gy pozitiv definit, akkor [ ds-nek mindig van
értelme. Az altrelben viszont két tetsz6leges pont tévolsagat nem lehet értelmezni.

Vegyiink R™-ben egy w paraméterrel paraméterezett gorbét, majd ezt ’felvetit-
jiik” a sokaséagra. Igy:

da® = i*dw
ds* = gu(z(w))i"(w)i! (w)dw?

ds = \/gkl(x(w))x'k(w)il(w)dw

S:/ds:/:zf(w)dw

Két tavoli pont tavolsdga csak Riemann-geometridban van értelmezve. Ennek
a hatés integralnak kell a minimumét keresni variacié szamitassal (65 = 0). A
legutolsd képletbdl szarmaztathaté Fuler — Lagrange — egyenletekkel meg lehet
mondani a minimalis tavolsagot. Az altalanos relativitaselméletben ahhoz, hogy két
tavoli pont tavolsdgat értelmezni tudjuk mas modszert kell alkalmazni.

Vegyiink a szamunkra 'most-sikokat’ a térben. Lényegében megvizsgaljuk, hogy
més hely 1évé megfigyel6knek hogy telik az idejiik, ha nekiink dt id6 telik el. Tegyiik
fel, hogy baratainkkal egyiitt egy helyben allunk a tér kiilonb6z6 pontjaiban. Ekkor
az egyén négyes vektora:

zk = (ct,x,y,z)

Ennek megvaltozasa szimplan az els6 koordinatdm megvaltozasabol all majd,
mivel egy helyben allok, tehat dz* = cdt. Az egy helyben allasnak van fizikai
jelentése, igy érdemes vizsgalni, hogy mi ennek a feltétele matematikailag. Ahhoz,
hogy egy helyben tudjunk allni dt ideig az sziikséges, hogy a tér-idébeli pontjaink
idGszertien legyenek elvalasztva, azaz az fvelemnégyzet pozitiv legyen.

ds* = gkldxkda:l = goodz dz’ 4+ 0 = ggoctdt?
Azaz kikotést kaptunk g értékére, miszerint annak pozitivnak kell lennie, min-

den vonatkoztatéasi rendszerben, hogy lehessen egyhelyben maradas. Ez indokolja,
hogy az altalanos relativitaselméletben megkoveteljiik, hogy a metrikus tenzor szig-
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natira tarto legyen.

1
dr = —ds
C
1
dr = -\ gOOCthQ
C

dr =/ goo(x)dt

Megkaptuk tehat, hogy a sajatidé helytdl fiiggGen méashogy telik az én rendsze-
remhez képest. A specrelben eddig ehhez arra volt sziikség, hogy Lorentz — boostal
atlépjiink egy masik rendszerbe. Itt ez a tér tulajdonsaga.

VII. Metrikus tenzor a fizikAban

Az elmélet kikoti, hogy nem értelmezhets tenzor, csak tenzor mezd. Ezek kozil
kitiintetlink egyet és az lesz a metrikus tenzor. Bizonyos tulajdonsagokat elGirunk,
hogy a végén valamilyen értelmes fizikat kapjunk az egészbdl. Fizikus modi, hogy a
metrikus tenzor inverzét ugyan azzal a bettivel jeloljiik, mint magat a tenzort.

Einstein elvetette a metrikus tenzor pozitiv definitségét igy nem értelmezhets
tavoli pontok tavolsaga.

Orientalhato sokasagokkal foglalkozunk. Erre pontos definiciot nem adunk. A
szemléletes magyarazat az, hogy ha kivalasztunk egy jovébe mutato vektort akkor
azt nem lehet addig transzformélni, mig valamilyen rendszerben miltba tarté nem
lesz. A metrikus tenzort ugy kell bevezetniink, hogy ne legyen értelme a térszert
trajektoridnak és egy vilag vonal minden pontjaba hizott érinté jovébe mutatonak
kell legyen.

A térid6 koordinatézasa onkényes, igy nem kell, hogy zy koordinata id&szert
legyen, s6t egyaltalan nincs sziikség tisztan idészerd koordinatara. Igy altalaban
nincs konkrét jelentése kizarolag egy koordinata megvaltozasanak.

Vizsgaljuk a kovetkez$ szituaciot. Az trben lebegiink két tirhajoval és meg-
probaljuk szinkronizélni az 6rainkat, hogy tudjuk mikor kell lecsapni az ellenségre.
Ehhez mi fény jelet kiildiink az tirhajéra, majd amint az megkapja vissza is kiildi
nekiink. Miutan megkapjuk az iizenetet elére allitjuk az érankat a kiildés és fogadés
kozott, szamunkra eltelt id6 felével, hiszen az tirhajo alland6 tavolségra volt téliink,
igy az tjonnan szerzett idénket tekinthetjiik az tirhajo mostjanak. Most pedig sza-
moljunk, szem el6tt tartva, hogy a fény terjedése sordn az ivelemnégyzet mindig
zérus.

ds? = guda®dr' = goodazdx® + goadz’dr® + gaodaz’dz® + gasdr®dz® = 0
dz® = konstans
ds® = goo(dz®)? + 2(goadz®)dz’ + (gasdx®dz®) =0

A maésodfoki egyenlet két megoldasa pontosan megadja a jel megkapasatol in-
ditott fény kup és a kiildé trhajo idé vonaldnak két metszés pontjat, azaz a kiildési
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és fogadasi id6pontokat. Ezek atlaga a Viete-formulakat alkalmazva:

dz? + dzx$ o
dzl,, = ary +drs _ _J0a 4 (2)
2 Joo

Viszont van egy aprocska probléma. Ez csak szomszédok koézott miikddik! Sajnos
nem lehet egy egész flottat szinkronizalni. Csak akkor lenne lehetséges, ha go, = 0
lenne. Adott rendszerben mindig tudunk olyan metrikus tenzort konstruélni, ami
ilyen, igy a szinkronizalhatosag definidlhato, de ez a koordinatazas tulajdonsaga.
Matematikailag a metrikus tenzor onkényes. Fizikailag viszont a szinkronizéaciébol
azt kapjuk, hogy valahol a multban (Nagy Bumm) vagy a jévében (Nagy Reccs)
szingularitast kapok. Az Finstein —egyenletekbdl majd ez kovetkezik, de egyenlGre
ez csak egy érdekes megjegyzés.

Most nézziik meg, hogy mit gondolunk a jelek kiildési és érkezési ideje kozotti
kiilénbségbdl milyen téavolsagra lehet a szomszéd tirhajo. A kezdeti most rendszerbsl
eltelt idé:

0 0
Ty — X
At =ty —t; = 21

c
Szamunkra azonban a sajat idénk telik az tirhajonkon, igy:

0 0
Ty — X

AT = v/ 4oo

Felhasznélva, hogy a két koordinata kiilonbsége éppen a korabban kiszamolt
dxf ,-k killonbsége:

Ay — 2V/(900d7%) (go527) — (googasdrda?)

c v/ goo

Mivel a fény oda-vissza ugyan akkora utat tesz meg a tér idében, igy cAT = 2Al,
igy:

AZQ _ (gﬂadwa)<go,8dlﬁ) — (googaﬁdxadxﬁ)
oo

Al? = yop(z)dz*dz”

Ahol az utobbi képlet szinkronizalt esetben igaz, mivel akkor go, = 0. Viszont
jol lathato, hogy ~ fiigg a rendszer id6tél, azaz a tavolsag a két ALLO trhajo kozott
idésben VALTOZIK (Id. késébb: a tér tagul).
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VIII. Parallel transzport (parhuzamos eltolas)

Tegyiik fel, hogy nem létezik metrikank, de mar definialtunk skaldrmezéket és sze-
léssel vektor mezdket is a sokasdgon. Legyenek a sokasagon P és () pontok infi-
nitezimalis tavolsagra. Ezek kiilonb6z6 érinté terekben vannak és mig ezeket nem
transzforméaljuk egybe, addig nem beszélhetiink a kiilonbségiikrsl, nem tudunk dif-
ferencialni. Egy-egy ilyen eltoldsnél az adott pontbeli vektor komponensei megval-
toznak, mivel maga a sokasag valtozik alatta, mint pl. polarkoordinata-rendszerben
hasonlé esetben.

Elvéarjuk, hogy egy eltolas esetén a koordinatédk csak infinitezimalisan valtozza-
nak meg infinitezimalis kozelségben 1évé pontok esetén.

o* =P + o0f
Kell egy transzformécio, amely Tp — T képez. Ez onkényes, mivel most elve-
tettiik a metrikat igy nincs geometriaja a rendszernek. Elvart tulajdonsagai:
e legyen linedris
e legyen aranyos a transzformalt vektorral

e legyen linearis dz-ben is

Igy:
SvP = —TF (z)v'de™

csak az elébbi kifejezés lehet a vektor valtozasat kifejezd altalanos esetben. Az
itt bevezetett tobb indexes mennyiség (nem tenzor ld. késébb) neve Christoffel-
szimb6lum. A kovetkez6t kaptuk tehat:

o = (6F = TF da™)o!

Ezt nevezziik konnexionak. A I' mennyiség Onkényes, de legyen folytonos és
differencialhat6. Lassuk be, hogy nem tenzor:

8$k'
ki Ak 1 !
v = Af(x)v = 5l !
x
oz
!
up = BL(x)uy = ——uyy

Ahogy méar korabban bevezettiik, egyik koordinatéazasrol a masikra ezen transz-
forméciokkal térhetiink at. Most vigyiik at v*-t és 7*-t masik koordinatézasra:

o™ = AF(x)0!

o7 = AF(z + da)7

17



Ahol az utobbit kifejtve:
7 = Af(z + dz)v' =

oAy
= (Af(z) + _aaj’jl dz™) - (v' = T vPda?) =
= AF(z)v' — Aff‘éqvpdxq + O A¥dz™' + O(dz?) =

= o" — AETT olda™ + 0, Afda™ ' =

= o" —dz™' - (AST) — 0, A7)

Tudjuk, hogy v' = Bll?vp’ és, hogy dz™ = BI'dxz®. Ezeket megfelels indexekkel
helyettesitve kapjuk, hogy:

o =" — (AJTD — O, A7) Blv" By, dx™

P gm

Ahonnan leolvashatjuk, hogy:
i () = (A (2)Th,, () — 9,45 (2)) B} (2) By, ()

Jol lathato, hogy ez nem tenzor, csak abban az esetben, ha 05A’1§ = 0 teljesiil,
azaz A és B trafok linearisak voltak.
Vegyiik T* = u*v! mennyiséget és lassuk be, hogy ez tenzor.

=kl 5
T =u'7 =

= (uf + 0uF) - (V' + 60

_ k k m l l s

= (u" =Ty u™da?) - (v — T ulde

= ufo! = TF u™v'da? — u o'l da® + O(da?
= ufyl — Fl;mupvldxm — ukvpfémdxm =

=T — (T), TV + T, T)dz™

)
)
)

Ahol F’;mTpl + I‘émT k — §T* . Belathato, hogy ez alapjan tobb indexes mennyi-
ségek is hasonloan transzformélodnak. A lényeg, hogy ki kell talalni egy Osszegz6
indexet minden transzformaldédo indexére a mennyiségnek, és hol az egyiket, hol a
masikat megtartani, hogy szemléletesebb legyen:

T =18 — (% 77 4 T T)da™

Ez alapjan akkor egy harom indexes tenzorra:

Tklm _ Tklm . (Fk Tplm + Fl Tkpm + F,mTklp)deS

ps ps ps

Es igy tovabb. Most azonban nézziik meg, hogy az also indexes vektorok, ho-
gyan transzformalodnak. wy, € Tp ¢s up € Tj5. Ekkor az el6z6ekhez hasonléan egy
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olyan transzformécié ami linearis a megfelel tagokban és infinitezimalis tavolsag-
ban infinitezimalis a vektor megvaltozésa egy harom indexes mennyiséggel irhato le
altalanosan. Ez duy, = —F} (z)wdz™.

Ha bevezetnénk egy skalaris szorzas jellegi miveletet, akkor oriilnénk, ha az
skalar lenne és maradna akkor is, ha eltoljuk. Vagyis, ha u;v* = «a, akkor legyen
u,0F = . Bz teljesiil:

W =
= (ug + ouy,) - (V" 4 60")
= (ug — F} wdx™) - (v" — Fl;qvpdxq)

= upv® — FL wpoPda™ — F';qukvpdxq + O(dx®

m

_ p 1l kgj,.m _ 1l k
= upv? — Fy wv dx I, wv de

= u® — (F},, +Th) - woda™

Mivel azt akarjuk, hogy ez utébbi egyezzek meg uyvF-val, a zardjeles mennyiség-
nek kell azonosan nulldnak lennie, azaz:

Most mér akdrmilyen index elrendezést tenzorok trafojat felirhatjuk:
Ta = Ta — (T}, Ta + —T}, Tiy)da™
K _ ik k p k m
Tl - ﬂ - (Fpmﬂ + _FlmTp )dI

Az infinitezimalis eltolast kell§ részletességgel vizsgaltuk, viszont mi van, akkor
ha nem szomszédos, hanem tavolabbi pontba transzforméalunk? Sok kis 1épésbsl
osszerakva elvileg mar lehetséges 2*(w) gérbén haladni. ( w paraméter ).

v (w + dw) = vF(w) = TF (z(w))v!(w)dz™

Az kell, hogy a traf6 a gbrbe mentén essen meg dw-vel, nem akéarhol a sokasédgon.
Ekkor dz™ = i™dw és v*(w + dw) = v*(w) + oF(w)dw, tehat:

o (w) = =T, (w)v' (w)a"™ (w)

Ez v*(w)-re egy differenciél egyenlet rendszer, ami valtozo egyiitthatos és linearis.
Legyen —T'} (w)i™(w) = Mf(w), ekkor az egyenlet a kovetkezSképpen modosul:

v=M -v

Megfelels kezdé feltételekkel létezik egyértelmi megoldas.
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IX. Kovarians derivalt

Gorbiilt sokasdgnak neveziink egy sokasagot, ha egy benne zart tton vett vektor
iranya a kezdd és végpontokban nem ugyan az. (Ennél sokkal pontosabb definiciot
nem adunk, elvégre ez nem analizis 6ra, meg senki nem is igényli.)

Definialjunk egy olyan gorbét, melynek érinté vektorat eltolva az 6nmagaba megy
at, altalanosan ez lenne az egyenes definici6ja. Az el6bb belattuk, hogy a gorbe
mentén vett vektor i (w) = M (w)v!(w) modon transzformalodik, most csak ugyan
ezt kell alkalmaznunk i*(w)-ra, ami x*(w) gorbe érinté vektora. Erre felirva az
elsbbi egyenletet, és MF(w)-t kifejtve kapjuk:

it (w) = —Tp, (w)a! (w)i"™ (w)
Ezt atrendezve kapjuk, hogy:
() + T, (1) ()™ (w) = 0

Amit i*(w) kovarians differencialjanak neveziink és a kovetkezd jelolést alkal-
mazzuk ra:

Di*

dw

Altalanosan tehat azt mondhatjuk, hogy egy v*(w) vektor kovarians derivaltja a
kovetkezd képpen néz ki:

=0

Dvk do® e dx™
= + mv

dw dw dw

Dv* = dv* + T o'da™

Legyen most a sokasagunk minden pontjaban egy vektor mezénk. Kossiik ki,
hogy:
oH(Q) =T (P) = Dot
Vagyis a sokasidg () pontjaban vett vektorunk és a sokasidg P pontjabol a @)

pontba eltolt vektorok kiilonbsége legyen a kovarians differencia. Tovabbvive ezt a
gondolatot:

V(@) — v (P)(Q) =

= H(Q) — (H(P) + 3vh) =

= (@) — v (P)) — a0 =
= vF(z + dz) — vF(2) — 6vF =
= dvF — §oF

20



Tehéat:

Dv* = dvF — 6vF =
vk

Dof = a—d:z:m — (=T% vlda™)
xm

Ahonnan a tényleges, koordinata szerinti kovarians differencial a kovarians deri-
valt a kovetkezének adodik:

drm ox™ + v
ok
V" e +TF o

Ahol allitasunk szerint V,, mar tenzor. Ennek bizonyitasahoz be kell latni, hogy
megfelelgen transzformalodik-e. (A jegyzethez képest itt van egy nagyobb kihagyas,
mert az par oldal a 10. o6ra elején ismétlésnek tiint nekem.)

Fels6 indexes vektorra mér felirtuk a kovarians derivalt formulajat. Tudjuk, hogy
als6 indexesre duy, = T, wdz™ igy:

Tobbindexes mennyiségek kovarians derivaltjat is vehetjiik:

aTkl
o
§T* = —Th Tda™ — T, T*dz™

DT* = dT* — 6T = (9,, 7" + Ty, T + T, T*)da™
Ahol a korabbihoz hasonlé indexelési szabaly hasznaljuk:

Vv, TF =0, T +TF TP 4 1. Tkp

pm pm

Ahol a T’ mennyiségek el6jelei az indexek fiiggsleges helyétsl fiiggenek. Igy pél-
daul a kovetkezo esetekben az elGjelek e szerint moédosulnak:

k k k k

va‘l = am]; + Fme’lp - 1—‘gjmirp

Voot = OmTha — 17, T — 17, Thy
A kovarians derivaltra érvényes a Leibniz-szabély azonban a Young-tétel alta-
laban nem. skaldrmezdére a kovarians derivalt megegyezik az x™ szerinti parcialis

derivalttal, hiszen annak nincsenek indexei, amiket a I' mennyiségek befolyasolna-
nak.
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Teérjlink vissza kicsit a Riemann-geometridhoz, azaz hozzuk vissza a metrikus
tenzort. Vegyiik két vektor skalaris szorzatat gmu®v' = ufv, = a. Véve ennck a

kovarians derivaltjat:
Vit = (Vingi)u" o' + g (Vi u")o! + g (V,00)

Megjelenik a metrikus tenzor kovarians derivaltja. Mit is jelent ez? Vesziink két
vektort adott pontjaban a sokasagnak. Van metrikank, igy értelmezve van a skalaris
szorzas. Ertelmeztiik a parhuzamos eltolast igy adott vektorokat eltolhatunk a soka-
sag egy mésik pontjaba. Azonban szeretnénk fizikai szempontbol azt megkévetelni,
hogy azonos vektorok skalaris szorzata megmaradjon. Azaz:

a = gu(P)(Q)u = gu(Q)u't' = a

Vagyis jol lathatéo modon azt kapjuk, hogy a metrikus tenzor eltoltjanak kell
megegyeznie az eltolt pontban vett eredetivel. Vegyis g = g.

g=4g
g+0g=g(x+dx)=g+dg
Dg=dg—0dg=0
Vmgkl:O

Azaz a kovetkezdt kaptuk:

Vo 9kt = OmGii — L Gpt — Lhnip = 0

Azt kell figyelemben tartani, hogy a metrikai és a konnexi6 is 6nkényes volt, de
mivel fizikai megfontolasok alapjan megkdveteltiik a skalaris szorzéas allandosagat
igy ezek az Onkényes mennyiségek egymastol nem lesznek fliggetlenek.

Ha a metrikus tenzor szimmetrikus, akkor csak n(ntl) fliggetlen komponense

2
van. Parcialis derivaltjanak pedig (0,,) w, mig I'-nak n® szabad paramétere van,
tehat a legutobbi egyenlet alul hatarozott, sziikség van még valamilyen Osszefiiggésre.
Ezért Einstein feltette, hogy a I' mennyiségek torzié mentesek, azaz als6 indexeikben
szimmetrikusak.

A metrikus tenzor index atrendezd tulajdonsigat felhasznélva atirhatjuk az ed-

digi kovaridns derivaltra vonatkozo egyenletet:
Ligm + Lkim = Omgni

Ebbdl:

Liim = Tkmi = =+ (O19km + OmGrt — OkGim)

N~ DN =

Liem = LUimk = = (OkGim + OmGr — O1Gkm)
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Amibél tehat kaphatjuk, hogy a konnexios egyititthatok:

1
Ffm = gkprplm = égkp(algpm + amgpl - alem)
Ezt a konnexiés strukturat nevezziik Lévi-Civita-féle konnexionak. Az altalanos

relativitaselméletben a metrikus tenzor nem pozitiv definit, kotott szignatturaja.

X. Gombi konnexiés egylitthatok

Az ivelemnégyzet a gdmbfelszinen di? = dr? + r2d¥? + r?sin?(9)dp?, ami métrixos
alakra atirva meghatarozza a metrikus tenzort.

1 0 0
g=1 0 r? 0
0 0 r2sin(v)

Ha csak a gombfeliiletet vessziik, amin a sugéar allando, akkor:

7= < (1J smg(ﬁ) )

Csak két valtozonk van o' = ¥ és 22 = ¢, valamint leolvasva kapjuk, hogy ¢! = 1
2
és g** = sin?(¥). Tudjuk, hogy T} 2D-s esetben % fiiggetlen paraméterrel
rendelkezik, ami jelen esetben 6 db. Ezeket vegyiik sorra:

1
I = 5 : (81911 + 31911 - a1911) =0
1
e = 5 (01912 + 02911 — O1g12) =0
1 )
[99 = 5 (02912 + 02921 — O1922) = — sin(¥}) cos(¥F)
1 )
Lo1p = 3 (01922 + 02912 — Dag12) = sin(1¥) cos(19)
1
I 5 : (81921 + (91912 - 32911) =0
1
[0 = 5" (02922 + O2g2z — Oagaz) =0

Felhtuizva a megfelel§ indexeket:

I3, = guli22 = —sin(9) cos(9)
sin(1) cos() = ctg(¥)

F%z = Fgl = 922F212 =

1
sin? (1))
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Az utébbi esetben méar csak azokat soroltuk fel, amelyek nem 0 értéket vesznek
fel. Most pedig. Vegylink egy w-vel paraméterezett gorbét a sokasagon és annak
mentén vegyiik egy vektor kovaridns derivaltjat. A szemléletesség kedvéért marad-
junk a gombfeliiletnél és gondoljunk arra, hogy egy szélességi koron haladva egy v
vektort eltolunk. Ekkor a kovarians derivaltnak el kell tiinnie. Vagyis a kdvetkezé
egyenletet kell megoldanunk Dv* = 0 alapjan:

dv® k l.m
Tu + T} (x(w))v'e™(w) =0

Megfelels kezd6 feltételekkel és paraméterekkel, amik most legyenek:
e vl(p=0)=06ésv*(p=0)=1

e zl(p) = Yy, 2%(p) = ¢, valamint z'(p) = 0 és i*(¢) = 1, ahol w = ¢
paraméterezést alkalmaztuk

k=1
dv’ dv’
% + T ylgm = % +TL0%2 =0
d 1
di = sin(0) cos(v)v?
P
k=2
dv? dv?
% + T2 vla™ = % + Tho'i? 4+ Thoi! =
dv?
— = —ctg(¥)v'
de

Ez igy szerencsére egy allando egyiitthatos differencial egyenlet rendszer. A két
lépGsbdl az egyenleteket megtartva a kovetkezd 1épésekkel lehet eljutni a végered-
ményig:

dv! , 9 d
@ sin(d) cos(P)v®  — a0
d 2
% = —ctg(V)v'
d*v! dv?
d_SOQ = Sln(ﬁ) COS(ﬁ)%
d*v?

i = sin(0) cos() - (ctg(¥)v')

Ez utoébbira, mivel ¥ = 9y allando érték, a differencial egyenletek altaldnos

24



megoldésa ¢ = cos(dy):

v' () = Acos(qp) + Bsin(qp)

1

v (p) = oy (B cos(qp) — Asin(qyp))

Most illessziink a megadott kezdé feltételekhez, amikbdl kovetkezik, hogy A = 0
és B = sin(vy), igy a partikularis megoldas a kovetkezd lett:

v () = sin(y) sin(cos (g ) )
v*(p) = cos(cos(Vo)yp)

Ahonnan az latszik, hogy a vektor komponensei p-ben véltoznak és egy teljes
27 tartomany megtétele utan nem énmagéaba téritik vissza azt. Lényegében meg-
magyaraztuk a Foucault-inga mtikodését. Nem kell semmilyen tehetetlenségi erérél
beszélni, kizarolag a harom dimenziés gomb gorbiiltségét elég kihasznalni, és a struk-
turaja egyértelmiien meghatarozza a transzformaciokat.

XI. Altalanos relativisztikus mechanika

Speciélis relativitaselméletbsl tudjuk, hogy a szabad részecske hatas integralja a

kovetkezd:
S = —mc? / dr

Azt is tudjuk, hogy dr = 14/ g da*dat, valamint, hogy az integralhoz egy anholo-
nom kényszer van megadva, méghozzé uzu® = guu*u! = ¢ alakban. Megjegyezziik,
hogy azt mar korabban belattuk, hogy a Lagrange-fiiggvény nem fiigghet expliciten
a sajatid6tol, hiszen az az ut hosszatol valo fiiggést jelentené.

Mivel v = %, probéaljuk meg Atparaméterezni a feladatot, hogy z*(w) legyen
w paraméter fiiggvénye. Ekkor az egyenletek modosulnak:

I .
dr? = —2gklxkxldw2
c

. drfdw ci®

S
ci® 1 . :

S = /L(azk,uk = W)E”gkﬂkﬂdw = /A(x(w),x(w))dw
g

Ahol a modositott Lagrange-fliggvényre mar alkalmazhatoak, az Euler-Lagrange-
egyenletek. De van egy masik, merd szerencséb6l miikodé modszer. Megszok-
hattuk, hogy a kényszereket multiplikatorok segitségével irjuk hozza a Lagrange-
fiiggvényhez. Ezt itt altalanos esetben nem lehet megcsinalni, mivel itt nem holo-
nom kényszerrél van sz, viszont itt megtehetjiik, mert az el6z6, helyes modszerrel

u
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ekvivalens eredményt ad.

S = /(L(z, u) — M2<T) (grufu! — c))dr

Ennek varialédsa sokkal egyszertibb, irjuk is fel az Fuler-Lagrange-egyenleteket és
szamoljuk ket ki.

. doL oL

V= G oir ook - @
oL d oL k1l o
8M_E6M_O_>gkluu_c =0

Felirhatjuk még a Beltrami-tétel is, ami szerint B’ = pju* — L/ = 0, mivel nincs
explicit id§ fiiggés. MOST fogunk eltérni a specialis relativitdselmélettsl. Mikor a
iF-k szerint varidlunk, akkor nincs valtozés, azonban amikor pusztan z*-k szerint
akkor észben kell tartanunk, hogy a metrikus tenzor is ’hely’ fiiggs, azaz azt is
varialni kell.

oL" 0L

= = — — Mguu' = p, — Mu
Dy, ouF  Ouk 9kl Pk k

, M
Qh = Q= 5 (Ongy 00

Tehéat a kanonikus erd tagban megjelent egy 1j részlet, ami a metrikus tenzor
varialasabol adodik. Az Euler-Lagrange-egyenletek részletesen:

dp, _
dr @
dpk dM duk o M P q
dr Mgy =@ (G
. dpk B dM duk M P q
Fy, = I Qr = ?Uk + M% 7(8kgpq)u u

Ahol F}, a Minkowski-ers. Az utolsod egyenletet tovabb rendezve:

dM d M
F, = ?Uk + ME(gklUl) - T(akgpq)upuq
dM du® dz? M
F. = Mg — MO, g — — — (0 Pud
k dT U + Gkl dT ngl dT 2 ( kgp‘I)u u
dM du! 1
Fy — g k= M - (gklE + u'dpgriu” — 5(3kgplupul))
dM du! 1
Fy, — Euk =M - (gsz + (8pgkl - Eakgpl)upul)

Ahol 0,gi; tagnak p-1 szimmetrikus része szamit csak, mivel a tobbi tag p-1
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szimmetridt mutat, igy ennek p-l szimmetrikus része:

1
Op g = §(ap9kl + alep)

Ezt visszahelyettesitve az el6zGekbe:

dM du’

1
Fy — Euk =M - (gkld_ + - (algkp + Opgr1 — akgpl>upul>

Es most racsodalkozhatunk, hogy a helyettesités helyén pontosan a kordbban
bevezetett I'y,; jelent meg, azaz:

dM du! s
Fy — Uk = M- (gkld_ + Tp?’) = (g™
dM du®
F— 2w = M (5 4 Tl
T dr
dM du’® Du?
FS— —u® = M(— + TjuPu) = M
ar " ( dr ) dr
D
F? = —(Mu’
dT( w)
Felirva a Novobatzky-tételt mely szerint Ffu, = ddM c” tovabbra is érvényes ma-
rad, mivel:
dM Du?
FS s M S
“ dT i dr “
Du?
s =0
dr “

A mozgasegyenleteket felirva visszahelyettesitve ‘fi—ﬂf-t, mint C%F K

Du? s s 1 k
dr Fr = ?F U
Du? TR
— (55 _ Fk
dr (6 2 )

XII. Pontmechanika

Ha van egy L(2*, u*) Lagrange-fiiggvényiink, akkor ebb6l py, Qr mennyiségek egyér-
telmten szdrmaztathatok. Az el6z6 fejezetben beldttuk, hogy 2 (MuF) = F*, ahol
M = c% = ’%I;L. A mozgas egyenlet pedig:
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XII.1. Szabad részecske

Szabad részecskére L = mc? = konst. Tudjuk tovabba ekkor, hogy pi, Qr, i mind
zérus értékdek. Valamint M = C% = m = konst teljesiil. Ekkor a mozgas egyenlet a
kovetkezd egyszert alakot veszi fel:

D
d—(muk) =0
-
Dm
)
dr
d k
STl =0
T
d?x% . dxtdz™

B
dr? mdr dr

Ez itt a geodetikus egyenlete. Megjegyezziik, hogy nem lehet olyan, hogy id6-
szert gorbébdl, térszertd gorbe lesz a geodetikus mentén.

XII.2. Skaldrmezébeli mozgas

Ekkor a Lagrange-fiiggvényiink L = —mc? — g®, ahol g egy csatolasi allando. Itt
pr = 0, de Qr = —g0x®, valamint ekkor F} = %’“ — Qr = goP. Valamint M =

B =m+ 4. Igy a mozgés egyenlet:

du® uFult
M (z) - (? +Ifuful) = (g" — 7)93@

XII.3. Négyesvektormezsbeli mozgas

Legyen a Lagrange-fiiggvény a korabbrol ismert L = —mc? — §Akuk. Ekkor:
oL e
P = Duy, T e k
oL e
Qk @ = ——8k(Alul) = ——UlakAz

d
Pk _ o Au
dr c

d e e

Fr = % —Qr= —(3kAz - alAk>ul = _Fklul
T c c

Felttinhet azonban, hogy sehol sem hasznéltunk kovaridns derivaltat. Ez azért
van, mert Fj; mennyiség pont, olyan, hogy nem volna ra sziikség.

Fuy =ViA — VA =
= (O — T Ay) — (0 A, — T3 A,) =
== 8kAl - 81Ak
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A Beltrami-tételt is alkalmazzuk:
k € k 2 € k 2
B =pu® — L =—-Au” — (—mc® — —Apu™) = me
1 c

M:—sz:konst.
c

Azaz elektroméagneses mezGben a tomeg konstans. Vegiil a mozgasegyenleteket
felirva:

D k
m—u = EF’“lu
dr c
d k
m(% +TF ulu™) = ZFklul

XII.4. Skalar- és vektormezébeli mozgas

Az el6z6eket 6sszeadva L = —mc? — iAkuk — g®. Ebbdl a kanonikus impulzus és
erd:

dpk_ e .
dr c(alAk)u

Qr = —90p® — S(akAz)Ul

A Minkowski-eréd:

d
Fo= " _Qu= g0+ °

O A, — O AU
dr (kl lk)u

c
M pedig a Beltrami-fiiggvénybdl m + £® alapjan szamitando. Ekkor a mozgas-
egyenlet:

k,l

[
WY g0® + SR um) =
2 ) - (90 + =~ Fimu )
ukul e
= (g" - 7)93@ + EFkluz

d
Lk + I ulu™) = (g

M(dT Ilm

XII.5. Altalanos skalarmezé

Legyen L = —c*M(®) a Lagrange-fiiggvény. Ekkor py = 0, mig Q; = —c*%20,9.
Ekkor a Minkowski-ers ennek (—1)-szerese. A ’'témeg’ pedig M = & = M(®). A
mozgasegyenlet pedig:

Dt LOM(®) . M(®)
T =c (@) = c“Okln( e )
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Felmeriilhet a kérdés, hogy mi van akkor, ha az z* mennyiségek nem a sajatidével
vannak paraméterezve, hanem egy tetszéleges w paraméterrel. Korabban lattuk,
hogy ekkor tetszéleges Lagrange-fiiggvény és igy a hatéas integral az alabbi mdédon

modosul:
-k
S = / —dw = /L(a:k,uk = L)1\/gklx kgl dw
vV YpgTPT? C

Erre mér felirhatjuk az Euler-Lagrange-egyenleteket, ami hosszt derivalasok so-
ra. ( Ezt méar nem csinaljuk/tuk meg. )

uPuy,
2

k

Ahol a (& — ’;—23) mennyiség a sebességre merdlegesen vetits operétor.

A kovetkezSkben tekintsiik azt a specialis esetet, amikor a w paraméter valame-
lyik rendszer rendszerideje, ahogy mi felvettiik a 2* komponenseit ugy t = &

Tudjuk, hogy:

Tehét az utobbi egyenlet azt mondja, hogy a C* mennyiség parhuzamos i*-val
igy annak szdmszorosaként irhato fel.

ck =it
C°% =i’ Cc* =vz®
ce z“
0 T i
Ca -0 — COI'a

C és CV kifejezhets F*, M, ¥, ... segitségével. Igy az utobbi egyenlet felirhato:

d(Mi®) d(Mi°)
( dw dw
d

(d—(Mj: ) + Lo M %3 + 2MTg,a"4" + MT§, i3 — F*) - i° =
w

+TF ala™M — F) - 1% = ( +TF @la™M — FO) . x®

d
= (d—(M.:i:O) + TgoM i + 2MT,i%" + MT, & " — F°) - i
w

Vegyiik tehét azt a speciélis esetet, ha w = t, ekkor 2° = ¢t 2* = (r),, valamint
=0 2= (v)a %= (a)a- Ezeket helyettesitve’ és némi kihagyott derivalast
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elvégezve a kovetkezdt kapjuk:

dM di™

¢ (i + M—m + M- (Tgoc® + 2050c” + 2T gged” 4+ 1,7 3") — F*) =
dM

- (%c + 0+ M- (Tfyc? + 2 gci® + 19, i%2") — FP)

A kovetkezdkben ezt gombolyitjuk tovabb:

M = (F* — = F%)+
&

el

+M - (Tei® + 200, + 19, 4% — — 2Tg,ei® — 19,478 — TG,)
C

Ez az egyenlet leirja, hogy ténylegesen hogyan mozog egy altalunk megfigyelt ré-
szecske a gorbiilt tér-idében. A furcsa komponensek adjak ki az érzékelt gravitaciot,
tehat az kitranszformalhato, mivel a tér-idé tulajdonsaga.

Vegyiik most minden 7 pillanatban a gérbére merdleges harom dimenzioés teret.
Az id6-tengely mindig legyen érinté iranyt.

Vegyiik a bazis vektorok linearkombinaciojat adott érintétérben:

n = n'eq)(r) + ne)(r) + n'eg) (1)

Ahol n legyen egység vektor. Inditva 7 idSponttol egy térszert geodetikust, ahol
=k
DiZ _ () ¢s w = r, azaz a gorbe hosszaval paramétereziink.

dw
ITT HIANYZIK EGY ROVIDEBB RESZ!!! (kb. 2,5 Ad-es oldal)

XIII. Gorbiilt-e a sokasag?

Hogyan lehet megkiilonboztetni egy nem hagyomanyosan paraméterezett sikot egy
gorbiilt sokasagtol?

Tudjuk, hogy hogyan irhat6 fel az ivelemnégyzet polarkoordinatakkal és gombi
koordinatakkal is. A polarkoordindta-rendszer azonban sik, mig a gdémbi gorbiilt.
Legyenek altalanos esetben £* derékszogi koordinataink. Déscartes-rendszerben az
ivelemnégyzet:

di* =) " detdgt = oydgdg!
k

Azaz ebben az esetben a metrikus tenzor mindig az adott dimenzi6s egység méat-
rix. Bevezetve ¥ koordinatékat, amelyek kélcsondsen egyértelmiien megfeleltethe-
t6ek €F koordinataknak az elébbi egyenletet transzformalhatjuk:

o k
de* = a—ipdx”



Ahol 5,{[(%,]23—51 mennyiség a gp,(x) koordinatazasra jellemz6 metrikus tenzor.

Speciélis relativitaselméletben pontosan ugyan ezt kell felirni derékszogt, majd
atkoordinatazott térre azzal az egy kivétellel, hogy a dy; helyére a specrelben meg-
ismert alland6 eta (kordbban g, de most nyilvanvalé okok miatt méassal jeloljiik )

metrikus tenzor keriil.

10 0 0
o -1 0 o
=10 0 —1 0

00 0 -1

Akkor amikor azt kérdezziik tehat, hogy gorbiilt-e a sokasag matematikailag agy
fejezsdik ki, hogy keressiik azt a £(x) koordinatézast, amire el6all a mi rendsze-
rilnkben a metrikus tenzor a kivant formaban:

e
9kl = Tkl 9k D

Ezt a folyamatot lokélis trivializacionak nevezziik, hiszen azt keressiik, hogy a
tér lokalisan lehet-e Minkowski. Ezzel ekvivalens allitas, ha azt mondjuk, hogy a tér
nem gorbiilt, ha tetszéleges vektort zart gorbén korbetolva az dnmagaba megy ét.
Késébb kimondunk egy harmadik, bonyolultabb, de szemléletes kritériumot is.

A vektor eltolasat és annak megvaltozasat a parallel transzporttal értelmeztiik,
a szerint:

svF = —TF vlda™

Az Osszes vatlzéas ezen valtozasok Osszege a zart gérbe mentén azaz:

Avg = %Fﬁm(x)vl(x)dxm

Amihez felasznaljuk a teszéleges véges dimenzidban értelmezett Stokes-tétel, ami
a kovetkez6t mondja:

%amdxm = /(apam — Omay)df™

Ahol a parcialis derivaltak kiilonbsége lehetne valamilyen Rot miivelet, mig df™?
egy antiszimmetrikus feliilet elem tenzor amit a bézis vektorok antiszimmetrikus
kiilénbsége hataroz meg.

Ekkor:

Avk = %Akmdl'm = /(8pAkm — GmAkp)dfmp
Ahol Ay, =T v, Ezt visszahelyettesitve:
Avg = %Akmd:cm = %Fimvldxm = /(@,I‘gmvl — OmLvg)df™
Tudjuk, hogy a konnexios egyilitthatok elGallnak a metrikus tenzor elsGrendi
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parcialis derivaltjainak linearis kombinaciojakeént. Igy lathatjuk, hogy itt a metrikus
tenzor masodrendii parcialis derivéaltjai szerepelnek. Azt is tartsuk észben, hogy
mivel parallel transzporttal toltuk el a vektort igy egy w paraméterezés mellett
mindvégig zérus volt a paraméter szerinti kovarians derivaltja a vektornak. Ezt
felhasznélva:

Dvl
“t_y
dw
ov; dx? dxP
STy, =
O0xP dw " dw 0

(Opur — ngvm)ip =0

— Opuy = Lo, g

Ezt is helyettesitve az el6z6 integralba:

Do = [ df (T (T = T () + 0Ty, — uduTh)

Avk ~ Afmpvs ;

pkm
Ahol R}, -t nevezziik a Riemann-féle gorbiileti-tenzornak. Akinek két anyja
van, nyugodt szivvel belathatja, hogy valéban tenzorként transzformalodik.
S s s l s l s
pkm akam - aml—‘kp + ka lp ka Ilm
A korabban beharangozott harmadik gorbiiltségi feltételt a geodetikus elhajlés
alapjan definialjuk. Ha vesziink két geodetikust és ezek kozott kifeszitiink egy w
vektort, majd a geodétédk s paramétere szerint végigesusztatjuk azok kozott ezt. A
k vektor s szerinti mésodik derivaltja a geodetikusok kozeledését méri 1ényegében.
Sikban természetesen két egyenes kozott kifeszitett gumi madzag két végét egyen-
letesen tolva a gumi madzag nem vesziti el feszességét, ugyan olyan hosszt marad
végig és az egyenesek nem kozelednek egyméshoz. Ez a kép elég szemléletes.

A’k

dzt dx™
_ k p, I, m __ k P
T Ry prPuu™ = R

l{‘/ —_—
e 1s  ds

A gorbiileti-tenzort atirva az alabbi tulajdonsagok alapjan (nem részletezziik /tiik):

Rklmp = gk:stmp
gklglm = 57];
(99" 9im = — 11 (DpGim) = 0
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Ezeket helyettesitve, jo sokat szamolva kapjuk, hogy:

1
Rikim = é(akalgim + 010m ki — OkOmGir — az‘algkm) + gnp( erfm - ZmFZ)

Fontos szimmetria tulajdonsagai:

® Riim = — Rkitm

® Ripim = — Rikm

® Rikim = Rimik

® Rijpim) = Rikim + Ritmp + Rimm

® Ripm = VB + VIR + ViR, =0

Az utoébbit nevezziik Bianchi-azonossagnak. A kovetkezs tablazatban felirjuk,
hogy a fentebbi szimmetridk alapjan adott dimenziéban mennyi fiiggetlen kompo-
nense van a Riemann-tenzornak.

nZ(n%2-1)

n - dim. 5 - komp.
1 0
2 1
3 6
4 20

Ezt természetesen lehetne folytatni, de nekiink most csak ezek érdekesek. 1
dimenzidban a gorbiileti-tenzornak nincsenek filiggetlen elemei ez lényegében azt
jelenti, hogy egy gorbe 6nmagaban nem gorbiilt, csak a beagazo térben tiinik nekiink
annak ( eltérd definicio ).

Bevezethetjiik a gorbiileti-tenzorbol a Ricci-tenzort, amihez az kell, hogy a gorbiileti-
tenzor spurjat vegyiik bizonyos indexek szerint:

R = Ry,
Ahol a Ricci-tenzor fiiggetlen komponensei a szimmetridk miatt @ vannak,
ahol n a dimenziok szama. Ez azt is jelenti, hogy harom dimenziéban a Ricci-
tenzorral kifejezhetd a Riemann-féle gorbiileti-tenzor. Ez fizikailag azt jelenti, hogy
ha a tér harom dimenziés lenne, akkor a gravitacié csak lokalis lenne, minden ob-
jektum maga koriil begorbiteni a teret, de az nem valtoztatnd meg mashol a tér

gorbiiltségét, igy a gravitacido nem lenne tavolba hatd, hullam jelenségekrsl pedig
nem is almodhatnank.

XIV. Feliilet gorbiilete

Mit is jelent egy gorbiilt feliilet, de legf6képpen, hogyan is jellemezziik? Egy para-
méteres gorbére, azaz valamilyen gorbiilt vonalra tanultunk definiciot. Egy feliileten
kicsit méasképp kell eljarni.
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Vegyiink egy két dimenzios feliiletet. Kivalasztjuk ennek egy pontjat és azon
atmend gorbéket vizsgalunk, amelyek a feliiletben haladnak. Keresek itt egy olyan
gorbét ami altal meghatarozott metszé sik merdéleges lesz a feliiletre az adott pont-
ban [RAJZ|. Ezutan ezt a metszd sikot elkezdem korbeforditani és vizsgalom, hogy
hogyan valtozik adott pontban a gorbiilet. Ez a fliggvény 27 szerint periodikus lesz,
és allitasunk szerint lesz egy maximuma és minimuma is. Ezek meghataroznak és
minimalis és maximaélis gorbiileti sugarat.

Gauss mutatta meg, hogy a fontos mennyiségek a gorbiiletek Gsszege és azok
szorzata lesz. Persze Gauss nem azért volt nagy matematikus, mert kitalalta, hogy
hogyan gorbiil egy szényeg, hanem mert ugyan ezt megcsinalta beagyazo tér nélkiil
is. Az altalanos relativitaselméletben pontosan valami ilyesmire van sziikségiink!

Mi a metrikus tenzorbdl szarmaztattuk a gorbiileti tenzort. Kiszamoltuk azt is,
hogy héany fiiggetlen komponense van dimenziotol fliggGen. A kdvetkezG mennyisé-
geket vezettiik be:

1
Rikim = §<8kalgim + 010mGri — OkOmit — 0i01Gkm) + Gnp(LiyTh — T3 TH)
Rk’l = Rzpl

Ahol az el6bbi a gorbiileti-tenzor, az utobbi pedig a Ricci-tenzor. Bevezetjiik
tovabba a Ricci-skalart is:
R =R} =g"Ry

Természetesen a hagyoméany kedvéért mindent ugyan azzal a betiivel jel6liink,
hogy atlathaté legyen. Azonban az a valodi kérdés, hogy milyen egyenletek irjak
le a metrikus tenzort, mit csindlnak a mez6k metrika esetén? FErre valaszt csakis a
variaci6 szamitas adhat.

Eddig minden integral formula arrol szolt, hogy vettiink egy kozelité 0sszeget és
a felosztast finomitottuk. Az altalanos relativitaselméletben lesz egy kis gond. Nem
tudunk vektorokat Osszeadni, csak olyanokat amik azonos érinté terekben vannak.
Differencidlasnal bevezettiik a konnexiot és eltoltuk a vektorokat, de ez most nem jo,
mert mindenhova nem lehet eltolni, csak infinitezimalis tartomanyra. Nem léteznek
tehét vektor értéki integralok. Még tovabb megytlink! Kiterjedt objektumoknak
nem értelmezhets energiadja, azaz NINCS energia megmaradas.

Integralashoz kiillonb6z6 mértékek kellenek. Vezessiik be a négyes térfogati integ-
ralhoz tartozé mértéket. Ahol £* a korabbi Déscartes-koordinatak, az ivelemnégyze-
tét megadtuk kordbban, valamint feltételezziik, hogy ezek kolesonosen egyértelmiien
megfeleltethetdek z* koordinatazasnak. A tér lokalisan Minkowski.

ock
k [ ———
A= oxP
dQ) = |Al|da"da! dz’ da?

Ipg = MARAL = AL Ty Al

Ahol A determindnsa a Jacobi-determindns. Az utols6 egyenletbél kapjuk,
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hogy:

g=A%A
det(g) = det(AT)det(n)det(A) = det(A)*det(n) = —det(A)?
g = —det(A)?

Vagyis azt kaptuk, hogy ¢ ( det(g)-re bevezetett jelolés ) a Jacobi-determinanssal
a kovetkezs kapcsolatban all:
J=v=g

A relativitaselméletben tehét az integralasi mérték:

d*x

Ekkor a hatas integral, benne a Lagrange-féle stirtiség fliggvénnyel a kovetkezo:
ds) d*
S = /—L = [ S /=gL(®,09)
c c

A speciélis relativitaselmélethez képest csak a kovaridns derivaltak valtoztak, igy
majdnem minden ugyan az marad, azokat leszamitva.

1
Ly = 56@8’“@ — V(®)

1
Ly = §Vk®vk® —V(®)  (Vi® = 0,D)

Mivel a metrikus tenzor determinansa fiigg a z-t6l, mivel maga a metrikus tenzor
is fiigg téle, igy a Lagrange-fliggvény nem lesz a globdlis valtozotol fliggetlen, igy
a folyamatok soran nem marad meg az energia, s6t még ennél is cifrdbb dolgok
torténnek... Altalanos esetben:

S = l/d‘lx\/—gL((Pﬁ(I)) = 1/A(cp,acp,x)d‘*x
C Cc
OA OL ,
0D _ga_q> = v=g(=V'(®))
ON

N i
5(0%) V—99"0,®

Ebbdl kapjuk az altalanos mozgas egyenletet:

1

\/_—gak(\/—_ggklal@)

V(@) =
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Ami valamiféle 0P = —V'(P) egyenletnek felel meg, csak itt az operator nagyon
nem linearis.

XV. Az Einstein-egyenlet

Einstein és Hilbert egyszerre dolgoztak az altalanos relativitdselmélet kidolgozasan,
mig szinte teljesen egyszerre nem végeztek vele. Alap feltevésiik az volt, hogy a
hatas integrél tartalmaz egy materialis tagot, valamint a Ricci-skalért:

d*z
5= T\/__Q(Lmaterial(q)au vq)a) - B<R(g’ ag’ 829) + 2/\))

Most sziikséges mellék szamitasok kovetkeznek. Tudjuk, hogy a metrikus tenzor
onmagénak inverze, valamint, hogy a determinanst szamolhatjuk dgy, hogy kiva-
lasztunk egy sort vagy oszlopot és valtott elGjellel szorozzuk a megfelels aldetermi-
nansokat. Ezt varidlva:

det(g) =g=gu-()+g12-()+ ...

59 = bgu1 - () + ..
() =099~ g
69 = 99" dgu

Most varialjuk a metrikus tenzorok szorzatat:

5(gkg"™) = Ogrg™ + g™ =0 = (Gmp)
5gkp = _gklgpmdglm
69 = 99" (= Gp91a09"*) = —9gpe09™

Ennek egy tenzorral vett szorzatéra pedig:
TH6gx = —Tidg"
Most mér elkezdhetjiik megvaridlni az integralt!
5= [T a0, V02) ~ (RG99, %)+ 20) = [ (/=)

55 = / ﬂfa@/—_gvv)
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Ahol /—g-t varialva:

5v/—g = ——8(—g) = =——\/_ gi0g"

P 9
,/_ 2‘/_

A Leibniz-szabély szerint varidlva és az el6bbit helyettesitve tehat:

5S:/£(——\/_91k59 +\/_a —6g™)

Ezt tovabb alakitva kapjuk, hogy:

ow
5= [ TEy=5-Yan + S

Figyelniink kell, mert itt nem mondhatjuk azt, hogy a (...) rész azonosan nulla kell
legyen a metrikus tenzor szerinti varialasra, mert vannak olyan metrikus tenzorok
amik nem valtoztatnak a hatés integralon annak ellenére, hogy valtoznak. Hasonlo,
mint a mérték transzformacio elektromagnesességben. Most vegyiik W varidltjat:

W = §(Lmateriat — B(R+2X)) =
=9 (Lmaterml - BRII:) =

= 6(Lmaterial — nglel)

= 0 Luateriat — B6g" Ry — Bg™6 Ry =

Nem szdmoljuk végig, mert nagyon hosszadalmas lenne, de elhissziik, hogy ¢*6 Ry; =

0, igy:

oW = 5Lmaterial - ﬂégklel

aLmaterial kl
0 Limaterial = de
8Lma erial

Igy a hatés integralba helyettesitve mindent:

aLmzztemal
(9 kl

Lmatem'al - B(R + 2)‘)

05 = \/_(( 5

- BRM) - gkz)(Sgkl =

Ahol mar mondhatjuk, hogy a zardjeles mennyiség legyen azonosan nulla a va-
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riacio eltiinéséhez. Ebbdl a kovetkezbket kapjuk:

aLmaterial Lmatem’al R + 2\
_ — _ R
( DM 5 grt) = B( 5 gr + Rig)
Ahol osztva -val a jobb oldali két indexes mennyiséget elnevezziik Ty;-nek. Ek-
kor tehat: R -
T
Ry — 59k~ A= - T

Késébb belatjuk, hogy Ty, lesz az anyagi jellemzs, az energia-impulzus tenzor.
helyére mar a megfelel6 konstansokat helyettesitettiik. Ez az egyenlet az altalano
relativitaselmélet cstucs, ez az Finstein-egyenlet.
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