ALKALMAZOTT VEKTORSZAMITAS 1. Vizsgazh 2010. 01. 04.

Név EHA-kod email-cim min elf. jegy

Munkaido6 4 6ra. Hasznalhat6: Bronstein, zsebszamologép, orai jegyzet.

Az 1.a/ és a 2. feladat megoldasa mindenképp sziikséges (de nem elégséges) a kettes jegy eléréséhez!

1.

Ertelmezziink a valés szamok halmazan egy Uj, *-gal jelélt miveletet: x*y=x+y—xy A képlet jobb
oldalan a kdzénséges szorzas és dsszeadas szerepel. Bemelegitésként: mennyilesz 22 ?

a/ Asszociativ-e a mivelet? Van-e a halmazban semleges, illetve agressziv elem? (A semleges elem
‘nem oszt, nem szoroz”, mint a szorzasnal az 1, az agressziv elem mindenkit magahoz hasonléva tesz,
mint a szorzasnal a 0.)

Mutassuk meg, hogy ha egyetlen szamot kihagyunk az egész szamok halmazabdl, a maradék elemek
a *-gal jelolt mlveletre nézve kommutativ csoportot alkotnak! Mely elemet kell kihagynunk a halmazbél?
Melyik szam lesz a csoport egységeleme?

b/ Legyen a *-gal jeldlt miivelet a szorzas megfeleldje, és keressiink hozza egy Uj, @ -tel jeldlt miveletet,
amely az dsszeadasnak felel meg, azaz a *-os szorzassal a szokasos disztributiv viszonyban all! Adjuk
meg az Uj “0sszeadas” képletét a szokasos miveletekkel! Mutassuk meg, hogy e két miiveletre nézve az
egész szamok halmaza kommutativ testet alkot!

Legyen Fy az @ =(1,—1,1) vektorral megadott tengely kordli 120 fokos, F» pedig a b =(1,-1,-1)
vektorral megadott tengely korlli 60 fokos forgatas operatora. Hatarozzuk meg, hogy az F3 = F4 Fy, illetve
F4 = F2 F1 forgasmatrixok mely tengelyek koril forgatnak, valamint szamoljuk ki az eredé forgasszégek

cosinusat! Ugyeljiink a vektorok normalasaral NE HASZNALJUNK tizedes torteket, kizardlag valodi
torteket, illetve sziikség esetén gydkos kifejezéseket!

Legyen A és B egy absztrakt struktira két eleme. Vezesslnk be kéztlk egy asszociativ (de nem
kommutativ) szorzast, majd tekintsilk a két elem 6sszes lehetséges szorzatainak valdés egyltthatés
linedrkombinacidit! (Ez az un. Clifford-algebrak konstrukcidéjanak menete.)

Legyenek érvényesek az A és B elemre a kbvetkezd miveleti szabélyok: AA =0, BB =0, ABA = A,
BAB = B, ahol a 0 az algebra mint lineéris tér nullvektorat jeldli.

Mutassuk meg, hogy az A és B elemek &ltal generalt fenti algebra (mint linearis tér) ekkor véges
dimenziés lesz! Hany dimenziés? Keressink egyszerlen kezelhet§ baziselemeket, irjuk fel
szorzastablazatukat, azaz hatadrozzuk meg a strukturaallandékat! Bizonyitsuk be, hogy AB + BA = 1! Mit
jelent ebben a képletben az 1?

A baziselemek szorzastdblazata alapjan keressik meg az algebra legegyszer(ibb, leheté legkisebb
dimenziés matrixabrazolasat! (Csodalkozni fogunk, hogy milyen egyszerd...)

(Megjegyzés: a most konstrualt algebra nem puszta matematikai jaték. A harmadik félévben talalkozni
fogtok vele az optikdban, a lencse- és tikérrendszerek leirasakor, az 6tédik félévben, a kvantummezé-
elméletben pedig a Pauli-elv matematikai megfogalmazasanal.)
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Tekintsk az S(a,b) :[0 ] alaku matrixok halmazat, ahol a és b valdés szamok! Mutassuk meg,
a

hogy a matrixok dsszeadasa és szorzasa sem vezet ki ebbdl a halmazbél! Ertelmezhets-e az osztas?
Hatarozzuk meg egy S(a,b) matrix inverzét! Milyen struktirat alkotnak ezek a matrixok? Vannak-e

nulloszték a halmazban?
FOLYTATAS KOVETKEZIK A MASIK OLDALON !!!



5.

Mutassuk meg, hogy tetszéleges A négyzetes matrix esetén a G(f) = exp (Af) alaki matrixok
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egyparaméteres kommutativ csoportot alkotnak (itt t tetszéleges valés szam)! Legyen most A :(2 6)
Ekkor a G(f) matrixok egy kétdimenzids sik (x, y) koordinataju pontjait transzformaljak egy (x’, y’) pontba.
Hatarozzuk meg a transzformacioé orbitjait, azaz egy adott (xy, yo) kezdépont kiillénbdz6 f paraméterekkel
eltranszformalt képpontjainak mértani helyét! Milyen gorbék ezek az orbitok? Vazoljuk fel a kilénbdzé
orbitokat! (Tanacs: forgassuk el a koordinatarendszert, majd kusz6bdljuk ki a ¢ paramétert!) Ismételjik

3
meg a szamitasta B = (4 J matrixbdl kiindulva is! Vazoljuk fel az orbitokat!

0 1
(Csak é6tésert!) Prébalkozzunk hasonl6 konstrukcioval az N :(0 0] matrix alapjan! Az exponencialis

matrixfliggvényt kbzvetlentl a hatvanysor alapjan szamoljuk ki! Milyen linearis transzformaciét ir le a
G(v) = exp (N v) matrix, ha az (x, t ) sik pontjaira hattatjuk? Milyen gérbék az orbitok? Kinek a nevére
utalhat a matrix G(v) jelélése?

Legyen a és b az n-dimenziés tér két nem parhuzamos, nem nulla vektora! Vezessik be a kévetkezd
operatort:

aocb—boa

R=
Ja’ b> —(ab)’

Mutassuk meg, hogy a P =—R* operéator az a és b vektorok sikjara vetité projektor! (Tandcs: bontsunk
fel egy tetszbleges Vv vektort a és b tobbszordsei, valamint egy mindkett6jlikre merdleges u vektor
dsszegére, és vizsgaljuk meg, mit tesz vele a P operator!)

Legyen most a tér 3 dimenzidés! Mi az R operator geometriai jelentése? (Segitség: vezessik be a
¢ = a x b vektort!) Es mi az R operator geometriai jelentése az n > 3 dimenziés térben?

(Csak 6tésért!) Ertelmezziink a haromdimenziés vektorok halmazan egy Uj, szorzas jellegli miiveletet a
kdvetkez6 képlet alapjan:
_at+tb+axb

1-ab
A formula szamléléjaban a vektorok szokasos 6sszeaddsa és vektoridlis szorzasa, a nevezében pedig a
skalaris szorzésa szerepel. (Ne térédjink azzal, hogy a nevez6 bizonyos vektorok esetén nulla is lehet,
ezért a csillagos szorzas eredménye ilyenkor ,végtelen hosszu” vektor lesz. Ez a nehézség megfelelé
Ovatossaggal végrehajtott hataratmenet — egy kis légy perturbativ segitsége — utjan kikliszébdlhets.
Hasonlé ovatos hataratmenettel a ,végtelen hosszu” vektorok szorzasa is értelmezheté. Igy a struktura
zart lesz a miiveletre nézve.)

a*b

Explicit szamolassal mutassuk meg, hogy a fenti képlettel értelmezett mivelet asszociativ, azaz szamoljuk
ki harom vektor csillagos szorzatat mindkét lehetséges zardjelezéssel! Lassuk be, hogy ha a nevezd
okozta nehézségektdl eltekintlink, akkor a a haromdimenziés tér vektorai erre a mdiveletre nézve
csoportot alkotnak! Kommutativ-e ez a csoport? Mi a csoport egységeleme? Mi lesz egy vektor inverze a
csillagos szorzasra nézve?

A fentiek szerint j6I megvalasztott mlvelet esetén egy vektorral akar osztani is lehet. Ez meglepd. Miért
nem talalkoztal eddigi vektoralgebrai tanulmanyaid soran ezzel a szorzassal?



