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Munkaidé 4 ora. Haszndlhato: Bronstein, orai jegyzet, zsebszamologép.
A feladatok egymasra épiilnek, célszerti sorrendben foglalkozni veliik!

Legyen A egy konstans n * n-es matrix, ¢ pedig egy folytonos valés paraméter. Definidljuk a G (f) = et
matrixok halmazat. Bizonyitsuk be, hogy a G(H métrixok a matrixszorzdsra nézve kommutativ csoportot alkotnak!
Melyik ¢ paraméter felel meg az egységelemnek? Mi lesz a G(# matrix inverze? A matrixok egy V linedris téren
hatnak. Legyen x€ ¥ ennek egy pontja. Az X'(f) = G(f)x pontok halmazat az x pont orbifianak nevezik
(ekézben a # paraméter befutja a valés szamok halmazat — gondoljunk a ¢ paramétert az idének, ekkor az X'(f)
pontok egy részecske palyajat jelentik). Bizonyitsuk be, hogy a kiilonb6z6 pontokhoz tartozé orbitok vagy
egybeesnek, vagy diszjunktak, és egyiittesen lefedik az egész V linearis teret!
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v=vel! Szamitsuk ki (az exponencialis fiiggvény hatvanysora segitségével) a G(v) matrixokat! frjuk fel explicit
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Az el6bbi esetet konkrétizdlva legyen A =( OJ! A folytonos paramétert jeloljik ezittal

médon, komponensenként az X — X'(f) transzformécié képleteit! Milyen gorbék lesznek a pontok orbitjai?

Potkérdés: milyen betiikkel célszert jelolni a kétdimenziés ¥ tér koordinatait? Es kirsl nevezziik el magét a
transzformdciot, illetve a csoportot?
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Legyen most A = (1 Oj , a folytonos paraméter pedig @ ! A csoportot alkoté matrixokat jeloljik L(@) -val.
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Ismételjiik meg az el6z6 feladatban leirt vizsgalatokat! (Az exponencidlis matrixfliggvényt most a szokasos médon
szamitsuk ki, 1évén a matrix egyszerd struktirdjui!) Keressiik meg az 6sszes kiilonb6z§ tipust orbitot a sikon!

Definidljunk harom darab 3 * 3-as konstans matrixot, jeliik legyen B, ahol & = 1, 2, 3 lehet. E matrixok Fik

sordnak m-ik oszlopdban all6 matrixelem legyen BE,];) =-£,,,,ahol £, aLevi-Civita szimbélum.

frjuk fel explicit forméaban a B matrixokat! Szamitsuk ki paronként a szorzatukat és a kommutatorukat!
Ellendrizziik e szamitasokat altalanos, indexes formaban is (azaz szamitsuk ki a B®’B""’ matrixszorzat Pgik
elemét! Irjuk fel 4ltalénos formaban a [B(k) ,B" ] kommutétort! Milyen ismert formuldra (méas ismert matrixok
kommutétorara) emlékeztet a formula?

Lassuk be, hogy a harom B matrix valos egylitthatos linedrkombindci6i (azaz a b = ka(k) alakt matrixok,
ahol a v, egylitthatok tetsz6leges valés szdamok, k-ra automatikus szummazas miikodik) linearis teret alkotnak!
Milyen tipusti matrixok terét kapjuk igy meg?

Tegytik algebrava ezt a linedris teret, algebrai szorzasként a matrixok kommutatorat bevezetve! Zart-e a tér a
szorzéasra nézve? Milyen tipusu algebrat kaptunk? Melyik ismert algebraval izomorf ez az algebra?

Tekintsiik ennek az algebranak egy tetsz6leges b elemét! A v, egyiitthat6kat tekinthetjiik egy haromdimenzids
valés vV vektor komponenseinek is. Irjuk ezt a vektort V=@ nalakba, ahol n egységvektor, @ pedig
nemnegativ  valés szam! Szamitsuk ki a b=¢@c matrix exponencidlis filiggvényét, azaz az

on, B

F(p,n)=¢" =¢

métrixot, majd ennek F,, matrixelemét! (Hasznédljuk az e* fiiggvény hatvanysoros

definicidjat, el6szor a € matrix négyzetét és kobét szamitsuk ki, indexes formaban!) Honnan ismerés a képlet?



A 4. szamu feladat helyett (vagy mellett) a kevésbé absztrakt vénajiiak megoldhatjik az alabbi
két feladatot is:

5. Vizsgaljuk meg a kovetkezé masodrendd feliiletet! Hozzuk az egyenletet kanonikus alakra,
hatdrozzuk meg a feliilet f6 jellemzd&it (milyen tipustu feliilet, tengelyeinek hossza stb),
jellegzetes pontjainak koordinatdit, vazoljuk fel elhelyezkedését az eredeti koordinata-
rendszerben!

4x> +577 -8xy—12xz+4yz+18x-24y+30z-3=0
6. Tekintsiik az el6z6 feladatban vizsgalt feliilet egyenletének kanonikus alakjat (azaz iiljiink bele
az elforgatott és eltolt koordinatarendszerbe)! Messtik el a feliiletet az R = 1 sugard, origd
kozéppontii gombbel! Szamitsuk ki a metszetgorbe gorbiiletét és torzidjat tetszSleges
pontjaban! Ugyeljiink a megfelel§ paraméterezésre! Mely pontokban legnagyobb, illetve
legkisebb a gorbiilet értéke?



