BEVEZETES A CSOPORTELMELETRBE

IrRTA: KIss FEarr

BEVEZETES
Egy idegen bolygé lakéi tizenetet kiildenek tobbi civilizicionak
szamoinl kultirdjuk fejlettségérgl. A primszamokat p
togni tudja, azokat kir elkiildeni.

, melyben be akarnak

ersze mindenki ismeri, aki az adast
Vegiilis az lizenet igy kezdgdik:

60, 168, 360, 504, 660, 1092, 2448, 2520, 3420, 4080, 5616, 6048, 6072, 7800, 9828, 12180,
12380, 20160, 20160, 25308, 25920, . .. '
Meg tudja-e fejteni ezt az emberiség? A valasz 1980 6ta i
ugyanis be (t6bb mint hiszéves munka eredményeként)
eredmény ugyan egy csoportelméleti tétel, de maris sz
kEombinatorikdban, de mas teriileteken is. Az eredmr
bizonyitds (melynek teljes publikicié ja most késziil)
Otletekkel).
A csoportelmélet a XIX. szazad elsg felében keletkezett, N. H. Abel és E. Galois munkis-
: oman. A kutatdsokat az a probléma Inspiralta, hogy meg lehet-e oldani a
toku egyenleteket gyskképlet segitségével. Kideriilt, hogy a legalabb 6todfokt polinomok
gyokeit altaldban nem lehet olvan képlettel felirni, melyekben a negy alapmiiveleten kiviil
még a gyokvonas is szerepelhet. Ennek bizonyitdsdhoz permutdcidcsoportokat vizsgaltak,
azaz oiyan csoportokat, melyeknek elemei permutacidk, a miivelet pedig ezek kompoziciéja..
A XIX. szdzad végén és a XX, szizad elején kezd6dstt az absztrakt csoportok szerke-
zetének vizsgélata. A feladat az, hogy lehetGség szerint minden csoportnak Attekintsiik

a szerkezetét, olyan struktiratételeket bizonyitsunk, amelyek alapjan az alkalmazisck-
ban felmertild kérdésekre valaszolni lehet. F eldsz0r a véges kommutativ, mas néven

Abel-csoportokra sikeriilt. Az ezekre vonatkozd tétel azt mondja ki, hogy minden véges

Abel-csoport attekinthetd médon felépithetd nagyon szép szerkezet( (Ugynevezett ciklikus)
csonortokbol.

A nemkommutativ csoportok szerkezete lén
tunk azonban abban, hogy a csoport §ssze4ll kisebb, ismert szerkezeti épitskdévekbsl. Ezek

2z eépitékovek az Ugynevezett egyszerd csoportok. A klasszifikicid tétele eppen ezeknek 2

teljes leirdsat tartalmazza. Erdemes mar most beleolvasni az utolso fejezetbe, és nézegetri
az ott szerepld tablazatokat. '

genls. Ekkor bizonyitottak
a hires klasszifikdcid tételét. Fz az
amos alkalmazéisa van, elsGsorban a
ény tobb matematikus munkija, és a
kb. tizezer oldal (telehintve nagyszeri

agasabl -

yegesen bonyolultabb. Itt is reménykedhe-
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BEVEZETES A CSOPORTELMELETBE

A kdvetkezskben ki fog deriilni a most elmondottak preciz értelme. Ajanlom kiegészite-
sil a Fuchs: Algebra Jegyvzetet (melynek II. fejezete foglalkozik csoportokkal), feladatgyd;-
temeénvként pedig Czedli-Szendrei-Szendrei: Absztrakt algebrai feladatok cimd mivet,

Hogyvan érdemes olvasni ezt a jegvzetet? A matematikaban sok olvan konnyd allités van,
aminek a bizonyitasat csak akkor lehet megérteni, ha valaki maga végzi el a megfelels sza-
molédst. Tipikusan ilyen példaul 1y definicigk egyszerll kovetkezménveinek a kiszédmolasa,
tovapba ellenpéldak ellendrzése. Ezért az aldbbiakban  érdemes meggondolnl” szoveggel
cimkézett allitdsokat valéban szdmoljuk ki. _

lgvekeztem leirni, mit miért csindlunk, melyik definicié, illetve tétel mogott milven tar-
talom huzédik meg. Ezeket az elveket eldadison nehéz Jegyzetelni, most itt az alkalom,
hogy mindenki elgondolkozhasson rajtuk. A késdbbi eredmények megértéséhez (és a vizs-
gakérdések megvélaszoldsdhoz) éppen az {zy szerzett szemlélet segit. A fogalmak mégétt
meghuzods filozdfidt, az algebrai fogalomalkotdsi mddokat, szemléletet egy tanarnak sokszor
fontosabb ismernie, mint magukat a konkrét eredményeket.

‘A csoportelmélet az algebra egyik legszebb fejezete. Sajnos a matematika barmely mély
agara 1gaz, hogy sok er&feszitésbe kerill, amig az alapfogalmak megértésén taljutunk, és
a szépségek csak ezutan kovetkeznek. Eppen ezért igyekeztem. hogy az aldbbiakban egy-

két nemtrividlis eredmeény is helyet kapjon. Remélem, hogy a csoportelmélet megismerése
minden olvasénak kellemes élményt nytjt majd.

I. AMIT MAR MINDANNYIAN TUDUNK

Ebben a fejezetben atismételjiik a csoport és az elemrend fogalmét. Egy G halmazt ak-
kor neveziink csoportnak, ha értelmezve van benne egy kétvaltozos (rendszerint szorzassal,
vagy egymas mellé irassal jelSlt) muvelet a kovetkezs tulajdonsigokkal:

(1) A mdivelet asszociativ, azaz (gh)k = g(hk) teljesill tetsz6leges g, h, k € G esetén.
(2) A midveletnek van kétoldali egységeleme, azaz egy olyan e elem, hogy eg = ge = ¢

minden g € G-re. Az egységelem konnyen lathatéan egyértelmdien meghatarozott.
(3) Erre az egyértelmden meghatarozott egységelemre nézve minden elemnek van két-
oldali inverze, azaz minden g € G-hez van olyan h € G, hogy gh = hg = e.

Nem r

ehéz beldtni, hogy az asszociativitis kovetkezményeképpen akirmilyen hosszii vé-
ges szorzat értéke 1s fliggetlen a zdrdjelezéstdl, ezért a zardjeleket elhagyjuk. A miveletet
persze nemcsak szorzassal jelolhetjik, példaul szamok vagy vektorok Osszeadasakor a +
Jelet szokés hasznélni. Ilyenkor az egységelem helyett nullelemet, az inverz helyett ellen-
tettet mondunk. Néha szokéds az egységelem/nullelem helyett a neutralis elem kifejezést
hasznalni, ami mindenfajta mdveletre j6. Hasznos gyakorlé feladat annak megmutatasa,
hogy mar egy baloldali egysézelem és az erre vett balinverzek létezése magéaval vonja, hogy
csoportot kapunk. Szintén hasznos észrevenni, hogy az inverz elemmel vald szorzas segit-
ségével az ag = bg illetve ga = gb egyenlfségek mindegyikébsl a = b kdvetkezik, Vagyis
minden csoportban érvényes az egyszerisitési szabdly.

Ha a csoportmiivelet jele a szorzds, vagy egymas mellé iras, akkor a g elem inverzét g1
jeloli (mig ellentett esetében a —g jeldlés hasznédlatos). Vigyazzunk, a szorzasnal szamit
a tényez6k sorrendje! Igy példaul szorzat inverzének kiszamitasakor a sorrend megfordul:
(gh)™* = h= g~ ! barmely g, h € G-re. Ha megis 1gaz, hogy gh = hg tetszsleges g, h € G-
re, akkor kommutativ, vagy Abel-csoportrél beszéliink.
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Az egész, a raciondlis, a valos, a komplex szamok csoportot alkotnak az Osszeadésra.
Ugvanigy tetszéleges R gvird (specidlisan test) is. Ezt a csoportot R additiv csoportjdnak
nevezzik, és R -szal jeloljiik. Hasonloképpen csoport minden vektortér is az dsszeadésra.

A szdmelméletben tanult gvirdk kozil emeljik ki azt, amit akkor hasznalunk, amikcr
.modulo n” szdmolunk valamilyen n pozitiv egészre. Ennek eleme1 20,1,...,n—1 szdmok,
az Osszeadds és a kivonas pedig abban kiilonbozik az egész szémokra ismert szokdsos md-
veletektdl, hogy az eredménynek még vesszitk az n-nel valoé osztési maradékat. A kapott

gydrd jele Z,. Példaul a Z; gyirdben az 5 és a 4 elemek Osszege 2, szorzatuk 6, az 5

ellentettje az O0sszeadésra a 2, inverze a szorzdsra a 3. (Szadmelméletl kurzusokon lényegé-

ben ugyanez a gyird sokszor olyan forméiban szerepel, hogy elemei nem szdmok, hanem
maradékosztilyok modulo n.)

Ha adott egy gy{r{, akkor az elemel a szorzésra altalidban nem alkotnak csoportot, mert
a nullanak nem lesz inverze. De példiul a nem nulla valdés szaAmok mar csoportot alkotnak

a szorzasra. Altaldban ha R egységelemes gy{ird, akkor az R invertalhato elemei csoportot

alkotnak a szorzasra, ennek neve R multiplikativ csoportja, jele R*. Ha R test, akkor ez
az K 0sszes nem nulla elemébol All.

Az elSbbi fogalom nagyon fontos specidlis esete a Z.; csoport. Konnyd latni, hogy a Z,
gy{rd egy eleme pontosan akkor invertalhaté, ha relativ prim n-hez (tehat a Z,, gyrd akkor
és csak akkor test, ha n egy primszam). A ZX csoport elemszadma tehdt a szadmelméletbdl
ismert Euler-fliggvény, aminek a jele ¢(n). (A szdmelméletben sokszor a ,modulo n redu-

kalt maradékosztalyok multiplikativ csoportja” elnevezést haszniljik lényegében ugyanerre
a csoportra.)

Ha az R gydrd egy V vektortér Osszes linearis transzformAciojabél &ll, akkor az R”™
csoportra szokdsosabb a GL{V) jelolést hasznalni. Hasonlbéan, ha T test, akkor a TT*™
matrixgydrd multiplikativ csoportjat GL(n,T) jeloli (ez tehat az invertalhaté n X n-es
matrixok csoportja a szorzésra). Roviditésként GL(n,Z,) helyett GL(n,p)-t frunk, ha p

prim. A G és L betiik a General Linear group (4ltaldnos linedris csoport) elnevezésbdl
szarmaznak. Ez a csoport altaldban nem kommutativ. |

Nemkommutativ csoportot alkotnak a permutécidk is a kompoziciéra. Ezekrdl a csopor-
tokrol a determindnsképzés kapcsan tanultunk. Ha X halmaz, akkor az X-et onmagara
képezd bijekcidkat permutéicidknak nevezzitk. Ezek csoportjat a kompozicid (vagyis az
egymés utan alkalmazas) miveletére Sx jeldli, neve: szimmeirikus csoport. Az S¢y 2 . n}
helyett S,-et irunk. Ha X elemszama n, akkor altaldban n-edfokid szimmetrikus csoportrol
beszéliink. Vigyazzunk arra, hogy az f o ¢ kiszdmitasakor el6szor a g-t, azutédn az f-et
kell végrehajtani (ennek a furcsasignak az az oka, hogy a leképezéseket balra, a leképezett
elem elé irjuk). A kompozicid miveletét sokszor egyszerden szorzésnak hivjuk majd.

o

Az egyik legfontosabb tipust permutécié a ciklus. Legyen z,z,...,7x € X. Ekkor
(z1x9...7) azt a permutidcidt jeloli, ami korbeviszi” az elemeket: zi-et elviszi z3-be,
ezt x3-ba, és igy tovabb, zx_1-et zi-ba, végil zi-t visszahozza z;-be, az X halmaz tobbi
elemét pedig fixen hagvja, vagyis onmagaiba viszi. A megadott ciklus hossza a k szaém. Be-
lattuk, hogy véges X halmaz esetén minden permutacié egyértelmien felirhaté paronkeént
diszjunkt ciklusok szorzataként. A diszjunkt sz azt jelenti, hogy a ciklusokban nincs kozos
elem, vagyis ebben a felirdsban minden elemet legfeljebb egy ciklus mozgathat. A kettd
hosszu ciklusok neve transzpozicid, ezek szorzataként minden permutaci6 elgall. Példaul
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egv ~ hosszu ciklust tobbféleképpen fel lehet frni & — 1 transzpozicié szorzataként.
Ha X véges, akkor Sy minden eleméhez hozzarendeltiik az elgjelét, ami =1 lehet. Az 1
el0jeld permutacidkat parosnak, a —1 elgjeltieket paratlannak is mondjuk. Az f permutacid

elGjelet sg(f) jeloll. Az elSjelképzés tulajdonsagait foglalja Ossze az alabbi tétel. amit
kordbban beldttunk.

1.1. Tétel. Legyven X véges halmaz.

(1) Sx elemei k6z6tt a paratlan hosszii ciklusok parosak, a paros hosszu ciklusok pé-
ratlanok.

(2) Szorzat elGjele az elgjelek szorzata: sg(f o g) = sg(f)sglg). Inverz elGjele ugyanaz,
mint az eredeti permutacidé.

Nagyon fontos megjegyzés, hogy ennek a tételnek a birtokaban elfelejthetjiik az eldjel
bonyolult, inverzidkat szdmolgaté definicidjat, ezt soha mar nem fogjuk hasznalni! A fenti
tétel ugyanis egyértelmien meghatdrozza minden permutacié el§jelét, és a lényeg az, hogy
llyen tulajdonsigi sg fiiggvény létezik. Ha ezt a létezést be tudnink bizonyitani mashogy,
egyszerbben is, mint inverziékra gondolva, akkor az inverzié fogalmat meg sem kellene

soha emliteni. Egy matematikai objektum tulajdonsaﬂfal mindig fontosabbak, mint az &t
létrehoz6 konstrukcié technikai részlete. |

A tételbsl kovetkezik, hogy a paros permutacidk is csoportot alkotnak a kompozici-

Ora nézve. knnek neve alterndld csoport, jele Ax. Belattuk, hogy ennek elemszama Sy
elemszdmadnak a fele, vagyis n elem X halmaz esetén n!/2.

A G csoport elemeinek szdmét G rendjének nevezzik, és |Gl-vel jeldljiikk. Definialni

gjuk a g £ G elem egész kitev@s hatvanyainak fogalmat. Ha n pozitiv erfesz szam, akkor
g" Jeloh azt az n tényezds szorzatot, melynek minden tényezSje g. A ¢° az egységelemet
jelentl. Végul a szorzat inverzének képletébd! kapjuk, hogy (¢™)~! = (¢7})". Ezt az
elemet g7" jeloli. Jo6 gyakorld feladat megmutatni a g"g™ = ¢g"t™ &5 a (g7)™ = g"™
azonossiagokat (a negativ kitevbkre is figyeljiink!). Vigyazzunk; a (gh)™ = g™h™ &sszefiliggés
altaldban nem érvényes, de persze akkor igen, ha g és h felcseréthetdk, azaz ha gh = hg.

gy g elem kiilonboz6 hatvanyainak szamat a g rendjének nevezziik, ennek jele |g| (de
sokszor, kilonosen ha g egy szdm, az o(g) jelolést hasznaljuk). A g rendje pozitiv egész
szam, vagy pedig a oo jel, ha g-nek végtelen sok hatvinya van. Felhiviuk a figyelmet

ennek az &altaldnos fogalomnak két nagyon fontos speciilis esetére.
edik komplex egység

Ha a csoport az n-
gyokOk csoportja a szorzasra, akkor az egységgydkdknél tanult rend

fogalmat, a Z csoport esetében pedig a szimelméletben tanult rend fogalmat kapjuk. Az
alabbi tétel Osszefoglalja a rendr6l mar kordbban bizonyitott allitisokat.

1.2. Tétel. Legyen G csoport, g € G, és 1,7, n egészek.

(1) A g rendje akkor és csak akkor végtelen, ha g barmely két (kilonbozé egész kite-
vOji) hatvdnya kilénbdzd.

(2) Ha l|g| véges, akkor g* = g7 == i =5 (|g]). Speczahsan g" = e akkor és csak akkor,
ha g rendje oszt6ja az n kitevének. Ezért a g rendje a legkisebb olyan pozitiv egész,
amelyre g-t emelve az egységelemet kapjuk.

(3) A hatviny rendjének képlete: |g™| = |g|/(ig], n).
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o

A tétel bizonyitasa elemi szdmolas, amit mar tanultunk. Szeretném azonban felhivni a
figvelmet egy Osszefiiggésre. Legyen g € G, és tekintsiik azokat az n egészeket, melvekre
g" = e. Konnyd latni, hogv ezek a Z gyird egy idedljat alkotjak (v6. a 2.8. Tétel bizo-
nyitésa). Mivel Z euklideszi gvird, ez az ideal f6ideal, és konnyd latni, hogv a g rendje
generalja (ha ez véges, |g| = oc esetén pedig a nulla generalja). Ez az észrevétel lerdviditi a
tétel bizonyitdsat. Altaliban a maradékos osztas sokszori alkalmazdsa helyett elegansabb
ezt csak egyszer tenni, amikor belatjuk, hogy euklideszi gvird {6idedlgyvdr, és azutin min-
dig ezt a tételt alkalmazni. Ez persze nagyobb matematikai erettseget kovetel az olvasotol.

Végul megemlitjiik, hogy a szimmetrikus csoportban konnyd az elemrendeket kiszimi-
tani. Tanultuk, hogy egy &k hosszi ciklus rendje k, es éltaldban egy elem rendje a diszjunkt
cixlusokra bontdsiban szerepls ciklushosszak legkisebb koz0s tdbbszdrise.

II. RESzZCsSOPORTOK

Egy G csoport vizsgalatakor sokszor segit, ha olyan részhalmazait nézzuk, melyek maguk
1s csoportok GG miveleteire nézve. Az gy kapott csoportokat G részcsoportjainak nevezziik.
A H < G jelolés azt jelenti, hogy H reszcsoportja G-nek. Minden csoportnak részcsoportja
onmaga, valamint az egységelembé] 4116 {e} részcsoport. Ezek a trivialis részcsoportok.

2.1. Allitas. A G csoport egy H részhalmaza akkor és csak akkor részcsoport, ha nem
ures, és zart G miveleteire nézve, azaz

(1) a,be H = abe H,

(2) as H = a teH.

A bizonyitds (akércsak az alterek, részgyirik esetében) azon mulik, hogy a csoportot
definial6é azonossagok H elemeire is automatikusan teljesiinek. Jo gyakorls feladat belatni,
hogy egy nem tres H részhalmaz pontosan akkor részcsoport, ha a. b € H — ab™t € H
teljestl, tovabba, hogy egy részcsoport egységeleme meg kell hogy egyezzen G egységele-
mével. |

Vigyéazzunk, hogy az inverzet ne felejtsiik el megvizsgalnl, példaul ha G = Z* (az egész
Szamok csoportja az Osszeaddsra), akkor a pozitiv egészek halmaza zart az Osszeadéasra, de
meégsem részcsoport. Véges csoportok esetében viszont nem kell az inverzzel torédnink,

mert ha a € H rendje n, akkor a=! = a™~! € H. hiszen H zart a szorzisra. Igy belattuk
a kovetkezdt:

2.2. Allitas. Ha G minden eleme véges rendd, specidlisan ha G véges, akkor G minden
nem ures, szorzasra zart részhalmaza részcsoport.

Vektorterek esetében az U és W alterek Gsszegénaz U+ W = {u+w |u € U,w € W}
halmazt értettitk. Ennek altalanositasaként legyenek X és Y tetszGleges részhalmazal egy

G csoportnak. Ekkor XV = {zy |z € X,y € Y} az X &5 Y komplezus-szorzata. Az
elnevezés onnan szdrmazik, hogy egy csoport részhalinazait néha komplexusnak is nevezik.
Ha specidlisan X = {a} egy egyelemd halmaz, akkor {a}Y helyett egyszertien a¥Y-t frunk.
Hasonlban definidlhatjuk a komplexus-inverz fogalmat az X' = {z~! |z € X } képlettel.
Ha H részcsoport, akkor persze HH = H~-! = H. Gyakorlasul érdemes belatni, hogy a

komplexusszorzds asszociativ, tovabba egy H nem dres részhalmaz akkor és csak akkor
részcsoport, ha HH-!' C H.
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2.3. Lagrange tétele. Véges csoport minden reszcsoporgjanak rendje osztdja a csoport
rendjének.

MielGtt a bizonyitdsba kezdenénk, meg kell ismerkedniink a partici6 és az ekvivalencia-
relaci6 fogalmaval. Legven X egv halmaz, és osszuk fel X-et nem ures, diszjunkt halmazok
egresitésére. kgy ilven felosztast X egy particidjdnak neveziink. a benmne szerepld halma-
zokat pedig a particio osztalyvainak.

Egy X halmazon akkor értelmeziink relaciot, ha X barmely két elemére megmond;juk,
hogy azok reldciéban vannak-e, vagy sem. Ilyen relacié példaul az oszthatdsag, vagy a <
relacid az egész szdmok halmazan. (Egy R relacié tehat altalaban az X x X Descartes-
szorzat egy tetszéleges részhalmaza: pontosan azokbdl a parokbél all, melyekre a relacié
teljestl.) Azt, hogy a és b relacioban 4ll, a R b (vagy (a, b) € R) jeldli.

Ha az X halmaznak adott egy particidja, akkor készitsiink beldle egy R reliciot a
kovetkezOképpen: két elem akkor van reliciéban, ha azonos osztalyhoz tartoznak. Ez a
relaci6 nyilvdn refleziv (¢ R a minden a € X-re), szimmetrikus (@ Rb = b R a minden
a,b € X-re) és tranzitiv (a Rbésb Rec = a R ¢ minden a,b,c € X-re). . Azokat a
relacidkat, melyek rendelkeznek e hirom tulajdonsaggal, ekvivalencia-reldcidnak nevezziik.

Tehat minden particié meghataroz egy ekvivalencia-relaciot. A megforditds is igaz:
minden ekvivalencia-reldcid meghataroz egy particiét. Noha ez az allitis 1gen egyszer,
léepten-nyomon alkalmazzak, mert a matematikiban igen gyakran fordulnak el§ particidk.

2.4. Allitas. Legyen R ekvivalencia-relacié az X halmazon. Tetszbleges a € X esetén

legyen R, azoknak az X-beli z elemeknek a halmaza, melyekre a R z. FEkkor az R,
halmazok az X egy particiéjat adjik.

Bizonyitds. Az R, halmazok kozdtt lehetnek egyenllk; az allitdst gy kell érteni, hogy az
i1, halmazok koziil barmely kettd vagy egyenls, vagy diszjunkt, és egyesitésiik kiadja X-et.
bz utébbi allitas nyilvan kovetkezik R reflexivitasaboél (a € R, minden a-ra). Most tegyiik
tel, hogy R, és R, nem diszjunkt, be kell latni, hogy egyenlGek. Legyen ¢ € R, N Ry,
megmutatjuk, hogy R, = R. = Ry. Valéban, ¢ € R, miatt ¢ R c, és mivel R szimmetrikus

¢s tranzitiv, minden z-re igaz, hogy a Rz <= ¢ R z. Ezért R, = R.. Az a és b szerepét
felcserélve Ry, = R. adédik. O

2.5. Allitas. Legyven G csoport és H < G. Ekkor az a R b <= a~'b € H képlet
ekvivalencia-reldciét definidl G alaphalmazan.

Bizonyitds. Valéban, R reflexiv, hiszen a"la = e € H. Ha a~ b = H, akkor a szorzat
inverzére vonatkozé képlet miatt H 3 (a7 !'6)"! = b~ lg, ezért R szimmetrikus. Végil

ha a™'b € H és b~ 1lc € H, akkor a~lc = a~lbb~1¢ ¢ H, vagyis R tranzitiv. Tehat R
ekvivalencia-relacis. O

Mik lesznek R osztdlyai? Ha a € G, akkor a osztilyat azon z € G elemek alkotjak,

melyekre a R z, azaz a™ 'z € H, vagyis z € aH. Tehat belattuk, hogy az a H halmazok,
ahol a befutja G-t, a G egy particiojat adjak.
Hany eleme van az aH halmaznak? Ugyanannyi, mint H-nak, hiszen a h < ah nyilvan

N

kOlcsonosen egyértelmd megfeleltetés H és aH kozdtt (az egyszerdsitési szabaly miatt).

Ezért G elemszaméat Ggy kaphatjuk meg, hogy H elemszamat megszorozzuk az osztalyok
szdmaval. Tehat || osztéja |G|-nek, és igy Lagrange tételét bebizonyitottuk.
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Az ebben a bizonyitasban szerepld fogalmak annyira fontosak, hogv kiilén neviik is van.
Az aH halmazt a H részcsoport szerinti baloldais meliékosztdlynak nevezzik (hasonléan Ha
jobboldali mellékosztaly). Azt lactuk tehat be. hogv két H-szerinti baloldali mellékosztaly
vagy megegvezik, vagy diszjunkt. és a baloldali mellékosztalyok unidja G. A kiilénbozs H
szerintl bal mellékosztalyvok szamata H reszcsoport G-beli
val jeloljik. Ha tehat G véges, akkor G| =|H|- |G : HI.
Az el6z6 bekezdésben elmondottak igazak a jobboldali mellékosztalyokra is. Az alta-
laban nem igaz, hogy a baloldali és a jobboldali mellékosztalyok ugyanazok. (Gyvakor-
lasképpen érdemes kiszamolni az S; csoport {id, (12)} részcsoportja szerinti bal és jobb
mellékosztalyokat.) Ezért tulajdonképpen a H szerinti bal- lletve jobbindex fogalmat kel-
lett volna definidlnunk. Ez a két szam azonban megegyezik. Ez véges csoportnal azonnal
vilagos az imént bizonyitott tételbsl (hiszen mindketts Gi/|H|)
Az index azonban lehet véges akkor is, ha a csoport maga végtelen! Példaul ha nZ™ jelsli
az n-nel oszthat6 egészekbdl 4ll6 részcsoportot Z*-ban, akkor 1Z™ : nZ¥| = n. Iyenkor
1S 1gaz az, hogy a baloldali és a jobboldali index megegyezik. Valdéban, ha K = gH
egy baloldali mellékosztaly H szerint, akkor K-! = Hg-L egy Jobboldali mellékosztaly.

Azonnal latszik, hogy az igy megadott megfeleltetés a bal illetve jobb mellékosztilvok
halmaza k6z6tt bijektiv.

immaezének nevezzik, és |G : H'-

Legyen g € G, és H a g Gsszes hatvanyainak halmaza (negativ kitevoket is megen-
gedve). Az igy kapott részcsoportot a g 4ltal generalt reszcsoportnak nevezziik és (g)-vel

jeloljuk. Ennek rendje ¢ hatvanyainak a szama, azaz definicid szerint a g elem rendje.
bzért Lagrange tételének kovetkezménye az alabbi allitas:

2.6. KOvetkezmény. Véges csoport minden elemének rendje osztdja a csoport rendjének.
Minden csoportelemet a csoport rendjére, mint kitevére emelve az egységelemet kapjuk.

Ezt az eredményt a ZX csoportra alkalmazva az Euler-Fermat tételt kapjuk. Tovabbi
kovetkezmény, hogy ha egy G csoport rendje egy p prim, és H részcsoportja G-nek, akkor
H rendje csak 1 vagy p lehet. Az els§ esetben H = {e}, a masodikban H = G. Tehat
primrendd csoportnak csak a két trivialis reszcsoportja van. Megforditva, tegyiik fel, hogy
G-nek csak a két trividlis részcsoportja van, és legven e #% g € G. Ekkor (g) # {e}, és
igy (9) = G (azaz G ciklikus). Ha g rendje végtelen, akkor g®-nek nem hatvanya g, és
ezért (g*) nemtrividlis részcsoport, ami a feltételnek ellentmond. Fzért lg| = n, ahol n
pozitiv egész. Legyen p primosztdja n-nek. Ekkor a hatvany rendjére tanult képletbdl

kapjuk, hogy h = ¢g™/P rendje p. Ezért (h) primrendd részcsoport, ami csak G lehet. Igy
G primrendd. Belattuk tehat a kdvetkezst:

2.7. Kovetkezmény. Egy G csoportnak pontosan akkor van két részcsoportja (a két
trivialis részcsoport), ha G primrendd. Ilyenkor G ciklikus csoport (és ezért kommutativ).

Ha egy csoport nem primrendd, de ciklikus, akkor ugyan vannak valdédi részcsoportjai,
de ezek mind ciklikusak lesznek.

2.8. Tetel. Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

Bizonyitds. Legyen G = (g) és H < G. Tekintsiik azokat az n egészeket, melyekre g™ € H:

I={necZ|g" e H}.
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Azonnal latjuk, hogv I idedl Z-ben. Valéban. ha m.n € [, akkor g™
gy g7t =gMgt € H, vagvism+n €. Hapedigne [ és = <

mna

c H és g" € H, és

Z. akkor g™ € H, vagvis
97" = (g")® £ H (hiszen H zart a hatvdnyozdsra), vagyvis nz € I. Tehat [ idedl. Mivel 7
eukhdeszi gvdrd, I a tanult tétel szerint t6idedl. vagvis van olyan r egész, hogy I éppen r
tobbeseibdl all. Igy ¢™ € H akkor és csak akkor, ha r | n, vagyis ha g" hatvanya ¢"-nek.
lTehat H pontosan g7 hatvanvaibol &ll. és ezért ciklikus. O

2.9. Allitas. Ha G veges ciklikus csoport, és d osztija G rendjének, akkor G-nek pontosan
w(d) darab d rendd eleme, és pontosan egy darab d rendid reszcsoportja van (itt ¢ az Buler-

fliggvény).

Bizonyitds. Legyen |G| =n és G = (g). Minden d rendd részeso

port elemeire igaz, hogy a
d-edik hatvanyuk e. Keressiik meg el6szOr ezeket az elemeket.

. d -
(9') =e+s=g =e=n|id <> n/d|i.

Lizek az elemek tehat h = g™/¢ hatvanyai, és igy d darab van belglik. Ezért az egyetlen
a rendd részcsoport éppen ezeknek a halmaza (ezzel mellesleg 11j bizonyitast kaptunk az

eldz6 allitdsra véges csoportok esetén). A d rendd elemek tehat h hatvanyai k6zott vannak.
A hatvany rendjére vonatkozé képlet szerint

[hjl"':' lh[ :_._EZ__.

(hhg)  (d,5)°

¢s ez pontosan akkor d, ha (d,j) = 1, az ilyen j-k szama pedig ¢(d). O

Mivel az n-edik komplex egységoyokok csoportja ciklikus (hiszen a 27/n szdgi egy-

seggyok generdlja), ezért a fenti allitas specialis eseteként kapjuk, hogy a primitiv n-edik
egységgyokok szama p(n).

A most hasznalt ,generalas” kifejezés emlékeztet a linearis algebrdban hasznalt foga- -
lomra. Ott generalt altérrsl, és linearis kombinaciok halmazarol, most pedig hatvanyok
halmazarél volt sz6. Mi e két dologban a kézds? '

A kulcsot az a lineéris algebraban bizonyitott és hasznalt észrevétel adja meg, amely
szerint az X altal generalt altér a legszikebd X-et tartalmazé altér, azaz minden X-et
tartalmazo6 altérnek része. Ugyanez a tulajdonsdg csoportokra is igaz: ha G tetszdleges
csoport, és g € G, akkor (g) a legsziikebb ¢-t tartalmazé reszcsoport. Valoban, ha a H
reszcsoport tartalmazza g-t, akkor tartalmazza g hatvanyait, vagyis (g)-t. Ezért a ¢ altal

generalt részcsoport” elnevezés dsszevag a linearis algebraban hasznilt fogalommal. Lassuk
akkor, hogy 4ltaldban mit is jelent a generalas.

2.10. Definicio. Tetszéleges A struktira (csoport, gyurd, vektortér, algebra) esetén az
X C A é4ltal generdlt részstruktiira (részcsoport, részgytrd, altér, részalgebra) a legszu-
kebb X -et tartalmazo részstruktira, jele (X). Az X részhalmazt A generdtorrendszerének
nevezzik (illetve azt mondjuk, hogy X generédlja A-t), ha (X) = A.

A legsziikebb sz6 tehat azt jelenti, hogy (X} része minden, X-et tartalmazé részstrukti-
ranak. Megjegyezziik, hogy a generalas fogalma még ennél is 4ltaldnosabb, hiszen példaul
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gyvird esetén generdlt 1dedlrdl 1s beszélhetiink, ez az adott részhalmazt tartalmazé legszi-

kebb ideAl.

A tenti definicid csak akkor értelmes, ha egyértelmien létezik ez a bizonvos legsziikebb

reszstruktira. Az egyértelmdség nyilvanvals, hiszen ha két legszdkebb ilven részsiruktura
lenne, akkor azok egymast tartalmaznak. A létezés oka a kovetkezd.

2.11. Allitas. Részstrukturdk metszete is részstruktira (végtelen soké is).

A bizonyitds azon mulik minden esetben, hogy csak a zartsigot kell ellendrizni, mert

az azonossdgok automatikusan 6roklédnek. Ez az 4llitas természetesen ideilokra (tovabba
balidedlokra, jobbideilokra) is érvényes.

2.12. Allitas. Az X &ltal generdlt résztruktira egyértelmien létezik, mint az Osszes X -et
tartalmazé részstruktira metszete.

Valéban, az X-et tartalmazé részstruktirik metszete is részstruktira, és ez a metszet
része minden tényez0jének, azaz tényleg az X-et tartalmazé legsziikebb részstruktira.

A generdlt részcsoport tehat létezik, de ahhoz, hogy az elemeit konkrétan kiszamit-
nassuk, a fentl konstrukci6 nem alkalmas. Ahogy a vektorterek esetében a generalast
leforditottuk a linearis kombinacidk nyelvére, ezt meg kell tenniink csoportok esetében is.

2.13. Allitas. Legyen G csoport és X C G.

(1) (X) a G azon elemeibédl 4ll, melyek felirhaték az X elemeib6l és azok inverzeibdl

kepzett soktényezOs szorzatként (X minden eleme t6bbszor is felhasznalhato).
(2) Ha G kommutativ és X = {g1,...,gn}, akkor

(X)) ={g*...g5 | k,..., kn € Z}.

Az Abel-féle esetbeli képlet lényegében azonos a linearis algebraban tanult formulaval,
csak az egész egyutthatds inedris kombinicidéban egylitthatd helyett kitevst kell irni, hiszen
nem Osszeadas, hanem szorzas a midvelet. Az &ltalanos eset annyiban mas, hogy az egyes
generdtoroknak nem kell ,egymés mellett” lennilik. Példaul a (g, h) egy tipikus eleme
g *h°gh*gh?gh™>. Ezeket a szorzatokat méar igen nehéz attekinteni, ezért a két elemmel
generalt csoportok szerkezete igen bonyolult lehet. Gyakorladsul érdemes belatni, hogy az
{(12),(12...n)} halmaz generdtorrendszer az n-edfokd szimmetrikus csoportban. Tehéat

mar ket elemmel 1s akdrmekkora véges csoportot generdlhatunk (mig linearis algebraban a
két elemmel generdlt alterek legteljebb kétdimenzidsak lehetnek).

Bizonyitds. Csak a 2.13. Allitds (1) részét latjuk be, hiszen ennek (2) nyilvan specialis

esete. Legyen H az X altal generdlt részcsoport, K pedig az (1)-ben leirt szorzatoknak a
halmaza. Azt kell belatni, hogy H = K.

K C H. A H részcsoport, amely X-et tartalmazza. Tehat tartalmazza az X elemeinek
inverzeit, és az X U X ™! elemeibd] képzett szorzatokat is, azaz K valamennyi elemét.

H C K. Elegendd belatni, hogy K egy X-et tartalmazod részcsoport, mert akkor H,
mint a legszikebb X-et tartalmazo részcsoport, része lesz K-nak. Az X elemei, mint
egytényezls szorzatok, elemei K-nak. Nyilvan K zart a szorzasra, hiszen két bonyolult

szorzatot egymas mellé irva egy ugyanilven fajta, csak még bonyolultabb szorzatot kapunk.

Az egységelem 1s benne van K-ban, mint {ires szorzat. Végiil a szorzat inverzének képletét

alkalmazva latjuk, hogy K az inverzképzésre is zart. O
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I11. PERMUTACIOCSOPORTOK

Legven X halmaz. Az S+ szimmetrikus CSOport reszcsoportjait permutdcidcsoportnak
nevezzilk. Az X halmaz elemeit néha pontoknak hivjuk.

szarmazik, hiszen példdaul nagvon fontos permuticiocso
(vagy hasonldségi) transzformaciol alkotnak.
Tegyik fel, hogy G < S, és definidljunk egy ~

Ez az elnevezés a geometridbol
port az, amit a sik egybevigosagi

¢ relaciot az X-en a kdvetkezd képlettel:
T~gYy<+==dgeG:g(z)=y.

Azaz két elem relaciéban all, ha az egyiket a mésikba it lehet vinni G egy elemével. Peldaul
legyen X a sik, és G az origd koriili forgatasok csoportja. Ekkor

P ~g Q nyilvan akkor és
csak akkor igaz, ha P és Q egyforma tavolsagra van az origdtdl.

Azonnal latszik, hogy ~g ekvivalencia-relacis. Valdban, z ~¢ z (hiszen az egységelem
z-et Onmagéba viszi); ha z ~g v, akkor y ~c z (hiszen ha g(z) = y, akkor g=1(y) = T);
végil ha z ~g y és y ~g z, akkor £ ~g 2 (hiszen ha g(z) = y & h(y) = z, akkor
(hg)(z) = z). A ~¢ relaciéhoz tartozd particid osztélyait G orbitjainak nevezziik. Agz
el6z6 (forgatdsos) példaban az orbitok ag origd korili korok. Az ¢ € X elemet tartalmazsé

orbitot szokas az ¢ elem orbitjanak is nevezni. Jele G(z). Ha X egyetlen orbitbél all, akkor
azt mondjuk, hogy G tranzitiv X -en. -

(yakorlasképpen érdemes bebizonyitani, hogy ha g ¢ Sx,
reszesoport orbitjai épp a ¢ ciklusfelbontasat adjak.

Ha z € X adott, akkor tekinthetjiik azokat a
hagyjék (azaz g(z) = ). Ezek nyilvin részcso
pont G-belt stabilizdtora, jele G.,.

akkor a g altal generalt (g)

g elemeket G-ben, melyek z-et fixen
portot alkotnak G-ben, melynek neve az z

3.1. Tétel. Legyen G < Sx. Ekkor tetszéleges ¢ € X-re |G(z)| = |G : G,|.

Tehdat egy orbit ele-mszéma, vagy hossza épp a stabilizatordnak indexe. A tétel bizo-
nyitasat konnyebb megérteni, ha elsbb egy alkalmazdst mutatunk be: Kiszamoljuk, hany
szimmetridja van a kockianak.

Legyen tehat adva egy kocka a térben. G pedig azoknak az egybevagosigi transzfor-
macioknak a halmaza, melyek a kockat onmagéba képzik. Nyilvin G részcsoportja a sik
egybevagdsagcsoportjanak, de ha X Jeloh a kocka csiucsainak halmazat, akkor tekinthetd
G az Sx részcsoportjanak is, hiszen egybevagbsag csticsot csicsba visz, és ha egy egybe-
vagosagl transzformaciot a kocka csticsain ismerink, akkor mar a tér minden pontjanak a
képét is ki tudjuk szamitani.

A kocka barmely két cstcsa egymasba vihetd alkalmas egybevagésiggal. Valoban: két
szomszedos cstcsot ki lehet cserélni példaul egy sikra tikrozéssel, és ilyen lépések so-
rozataval barmely csicsbél barmely csticsba eljuthatunk. Azaz

hat a kocka csucsain. Ha A jeléli az egyik csucsot, akkor tehit az iménti tétel miatt
G(A)] - 1G4l = |G|. Mivel 4 orbitja az Gsszes csicsok halmaza, |G(A4)] = 8. Ezért ele-
gendS G 4 rendjét meghatarozni.

Legyen tehat g egy olyan egybevagdsag, mely az A csiicsot fixen hagyja, és legyen B,
C, D az A cstcs hirom szomszédja. Mi lehet a B cstcs képe ¢g-nél? Mivel g egybevagodsag,
a g(B)g(A) tavolsag meg kell hogy egyezzen az AD tdvolsiggal. Tehat g(B) élhossznyi

a G csoport tranzitivan
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tavolsagra van ¢(4) = A-tél. Ilven cstcs harom van: B, C és D. A testatldo koriili ket
120 fokos forgatds B-t elviszi C-be is és D-be is. ezért a B
éppen G 4(B) = {B.C.D}. A tételt most a (4 csoportra alkalmazva azt kapjuk, hogy
Ga(B)|-{(Ga)sl =1G4]. Igv 1G] =8-3. (G.1)Bi. Tehat elég azokat az egvbevigdsigokat
megszamolni, melyek az 4 pontot is és a B pontot is fixen hagyjak.

Ha most g ilyen, akkor a C pont képe mar csak DD lehet (B nyilvdn nem). MAasrészt az
AB-n dtmend atlosikra vald titkrozés fixen hagyja A-t és B-t, és kicseréli C-t D-vel. Ezért
a (Ga)p csoportban C orbitja kételemd, és a tételt mégesvszer alkalmazva azt kapjuk,
hogy |G| =8-3-2-1((G.4)B)c!. Végil ha egy egybevaglsag fixen hagyja A-t, B-t és C-t is,
akkor D-t is, és kénnyen lathatéan a tér minden pontjat 1s. Ezért |((G 4)
a kockdnak 48 szimmetridja van.

Hasonld technikaval érdemes kiszamolni, hogy egy szabalyos n-szégnek 2n szimmetriaja
van (n tikrozés és n forgatas). Ezeknek a csoportjat Dy, jeldl, ez az n-edfoku diédercsoport.
A szabéilyos tetraédernek 24 szimmetridja van, vagyis a csicsok barmely permutéciéja
megvaldsithatd alkalmas egybevagésagi transzformacioval.

elem orbitja a G4 csoportnal

B)Cl — 11 vagyls

Lassuk most akkor a 3.1. Tétel bizonyitasat. Azt kell belatni, hogy G(z) rendje ugyanaz,

mint G indexe. Mivel G(z) = {g(z) | g € G}, ehhez azt célszerd megvizsgalni, hogy mely
g' elemek viszik z-et ugyanabba a pontba, mint ¢g. Nyilvan

9 (z)=g(z) = (g7 )z) =z = g7 € G, « ¢' € 9G, .

Tehat az ilyen g’ elemek egy G. szerinti baloldali mellékosztalyt alkotnak. Vagyis az a
megteleltetés, ami a g(z) ponthoz a gG, mellekosztalyt rendeli, bijekcio. Ezért valéban

G(2)| =G : G,]. O

A matematikiban sokszor megtdrténik az. hogy egy G csoport elemei maguk nem per-
mutaciol az X halmaznak, mégis G elemei  hatnak” az X halmazon. Példaul a kocka
esetében beszélhetiink arrél is, hogy az egybevagbsagok a kocka éleit, lapjait, vagy testat-
161t permutéljék. Egy egybevagssagi transzformacié a tér pontjain értelmezett fiigevény,
tehat nem szakaszokat permutal. De mondhatjuk azt, hogy ha F egybevagdsag, akkor

pie—

az AB szakaszt F wvigye' az F(A)F(B) szakaszba. Ezt jelglhetjiik a kovetkezGképpen:

FxAB = F(A)F(B).

Altalaban azt mondjuk, hogy a G csoport az X halmazon hat, ha minden geGeésze X
esetén beszélhetlink a g x z € X elemr6] (formalisan: értelmezve van egy x 1 G x X = X
leképezés) gy, hogy barmely g, h € G és z € X esetén

g* (h*z) = (gh) *z

(azaz G elemeinek szorzata szorzatpermutacicként hat), és ha e jeldli G egységelemét,
akkor barmely z £ X esetén

EXxXT =T

(vagyis az egységelem identikusan hat X -en). Ezekbdl a szabilyokbol adodik, hogy ¢~
INVerz leképezésként hat, azaz

g*:c:y«’:bg“l*y:x.
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Az eddig targvaltakat Specidlls esetként kapjuk, ha G < Sy, az
all, és gx 2 = g(z). A dolog kicsit hasonls ahho
elemeivel szorozzuk (ellenérizziik, hogy
a vektortéren a fenij értelemben).

Az orbit és stabilizator fogalma az altalanos esetben
hat X-en, akkor a ~ ekvivalencia-relaciot az X-en az

z, ahogy egy vektortér elemeit az alaptest
yenkor a test multiplikativ csoportja tényleg hat

Is ugvanugy definidlhats. Ha G

I~GgYy+==gsG:g*xrx=1y.

képlet definialja (ennek osztalvai lesznek az orbitok), az z € X stabilizatora pedig azokbol
a g elemekb6] all, melyekre g x z =

= z. Most is igaz, hogy az z-et tartalmazé orbit hossza
egyenld a stabilizdtoranak indexével, és a bizonyitas sz6 szerint ugyanaz, mint az imént.

3.2. Tétel. Legven G a vé
G(z)] = G Gzl

Bizonyitds. Nyilvan

ges X halmazon haté csoport. Ekkor tetszéleges ¢ € X-re

g’*:r::g*.;f‘:{——;:-(g"lg')*:r:zcﬁg‘lg’EGm¢=>g’€gG$.

Tehdt az z-et ¢ x z-be vivs g' elemek egy G, szerinti baloldali
Vagyis az a megteleltetés, ami a g * z ponthoz a ¢G, mellékoszts
orbitja és G, baloldali mellékosztalyainak halmaza kdzstt. 0O

mellékosztalyt alkotnak.
lyt rendeli, bijekcié az z

Gyakorldsul érdemes belatni, hogy a kocka szimmetriacsoportja tranzitivan hat az élek
halmazadn, és minden él stabilizitora négyelemd. Hasonléképpen a lapok halmazan is
tranzitiv a hatas, itt a stabilizétor nyolcelemd, olyan mint a negyzet szimmetriacsoportja.

IV. IZOMORFIZMUS

A csoportelmélet célja az, hogy a csoportok szerkezetét felderitse.
hogy mik egy adott csoport elemei, hanem az,

Példaul ha egy ciklikus csoport rendje végte
elemét agy lehet 6sszeszorozni, hogy a kitevéke
egész szamokkal szdmolunk. Akkor pedig felesleges a csoportot Z+-tol megkulonbdztetni.

Azt mondhatjuk, hogy a két csoport lényegében ugyanaz. Hasonloképpen ha G egy n-
edrendd ciklikus csoport, akkor eleme; g" alakuak, és a kitevékkel modulo 7 kell szimolni.
izt a csoportot tehat a Z} csoporttal tekinthetjiik azonosnak.

Természetesen az nem mindig latszik €@y csoporton, hogy ciklikus-e. Példaul a Z7
csoportrol esetleg nem vessziik azonnal észre, hogy a 2 hatvanyaibol 4ll. De ha méar észre-
vettik, akkor a szdmolas nagyon egyszerive valik ebben a csoportban. Ez az észrevétel az
alapja a binom kongruenciak megoldasara a szamelméletben tanult eljarasnak. Ugyanis
ha p prim, akkor van primitiv gyok mod p, és ez pontosan azt jelenti, hogy a Z; csoport
ciklikus. Ahhoz, hogy ezt az izomorfizmust megadhassuk, meg kell keresniink egy primitiv
gyokot mod p. Ha azonban csak olyan kérdés mertil fel, hogy példaul nany 13 rendd elem
van Zj;-ben, akkor nem kell primitiv gyokot keresni, hanem a 13 rendd elemeket elég a

Nem az a kérdés,
hogy a mivelet hogyan miiksdik rajtuk.

len, akkor elemei ¢™ alakban irhatoék, és ket
t osszeadjuk. Tehat a csoport elemeti helyett

-

_Z‘;:;—l csoportban megszamolni, ami sokkal egyszeribb feladat.
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Fogalmazzuk meg pontosan, mikor i tekinthetiink ket
len ciklikus csoportban 9" helyett n-nel akarunk szamo
ez a megteleltetés kolesdndsen eg
g -nel”, vagyis a gtg™

Csoportot azonosnak. A végte-
ini. Ezt az teszi lehetove, hogy
vertelmd, méasrészt »ugvanugy kell szdmolni n-nel, mint
szorzat Kiszdmitdsa az n + m 0sszeg kiszamitisaval egyenértékd,

a csoport két eleme helyett a nekik a masik csoportban megfeleld elemekkel végezhetjlik

el a mdveleter. heéplettel ezt dgy rhatjuk fel, hoey a Y(9™) = n leképezés teljesiti a
w(g"g™) = ¥ (g™) - ¥(g™) tulajdonsigot, vagyls muvelettartd. A miivelettarts leképezése-
ket (tetszdleges strukturak esetén) homomorfizmusnak nevezziik. Linedaris algebraban ezek

a linedris leképezések. [zomorfizmus alatt bijektiv homomorfizmust értiink. A G és H
csoportok 1zomorfak, ha van kdzdttiik

1zomorfizmus, ennek jele G = H. Az eddig ciklikus
csoportokrél elmondottakat az ) nyelven kévetkezdképpen fogalmazhatjuk meg.

4.1. Allitas. Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus,
csoportox valamelyikével (ahol n pozitiv egész).

ha izomorf a Z% illetve a Zr

) A ga] gyeznek, hiszen a csoportelméleti fogalmakat
iv ’ " Juk, marpedig izomorf csoportokban ,jugyanazok” a miive-
letek. Els6 lépésként vegyuk észre, hogy a szorzattartisbsdl az wEgységelem-tartas” és az

Jnverztartas” is kdvetkezik. Valéban, ha U G — H szorzattartd, azaz P(ab) = ¥ (a)y(b)
teljesiil minden a,b € G-re, akkor

caYec) = ¥(eg) = Yleces) = Pleg)y(eq),

es igy Y(eg) = ey az egyszertsitési szabdly miatt. Igy

az egységelem képe mindenképpen
az egyseégelem. Ekkor viszont

er = Plec) =P(99™") = ¥(g)v(g™ ),

azaz ¥(g~') = (Y(g))~L, és igy ¥ inverzet inverzbe visz, vagyls az inverzképzés mive-
letét is tartja. Gyakorlasképpen érdemes igazolni, hogy ha % -
akkor g és 1(g) rendje mindig megegyezik,
mellékosztalyé mellékosztaly, és igy tovabb.

Mivel az izomorf csoportok
Gket egymastol.

G — H izomorfizmus,
reszcsoport képe izomorfizmusnal részcsoport,

tulajdonsagai ugyanazok, nem is érdemes megklilonboztetni
Ez a hires Steinitz-féle 1zomorfia-elv. Példaul tudjuk, hogy az 6sszes
tizelemd ciklikus csoport egymassal izomorf. Ezért a tizelemd ciklikus csoportrdol beszél-

hetlink. Az izomorfia a Csoportok kozott természetesen ekvivalencia-relicis. Példaul a
tizedrendd ciklikus csoportok egy 1zomorfia-osztalyt alkotnak.

Amikor a véges csoportok o0sztalyozésardl beszéliink, akkor azt szeretnénk, hogy izo-
morfla erejéig az Osszes veges csoportot felsoroljuk, lehetSleg olyan Attekinthetd szerkezetd
alakban, hogy a felmeriils kérdéseket kénnyen megvalaszolhassuk. MAr az eddigi eredmé-
nyeink is lehetdvé teszik, hogy ezt a felsorolast elkezdjiik. Nyilvan barmely két egyelemii
csoport 1zomorf, tehat egyelemi csoportbol (izomorfia erejéig) egyetlen darab van. Lattuk,
nogy minden primrendii csoport ciklikus, és azt is, hogy az azonos rendii ciklikus csoportok
1zomorfak. Ezért 2, 3, 5, és 7 rendq csoportokbdl is egy-egy van.

Kimaradt a sorbo] a 4 és g 6. Vannak-e ilyen rendii csoportok? Termeészetesen 1gen,

niszen a Z> csoport rendje n, azaz minden pozitiv n-re van n-edrendi csoport. Vannak-e
ezekkel nem izomorf, azaz nem ciklikus 4 llletve 6 rendd csoportok?
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A vélasz kdnnyebb 6-ra: az S, csoportnak is 6 a rendje, de nem kommutativ, és egért
nem 1s lehet ciklikus. Szdmolassal velathats, hogy mas hatodrends csoport nincs, azaz
1zomorfia erejéig Gsszesen ketts van. - _

Ha a rend 4, akkor is tudunk talilni nem-ciklikus csoportot, 1lven példaul Zg Ebben
a csoportban ugyvanis minden elem negyzete az egvségelem, azaz nincs negvedrendd elem.
Az egységelemtdl kiilonbozs harom elem k&ziil barmely kettd szorzata a harmadik. Ezt a
csoportot, és a vele izomorfakat Klein-csoportnak nevezziitk. Némi szimolissal peldthats,
hogy negyedrendi csoportbdl csak ez a kétféle van. Latni fogjuk majd, hogy altaldban a
prim-négyzet elemszamu csoportok szama is ketts. _

A nyolcelem( csoportok felsorolasdhoz definialnunk kell a kvaternidcsoport fogalmat.
Egy csoportot nemcsak valamiféle Szabaly” segitségével adhatunk meg, hanem gy is,
hogy felsoroljuk az elemeket, és megmondjuk az dsszes szorzatot. Ezt célszerd tablizatosan
végeznl, Ugy, hogy a g elem sorinak és a A elem oszlopinak a metszéspontjiba irjuk a
gh elemet. Ezt a tablazatot Cayley-tablazatnak nevezziik. Példaként alljon itt a négyzet
szimmetriacsoportjadnak Cayley-tablazata (mint Sy egy részcsoportja). Aki ezt a tiblazatot
leellenérzi, egy életre megtanulja a permutécidszorzast. .. '

Dy id  (1234) (13)(24)  (1432) (12)(34) (24) (14)(23) (13)
id|  id  (1234) (13)(24) (1432) (12)(34) (24) (14)(23) (13)
(1234) | (1234) (13)(24) (1432) id (13) (12)(34) (24) (14)(23)
(13)(24) | (13)(24)  (1432) id  (1234) (14)(23) (13) (12)(34) (24)
(1432) | (1432) id  (1234) (13)(24) (24) (14)(23) (13) (12)(34)
(12)(34) | (12)(34) (24) (14)(23) (13) id  (1234) (13)(24) (1432)
(24) (24) (14)(23) (13) (12)(34) (1432) id  (1234) (13)(24)
(14)(23) | (14)(23) (13) (12)(34) (24) (13)(24)  (1432) id ~ (1234)
(13) (13) (12)(34) (24) (14)(23) (1234) (13)(24) (1432) id

Lyl 7 k=1 -t -5 —k

o1 =1k —j —i 1 —k

707 =k -1 i -7 k1 =i

ki kK j —1 =1 -k —3 11
-1 -1 '

-1 -7 =k 1 1 3 k

-Jt—-7 kK 1 —-i 5 -k =1
—kl-k -3 1+ 1 k 4§ —i =1

A szorzast a kovetkezSképpen lehet megjegyeznl. Az | az egységelem, a —1-gvel valo szorzas
mindenkit az ellentettjére valtoztat. Az i, 7, k mindegyike gy viselkedik, mint a komplex
1 szam, azaz négyzetitk —1. Egymassal ezeket ugy szorozzuk, hogy az {%,j k} ,kérén”
sorrendben haladva barmely kettd szorzata a harmadik, visszafelé haladva pedig barmely

kettd szorzata a harmadik ellentettje. Természetesen itt ellendrizni kell az asszociativitast
(ez elvileg 8° egyenldség vizsgalatat jelenti)

-
*
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Nyolcelemd csoport dtféle van, harom kommutativ (ezek szerkezetérsl késsbb lesz s20),
Dy és Q. Ez utébbiak nem kommutativak, és nem izomorfak, mert a masodrendi elemek
szama (-ban csak ketts, Dy-ben pedig 3. :

Az egyszeriisitési szabaly miatt tetszGleges G csoport Cayley-tablazatinak minden sora
(és minden oszlopa) a csoport elemeinek egy permutacidja. Jelélje Y(g) 2 g elem sordhoz
tartozd permutaciot (azaz legven [v(g)](z) = ¢gz). Ez G elemeit permutalja, azaz v:{g) €

Sc. A kapott ¢ : G — Sz megfeleltetés szorzattarto, azaz Y(gh) = ¥(g) o ¥ (h). Valéban,
tetszbleges ¢ € G esetén '

Vigh)(z) = ghz = g(hz) = ¥(g)(hz) = ¥(g) (¥ (h)(z)) = (¥(g) o ¥(h))(z)

Tovabba g # h esetén ¥(g) # ¥(h) (s6t, ez a két
meg, hiszen az oszlopok is permutécick). Ezért a ¥ G — Si leképezés injektiv csoportho-

momorfizmus. Ezzel beladttuk, hogy a Cayley-tablazat soraihoz tartozd permutacidk G-vel
1zomorf részcsoportot alkotnak Ss-ben. Méasképp fogalmazva:

permutacié egyetlen helyen sem egyezik

4.2. Cayley tétele. Minden csoport izomorf egy permutaciécsoporttal.

E tétel szerint elég lenne csak permutacidcsoportokat vizsgalni (mint Galois kordban tet-

ték). A Cayley-reprezentaci¢ vizsgalata azonban csak ritkan segit a csoport szerkezetének
feltarasaban.

V. HOMOMORFIZMUS

Lattuk, hogy izomorfizmus segitségével az egylk csoportban bizonyitott eredmeényeket
mas csoportokra is dtvihetjik. Az olyan homomorfizmusok is fontosak, melyek nem izomor-

fizmusok. Sokszor eléfordul ugyanis, hogy egy nagy, bonyolult G csoportnak van egy homo-
morfizmusa egy egyszerd szerkezetd H csoportra (lyen példaul az eljelképzés : S, — Z3).
gy a G-re vonatkozo kérdések egy részét H-ban szamolva is megvalaszolhatjuk. Példaul
azt a tényt, hogy (12) nem &ll el harmasciklusok szorzataként, az elGjel vizsgilataval
l[athatjuk azonnal 4t. A homomorfizmus valoszintlileg a matematika legfontosabb fogalma.
S5G6t, az életben (folyamatok modellezésekor) is azt tesszuk, hogy a lényeges dolgokat megra-
gadjuk, és csak azokat vizsgaljuk, azaz homomorfizmust” (a lényeget megtartd leképezést)
készitink egy mar kezelhet strukturaba (a modellbe). |
Szeretnénk attekinteni a G csoporton értelmezhetd homomorfizmusokat. Ez nehezebb
feladat, mint a linearis algebraban, ahol minden homomorfimust egy matrixszal megad-
hatunk. A linearis algebréban minden A : V — W linearis leképezéshez hozzarendeltiik
a magterét. Linnek ismerete a dimenziététel miatt meghatirozza Im(A) dimenziojat, és
ezzel a kép, mint vektortér szerkezetét. Nézziik meg, hogy ha 9 : G — H csoporthomo-
morfizmus, akkor a ,mag” ismerete meghatirozza-e izomorfia erejeig a , képet”.

Ha ¢ : G — H egy csoporthomomorfizmus, akkor. miként linearis algebrdban, legyen

Ker(w)={acGlyYla)=ex}l <G

a Y magja (ez nyilvan részcsoport G-ben), és
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a v képe (ez nvilvan részcsoport H-ban). Ha 9 sziirjekrtiv, vagyis ha Im(y¢') = H, akkor
azt mondjuk. hogy ¢* a H-ra (és nem f1-ba) képez.

Konnyd lacni, hogy H minden reszcsoportja elfall alkalmas homomorfizmus kepeként.
Valoban, ha K < H, aklkor az a v K — H leképezés, ami K minden eleméhez Snma-
gat rendeli, nyvilvan csoporthomomorfizmus, melynek képe /. Nézziik meg, magja lesz-e
minden részcsoport is egy alkalmas homomorfizmusnal.

legytk fel, hogy NV < G a ¥ homomorfizmus magla. Ha h € Im(¢), akkor G mely
elemel képz&dnek h-ra? Legyen W(g) = h, ekkor

Y(g) =h = (g) = ¥(g) = ¥(g7'¢') = epy 979" € Ker(¢) = N == g’ € gN.

Tehat h-ra épp a gV mellekosztdly elemei képz&dnek.

Ez az eredmény gyanis! Mi okozza azt az aszimmetridt, hogy bal mellékosztaly jott

ki? A dolgok természete, vagy a mi szamolisi modszerink? A 9(g’) = 4(qg) Osszefiiggést

ebben a szdmolasban balrél szoroztuk (g™ 1)-gyel. Most szorozzuk jobbrol.

Vi) =h = d(g) =v(9) = 9(g'g™!) = ey = g'g~1 ¢ Ker(¢) =N < ¢’ € Nyg.

Most az jott ki, hogy h-ra epp a g/N mellékosztaly elemei képz&dnek. Tehit gN = N g
minden g € G elemre. Igy az NV szerinti jobb- és baloldali mellékosztilyok megegyez-
nek. FEz a tulajdonsidg nem teljesiil minden reszcsoportra, példaul az S; csoport {id, (12)}
reszcsoportjara sem. Tehit ez a reszcsoport nem lesz homomorfizmusnak magja.

Vigyazzunk, gV = Ng nem jelenti 2zt, hogy N minden eleme felcserélhets g-vel, hanem
csak azt, hogy minden n € N-hez vap olyan n' € N, hogy gn = n'g, és forditva, minden
n-hez van olyan n”, hogy ng = gn”. Példaként ellenérizziik ezt a tulajdonsigot az Ss
csoportban, ha NV = {id, (123), (132)} és ¢ = (12).

Az, hogy az N szerinti jobb és bal mellékosztalyvok megegyeznek, forn

_ ndlisan csak annyit
jelent, hogy minden g-hez van olyan g¢', hogy gN = Ng'. Ebbdl azonban kovetkezik,

hogy gN = Ng. Valéban, g € gN = Ng', és nyilvin g € Ny, vagyis az Ng és Ng’
mellékosztalyok nem diszjunktak. tehat egyenidek.

A G csoport egy IV részcsoportjat akkor nevezzitk normdli
osztonak, ha egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak a magja (jelolés: IV a G).

o.1. Tétel. A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor normélosztd, ha a szerinte
vett bal- és jobboldali mellékosztalyok megegyeznek.

s részcsoportnak, vagy normdl-

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az N < G részcsoportra gN = |
esetén. Szeretnénk egy olvan v : G — H homomorfizmust konstrualni, melynek magja IV.
Ahhoz, hogy ezt megtehessiik, tegyuk fel, hogy a célt sikeriilt elérni. és vizsgaljuk meg,
hogy milyen a kapott ¢ és H. Igy ki fog deriilni, hogyan kell &ket megkonstrualni. Azért,
hogy az aldbbiakban ne keveredjenek Gssze a bizonyitas valéd; : IVAC]

konstrukcié sordn egy K csoportot

melynek magja NV lesz.

A H  felesleges”, azaz Im()-n kiviili elemeit nem akarjuk megkonstrualni, ezért ezeket
elhagyva feltehetjik, hogy 1 szurjektiv. Lattuk, hogy ha h € H. akkor pontosan egy
N szerinti mellékosztaly elemei képzddnek h-ra. Agaz EH elemel koélcsonosen egyértelmi
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megfeleltetésben allnak az -V szerinti mellékosztalyokkal. Igv megvannak mar a keresett
K csoport elemel: ezek legvenek az N szerinti mellékosztalyok; és megvan a keresett ¢
~ leképezés is, ennek nyilvdn a g elemhez az 6 mellékosztilyat, azaz a ¢V = Vg halmazt kell

rendelne.

Hogvan kaphatjuk meg a G-beli szorzas 1smeretében a hy, ho € H elemek szorzatat? Ha
li’(gl) = hl €S d(gg) = hj, akikor

hihe = ¢(g1)¥(92) = ¥(g192) ,

vagyls a hyh, szorzatnak a g:92:V mellékosztaly felel meg.

Ezért a K csoportban két
mellékosztaly szorzatat a

(g1N) - (gaN) = g192N

képlettel kell, hogy definidljuk. Azt varjuk, hogy csoportot kapunk, és a ¢(g)
leképezés csoporthomomorfizmus, melynek magja N.

Még a csoportaxiémak ellenfrzése elGtt van egy probléma. Szabad-e igy a miveletet
definialnunk? A problémat a kovetkezd hasonlat vilagitja meg. Az, hogy ,parancsszin”,
egy értelmes fogalom: ez tetszlleges narancsnak a szinét jelenti. Hasonléan azonban nem
definidlhatjuk az ,autdszin” fogalmat, hiszen az autdk szine nem egyforma.

Masik koznapi példa a kovetkezd. Ha adott a gyerekek halmazan egy kétvaltozos relacid,
és van két iskolal osztalyunk, akkor megprobalhatjuk értelmezni a relaciot a két osztaly ko-
zOtt 1s a kovetkez$ mobddon: kiveszink egy-egy gyereket mindkét osztalybdl, és megnézziik,
hogy 6k ketten relaciéban vannak-e. Példaul ha a relacid az, hogy ,1dGsebb korosztalyhoz
tartozik”, akkor ez a teszt (normalis esetben) ugyanazt az eredményt fogja adni, barhogy
1s veszunk ki egy-egy gyereket, és igy értelmes arrdl beszélni, hogy a 7/B 1d&sebb korosz-
talyhoz tartozik, mint a 6/A. De a fenti definicié alapjin értelmetlen arrdl beszélni, hogy
az egyik osztaly ,jobb tanuldé”, mint a maésik, hiszen abbdl, hogy Jancsi a 7/A-bél jobb

tanuld, mint Juliska a 6/B-b06]l még nem kovetkezik, hogy a 7/A-ban mindenki jobb tanuld,
mint a 6,/B-ben. -

= giN

Amikor a g; N és g, N mellékosztalyokat akarjuk Osszeszorozni, akkor a probléma ha-
sonld: ugyanazt az eredményt kapjuk-e, ha e két mellékosztalyt masik elemmel adjuk meg.

Be kellene latni, hogy a szorzat csak a mellékosztalytol fiige, nem pedig a g; elemektdl.
Vagyis, hogy '

giN =giN és goN = go N == gy92N = g1g,N .

Ha ez igaz, akkor a szorzéds definicidja értelmes.

A fenti kovetkeztetés nem igaz tetszéleges részcsoportra (példaul az S3 csoport {id, (12)}
részcsoportjara sem). Ha azonban ¢/N = Ng minden g € (G-re, akkor

g192N = g1goN = g1 Ngy = g1 Ngy = g19,NV

azaz a szorzas a K halmazon joldefinidlt. Az Osszes tobbi tulajdonsig trividlisan teljesul:
a szorzas nyilvin asszociativ, az egységelem eN = N, a g inverze ¢~ 'NN (ez ismét nem
flige g-t6l1, csak a mellekosztalytdl), és ¢ is nyilvanvaldan szorzéastartd. Nyilvan g € Ker(y)

akkor és csak akkor, ha gN = eN, vagyis ha g € N. Azaz Ker(y) = N, és ezzel a tételt
belattuk. O |
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A most konstrudlt csoportot a G csoport N szerinti faktorcsoportjinek nevezzilk, és
G;-V-nel jeloljik. Ha G veéges, akkor persze |G/N| = |G : N| = |G|/IN]. A o : g — gy
lekﬂpezes neve természetes homomorfizmus.

Az Iméntl gondolatmenet soran az is kideriilt, hogy ha ¢ : G — H tetszSleges ho-

momorfizmus, és N = Ker(v'), akkor Im(v) elemei kolcsonosen egyvértelmd, muvelettartd

megteleltetésben allnak a X' = G/N csoport elemeivel (a 1(g) elemnek a gN = Ng felel
meg), vagyis, hogy Im(¥') = K = G/N. Azaz:

0.2. Homomorfizmus-tétel. Hav : G — H homomorfizmus, akkor Im(v¥) = G /Ker(v) .

iz az allitas a dimenzidtétel csoportelméleti analogonja. Maga a faktorcsoport az al-
gebra egyik legfontosabb fogalma. A faktorcsoportban az osztalyok elemeivel (igynevezett

reprezentansokkal) kell tehat szdmolni. Minél iigyesebben valasztjuk ezeket a reprezentin-
sokat, annéal egy szertibb a szamolas.

5.3. Allitas. Legyen N <] G ésg < G. Ekkor a gN € G/N elem rendje a legkisebb olyan
pozitiv k egész, melyre ¢ € N, és Veﬂftelen ha ilyen k nem létezik.

Bizonyitds. Valéban, (¢N)” = eN <= ¢g" € N, és k a legkisebb ilyen pozitiv n. U
Hasonlban igazolhaté az is, hogy ha egy g elem képe egy homomorfizmusnal h, akkor

h rendje osztdja g rendjének.

V1. HOGYAN KERESSUNK NORMALOSZTOT?

Van egy nagyon egyszerd eset, ami azonban gyakran el6fordul, ezért célszerd ismerni.

6.1. Allitas. Tetszdleges csoportban minden 2 indexd részcsoport normaloszté.

Bizonyitds. Ha |G : N| = 2, akkor G-nek két baloldali mellékosztalya van N szerint. Az
egyik IV, a masik tehdt NV komplementuma, azaz G — N. Ugyanez azonban a jobboldali

mellékosztalyokra is igaz. Tehdt a baloldali és a jobboldali mellékosztalyok halmaza is
{NV,G — N}. Ezért N 4 G. '

e

Az altalanos esetben gy érhetiink célt, ha a gV = Ny feltételt atfogalmazzuk.

. Lemma. A G CSOporf; N részcsoportja akkor és csak akkor normaloszté, ha minden
N,g< G esetén gag~* € N.

m t~.J

Bizonyitds. A lemma feltételét komplexusokkal dgy irhatjuk fel, hogy gNg=! C N. Ez
igaz minden g-re, tehat g~ '-re is, azaz ¢g~'Ng C N, ahonnan balrél g-vel, jobbrél g~ t-gyel
szorozva N C gNg~* adédik. Tehat a lemma feltétele azzal ekvivalens, hogy gNg=! = N

minden g € G-re. Ez pedig pontosan akkor igaz, ha ¢N = Ng (csak g-vel, illetve a
megforditashoz g~ -gyel kell jobbrol szorozni). O

A gag™" szorzatot az a elem g-vel vett konjugdltjinak nevezziik. Az eléz6 lemma tehat

azt mondja, hogy a normadloszték pontosan a konjugalasra zart részcsoportok. A konju-
galt keplete a linearis algebraban a bazistranszformaciét irta le, ami a teljes méatrixalgebra
onmagara vald 1zomorflzmusat létesitette. A konjugalas csoportok esetében is izomorfiz-

mus lesz, és ennek fontos kovetkezményel vannak (példaul konjugéilaskor az elemrend nem
valtozik meg).
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6.3. Allitas. Ha G csoport és g = (&, aklor a

Wyt T = grgTt

leképezés a G csoportot énmagara képzd izomorfizmus.

Bizonyitds. v,(z),(y) = gzg~lgyg~! = gryg~*t = Uy(zy). Mivel a g-vel vals kKonjugalas
inverze a ¢~ t-gvel valé konjugilas, ezért a konjugdalas bijekcio.

Lineéris algebraban két métrixot hasonlonak nevezunk, ha ugyanannak a linedris transz-
formaciénak a matrixai, csak mas-mas bazisban. Ez ekvivalencia-relacié (
hogy adott matrixhoz megtalaljuk a hozza hasonlék k&ziil
is alakt maétrixot).
konjugélds adja meg.

és a cél az volt,
a legszebb, lehetdleg diagona-
A béazistranszformécié képlete miatt ezt az ekvivalencia-relaciét a

Egy G csoportban az a és b elemeket akkor nevezziik konjugaltaknak, ha van
g € G, melyre gag™! = b. Ez is ekvivalencia-relacié lesz. Valdban, eae™! = g miatt
minden elem konjugilt 6nmagaval, a szimmetria abbol kovetkezik, hogy b = gag™! esetén
a = (g7 ")b(g~ 1) (vagyis ha a g elem ,odakonjugal”, akkor az inverze wvisszakonjugal”),

végul a tranzitivitds abboél kovetkezik, hogy ha g az a-t b-be konjugilja, k pedig a b-t c-be,
akkor a hg elem a-t c-be konjugilja.

olyan

Az igy kapott osztilyokat a G konjugdlt osztdlyainak nevezzitk. A 6.2 Lemma tehat
Ugy fogalmazhatd, hogy egy N részcsoport akkor €s csak akkor normdlosztd G-ben, ha

a G néhdny konjugdlt osztdlydnak egyesitése. Norméalosztok kereséséhez tehat célszerd a

csoportot konjugalt osztilyokra bontani. Ehhez viszont J0 lenne tudni, hiany eleme van
egy adott a elem konjugalt osztilyanak.

Tekintsiik azokatag € G

elemeket, amelyek a-val felcserélhetsk, azaz amelyekre ga = ag
teljesul. Ezek a g eler

nek az a elem G-beli centralizdtordt alkotjak, melynek jele Co(a)

Az a elem centralizdtora részcsoport. Ha ugyanis g és h mindketten felcserélhetdk
akkor gh is, hiszen ekkor

a-val,

e(gh) = gah = (gh)a.

Tovabba ha ag = ga, akkor mindkét oldalrs] g ir
Azaz ¢! € Cgla).

verzével szorozva ag~! = ¢~ lq adédik.

6.4. Allitas. A G véges csoport a elemének éppen annyi kiilonbézé konjugiltja van G-

ben, mint az a centralizdtordnak indexe, azaz |G : Cg(a)|. Specidlisan minden konjugdlt
osztdly elemszdma osztdja G rendjének.

Bizonyitds. Legyen b = gag™?!. Vizsgaljuk meg, mely h elemek konjugiljak még az a-t
b-be. Nyilvan

hah™ = gag™! < ¢ tha = ag”th = g7 1h ¢ Cgla) = h € gCg(a).

Lehat az a-t b-be vivs h elemek egy Co(a) szerinti baloldali mellékosztalyt alkotnak. Vagyis

az a megfeleltetés, ami a b elemhez a gCc(a) mellékosztalyt rendeli, bijekcio az a konjugalt
osztalya és Cg{a) baloldali mellekosztalyainak halmaza kozott., O
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Remelem, tobben fejesovaliva olvassak az eddigieket, mert felismerteék, hbg}' egv kordbbi
bizonyitast mondtunk el mégegvszer. Mar az a mod is szemet kell szurjon, ahogy a kon-
jugalt osztdlyokat definidltuk. hiszen azt mondtuk: g és b egy osztalyban van, ha g egy
eleme konjugdlassal az egyiket a masikba vis~i. A megteleltetés a konjugalt osztaly elemei
s egy részcsoport szerinti mellékosztalyok kdzott pedig teljesen ugyanaz, mint mikor az
orbitok elemszamat vizsgaltuk meg.

A fentiszamolasokat tehat el lehet keriilni, ha definidljuk a csoport 6nmagéin valé hatasat
konjugélas segitségével. Ha g = G, akkor legyen X = G, és

g*T = grg * (z € G).
Ezzel tényleg hatdst kaptunk: ha g, h,z € G, akkor

(gh) xz = (gh)z(gh) ™" = g(hzh™")g™! = g % (h % z)
ha pedig e a G egységeleme, akkor

3

e*a:_-—_-ea:e-"lz:z:.

Az ebbdl a hatasbol keletkez6 orbitok G konjugalt osztalyai egy elem stabilizatora pedig
nyllvanvaléan a centralizatora. A 6.4. Allitas tehat kivetkezik a 3.2. Tételbal

Konnyd szdmolds mutatja (j6 gyakorléfeladat ezt elvégezni), hogy az S, csoportban
két elem akkor és csak akkor konjugalt, ha ciklusfelbontasuk ,egyforma” (azaz ugyananyi,
ugyanolyan hosszu ciklus szerepel benniik).

Kalon figyelmet érdemelnek az egyelemdi konjugalt osztalyok. Az z elem osztalya ak-
kor és csak akkor ilyen, ha z centralizatoranak indexe 1, azaz ha ez a centralizAtor az
egé€sz csoport, vagyis ha z felcserélhetd G minden elemeével. Az llyen elemek halmazit G
centrumdnak nevezzik, és Z(G)-vel jeldljiik. _

Z{G) nyilvan részcsoportja G-nek (ez kozvetlen szamoléssal is lathaté, vagy pedig abbdl
kovetkezik, hogy a centrum nyilvan az Gsszes elem centralizitorainak a metszete). Nyilvan-
valéan Z(G) < G, hiszen Z(G) (egyelemii) konjugalt osztalyok egyesitése. Hasonld okokbdl
Z(G) minden részcsoportja norméaloszté G-ben. |

Mostandig csak dtfogalmazasokat végeztiink. Az algebraban gyakran megtorténik, hogy
lyen egyszer( lépések sorozataval olyan tételig jutunk el, aminek a bizonyit4dsit mégsem
tudnank olyan konnyen kitaldlni. Most is ez a helyzet, lényegében minden eszkozink
megvan ahhoz, hogy megértsiik a primnégyzet rendii csoportok szerkezetét.

Legyen p primszam. Azt mondjuk, hogy a G veges csoport p-csoport, ha G rendje p-nek
hatvanya. Az egyelemi csoportot minden p-re p-csoportnak tekintjik.

6.5. Tétel. Ha p prim és P nem egyelemi p-csoport, akkor Z(P) sem egyvelemd.

Bizonyitds. Bontsuk fel P-t xonjugélt elemosztilyainak uniojara. Vonjuk egybe az egy-

elem osztilyokat, ezek P centruméat alkotjdk. Ha Ky, ..., K,, a tobbi konjugilt osztaly,
akkor tehat

PL=1Z2(P)| + |K\| 4+ -+ |Kn|
(ezt P osztdlyegyenletének nevezziik). _
Tudjuk, hogy K elemszdma osztéja P rendjének, és mivel \I(;| > 1, azt kapjuk, hogy

| K;| oszthatd p-vel. Mivel Pl is oszthatd p-vel, az osztalyegyenletbdl kapjuk, hogy | Z(P)]
1s oszthato p-vel. Ekkor pedig Z(P) nem lehet egyelemd. O



BEVEZETES A CSOPORTELMELETEE

6.6. Kovetkezmeény. Minden primnegyzet rendd csoport kommutativ.

Bizonyitds. Legyen P egv p~ rendd csoport. ahol p prim. Ekkor Z(P) elemszama az elgzs

tétel és Lagrange tétele szerint Vagy p, vagy p=. Az utobbi esetben készen vagyunk, hiszen

Zi£) kommutativ, az elsbbit kell kizdrnunk. Legyene # g€ Z(P), éshe G, h & Z{P).
xkor gh = hg, hiszen ¢ a ceatrumban van. Lzért a

1 =(g,h)={g"A™ |n,m € Z}

halmaz egy kommutativ részcsoportja P-nek. A H részes
a primrendd Z(F)-t mar g hatvanyai is kiadjak), s6t, a h elem miatt bvebb Z (P)-nél.
Igy H rendje csakis p® lehet. Ezért H = P, vagyis P Abel. Ekkor azonban Z(P) = P,
azaz a centrum meégsem p rendd. Ez az ellentmondas bizonyitja az allitast. [

oport tartalmazza Z(P)-t (hiszen

Gyakorlasul 4ltalanositsuk a mostani gondolatmenetet, és i

veges csoportban G/Z(G) ciklikus, akkor G Abel (és igy G/Z(

A konjugilis, mint 1zomorfizmus, részcsoportot részcsoportba visz. Ha H < G, akkor a
gHg™*! részcsoportot a H reszcsoport G-vel vett konjugaltjanak nevezziik. Ahogy sikeriilt
egy elem konjugéltjait megszamolni ugyanigy megszamolhatjuk egy tetszlleges részhal-

maz konjugdltjait is. Legyen X a G &sszes részhalmazainak halmaza, és hasson X-en (& a
konjugélassal:

gazoljuk, hogy ha egy G
G) az egyelemd csoport).

g*xA=gAg™!

(g =G, AC G). Most tehdt a  pontok” maguk 1s halmazok. Konnyen ellenérizhets hogy

hatdst kaptunk. Ha A € X akkor az A4 kon;

ugaltjainak a szima éppen az A orbitjidnak
az elemszama, vagyis az A stabilizAtoranak az indexe. A A stabilizatora azokbola g € G

elemekbdl all, melyekre gAg=! = A (vagyis dtrendezve gA = Ag). Ezt a részcsoportot az A
részhalmaz normalizdtordnak nevezziik, és Ng(A)-val jeldljiik. Tehit az A normalizatora
az A-val mint halmazzal felcserslhetd elemekbal 4ll6 részcsoport. A kdvetkezd eredményt

lattuk be:

6.7. Allitéds. A G véges csoport A részhalmazinak éppen annyi kilénb6z6 konjugsltja
van G-ben, mint az A normalizitoranak Indexe, azaz

|G : Ng(A)|. Specialisan A konju-
galtjainak szama osztdja G rendjének.

Gyakorlasul lassuk be, hogy ha H < G, akkor Ng(H)
G-nek, melyben H norméloszto (
ilyenkor H < Ng(H).

a legnagyobb olyan részcsoportja
innen szarmazik a normalizator elnevezés). Természetesen

VII. EGYSZERU ES FELOLDHATG CSOPORTOK

Minden csoportban nyilvan normaloszté a két triviilis részcsoport. Ha eg

gY Csoport-
nak csak ez a két normélosztdja van, akkor a Csoportot egyszert csoportnak nevezzik (az

egyelem( csoportot tehat nem tekintjiik egyszeriinek). Bizonyos értelemben minden véges
csoport felépithetd egyszerd csoportok segitségével, és ezért az egyszerd csoportok megha-
tarozasa a csoportelmélet alapvetd feladata.
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.1, Allitds. A kommutativ egvszerd csoportok éppen a primrendd csoportok.

Bizonyitds. Valéoban, kon

amutativ csoportban gV = Ng mindig teljesiil, ezért minden rész-
csoport normalosztd. Ezek a csoportok tehat azok, aminek csak a két triviilis részcsoportja

van, vagyis a 2.7. Kdvetkezmény szerint pontosan a primrendd ciklikus csoportok. [

.2. Allitas. Hap prim. ak

xor a véges egyszerd p-csoportok eppen a primrendi csoportok.

Bizonyitds. Ha P egyszerd p-csoport, akkor a 6.5. Tétel miatt Z(P)| > 1. Mivel Z(P)« P,

es [ egyszery, ezért Z(P) = P, vagyis P kommutativ. Ezért az eldzg allitast alkalmaz-
hatjuk. O

Nemkommutativ egyszerd csoportot nem is olyan konnyd taldlni. Egy ilyen csoport
rendjének Burnside eg

gy nevezetes tétele szerint legalabb hirom kiilénbdzs primosztdja
kell, hogy legyen, és ez a rend a Feit-Thompson tétel (10.1) szerint biztosan paros szam.
A legkisebb nemkommutativ véges egyszerl csoportnak hatvan elemr

tot mar nagyon jél ismerjiik.

e van, €s ezt a csopor-

7.3. Tétel. Az A, alternalé csoport n > 5 esetén nemkommutativ egyszerud csoport.

A tétel bizonyitésa megtalilhaté a Fuchs-jegyzetben. A véges egyszerd csoportok o0sz-
talyozdsardl a X. Fejezetben lesz részletesebben sz6.

Ha adott egy G csoport, ami nem egyszerd, akkor vegyunk egy nemtrividlis N normaéa-
losztot, és tekintsiik az N és G/N csoportokat. Ha még ezek sem egyszertek, folytassuk az
eljarast. Ha G véges, akkor el6bb-utébb mar Csupa egyszeru csoporthoz jutunk. A kapott

egyszert csoportok sokat eldrulnak G szerkezetérsl. Kicsit pontosabban, G normdlldincd-
nak nevezzik G részcsoportjainak egy olyan sorozatat, melyre

{e} =N aNy_149...aN,a Ny a Ny =G

Ha az Osszes IV;/N;.1 faktorcsoport egyszerd, akkor az ilyen lancot G kompozicidlincdnak
nevezzuk, ezeket az egyszerd faktorcsoportokat pedig G kompozicid-faktorainak.
Peldaul az A4 alternald csoport esetén a kévetkezd lancot kaphatjuk:

{e} < {id, (12)(34)} < {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} « A, .

Megjegyezziik, hogy {id, (12)(34)} nem lesz normaloszté A.-ben (ezt jO gyakorlés ellens-
rizni). Lathatjuk tehat, hogy a kapott NV, reszcsoportok altalaban nem lesznek G normal-
osztol (csak annyit tudunk, hogy N; a N;_;, azaz mindegyik IV; az eldz6ben lesz normaél-
0sztd). A < relaci altaldban nem tranzitiv!

A normallanc, s6t a kompoziciélanc sem egyértelmi altaliban. Példaul a 7. csoportnal
eljarhatunk kétféleképpen is:

{e} € {0,3} <« Zg,  {e} «{0,2,4} qrzg.

A kompozicié-faktorok mindkét lanc esetében Zy és Zy. Altalaban is 1gaz, hogy ha a
felbontdst mdsképp végezzik, akkor ugyanazok az egyszeru csoportok jonnek ki kompozicid-

faktorokként, csak esetleg mds sorrendben. Ez Jordan-Hélder nevezetes tétele (a bizonyitas
‘megtalalhato a Fuchs: Algebra jegyzetben)
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<3

A kompozicio-taxtorok sok informdaciét szolgaltatnak a csoportrél, de nem hatérozzak
meg a szerkezetét. Példaul az S5 csoport esetén

{e

kompoziciolanc, a faktorok most is Z3 és Z,, mint Z7 esetében, ugvanakkor S3 = Zg .

A véges G csoportot felolancionak nevezziik, ha van olvan kompoziciélanca, melyben a
szerepld faktorcsoportok mindegyike primrendi ciklikus csoport (vagyis ha a kompozicié-
faktoral kozott nincs nemkommutativ egyszerd csoport). A feloldhaté csoportok fontos
szerephez jutnak az egyenletek gvokképleteinek vizsgalataban (és a geometriai szerkeszté-

sek elméletében 1s). Az, hogy pontosan a legfeljebb negyedfokt egyenletekre van 4ltalanos

megolddképlet, az alabbi tételnek a kdvetkezménye:

—

a {id, (123),(132)} « S;

7.4. Tétel. Az 5§, szzimmetrikus csoport akkor és csak akkor feloldhatd, ha n < 4.

Az, hogy n < 4 esetén S, feloldhaté, a fenti példak méar 1ényegében mutatjak (gyakor-
lasul egészitsik ki 2 gondolatmenetet). Ha viszont n > 5, akkor S,-nek kompozicidlanca
lesz {e} @ An < Sp, és igy kompozicio-faktora a nemkommutativ egyszerd A,, csoport.

A véges Abel-csoportok feloldhaték, hiszen kompozicié-faktoraik kommutativ egyszerd
csoportok, azaz a 7.1. Allitds miatt primrendd ciklikusak. Szintén feloldhatok a prim-
hatvanyrendd csoportok. Valdban, legyen P tetszlleges p-csoport, és készitsiik el P egy
kompozici6lancat. kbben a faktorok rendje oszt6ja |P|-nek, azaz mindegyik ilyen F fak-
torcsoport egyszerd p-csoport. A 7.2. Allitas miatt F rendje p. Ez a P kompozicidélancianak
minden faktorara igaz, tehat P feloldhaté.

Hasonl6 gondolatmenet mutatja, hogy minden paratlan rendd csoport feloldhaté {ennek
bizonyitdsdhoz a Feit-Thompson tételt kell felhasznalni).

VIII. A SYLOW-TETELEK

A Lagrange-tétel megforditasa dltaldban nem igaz. Ha G véges csoport, és d osztdja G
rendjének, akkor nem feltétlenil van G-ben sem d rendd elem, sem d rendi részcsoport.
Peldaul az A5 csoportban nincsen 30 rendd részcsoport, és igy 30 rendd elem sem, hiszen
minden kettd index részcsoport normaloszté a 6.1. Allitas miatt, marpedig az A5 egyszeri
csoport. Ha azonban d egy p prim hatvanya, akkor mindig van d rendd részcsoport, sét ezek
szama kongruens l-gyel modulo p. Ez Sylow nevezetes tétele, melyet most bebizonyitunk.

8.1. Lemma. Legyenek G és H egyforma rendid véges csoportok, és q egy p prim hatvanya,
mely osztja ezt a kozos rendet. Jelolje ng illetve nyg a G illetve H azon részcsoportjainak
szamat, melyek rendje q. Ekkor ng = ny(p).

Ez a lemma azért j6, mert ha specidlisan H a ciklikus csoport, akkor az npy értékeét

ismerjiuk: a 2.9. Allitads szerint ny = 1 (tetszSleges q esetén). Ezért a kovetkezd allitast
kapjuk:

8.2. T'étel. Ha ap prim egy q hatvdnya osztja a G véges csoport rendjét, akkor van G-ben
q rendd részcsoport, és ezek szdma kongruens 1-gyel modulo p.

Természetesen ha tudjuk, hogy ng kongruens l-gyel modulo p, akkor ng nem lehet
nulla, tehat nem kell kulon bebizonyitani, hogy van ¢ rendd részcsoport.
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Lassuk akkor be a 8.1. Lemmat. Jeldlje X a G 0Osszes g-elemi részhalmazaibél 4llo
halmazt. Hasson G az X-en balszorzassal:

g*A=gA (={ga]as A})

(itt ¢ £ G, A £ X). A ,pontok” tehat ismét halmnzok, és kénnyen ellendrizhetjiik, hogy
ez tényleg hatés. '

ElGszor vizsgdljuk azokat az orbitokat, amelyek valamelyik eleme egy K részcsoport
(még nem tudjuk, van-e ilyen orbit). Ekkor az orbit tobbi eleme gK alaky, azaz ennek
az orbitnak az elemei éppen a K szerinti bal mellékosztalyok. Ezért ennek az orbitnak az
elemszama |G : K| = |G|/q, és az orbitban az egyetlen részcsoport a K, vagyis az ilyen
orbitok szadma ng.

Most tegytik fel, hogy az A = {a;,...,a,} € X elem orbitjanak egyetlen eleme sem

részcsoport. Tekintsik az A ,pont” G4 stabilizatorit. Ez azokbdl a g € G elemekbél all,
melyekre g4 = A. Ezért

AZGAA‘:GAalU---UGAaq,

vagyls az A halmaz G 4 szerinti jobb mellékosztalyok egyesitése. JelGlje az ebben az unidéban
szerepld kulonbozd mellékosztilyok szdmédt my4, akkor tehdt ¢ = |A]l = my - |G4l. Ha
ma = 1 lenne, azaz ha A = G4a alkalmas a € A esetén, akkor az a ' A = a~'G 4a halmaz
benne van A orbitjdban, és részcsoport. Kz ellentmondés, tehat myg > 1, és igy ma | g
miatt m 4 oszthatd p-vel. Az A orbitjanak elemszdma pedig

Gl |Glma

G(A=1G:Gal = TN p

L

Tudjuk, hogy az orbitok elemszamanak osszege kiadja az alaphalmaz, azaz X elemszé-
mat. Jeldljik a |G|/q szamot t-vel, akkor tehdt minden részcsoportot tartalmazd orbit
elemszama t, és ezeknek az Osszhossza ngt. A tobbi orbit hossza tm 4 alakid, ahol my4 egy
p-vel oszthatd szam. Ezért

l_XI = tng + ipxg,

ahol z4 valamilyen egész szam (ami a G csoporttol figg).
Ugyanez a gondolatmenet a H csoportra is elmondhaté:

X|=tng +ipry,

ahol T valamilyen egész szam. A két egyenldséget Osszevetve és t-vel osztva éppen a
8.1. Lemma &allitdsa adédik. U}

Legyen a G véges csoport rendjének primtényezds felbontasa |G| = p$! DR AT
rend( részcsoportokat a G csoport p;-Sylow részcsoportjainak nevezzik.
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8.3. Lemma. Legyen G véges csoport, Q < G egy p-hatvanyrendd részcsoport, P pedig
egv p-Sylow részcsoport. Ekkor van olvan g € G, melyre @ < gPg~*.

Bizonyitds. Legven X a P részcsoport G-belj konjugaltjainak a halmaza:

X={9Pg"" g€ G}.

A 6.7. Allitds miatt e halmaz elemszama éppen |G @ Ng(P)|. Ez a szam nyilvan osztoja
|G : Pi-nek (hiszen |G : P| = |G : Ng(P)| - [Ng(P) : P|), és mivel P egy p-Sylow, |G : P]
nem oszthatd p-vel. Ezért X elemszama sem oszthato p-vel.

Hasson a ) részcsoport az X halmazon konjugalassal, azaz h < Q, P' € X esetén legyen

hxP'=hP'RL.

Mivel @ rendje p-hatvany, minden stabilizator indexe (azaz minden orbit elemszidma) szin-
tén p-hatvany, tehat vagy p-vel oszthato, vagy 1. Mivel | X | nem oszthaté p-vel, van olyan
orbit, aminek elemszdma 1, azaz aminek a stabilizatora a teljes (). Ha ennek az orbit-
nak az egyetlen eleme P’ = gPg~', akkor tehat azt kaptuk, hogy barmely h € Q esetén
hP'h=! = P’ azaz Q < Ng(P'). ;

Meg szeretnénk mutatni, hogy valojaban Q < P’ (ezzel készen is lennénk). Tegyiik fel,
hogy h € @, és legyen h rendje m (ez a p prim hatvanya). Tudjuk, hogy P' @ Ng(P'),
¢s igy beszélhetlink a 7P’ elem rendjérsl az Ng(P')/P’ faktorcsoportban (v6. 5.3 Allitas).
Mivel A™ = e, ezért (AP')™ = P’, azaz a hP’ elem rendje osztdja m-nek, és igy maga
1s p-hatvany. Masrészt viszont |P'| = |P|, ezért a Ng(P')/P’ faktorcsoportnak a rendje,
azaz {NG(P')|/|P’| osztéja |G|/|P'| = |G|/|P|-nek, ami nem oszthaté p-vel. Egy p-vel nem
oszthaté rendd csoportban csak az egységelemnek lehet p-hatvany a rendje. Ezért hP’ az
egységelem, AP = P’ ami azt jelenti, hogy A € P'. O

Foglaljuk 0Ossze az eddig bizonyitottakat.

8.4. Sylow tétele. Legyen G véges csoport, és p a G rendjének tetszoleges primosztéja.
Ekkor igazak a kovetkezd 4llitdsok.

(1) Van G-ben p-Sylow részcsoport.

) G minden p-hatvinyrendd részcsoportja része G egy p-Sylow részcsoportjanak.
) Barmely két p-Sylow részcsoport konjugilt G-ben.
)

Ha g egy G rendjét oszté p-hatvény, akkor a g-rendd G-beli részcsoportok széma
kongruens 1-gyel modulo p.

(5) A p-Sylow részcsoportok széma osztéja |G : Pl-nek.

Bizonyitds. A (4) &llitds éppen a 8.2. Tétel, amib6l (1) is kdvetkezik. A (2) és (3) allita-
sok az el6z6 lemmabol adédnak, hiszen p-Sylow részcsoport minden konjugaltja is p-Sylow
részcsoport. Végil (5) kovetkezik (3)-bol, hiszen tudjuk, hogy egy részhalmaz konjugalt-

Jainak szama a normalizitordnak indexe, marpedig ha P egy p-Sylow, akkor [Ng(P) : P
osztéja |G : Pl-nek. O

Alkalmazasként mutassuk meg, hogy nincs 100 rendd egyszer{ csoport. Valéban, legyen
G egy 100 rendd csoport, és jelolje n az 5-Sylow részcsoportok szamat G-ben. Ekkor az
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el0z0 tétel szerint n = 1 (5), masrészt pedig n osztéja minden 5-Sylow indexének. Ao
>-Sylowok rendje 25, és igy indexiik 100/25 = 4. Ennek osztdi 1,2, 4, és ezek kdziil csak
az 1 Kongruens 1-gvel modulo 5. Ezért G-ben egyetlen 5-Sylow van. Ez tehat as 0sszes
konjugaltjaival megegvezik, azaz normaloszto. Vagyis egy 100 rendd csoportoan mindig
van 25 rendd normalosztd, és ezért egv 1lyen csoport nem lehet egyszerq.

Gyakorld feiadatként igazoljuk. hogy ha egy véges csoport rendje két prim szorzata,
axkor a csoport feloldhato.

IX. VEGES ABEL-CSOPORTOK

Ha két csoportrol meg akarjuk mutatni, hogy nem izomorfak, akkor rendszerint
lajdonségot keresiink, ami az egyiknek megvan

o

két negyedrendd elem van, a méasikban pedi

Az llyen tulajdonsigokat invaridnsoknak nevezziik. Az el6zd
a negyedrendd elemek szdma volt.
kommutativitas.

Sajnos az invaridnsok médszere nem mindig mikddik. Ha adott két csoport. melvekrél el

akarjuk donteni, hogy izomorfak-e, akkor vegigprobélgathatjuk az ismert invariansokat. Ha

azonban nem taldlunk eltérést. attol még lehet, hogy a két csoport nem izomorf, liyenkor
1), még ismeretlen invaridnsok utin kutathatunk.

olyan tu-

, @ masiknak nincs. Példaul ha az egvikben

Két vektortér garantil-

tan nem lesz izomorf, ha a dimenziojuk k{ilonb6z8, hiszen tanultuk, hogy egy vektortér-

1zomorfizmus, vagyis egy bijektiv linearis leképezés bazist bazisba visz. Tehat egy nagyon
nasznos invaridns a dimenzié. De méas invariinsra nincs is szlikség! Ha két vektortér
egyenld dimenzids, akkor az eldirhatésagi tétel miatt van kdzottiik olyan linearis leképezés,
aml bdzist bazisba visz, és ez persze oyektiv lesz. Vagyis két vektortér akkor és csak akkor
wzomorf, ha dimenzidjuk egyenls. bgy vektortér izomorfia-tipusa tehat egyetlen invaridns-
sal, a dimenziéval jellemezhets.

A ,legegyszeribb” n-dimenzids vektortér a T test telett az'n magas oszlopvektorok 7™

tere. ks valbéban, az egész linearis algebra kiindulépontja az, hogy tetszéleges
elemel helyett a vele izomorf T™ vektortérben szamolunk (
es vesszlik a vektorok koordinatait)

Az elmondottak r

vektortér
ugy, hogy rogzitiink egy bazist,

aiatt a vektortér a lehet6 legegyszeriibb algebrai strukturak kozé tarto-
zik. Es noha a véges nemkommutativ csoportok szerkezete nagyon bonyolult lehet, a véges

Abel-csoportokra sikeriilt olyan struktiratételt bizonyitani, ami majdnem olyan egyszerQ
szamolast tesz lehetdvé, mint a vektorterek esetében. Most bemutatjuk ezt az ered;

Hogyan &ltalanosithatjuk az oszlopvektor togalmdat? Ezekkel a mtiveleteket komponen-
senként végezzitk. Ugyanezt akkor is megtehet)ik, ha az egyes komponensek csoportokbdl
valok. Legyenek Gi,..., G}, tetszdleges csoportok, és tekintsiik a (gy,...,gn) sorozatokat,
ahol ¢g; € G; minden {-re. Ezeknek a sorozatoknak a halmazdt G; x --- x G,, jeldli. (A

sorozatokat tipografiai okokbél nem oszlopba, mint a vektortereknél, hanem sorba irjuk.)
A miveleteket komponensenként definialjuk: -

(gl: . . -:Qn)(hla < ey hn) — (Q1h11 JRI agﬂ.hn)

ményt.

€S
(Ql:- ":gﬂ.)“l — (gi__li" '!gr-l-l)
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(természetesen az i-edik komponensben a G; csoport miveleteit kell elvégezni). Kdnnyd
latni, hogy csoportot kaptunk. ezt a G;,... G. csoportok direkt szorzatdnak nevezzik, és
Gy XX Gp-nel jeloljik. Az egységelem nvilvan az. ahol minden komponensbe a megfelels
csoport egységelemét tessziik. Szokisos a direk: szorzatot végtelen sok komponens esetében
is definidini, de erre most nem lesz szukségiink.

A dirext szorzatban &ltaldban kénnyd szamolni. Hlusztracidképpen igazoljuk a kovet-
kez6 allitast: '

9.1. Allitas. A Gy x --- x G, direkt szorzat tetszbleges elemének rendje a komponensei

rendjeinek legkisebb koz6s t6bbszérose (és végtelen, ha a komponensek kéz6tt van végtelen
rendd 1Is).

Bizonyitds. Nyilvan (gi,...,9.)° = (g%,. .., %) akkor és csak akkor az egységelem, ha
minden i-re g¥ a G; egységeleme, azaz ha 9:| osztdoja k-nak. A legkisebb ilyen pozitiv &
nylvan a rendek legkisebb kdz0s tobbszérése. O '

9.2. Kbvetkezmény. A G és H véges csoportok direkt szorzata akkor és csak akkor
cikhkus, ha G és H egymadshoz relativ prim rendd ciklikus csoportok.

Bizonyitds. Legyen |G| = n és |H| = m. Ha ¢ generalja G-t és h generalja H-t, akkor
a (g,h) rendje [n,m]. Ha n és m relativ primek, akkor ez egyenls nm-el, tehit a G x H
rendjével. Ezért ekkor (g, h) generilja a direkt szorzatot.

Megtorditva, tegyiik fel, hogy G x H ciklikus, és legyen (g, h) egy generatorelem. Ekkor
g rendje osztoja n-nek, h rendje pedig m-nek. Tehét (g, k) rendje (ami nm) osztéja n, ml-
nek. Ez csak ugy lehet, ha (n,m) =1, |g] =n, |[h|=m. O

Ennek az egyszerd észrevételnek van egy nagyon érdekes szimelméleti kovetkezmeénye.
kmlékezziink rd, hogy a ZX csoport generatorelemeit primitiv gyoknek neveztitk modulo n.

9.3. Tétel. Ha modulo n Iétezik primitiv gydk, akkor n vagy primhatvény, vagy egy
primhatvany kétszerese.

Hogyan lehetne ezt a tételt belatni? A szamelméletben, amikor megmutattuk, hogy az
Luler-fuggvény multiplikativ, melléktermékként az is kideriilt (noha nem ezen a nyelven
togalmaztuk meg), hogy ha m és n relativ prim pozitiv egészek, akkor ZX X ZX =2 ZX
(a részletes bizonyitds a Fliggelékben talalhato).

Yegyuk fel, hogy Z 7, ciklikus. Ekkor a Z* és a ZX csoportoknak is ciklikusaknak, és
relativ prim renddeknek kell lenniiik. E csoportok rendjei p(n) és ¢(m). De ha n > 2,
akkor p(n) paros. Ezért m és n valamelyike 1 vagy 2 kell, hogy legyen. Ebbdl pedig a
9.3. Tétel nyilvinvaldan kovetkezik.

Tovabbi vizsgalatokkal igazolhatd, hogy pontosan akkor létezik primitiv gyék modulo n,
han =1, 2,4, p*, 2p* alaki, ahol p pdratlan prim.

Ha egy csoportrol sikeril beldtni, hogy direkt szorzat, akkor ez j6 hir, mert a szerke-
zetét sikeriilt kisebb (és ezért remélhetsleg egyszeribb) csoportokéra visszavezetni. Tehat
szeretnénk tudni, hogyan lehet felismerni, hogy egy csoport izomorf-e egy direkt szorzattal.

Ehhez kanyarodjunk vissza a linedris algebrahoz. Sz6 volt arrél, hogy a W vektortér az U

és V' alterek direkt Osszege, haU+V = W és UNV = {0}. Ezek a feltételek azt garantaljak,
hogy W minden w eleme egyértelmiien felirhaté v + v alakban, aholu e U ésv € V. Azaz



28 BEVEZETES A CSOPORTELMELETBE

1 elemel kolcsondsen egvértelmd megfeleltetésben allnak a (u.v) parokkal. Konnyd latni,

hogy ha a vektortér-miveleteket ezekre a parokra komponensenként értelmezziik, akkor ez
a megfeleltetés muvelettarto is.

Hogvan lehetne ezt az éscrevételt megforditani? Tegyuk fel, hogy G = A x B, ahol 4
és B tetszOleges csoportok. Tekintsiik az

47 = A X {83} = {(G,EB) 4 < A}-
B ={esa} x B={(ea,b) | b€ B}

halmazokat. Ezekr6Sl azonnal 1athato, hogy igazak az aldbbiak:

A2 A" qa G, B=B" G,
A"NB* = {(ea,eg)}, A'B*"=CGC.

Ezeknek a tulajdonsdgoknak a bizonyitdsa nagyon egyszerd, és igencsak javallott gyakorlé-

feladat. Miként line4ris algebréiban is, ezeknek a tulajdonsidgoknak a megléte mar elegendd
ahhoz, hogy direkt szorzatot kapjunk.

9.4. Allitas. Legyen G csoport, és tegyiik fel, hogy G-ben van két normaélosztd, A és B
gy, hogy ANB ={e} és AB=(G. EkkorG= A x B.

Bizonyitds. A feltétel szerint G minden eleme elGall ab alakban, ahol a € A és b € B. bz
az elgallitas egyvértelmd is, ha ugyanis ab = a'b’, ahol a’ € A és b’ € B, akkor &trendezéssel
azt kapjuk, hogy

o ta=bb"1,

Itt a baloldal A-nak, a jobboldal B-nek eleme. Teh&t ez az elem A M B-ben van, vagyis

a feltétel szerint az egységelem. De o ~'a = e-bébl kovetkezik, hogy a = a, és hasonléan
kapjuk, hogy b =1'. - _

Iy tehat az a 1 leképezés, melyet a ¥((a,b)) = ab képlet definidl, bijekcié az A x B &s
G kozott. Még azt kell belatnunk, hogy i szorzattart6. Ehhez elszor azt igazoljuk, hogy

a € A és b e B esetén ab = ba. Valdban, tekintsiik a aba™*b~* elemet. Ezt kétféleképpen
1s atalakithatjuk:

aba™tb! = (aba"')0"! € B,
hiszen B normalosztd, és ezért zart az a-val valé konjugalasra. Viszont
aba~ bt =a(ba”bT) € A,

hiszen A is norméloszto, és igy zart a b-vel valo konjugélasra. Igy aba™ b~ € ANB = {e},
azaz atrendezéssel ab = ba.

Végiil ha a,a’ € A és b, b’ € B, akkor az elgbbiek szerint a’b = ba’, és ezért

U((a,b)(a'd)) = ¥((aa',bb')) = aa'bb’ = aba'd’ = ¥((a, b ((a',b")),

amivel az allitast beldttuk.
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Ha nem tudjuk, hogv AB = G, akkor a fenti bizonyitasbél az adodik, hogy AB részcso-
port, mely izomorf 4 és B direkt szorzataval.

Ha az 53 csoportban A4 = {id, (12)} és B = {id, (123).(132)}, akkor valamennyi feltétel
teljesil azzal az egy kivétellel nogy A nem lesz normalosztd, és természetesen nem

1 iG‘aZ
& )
, " o~ 7 - r~ - : TIRE -
nogy S3 = 4 x B, hiszen 4 x B = Ly X Zy 2 ZZ, az S3 pedig nem ciklikus, hiszen nem
Is kommutativ. Tehdt szitkséges teltenni, hogy 4, B « G.
A tobbté

vezOs direkt szorzatot is jellemezhetjiik normalosztok segitségével. Legyen
Gy a Gy x---x G, direkt szorzat azon elemeinek a halmaza, melyek i-edik komponense
tetszbleges eleme G;-nek, a t6bbi komponensben pedig a megfelel csoport egységeleme
all. Nyilvan G} a Gj-vel izomorf normélosztéia a direkt szorzatnak. A G normélosztok
teljesitik, hogy

(1) szorzatuk az egész csoport:

(2) Barhogy is vesziink n — 1 darabot koziiliik, ezek szorzatanak és a kimaradénak a
metszete csak az egységelembdl all.

Megtorditva, kdénnyen igazolhatd, hogy az ilyen tulajdonsidgt normaloszték direkt szorzat
felbontast adnak.

Hadd hivjam fel k{ilon is a figyelmet arra. hogy a feltétel nem tgy szél, hogy Darmely
két 7 metszete trividlis. A vektorterekhez visszatérve, vegyiink a sikon hirom, origdn
atmend egyenest. Ezek Osszege a sik, barmely ketts metszete nulla, mégsem igaz, hogy a
sik ennek a hirom egyenesnek a direkt Ssszege lenne. hiszen hirom egyenes direkt Osszege
biztosan haromdimenziés. A teret viszont telbonthatjuk harom egyenes direkt dsszegére,
példaul a hirom koordinata-tengely segitségével, &s itt valéban 1gaz, hogy barmely két
tengely altal kifeszitett sik nulliban metszi a harmadik tengelyt.

A vektorterek strukturatételét tehat ugy fogalmazhatjuk, hogy minden véges enz16s
vektortér el6all egydimenzids vektorterek (a T test, mint onmaga felett vett vektortér)

direkt szorzataként. A véges Abel-csoportok alaptétele ezzel analdg eredmény.

9.9. A véges Abel-csoportok alaptétele. Minden véges Abel-csoport felbonthatd

"

primhatvanyrendd ciklikus csoportok direkt szorzatéra.
rendd tényezOk szdma egyértelmien meghatirozott.

A felbontdsban szereplé adott

Részletesebben az egyértel

Useg azt jelenti, hogy ugyan a G csoportot esetleg t5bbfé-
leképpen is sikeriilhet felbontani primhatvanyrendd ciklikus csoportok direkt szorzatéara,

de barhogy is vesziink egy ¢ primhatvinyt, a ¢ elemszamu tényez6k szdma mindegyik
felbontésban ugyanannyi lesz.

Példaul legyen G rendje 24. Ekkor a lehetséges tényez6k rendjel éppen a 24 szam

primhatvany-osztéi, azaz 2,4, 8, 3. Ilyen elemszamu tényez6kbdl kell a 24-et kikombinalni.
A lehet@ségek tehat a kovetkezgk:

+ +- + + + + + + +
Lig X Ly XLy x Ly, 7Z3 xZy xZ], Ly X Ly .

Ezek szerint izomorfia erejéig 3 darab 24 rendd Abel-csoport van.

Ha G egy p* rendd csoport, akkor, mint lattuk, kommutativ, és az alaptétel szerint
kétféle lehet: Z ™

52 es Z;‘ X Z; . Ezzel régi igéretiinket is teljesitettiik. Az alaptételt magat
nem bizonyitjuk (a bizonyit4s megtalalhaté a Fuchs: Algebra jegyzetben).
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Az ed&igiek alkalmazdsaként megmutatjuk, hogyv minden 15 rendi csoport ciklikus.
A Sylow-tételeknél tanult gondolatmenetet alkalmazva, vagyis az 5- illetve 3-Sylowok sza-
mat vizsgalva az adddik, hogy mindkét Svlowbsl csak egy darab lehet, és ezek normalosz-
tok. Ha tehdt G a csoport, és P, Q a 3- illetve a- >-oviow, akkor ezek normalosztok, és
£ N Q egvelemd (hiszen rendje oszt6ja a 3-nak is és az 3-nek is). Igy a fentiek szerint PQ
reszcsoport, ami izomorf P x Q-val, azaz a 73 X o T s csoporttal. Mivel G rendje 15,
PQ az egész G, azaz G ciklikus.

Gyakoridsul érdemes ezt a gondolatmenetet altalanositani. Ha a G csoport rendje pg,
ahol p < ¢ kiil6nb6z6 primek, akkor mutassuk meg, hogy G szitkségképpen ciklikus, kivéve
ha g =1 (p). Ez utdbbi esetben kissa komplikaltabb szamolassal belathaté, hogy pg rendi
csoportbél Osszesen két darab van, a ciklikus, és egy nemkommutativ.

Mostani tudésunk birtokdban méar tdbbet mondhatunk a kis elemszami csoportokrél.
A primrenddeket és a primnégyzet rendiieket mar elintéztiik. Nyolcadrendd csoportbdl
ottele van: a mér emlitett két nemkommutativ csoporton (D4, Q) kiviill hArom kommutativ:

(Z3)3, (Z3)* x Z7 és Zg . Altaldban is igaz, hogy prim-kéb rendd csoportbél pontosan &t
nemizomorf van, melybél hirom kommutativ.

12

Ha a rend 10 vagy 14, akkor ez két prim szorzata, és két-két csoportot kapunk, a
cikhkusakat, illetve a Dg és D- diédercsoportokat. A 12 és 16 rendd csoportokat maér
nehezebb &ttekinteni. A sort folytatva csupa feloldhaté csoportot fogunk kapni egészen

addig, amig a rend el nem éri a 60-at, ekkor ugyanis fellép az A5, ami a legkisebb elemszamu
nemkommutativ egyszerd csoport.

X. AZ EGYSZERU CSOPORTOK KLASSZIFIKACIOIA

Ebben a részben, a teljesség barmiféle igénye nélkiil, a veges egyszerd csoportok klasszi-
fikdcidjéval kapcsolatos eredményekrsl lesz sz6. Az, hogy A, egyszerd csoport han > 5,
mar Galois szamara is ismeretes volt, ezen mulik annak bizonyitésa, hogy a 4-nél maga-
sabb fokl egyenletekre nincsen gydkképlet. Ugyancsak régrél (geometriabol és analizisbél)
1smeretesek az tgynevezett klasszikus egyszeru csoportok, melyek tobb végtelen sorozatot
alkotnak. Ezek taldn legfontosabb csaladjaval, a projektiv specidlis linedris csoportokkal
(PSL(n,q)) késGbb megismerkediink majd.

Mar a XIX. szdzadban taléltak olyan egyszerdl csoportokat, melyek nem illettek be
ezekbe a végtelen sorozatokba. Az elsé 6tot felfedezd jukrél Mathieu-csoportoknak nevez-
zuk. Jellik My, Mg, Moo, Moy és Mos. Az index azt fejezi ki, hogy ezek az adott elem-
szaml halmazon hat6 permutacidcsoportok, valojaban bizonyos kombinatorikus struktirak
szimmetriacsoportjai. Azért valtak érdekessé, mert wnagyon” tranzitivak, errgl késébb még
lesz s26. A Mathieu-csoportokat az trkutatiasban is felhasznaltik mar.

Az elsd mélyebb eredmények a huszadik szazad elején keletkeztek (Burnside, Frobenius)
a reprezentacidelmélet kialakuldsgval, amely linearis algebral eszkozoket hasznal. Burnside
ennek az elméletnek a segitségével fedezte fel azt a mar emlitett eredményt, hogy egy

nemkommutativ véges egyszerii csoport rendje legalabb hirom kiiléubdzd primszammal

kell, hogy oszthatd legyen. A reprezentacitelmélet fontos szerepet jatszik a kémiaban és a
részecskefizikdban is.

Burnside mar akkoriban azt sejtette. hogy a véges nemkommutativ egyszerd csoportok
rendje paros kell, hogy legyen. A kor eszkdzei azonban elégtelennek bizonyultak a sejtés bi-
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zonyitasdhoz. Az 1950-es években Suzulki meghatirozta az dsszes olyan egyszerti csoportot,

melvben minden egységtsl kiilonbézs elem centralizdtora Abel-féle. Suzuki gondolataibdl
Kiindulva végiilis sikeriilt megoidani Burnside problémajat:
10.1. Feit-Thompson Tétel.
paros kell, hogy legven.

Minden nemkommutativ veges egyvszerd csoport rendje

A bizonyitds, ami t&bb, mint 250 oldal (W. Feit, J. G. Thompson, Solvability of groups

of odd order, Pacific J. Math., 13 (1963), 775-1029), telhasznilja a csoportelmélet korabbi
eredmeényeit, példaul a reprezentaciéelmeletet 1S.

mar emlitett Mathieu-csoportok is.
Erdemes elid6zni kicsit a legnagyobb s

poradikus csoportnal, mely a Monster (azaz Szor-
nyeteg) névre hallgat. Rendje

308 017 424 794 512 875 886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000,

azaz 8.08 - 10°3. Osszehasoﬂtésképpen néhany adat: a vilagegyetem nukleonjainak (pro-
tonok €s neutronok) széma 3 - 1077, térfogata (Jelenleg) 10% kobcenti. a Fald tomege
3.5 - 10°'-szerese egy proton tomegének (tehdt a Monsternek sokkal t5bb eleme van, mint

ahdny atomboél a Fold all), végiil az Gsrobbanas (azaz a vilag kezdete) O6ta minddssze |
4.7 - 10" masodperc telt el.

Ebbél lathatjuk, hogy egy ekkora cso

portot egyaltalin nem trividlis megkonstrualni.
Semmiféle szAmitézép nem tarolhatja példaul a szorzastablajat. A klasszifikiciénak ex
2 konstrukcié volt az utolsd lépése. MaAr tudtak, hogy a Monster elemszama csak a fent:
lehet, azt is, hogy 194 konjugalt osztalya kell, hogy legyen, csak azt nem tudtak, hogy ilyen
csoport létezik-e. Végiil Griess talalt egy 196884-dimenzids algebrat, melynek bizonyos
szimmetridi a Monsterrel izomorf csoportot alkotnak.

Erdekes észrevenni, hogy a konjugilt osztilyok szama milyen kicsi a csoport rendjéhez
képest. Az Mo, Mathieu-csoportnak példaul mindéssze 26 konjugélt osztalya van. Ez

a csoport alapvetd szerepet jatszik a Monster, és sok maés sporadikus egyszerd csoport
szerkezetében is.

Lassuk az Gsszes nemkommutativ egyszeru csoportot, melynek rendje egymilliénal ki-
sebb. Ezek szdma 56, melybd! 39 izomorf a PSL(2,q) csoporttal alkalmas q primhatvanyra,

tovabbi harom izomort PSL(3, g)-val (¢ = 3, 4, 5), és egy, Ag = PSL(4, 2). Ezt a 43 csopor-
tot a2 harmadik tiblazat tartalmazza, a t6bbi 13-at a masodik tablazatban soroltuk fel. Itt
szerepel két alternalé csoport (A4, Ag), 6t spéradikus csoport (az els6 harom Mathieu és az
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elsG két Janko), a maradék hat csoport pedig tovabbi végtelen sorozatoknak elemei (ezeket
nem definidljuk). Megjegyezziik, hogy két nemizomorf 20160 rendd egyszerd csoport van.

Most mar itt az ideje, hogy megtudjuk, mik is ezek a PSL(n, q) csoportok. Mint az
eddigiekben is, jelolje GL{(n,T) az n x n-es invertdlhatd T feleftl matrixok csoportjat, ahol

T tetszbleges test. Ez még nem egvszerd csoport. tobb okbdl sem. Egyrészt 2 centrur
ne

na
trividlis (konnyd kiszdmolni, hogy ez a centrum éppen az egységmatrix nem nulla

skalarszorosaibol all, ezeket skaldrmdirizoknak nevezziik). Masrészt a determindnsképzés
homomorfizmusa GL(n,T)-nek a T test multiplikativ csoportjaba, jelolje ennek magjat,
vagyis az 1 determinans( matrixok normalosziojat SL{n,T) (specidlis linearis csoport).
A GL(n,T)/Z csoportnak specialis geometriai jelentése van, ahonnan a neve szarmazik:
altaldnos projektiv linearis csoport, jele PGL(n,T). Végiil PSL(n,T) vagy L,(T) jeldli az
SL{n,T) csoportnak a benne lévG skaldrmétrixok altal alkotott normalosztd szerinti fak-

torcsoportjat. Ha n = 1, akkor csoportjaink mindegyike kommutativ, ezért a tovabbiakban
feltesszik, hogy n > 2.

Mivel véges csoportokat szeretnénk kapni, célszerd a T testet is végesnek valasztani.
A Galois-elmélet keretében be fogjuk l4tni, hogy izomorfia erejéig minden ¢ primhatvany-
hoz pontosan ecy ¢ elemi test létezik. Ha T a q elemd véges test, akkor a most definialt
csoportok jelolésében T helyett g-t irunk.

10.2. Tétel. A PSL(n,q) csoport egyszerd, kivéve PSL(2,2) és PSL(2,3).

A tétel bizonyitdsa méatrixokkal valé szamolas, megtalé.lhaté példaul B. Huppert: End-

- liche Gruppen cimi konyvben (6.13. Tétel). Ugyanitt taldlhatok az aldbbi hasznos 1zomor-
fizmusok bizonyitdsai (melyek tablazatainkbol is kiolvashaték).

10.3. Tétel. Az aldbbi izomorfizmusok teljestilnek.
(1) PSL(2,2) = SL(2,2) = GL(2,2) = 5;.

(2) PSL(2,3) = As.

(3) PSL(2,4) = PSL(2,5) = As.

(4) PSL(2,7) = PSL(3,2) (rendjik 168).
(5) PSL(2,9) = As.

(6) PSL(4,2) = As.

10.4. Tétel. Legyen

M= -1 —q)(¢"—¢")...(¢"—¢"7") & d=(¢—1,n).
Ekkor
M M
GL(n,g)\=M: |SL(n,q)|=|PGL{n,q)| = - |PSL(n,q)| = —— .
GL(n,q) SL(n,9)l = IPGL(n)l = ~=33 IPSL(m. )l = ==y
Bizonyitds. Legyen V egy n-dimenzi¢s vektortér a ¢ elemd T test felett, €s vy,...,vn €2y

bazis. Szdmoljuk meg az invertélhaté linearis transzformacidkat. A v, keépe tetszGleges nem
- nulla vektor lehet, ez ¢" — 1 modon valaszthats. A vy barhovd képzddhet a vy generalta
altéren kivil, ez ¢™ —g-téleképp lehetséges, és igy tovabb. Ezért GL(n, q) rendje tényleg M.
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A determindns a T multiplikativ csoportjara képez, ezért a homomorfizmus-tétel miait
SL(n,q) indexe ¢ — 1. Az egysegmatrix nem nulla skalirszorosainak szama g — 1, azaz
£GL(n,q) egy ¢ — 1 elemd normalosztd szerinti faktor.

Végil az utolsd &llitds bizonvitasahoz azt kell megmutatni, hogy e normaloszté 1 de-
termindnsu elemeinek szama d = (g — 1,n). Ehhez meg kell szamolni T azon elemeit,
melyekre t" = 1. Nyilvan ™ = 1 akkor és csak akkor, ha ¢ rendje a T csoportban osztdja
n-nek, és mivel ¢ rendje oszt6ja e csoport rendjének (ami ¢ — 1), ez azzal ekvivalens, hogy
t rendje osztdja (¢ — 1,n) = d-nek, azaz. hogy t® = 1. A TX csoport azonban (mint min-
den véges test multiplikativ csoportja) ciklikus, és igy az ilven elemek szima (a 2.9. Allitas
bizonyitdsa szerint) éppen d. [

- Végezetill néhdny hires eredményt sorolunk fel, ami a klasszifikiciobal kovetkezik. A
klasszifikdcié kombinatorikai alkalmazasai soran altalaban permutacidcsoportokra vonat-
koz6 problémaéak keriilnek els. Egy permutaciécsoportot k-tranzitivnak nevezunk, ha bar-
hogyan is valasztunk ki k& kiildnboz6 pontot, a csoport alkalmas elemével ezek tetszdleges
méasik k pontba atviheték. A G csoport egy M részcsoportja mazimdlis részcsoport, ha
M < G, és nincs G-nek M-et tartalmazé reszcsoportja (M-en és G-n kiviil). T6bbszdrs-
sen tranzitiv csoportban a stabilizdtorok konnyen lathatéan maximalis részcsoportok. Az
egyszerd csoportok legtdbbjének mar ismerik a maximalis reszcsoportjait. Hadd 4alljon itt
egy meglepd eredmény, ami a klasszifikicid bizonyitdsa elGtt hires sejtés volt.

10.5. Tétel. Legyen p prim, és tekintsiik az 5(0,1,...,p—1} Szimmetrikus csoport azon rész-

csoportjat, melyet az ax + b (a # 0) alakt permutaciok alkotnak (ahol az Osszeaddst és a
szorzast mod p végezzik). Ekkor ez ((p ~ 2)! indexi ) maximalis részcsoport.

10.6. Tétel. Az A, és S, csoportokon kiviil nincs olyan permutéciécsoport, amely lega-
labb hat-tranzitiv lenne. Két 6t-tranzitiv csoport van, az My és Moy Mathieu-csoportok.
A négy-tranzitiv csoportok széma négy, az elozé kettdn kivill még My és M.

Harom-tranzitiv csoport méar végtelen sok van, de a klasszifikiciobol meég a kettd-
tranzitiv csoportok teljes leirdsa is kdvetkezik.

10.7. T'etel. Minden véges egyszerid csoport generalhaté két elemmel.

L teétel szerint ha egy G véges csoport barmely két elemmel generdlhatd részcsoportja
feloldhaté, akkor G is feloldhats, és ezt igen nehéz bizonyitani. Ugyanakkor G nyilvan
pontosan akkor Abel, ha barmely két elemmel generalt részcsoportja Abel.

Aki az aldbbiaknal t6bb informaciora kivancsi, annak érdemes forgatnia a Nagy Piros
Konyvet, azaz a véges egyszerd csoportok Atlaszat.
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M,
VAT
J\Jgg
11’["_34
J2
Suz
HS
McL
CO3
COQ
Co,

Fin9
Fij,
HN
Th

M

218.36.53.7.11-23
24%.3%9.5%.72.11.13-23
210.33.52.73.17
217.3%.52.7.11-13

218.313.52.7.11.13-17-23
2¢1.316.52.73.11.13-17-23.929

214.36.55.7.11-19
215.310.53.72.13.19.31

.31-41-47-59-71
2°.3.5.7-11-19
2°.3%.5.73.11-.19-31
27.3%.5.17-19
28.37.58.7.11-31-37-67
214.33.53.7.13-29

221.33.5.7.11%2.23.29.31-37-43

2. Tabladzat. Az egvmilliénal leEbb rend{ e

rtok jele. rendje és felfedezsik.

.313.5%.72.11-13.17-19-23-31 - 47
.340.59.75.112.13%3.17.19.23 . 29.

Mathieu
Mathieu
Mathieu
Mathieu
Mathieu
Hall, Janko
Suzuki
Higman, Sims
McLaughlin
Conway
Conway
Conway, Leech

Held/Higman, McKay
Fischer

Fischer

Fischer

Harada, Norton/Smith
Thompson/Smith
Fischer/Sims, Leon
Fischer, Griess

Janko

O'Nan/Sims

Janko/Higman, McKay

Liyons/Sims

Rudvalis/Conway, Wales

Janko/Norton, Parker,
Benson, Conway, Thackray

egyszerd csoportok, I.

R -_—_

A7
Us(3)
My
Us(2) =
S5z(8)
Us(4)
M2
Us(5)
J1

Ag

Moo

S4(4) -

= G4(2)

2520=23 . 32 - 5.7
6048=2° .33 .7

7920=2%.3%2.5.11

S54(3)  25920=2°.3%.5

20120=2°.5-7-13

62400=2%-.3-52.13

05040=2%.3%.5.11
126000=2%.32.5%3.7

oy - -

1792

60=2°-3.5.7-11-19

181440=2%.3%.5.7

447

520=27.32.5.7.11

604800=27-3%.52%.7
979200=2%.3%.5%.17
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3. Tablazat. Az egvmillidndl kisebb rendd egvszerd csoportok. II
PSL{2,4) = PSL(2.5) = 60=27-3-5
PSL(2,7) = PSL( 2) 168=2°-3-7

PSL(2,9) = S4(2) 360:.—..23-33 3

PSL(2,8) = R( ) 504=29 . 3.7
PSL(2,11) 660-—-’"-3*5&1
PSL(2,13) 1092=22 -3 - 7-13
PSL(2,17) 2448=2%.3% .17
PSL(2,19) 3420=2%-32.5.19
PSL(2,16) 4080=2*-3-5-17
PSI(3, 3) 5616=2%-3%-13
PSL(2,23) 6072=2°-3-11-23
PSL(2,25) 7800=2°-3-52.13
PSL(2,27) 0828=2%.3%.7.13
PSL(2,29) 12180=2%-3-5-7-29
PSL(2,31) 14880=2°-3-5 - 31
PSL(4,2) & Ag 20160=2°-3%.5.7
PSIL(3,4) 20160=2%.3%2.5.7
PSL(2,37) 25308=2%.3%-19-37
PSL(2,32) 32736=2°-3-11-31
PSL(2,41) 34440=2%.3.5.7-41
PSL(2,43) 39732=2%-3-7-11-43
PSL(2,47) 51888=2%.3.23.47
PSL(2,49) 58800=2%.3.52.72
PSL(2,53) 74412=2%.3%.13.53
PSIL(2,59) 102660=22% -3 -5-29 - 59
PSIL(2,61) 113460=2%-3-5-31- 61
PSIL(2,67) 150348=2%-3-11-17-67
PSL(2,71) 178920=2%.32.5.7-71
PSL(2,73) 194472=2%-3%.37-73
PSL(2,79) 246480=2%.3-5-13- 79
PSL(2,64) 262080=2°.32.5.7-13
PSL(2,81) 265680=2%.3%.5.41
PSIL(2,83) 285852=2%-3 -7 -41-83
PSL(2, 89) 352440=2°.3%.5-11- 89
PSL(3,5) 372000=2°-3.5%.31
PSL(2,97) 456288=2° -3 - 7%.97
PSL(2,101) 515100=2%-3-5%-17- 101
PSL(2,103) 546312=2"-3.13-17- 103
PSL(2,107) 612468=2% - 3° - 53 - 107
PSL(2,109) 647460=2%-3%-5-11-109
PSL(2,113) 721392=2%.3-7-19-113
PSL(2,121) 885720=2"-.3-5-11%-61
PSL(2,125) 976500=2%-32.5%.7-31
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FUGGELEK
A ¢(n) Euler-figgvény a 0.1,...,n — 1 szdmok koziil az n-hez relativ primek szama.,
azaz a Z, csoport rendje. Ebben a csoportban «,, jeldli a mdveletet.

Tétel. Az Euler-fliggvény mul uph}\atn azaz han és m relativ prim pozitiv egészek, akkor
o(nm) = ¢(nie(m). Sot, ilvenkor ZX x ZX, = ZX_ is teljesiil.

pizonyitds. Legvenek n és m relativ prim pozitiv egészek. Meg fogunk adni egy f bijekciot
a L X Z és a ZX_ halmazok kozdtt. EbbéSl az Euler- fuggvény multiplikativitisa mar
kovetkezik. Az izomorfia tgy fog kijonni, hogy a konstrualt f bijekcié mivelettarto is lesz.

Ha c € Z,,, akkor vegyiik a ¢ szam n-nel valé osztasi maradékat, ezt jelolje a. Hason-
l6képpen lem en 0 a ¢ szam m-mel val6 osztisi maradéka. Legyen f( ) = (a,b).

A definici6 szerint 0 < a < n. Megmutatjuk, hogy a és n relativ primek. Valdban, ha
volna egy d > 1 kozbs osztéjuk, akkor a = ¢ (n) miatt d osztana c-t is, ami lehetetlen,
mert ¢ és nm relativ primek. Ezért a € ZX. Ugyanigy adédik, hogy b & Z. Az f tehat a

Z; ., halmazt a Z* x ZX halmazba kepz1 Ahhoz, hogy belassuk, hogy bijektiv, meg kell
mutatnunk hogy f szurjektiv és injektiv.

Legyen (a,b) € ZX x ZX,, és tekintsiik az

szimultan kongruenciarendszert. Ennek a kinai maradéktétel szerint van megoldasa, és ez
egyertelmi modulo nm. Ezért pontosan egy olyan ¢ megoldis van, amelyre 0 < ¢ < nm.
Belatjuk, hogy c € Z7,,, azaz hogy (¢,nm) = 1. Tegyiik fel ennek ellenkez6jét. Ekkor van
olyan ¢ prim, melyre ¢ | c és ¢ | nm. Ezért vagy q | n, vagy q | m. Az elsG esetben ¢ = a (n)
miatt q | a is teljesil, azaz g k6z0s oszt6ja a-nak és n-nek. Ez lehetetlen, mert a € Z., azaz

(a,n) = 1. A mésodik esetben, amikor q | m, a (b, m) = 1 feltétellel kapunk e]lentmondast
lehat tényleg c € Z7,,. A maradékos osztas egyértelmdsége miatt f(c) = (a,b). Tehat f

- tényleg szlrjektiv.

Az, hogy f injektiv, a kinal maradéktétel egyértelmiségi allitasaboél kovetkezik. Ha
ugyanis f(c} = f(c') = (a,b), akkor c is és ¢’ is megoldasa a fenti szimult4n kongruencia-
rendszernek. Tehat ¢ = ¢’ (nm). Mivel 0 < ¢, < nm, ezért ¢ = ¢’. Teh4at f bijektiv, és
ezzel ¢ multiplikativitidsdt belattuk.

A miuvelettartds bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy f(c) = (a,b) &s f(¢') = (', b’). Sze-
retnénk kiszamitani c és ¢’ (a ZJ,, csoportban vett) szorzatanak f-nél vett képét, azaz a
C*nm C szdmnak a maradékit modulo n és modulo m. A modulo nm szorzas definicio; ja
az, hogy az egész sz&mok koz0ott kiszdmitott szorzatot még redukalni kell modulo nm. Igy
viszont ¢ *,m, ¢ = cc (n) is teljesiil, tehat elegendd a cc’ maradékat kiszamolni. ’I‘udJuk
hogy ¢ = a (n) és ¢ E a’ (n), ezért cc’ = aa (n). Igy o maradéka ugyanaz, mint aa’
maradéka, azaz a x, a’. Hasonl6 szdmolassal kapjuk, hogy ¢ %, ¢/ mod m vett maradéka
bx b'. Tehat f(c*nm c’) = (@ *n a’, b *, b').

Mivel direkt szorzatban komponensenként kell szorozni, a ZX x Z* csoportban (a,b) és
(a’,b") szorzata (a =, a’, b, b'), és igy f tényleg mivelettarts. [




