CSOPORTELMELET

GULACSI TAMAS

1. DEFINICIOK, TETELEK

1.1. Csoport fogalma. G halmaz csoport a - miveletre, ha

1. Va,beG AleeG : ab=c.
2. Va,b,ceG a(bc) = (ab)e — asszociativ
3. deelG : Vgelleg = g — egységelem, 1
4. Ya€G Jat€G :aa”! =1 — inverz
G Abel-csoport, ha kommutativ, azaz Va,beG ab = ba.

1.1.1. Allitas. G csoport neutrdlis eleme és G elemeinek inverzei eqyértelmien meghatdro-
zottak.

1.1.2. Tétel. Ha a,bel, akkor az ax = b, ya = b egyenletek G-ben egyértelmien
megoldhatoak, €s ez a tulajdonsdg helyettesitheti a 3. axiomdt.

Véges csoport esetén a fenti ariomarendszerben a 3. és /. axidma helyettesithetd az
egyszerisitési szaballyal: ha a,z,yeG, akkor ax = ay V za =ya — z = y.

1.2. Komplexusok. G csoport részhalmazai a komplexusok. Legyenek Ky, KoCG
komplexusok, ekkor szorzatuk: KKy = {ab | a€K1,b€K>}. Erre a szorzasra is érvényes
az asszoclativitas.

1.3. Ciklikus csoportok. G csoport ciklikus, ha egy elemmel generdlhatd, azaz G =
(a) = {a" | nen).

Ha a véges rendd, azaz IreN : a” =1 A a',..,a" "1 # 1, akkor G is véges ciklikus
csoport.

1.3.1. Tétel. Végtelen ciklikus csoport izomorf az egészek additiv csoportjdval (= a
végtelen ciklikus csoportok izomorfak egymdssal).
Véges n-edrendil ciklikus csoport izomorf a
portjdval.
Ciklikus csoport minden részesoportja is ciklikus.

mod n maradékosztdlyok additiv cso-

1.4. Mellékosztalyok. H<G-reés aeG-re Ha az a jobb-, aH a baloldali mellékosztalya.

1.4.1. Tétel. Ha aH és bH a G-nek két, H szerinti mellékosztdlya, akkor vagy aH =
bH, vagy aH és bH diszjunktak.

Megkapyuk G H szerinti indexét is: G tehdt felbomlik a H szerinti mellékosztdlyokra,
G=H4aH+bH+ ... — az itt szerepld mellékosztdlyok szdma |G : H|.

G-nek a H részesoport szerinti bal- €s jobboldali mellékosztdlyainak szdma azonos.
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1.4.2. Tétel (Lagrange). Véges csoport részcsoportjdnak rendje és indexe osztdja a cso-
port rendjének, azaz |G| = |G : H| - |H]|.

oKdv. 1.4.2.1. G véges csoportra YaeG o(a) | |G].
Primszamrendd csoport ciklikus.

1.4.3. Tétel. Egy G csoport pontosan akkor primszdmrendid, ha pontosan két részcso-
portja van.

1.5. Normalis részcsoportok. N<G norméloszté, ha VaeG-re aN = Na, azaz
a”'Na =N, jele NaG.

a€G rogzitett elemre G 6nmagéra valé  — a~lza leképezését konjugalasnak nevez-
zik, bijektiv homomorfizmus — bels§ automorfizmus.

a 'Ha = H Ya€G-te, de csak akkor egyenls, ha H « G-

1.5.1. Tétel. A G csoport N részcsoportja pontosan akkor egyezik meg minden kon-
Jugdltjdval, ha N a G-nek normdlosztéja (N 4 G).

Normadlis részcsoportok metszete is normdlis.

Ha N«G és H <G, akkor G >{N,H} =NH =HN.

2 wndexid részesoport mindig normdloszto.

A normdlis részcsoportok szerinti mellékosztdlyok a csoportnak kompatibilis osztdly-
ozdsdt adjdk, és minden kompatibilis osztdlyozds valamely normdaloszté mellékosztdlyai.

Trivialis normaloszté: 1 és G. Ha G-ben csak trividlis normalosztd van, akkor G
egyszeri. A kommutativ csoportok kozott az egyszeriiek a primszamrendiek.

1.6. Faktorcsoport.

1.6.1. Tétel. Egy G csoportnak valamely N normdlosztéja szerinti mellékosztdlyar a
komplexusszorzdsra nézve csoportot alkotnak, ez G-nek N szerinti faktorcsoportja, jele
G/N.

G tetszéleges homomorfizmusdnak magja G-nek normdlosztéja, G tetszdleges nor-
mdlosztolya G alkalmas homomorfizmusdnak magja.

1.6.2. Tétel (Homomorfizmus-tétel). Ha ¢ a G csoportnak egy G' csoportra vald ho-
momorfizmusa, €s N e homomorfizmus magja, akkor G' = G/N, azaz ¢(G) = GKer¢.
Epimorfizmus akkor és csak akkor izomorfizmus, ha magja 1.

1.7. Izomorfizmus-tételek.

1.7.1. Tétel. Legyen N «G. Kélesondsen egyértelmi megfeleltetés dall fenn G-nek N -et
tartalmazd részcsoportjai és a G=G/N faktorcsoportnak részcsoportjai kézt. A megfelel-
tetést a természetes homomorfizmus, ill. annak inverze adja meg. Normdlis részcsoportok
eqymdsnak felelnek meg.
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1.7.2. Tétel. I. 1zomorfizmus-tétel Hao H < G és N « G, akkor HNN < H, és
{H,N}yN = H/HnN.
I1. izomorfizmus-tétel Ha N, M <G és NCM, akkor (M/N) < (G/N) és

(1.1) (N MN) = GM

1.8. Normallancok. A G részcsoportjainak olyan véges sorozatat, amelyik G-vel
kezdddik és 1-el végrddik, és mindegyik kozbiilsd részcsoport normélosztdja az elézdnek,
G normallancanak nevezziik.

(I.2) G normaéallanca: G =Gy G- >G> G =1
a lanc faktorai: GoG,, Gy G,,..,Gro1> G =1
Ha a G-k mind kiilénb6z8k, akkor a normaéllancot ismétlédés nélkiilinek mondjuk. A
lanc faktorainak szama r, a lanc hossza.
G két norméllanca izomorf, ha a faktorcsoportok izomorfak. Izomorf lancok hossza
megegyezik, lancok izomorfizmusa tranzitiv.

Minden normallanc a G > 1 normallanc finomitasa. Ha egy normallanc ismétlédés
nélkiili és csak trividlisan (ismétlédéssel) finomithaté, akkor kompoziciélancnak hivjuk.

1.8.1. Tétel. FEqgy normdlldnc pontosan akkor kompozicidldne, ha faktorai eqyszerd cso-
portok.

Jordan-Hdlder tétel: Ha a G csoportnak van kompozicidldnea, akkor G-nek tet-
széleges két kompozicidldnca izomorf.

Schreter-finomitds: tetszéleges csoport barmely két normdlldnca finomithaté gy,
hogy a keletkezd iy normdlldncok izomorfak.

G csoport feloldhato, ha van olyan norméllanca, melyben minden faktorcsoport
Abel-csoport. Ha tehdt van kompoziciélanca is, akkor van olyan kompoziciélanca, melynek
faktorai kommutativak, igy

1.8.2. Tétel. Véges csoport pontosan akkor feloldhats, ha kompozicidldncdnak faktorai
primrendiiek.

1.9. Permutaciocsoportok. Permutacié: egy n elemi halmaz énmagéra vald bijek-
tiv leképezése; az (123...n) elemnek a (i1 izd3...4,) elemet felelteti meg; A szorzas
asszociativ, de nem feltétleniil kommutativ; az egységelem az identikus leképezés.

A permutaciok ciklikus frasmédja: a 7 = (i1 42...4,) ciklus az a permutacid, mely
az 11-et io-be, az iz-at i4-be ... viszi; A nem szerepld elemek fixen maradnak. ,,Ciklus

rendje” = ,,ciklus hossza”.
A kételemi (ik) ciklus a transzpozicié — az i és k elemet felcseréli, a tobbit vél-

tozatlanul hagyja.

1.9.1. Tétel. n elemd halmaz énmagdra vald leképezései csoportot alkotnak, ez az n-
edfoki szimmetrikus csoport, melynek jele Sy, rendje n!.
Részesoportjar az n-edfoki permutdcidesoportok. Az x1,. ~x, elemekkel generdlt A =
5[1<k<i<n($i_$k) Vandermonde-determindnst fizen hagyd ﬂ1Sﬂ(k)<ﬁ(i)Sn(xﬁ(i)—xﬁ(k)) =
1<_k<i<_71(xi_xk)) pi permutdcick Sy, -nek részcsoportjat alkotjdk, ez az n-edfokd al-
terndloé csoport, jele A, rendje %

>, €s normdlosztd, mert S, @ Ap| = 2.
2

Diszjunkt ciklusok szorzata kommutativ, és minden permutdcid egyértelmien felirhato
wdegen ciklusok szorzataként.

n > 5 esetén az A, alterndlé csoport egyszerd, igy ekkor Sn kompozicidlinca:
Sp> A1, Ebbil kévetkezik, hogy S, nem feloldhats, hiszen {gy faktorar nem primrendiek

(15v/a,l = 31 =2, [4p1] = 5 ).
Cayley-tétel: Tetszbleges n-edrendd csoport izomorf eqy n-edfokd permutdcidcsoport-
tal.

1.10. Direkt szorzat. a G csoport az A, B<G részcsoportok direkt szorzata, ha

L {4, B} =G 11, VgeG acA, 3EB : g = ab

I, AnB=1 _
I, A<G és BaG. I3 ab = ba Ya€A, beB.

ezen két definicié ekvivalens. Jeldlés: G = A x B (additiv esetben G = A+B)Hasonléan
értelmezhetd a direktszorzat ketténél tobb tagra.

TetszSleges két A, B csoportra is értelmezhetd a direktszorzat: G := {(a,b) | a€A, bEB},
(a,b) = (d', V') <= a=da’ Ab=V, (a1,b1) - (a2,b2) = (araz,bibs). Erre a miveletre G
csoport.

és

1.10.1. Tétel. Ha n kanonikus felbontdsa n = p’fl ...pkr . akkor az n-edrendi {a} cik-
likus csoport felbonthato p’fl, ..

(1.3) Ch = Cpl;l X.o.. chlﬁr

,PE rendi ciklikus csoportok direkt szorzatdra:

1.11. Véges Abel-csoportok. p-csoportnak neveziink olyan csoportot, amelyben
minden elem rendje a (régzitett) p primnek valamilyen hatvanya (o(1)=1=p").

1.11.1. Tétel. Minden G véges Abel-csoport (35t elég feltenni, hogy minden elem rendje
véges) kiilénbozd primekhez tartozo p-csoportok direkt szorzata. Ezek a G, csoportok G
dltal egyértelmien meg vannak hatdrozva. A Gy részcsoportokat a G p-komponenseinck
nevezziik.

Véges Abel-féle p-csoport felbonthats p-hatvdnyrendi ciklikus csoportok direk szorza-
tdra.

oKév. 1.11.1.1. Az A véges Abel-féle p-csoport p-hatvanyrendi ciklikus csoportok direkt
szorzata, igy A rendje is p-hatvany. Ha tehat véges Abel-csoport rendje n, és p-nek az
n-ben foglalt legnagyobb hatvanya p*, akkor G-nek Gp p-komponense pontosan p* rendii
kell, hogy legyen.

1.11.2. Tétel (Véges Abel-csoportok alaptétele). Véges Abel-csoport felbonthats véges
sok primhatvdnyrendd ciklikus csoport direkt szorzatdra. A felbontdsban szerepld ciklikus
csoportok rendjet a (sorrendtdl eltekintve) egyértelmien meg vannak hatdrozva.

Konnyen lathaté, hogy ha két véges Abel-csoporthoz ugyanaz a primhatvany-halmaz
tartozik, akkor a két csoport izomorf, és hogy tetszéleges véges primhatvany-halmazhoz
tartozik véges Abel-csoport, a véges Abel-csoportok tehat izomorfizmus erejéig tokélete-
sen jellemezhet8k primhatvanyok véges halmazaival.
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1.16 Fontos csoportok

1.12. Centrum, centralizitor, normalizator. Nem-kommutativ csoport minden
mas elemmel felcserélhets elemei: 7 := {c€G | ex = xc Ya€G} a G csoport centruma,
elemel a centrumelemek.

1.12.1. Tétel. Csoport centruma a csoportnak normdlosztéja.
Egy G csoport centruma G-nek pontosan azon elemeibdl dll, amelyek G-nek minden
belsd automorfizmusdndl firen maradnak, azaz 7 = Ker(Inn (i), igy G/7Z = Inn G.

A G-nek az a€G-vel felcserélhets elemer GG egy nemiires részhalmaziat adjak — ez
részcsoport, de nem feltétleniil normaloszté. Ez az a elem centralizatora: C(a).
Nyilvan C(a)=CG <= a€Z.

ACG centralizatora G-ben: C(A) = {¢y€G | ga=ag Vgc ACG}. A normalizatora:
N(A) = {heG | hA = Ah} (G—nek az a maximalis részcsoportja, amelyben az adott A
normaloszté6 — A < N(A)).

Nyilvan Ya€G-re C(a)=

1.12.2. Tétel. Az ae(G elemnek G-ben annyi killonbozd konjugdltja van, mint a cen-
tralizdtordnak indexve, azaz |[{r~laz | 2z€G}| = |G : C(a)|.

A G csoport A részcsoportjdnak pontosan annyi kilénbézd konjugdltja van, mint A
normalizdtordnak indere G-ben, azaz |[{x=tAx | 2€G}| = |G : N(A)|.

Ha tehdt G véges csoport, akkor tetszéleges elem kiilonbézd konjugdltyainak szdma G
renjének osztoja (részcsoport indeze a rend oszto’ja).

Ha |G| = p"™ (n>1), akkor Z # 1.

Primhatvdanyrendd csoport feloldhatd.

N(a), és C(A) C N(A) (ACG).

1.13. Sylow tételei. Egy P<G rcs. p-Sylow-részcsoport, ha p | n=|G|, prim,
melyre |P| = p*, k a legmagasabb hatv’y, mellyel n még oszthaté. G csoport p-Sylow
részesoportjait jelolje Syl (G).

1.13.1. Tétel. I. Sylow-tétel: G véges csoport minden p primszdmra tartalmaz p-
Sylow-részesoportot (Sylp,m G) = {1}), s6t véges csoport minden p-részcsoportja benne
van eqy p-Sylow részesoportban.

Cauchy tétele: Ha G véges csoport rendje oszthaté p primmel, akkor G tartalmaz
p-edrendid elemeket.

Kév: Véges p-csoport rendje p-hatvdny.

II. Sylow-tétel: A G véges csoport p-Sylow részcsoportjainak szdma kongrunens 1-el
modulo p, azaz |Syl,(G)[ =1 mod p.

III. Sylow-tétel: A G véges csoport p-Sylow részesoportjai eqgymds konjugdltjai.

Ha G feloldhatd, és m olyan osztdja n=|G| rendnek, hogy (m, ) = 1, akkor G tar-
talmaz m-edrendd részcsoportokat, és ezek mind egymds konjugdltjai.

1.14. Szabad csoportok. Szimbéllumok (betiik), gyartdsa — az egyetlen megkétés,
hogy betd és inverze ne keriiljon egymés mellé. Szavak szorzésa: egymés mellé iras,
tiltott kapcsolat elhagyésa.

1.14.1. Tétel. Az xq, ..,
portot alkotnak, ezt szabad csoportnak nevezziik; x1, . .,

Xy, szimbolumokkal készitett szavak a fenti szorzdsra nézve cso-
Xy, a csoport szabad generdtorai.
., Csoport rangja” = , szabad generdtorok szdma”.
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Legyen F' szabad csoport az x1, .., x, szabad generdtorokkal, é€s GG tetszdleges csoport.
Feleltesstink meg minden x;-nek tetszélegesen eqy g;€G elemet. Ekkor van F-nek egy oly
egyértelmien meghatdrozott homomorfizmusa G-be, melynél minden x; a neki megfelel-
tetett g;-be meqy dt.

Minden G csoport elédllithaté eqy F szabad csoport faktorcsoportjaként. Ha G n
elemmel generdlhato, akkor I' vdlaszthaté F,-nek (Fn: n szabad generdtor generdlta szabad
csoport).

1.15. Csoport megadésa deﬁnialo relaciokkal. Legyenek g1, .., ¢y, ... tetszéleges
szimbdélumok, és g gl " —e, glr k”” =1, ... tetszSleges egyenldségek, melyek
bal oldalan a g¢,- ekbol készitett szavak JObb oldalan pedlg az 1 szimbélum all. Ekkor

F/NEG:{91,..,gn,... |gi1 ~~~gi: = 1,...}

ahol F' szabad csoport, melynek szabad generatorai a g, szimbélumoknak bijektiven
megfeleltetett z,, szimbélumok; N az F-nek az a normaélis részcsoportja, amelyet az
adott egyenletek baloldalainak megfelel§ xfll o ~xf:, ... P-beli elemek generalnak. Ez a
G megadasa generatorokkal és definial6 relacidkkal.

1.15.1. Tétel (Dyck). Ha a G és G’ ugyanazon generdtorokkal vannak értelmezve dgy,
hogy G-nek minden definidlé reldciéja szerepel G definidlé reldcisi kozt, akkor G' a
G-nek eqy faktorcsoportjdval izomorf — a II. izomorfia-tétel alapjin G' = E/N' =
(ENV(N/N)-

1.16. Fontos csoportok.

1.16.1. Def. G véges csoport megadhaté Cayley-tablazattal: G elemeit felsoroljuk,
a tablazatba a szorzatok keriilnek.

Egyszeri példak: (7,4}, ennek egy részcsoportja az m-el oszthatéd egészek; (K, +),
Ke{Q,R,C}; (K, ), Ke{Q4,R}, itt a pozotivak részcsoportot alkotnak;
Csoportot alkotnak: A nem zérus komplex szamok (multiplikativ) — az 1 absz.

értéktiek részcsoport (egységgydkok csoportja); Az nxn-es matrixok a matrixszorzasra,
métrixdsszeadéasra; A maradékosztalyok mod m (additiv); A nem zérus maradékoszta-
lyok tetsz. modulusnél (multiplikativ).

A tér vektorai additiv csoportot alkotnak; A sik kongruens leképezései a leképezés-
SzOrzasra (részcsoportok: a stk mozgésai, az eltolasok, az egy pont koriili forgatésok); A
sik hasonlésagi transzforméciéi.

A [0, 1] intervallumon integralhaté fvek (additiv), ugyanitt a folytonosak (multip-
likativak); A valés szdmsorozatok az 6sszeadésra (részcsoportot alkotnak a konvergens
sorozatok).

Q: kvaterniécsoport Q = {£1, Fi, +j, £k}, i?=j2=k? = —1, ij
kj=1, ki= — ik=j.

6 negyendrendd, 1 méasod- és 1 elsérendd eleme van, 6 részcsoport van benne.

Dy: diédercsoport A siknak egy szabalyos m-oldali soksziigét onmagaba vivés kon-
gruens leképezéseibdl all. Ha f a 2ﬁ”—el valé forgatast, ¢ pedig a szimmetriatengelyre
valé tiikrozést jeloli, akkor Dy, = {1, f, 2, .., fm= L 4, tf,. . tfm=Ly, fm=1, 2=1
és ft=tfm 1.

= — ji=k, jk=—
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K: Klein-féle csoport — diédercsoport m=2-re; {1, f,, ft}.

Faktorcsoportok: Ha G={a} = C, és N={a"}, akkor a G/ faktorcsoport izomorf
az n-edrendi ciklikus csoporttal.

Ha G=@ a kvaternidcsoport, és N={—1} kételemi rcs, akkor az N szerinti
mellékosztalyok neutralis eleme a komplexusszorzasra az N, a tébbi harom m.o.
koziil barmely kettd szorzata a harmadik, igy G/N = K.

Permutaciécsoportok: S; masodrendd ciklikus csoport, Ss = {(1), (123), (132),
(12),(13),(23)}, az elsé 3 alkotja Az-at — S5 > Az 1 a kompizicidlanc, a faktorok
Cz és 03.

|S4]=24, Sa> As> K> B; > 1, ahol K a Klein-csoport, B; a K 3 nem-triviélis,
masodrendd normélosztdja. Ss kompozicidlancanak faktorai: Cy, Cs, Cy, Cs.

Sa,.53, .9, tehat feloldhaté csoportok, n>b-re azonban méar nem.

Direktszorzat: G={a}=C,, n=rs, (r,s)=1. Ekkor G = {a"} x {a*} = C, xC5.

Az n dimenzids vektoroka additiv csoportja izomorf az egyes koordinatatenge-
lyek iranyaba esé vektorok additiv csoportjainak direkt sszegével;

(C\{0},) = B+ x ({€C | |z|=1},).

Véges Abel-csoport: Ha A = {a}x{b}, ahol |{a}|=p", |{b}|=p", és n>k, akkor
A-nak sok egyéb felbontésa is van egy p” és egy p* rendi ciklikus csoport direkt
szorzatara: pl. A={ab}x{b}=...={ab?" " }x{b}.

Centrum: A ) kvaterniécsport centruma a +1 elemekbdl all. Z=G <= G kom-
mutativ. Nem-kommutativ egyszerd csoportban Z=1.

Definialé relacidkkal megadott csoportok: C, = [a | a"=1];

S3 = [a,b | a®=b?=1,abab=1]; Q = [a,b | a*=abab=1=1, a?=b?];
Dy, = [a,b| a™=b*=1, abab=1].
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