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A vézes csodortokx dbrdzoldseiril

Alapfogelmak:

A G csoport dbrdzoldsin értiink egy olyan ng/ leképezést a
G csoportrdl a V linedris tdren értelmezeit linedris transzformdciix
kSrébe, cmely teljesiti a k5vetkez8 tsszefliggédst: D/gh/=D/g/*D/h/ g heC

A 'ngz dbrdzoldsra invaridns altérnek nevezziik azt a vy ZLim--
Aris elteret V =ben, melynek ¥x 8V, elemére igaz, hogy

D/g/x e Vl v g © G-x8

‘l‘riviélia invaridns alterek V-ben & &91 nullelembSl éllo .nl’;ép
§s az egész V tér. ' - =

A DJg/ A4brdzolds reducibllia, ha 1étezik V-ben a D/g/ &brdzol<s-
ra nézve nem trividlis inveridns altér. Ellenkezd esetben D/g/ irredy

iglis o

I.agyen adatt egy Vq linedris ’céran a G csoport nl/g/ és |
| ogy Vo - o - " ng/ﬂ/ dbrédzelass,

L két dhrdzoldst ekvivalensnek mund;iuk, ha létezik egy A invartal.m-&a
linedris leképszds ?‘l-rél V,-Te ugy, hogy

- szg/miﬁl/g.{a-l ¥z G‘G-Ia-

X = =
A ?égea csoportok ébrémléaelméletének fontos feladata - tdbbex
x8zt -, hogy: /1/ feltérképezze egy meghatérozutt - illetve, hv_ lehet -
sdéges, az G3szes elképzelhetu ~ végea csoport 4brézoldsainak azerkezeter.
/2/} Ssazefiiggéseket taldljon a csoportok és dbrdzoldsek

nzerkezete k$zdtt. A jelen fejezetben ezekkel & problémdkkal fogunk

részletesebben foglalkozni, El8szdr a véges csoportok véges dimenziés
roprezentdciéira vonatkozd, legfontosabb, 41taldnos érvényl tételekes
vegsziik szemiigyre, mald az Usszes lehetsdges /véges/ csupﬂrt-struk-turdi'

‘reprezentdld permutdcidécscport 4brdzoldseivel fogunk foglalkozni.

L 4

® % »
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1. § Irreducibilis felbonthetdsdg

MindenekelStt felmerillhet & kérdds: vajon egy W db elemet tartal-
mezé @ csoport tetszSleges véges dimenziée £brézoldsa mem &pithetd-e
fel irreducibilie dbrdzoldsokbdl, He igen - a reducibilis &brézoldcelk

tulajdonsdgel az irreducibilisekéibsl mir kivetkesznek s lgy elédg ezen
utébbiaket vizegdlni,

Telclntelink egy V n dimenzide linedris teret. Legyen az n, dimon-
zida V, 8é sz n, dimenzids V, V=bell linedris altér, Azt mnnﬂjuk,

hogy ? el4ll ¥, éa V, direkt Ssszegeként

Ta

he ¥x g v egyértelmiien €15411ithatd
X=Xy + X X, 8Vy,%, €V, _ /2

alaskben., Az egyértelmiisdz alett ezt értjilk, hogy
e b 1'31 € T13X003p €V, 13

— 4/

Ha Vere fenndll f1/ akkor ‘l.'l"l' &g V, klizbs eleme ceak a null-elen Lehet .
Az egyértelmi /2/ felbﬂntéabdl tovdbbd kivetkezik ez is, hogy, ha

~b81l kbvetkezik, hogy «x &g

1773

El—un bdzis az iuﬁ.i- rendzzer és
n'
V,-n bdzis az rendiszer, akkor & V-n bdzis
2 o €4 it::l-i-l
az {a i] i=]1 veki nrrandszer.. ' ,.f.".":}"

Ezek utdn tekintsink egy e/ 2 6§ G reducibilis E““ﬁzulﬁﬁt
8 V téren, Tegylk fel, hogy felitdriképesztiik az Hsszes Vs / ny dimen-
zids i.rreducibilis elteret V-ben, K&t sset lehetséges: vegy xf tudunle
vilaeszteni az slierek kézil k db-t usy, hogy

V= FEv, lef

Felilfng werv mex, Ee J9F telciestl ekicr D/ -t eileaenler
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ssgitsdzivel egy D/Y//g/ irreducibilis represzentdeid definidlhotl:

D' /g /x;=D/8 /x4 %y @ Vy .Y

Zzek segitadgével & 7pyg; operdeid a kivetkeslkdpp hat egy x g v
alemre:

L
sgyértalmilan o
. x= g x5 x; 8V, v _

a%,’
nfsmE olrerx, /
Szt agimbolikusan ugy is Jaliﬁlhatjﬂk, hogy '

D/g/x= i}animf x

£9,
D/g/ = Wrent//
. A
Tdzzilk meg mi'l‘rin D/g/ métrix elakje, he V¥ bdzisdt a vy dires
clterek hdzisdbdl tessziik Yosze: _ '
K EEE R} IlliliiE I-I‘."!
L W N L Ny,
V., bazisa V, bdzisa V, bdzisa
1 2 k k _
by . ’ ﬂ'lrl-{"i
" :
itt Hfis:q n, iml,..k
A Dy 8/ midtrixelemei def,=szerint:
D/g/e = 5& /2/ L’
- T 4 2y Dia e Ve
":!:l.‘lr'ul' ezonben V, D/g/ ~-Te invaridns, ezért, ha ¢, @ vi nlcleo v
hﬁsiselme‘k szerepelhetnek: _'--
1-1 ‘-“(“i
r ’ . _ﬁ
D:ﬂfsil"n ke 1 ‘. F 4 {Hi_ i=l...k .,I'Ir.:L-.-
By (= ;Hk

77/ szerint ugyanakkor:

D ;’f&.u"tt'i fg/ ha 1, Lv 5 LN,



ohdt o f10/ bézisbhan
IEI n.liiiiliii?

bigr | & D/8/ geererf - f_“ o0t fa/ A4l
. 0 0 u... D%/g/ YA
rtta Dijg/ -k mér irreducibilis reprezentdcik, A /14/ elak: fel-
vontést a /6/ feltevéssel veszettlik le. Vajon milyen tulajdonsdggal keld
rendelkeznie egy D/g/ —nek ahhoz, hopy f6/ kelégiil]dn? A11itjule,
hogy annank elégséges feltéiele, hogy ey reducibilis Dfg/ irweduci-
bilis Abrdzolésck direkt UYaszegére felbonthatd legyen, 8%, hogy '

v iy o* /e/=D"1 /g/ ¥g € G-xe, (Wﬂ “"‘““") /15

Tegyen Vy invaridns /nem trividlis/ eltér D/e/ -re V=-ben. Lo Tew
tovédbbé V, V, ortBRdlis kiegdezits sltere. Ekkor

_Ti?ii?z
és f15/ misit V, is invaridne altér lesz V-ben:
' . x8V.,y eV _—..-;»{'.’qj):ﬁ
1! 2
| | - e/
. {p/e/x|D/g/y)={x|5}=0

He Vy és ¥y 1rradu;1hiliﬂek ~ tovibhi invaridns sltereket V-ben ucm
=plélunk, he pedig V, é8 V, kUsil bamelyik 1= reducibilis, aszt ﬁ.(.;a
{wrerifna, ortogondlis alterek direkt tapzegére bonthatjuk a Tenid
2ljérds segitségével, Mivel a ¥ tér dimenzidja véges - ez o pProceseTus
cgyszer véget ér ds igy irreducibilis altersk direkt Hsszegeként AlL-
tottuk eld V-t.

4 /157 tulejdonsdgu unitér dbrdzoldst tehdt sikexiilt irreducibilcs
dvrigoldsakre visezevezetni. Vejon igez-e ez, hogy G bdrmely dbx co] s,
. slvivelens egy wnitér dbrdzoldesal ée igy irTed. dhr,=o0k dirskt Gecze—
peként €11, el§? 4 vdlasz: igen. Enrek bizonyitdse e k¥vetkezd: Dedi~
wifijunk az ¥ elemll G cooport T/g/ &rrdzoldes segitségével “#?'JT
z.mifrszorzetot:

) —¢ 2 (o/e/xl2/a/s) /3%
3
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Kinnyen ellenfrizhetS, hogy ez valéban teljesiti a skaldrszorzatre ki-
vétt Yeszes kivetelményt. & ( i ) sknl. aaumntbannfhﬁ-njhrlwi:{;,f_,

ymart:
. (D/n/xsp/mmy)g {thsfx {D/hg/v)
§<6
Ha g végigfut G Ysszes elemén, akkor nyilvdn  /hg/ 1is végigfut- (Giem
(D/B/x;D/bfy)=(xsy ) /18
Legyen a2z (x|y) skel, szorzatre orltonormdlt bdzis €yeeeb, {Ii \?"JII:
éﬂ ar tI;I} - " - ill‘ll-f {fi pfk}-lé-—l

AT i, éa g-g T_( bi::l.urmdaurukﬂt egy nem elfajuld linedris tvamsz
iorméoic kbti Bamze:

f,=Ce

i i
Legyen X,y 2 tetezdleges vektor
X=X, &y Cx=x,Ce =2, 1,
I=yi8yq

Cy=y Ce3=34T4
ezek aksldrazorzatai:
Fi9)- I G T,
{'EI'I.GJ’}' E fﬁk(firfk\}_ﬁziji

Tehét -
&|yy={cx;cy) : {49/
(e x ety = (1) | A9
Definidijuk = ﬁ;gf =vel ekviveolens D*fg/ ~t m C Eegifségév;f:
D fe/=C 1D/ /C
i prygs mér unitér leez ¥z 6 G -re & ( | ) skel. szorzeilc -

{.D /e/=|T? J"ie-f..r'}‘ 3 'J-..I"E..-"LI¥ _al.Efl:"'l. \

iehzerndlve f18.%/ =%
= (p()cx]| %)
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»ejd f18/ és végil [f19.8/ segitségével
=( ex;0y)=(xly)

i & csoport tetazlleges véges dimenzide dbrégzoldsa tehdt irreducibilis’
romponensekre. bonthaté, A késSbbiekben 1dtni fogjuk, hogy 1étezik olyae
reducibilies dbrdzoldsa G-nek; amely tertelmszza G Ssszes inekvivalemws,
irreducibilis dbrdzoldsdt, Annak érdekében, hogy ezt bebizonyithaseu:
Bzelebbr§l meg kell vizsgilnunk az dbrdzoldsi métrixok konkrét tulej-
tinsdgait és olyan mennyiségeket kell bevezetniink, emelyeknvaleaogyn
jellemezhetik a reducibilis dbrdsoléeok irred. komponensekre volé f:2-
bonldsdt,

2.8 & Schur lemme és az ortogonalitdei Beszefiigeéselk

Nézzilk meg, hogy milyen tualjdonsdgokkal rendelkezik eﬁ olyan Li-
nedris operdtor, mely felcaerélhetd G egy irreducibilis &brdzoldsdvcl.

< Lemme:
H‘r_ a V téren hatd A 11nu!r:|.u transzformdeid feloserélhetS a G csopord
D/g/ irred. 4brdzcldsdnak valamennyi mdtrixdval, aszaz

D/g/h=AD/g/ Vg 6 0 28/
kkor
A= AT ? komplex azdm  /24/
I az egységoperitor
cizonyitds

A-nek nyilvin van 1 ;aldbb egy WY Opejdtértéke, Legyen az chhoz ko
tozd altér Veben ?’1;‘ €z nyilvdn nez csek az xe0 glemet tartalmezzc

".l’ln':'{xix € V; Ax= 2x } ¥ {g& /22]
H"fi invaridns altér L/g/ =re, merg he 5 ¢ 1;1 , akkor /20
jIEr"E;ﬁE} IE;"EI.-"'[,AI] T,rr.. _.|. }L# = 'l':, i ‘]
t/g/ irrelueitilisiss &g f22/ ziestt ekicor Vy=V , tends fiL/ ae

e.fi:sr ¥V Ltiven igot
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%bb6l & Lemmdbdl kbvetkezik, hogy egy kommutativ csoport bdrmely
irreducibilis 4brdsoldss 1 dimenziés.

' IT Lemma
Legyen D3/g/ G irreducibilis 4brézolésa a V, linedria téren
IIEJ"EJ"' q ) -9 -"- aV, ="- .
e "Ja:V,— v, linediris leképezés, melyre
D, /g/A=AD, /g/ ¥g 4G gy
rkkor: vagy As=O . :
vagy A~nak létezik invercze {MJ
Iizonyités ' _
“Jaf A V, tér AV /eY, képe inveridne & Do/g/ &brdzoldice .

Mert: %3 @ AN,/ ~hez Jx € V, ugy,hogy yeAx ;  /23/ Eaafiésli-'fr_ia
ivnen kapjuk, hogy -

D,/8/¥=Dp/e/Ax=4[D, /g/x]
ev
Tehét #IEH"Q]-I‘H 5 ¥g 6 G "'I'El Dyfefy @ A/Vy/ . Mivel T, /g/
irreducibilis, ezért
vagy {0}

jﬂl". { JM
vagy ‘iI'E .
/o Legven Ker/L/ a kBvetkez§ halmaz:

Ku:r-fﬁf-{:l: l x &V .IL:F'D}

Ez nuyilvan linedria altér V,-ben; ﬁgﬁnakkur inveridns altér iz ¢
L, /g/ ~Te, mert:

NN ENY SR
Itt felheszndltuk /23/-at. D,/g/ irrelucibilitdse miat:

- vees {o]
Kex/fi/= { .

Wiy Y
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i

Jonf-t &g f26/=-t Baszefoglalva 'a kivetkez§ esetek lehetségecak:

AN, /=t0] Kex/a/= fo} .
2, afyy/={0] Eex/A/= ¥y
3¢ AfVy /= V, Kex/a/={0]
b Af¥ /= Y, Rex/hj= \

iz 1./ esetben & V, tér, o 4, esetben a 7V, tér csak a null-elenbdl
4llhet,igy egek érdektelen esetek. 4 2, esetben A=0 kell hogy Lfaﬁﬁ-n
niszenez cgész dértelmezési tartomdnyt 2 O elembe viszi dt. # 3. gef-
ben sz 4 invertdlhatd, hiszen ha x, 4V, .68 xvx , ebleor
. TpX*2 ¥ N1 . 2
nem lehetséges az, hogy j;lnjx_z s mert qu.k-(oi miatt Afxl-;téi,!:.f,'?
~b6l kivetkezik, hogy  x,=x, ¢ - és ez ellentmond 8z x,v¢x,
feltevéanek. |
£ 5 . -

Megjegyezzilk, hogy A=0 szilkaégiéppen, ha D, /g/ éa D,/g/ inekvi-
valens irreducibilie representfcidk; valamint, ha A0 , ekkor 'j;'(?_ 3
és  D,/g/viztos, hogy ekvivalens dbrézolédsok, Y T

AD=hA Dot DA

1

-

Lagyen B egy tetszblegs linedris transzformdcid Vy-rfl Vo -ré, és viZs.
redljuk az A VIV, 1in. leképezést, melyet & kbvoikcazdl:iépp

doefinidlunk: .
o} T (7]

Dl/g/és D2/g¢  tovébbre is irreducidilis reprezentdeiéi; N o
G elemeinek szdma., Hogy A-Te & Schur-lemmit alkalmezhassuk, te iell
létnunk f23/-at.

0° /g /4 Blfs'lkﬁ-hg.szgh'lfsnlfhz'lf#ﬁ- %DEI rg"l =1/B1 /ng/

I+t felreszndltuk & b/gk/=D/g/*D/h/ ceoporttusljdonedgot, 3 ;1-.5"1,.-' -Vq__._.
-—e vérigiut G Hsszes elemén, he b 1s végigfut; igm:

/9 YAV 7= A (23)
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T

vegyla ]}fgf':':[:fg"l att /23/ teljesiil. fE’Bf-—hrﬁlciﬂ vildgos, hory g -

‘i’n‘i"lt‘?g,hfsf-ﬂlfﬂ- fed " esetben & f20/ feltétel teljesiit.
Az T éa a II Lerm#AkbéSl ez i operdtorra tehdt az kbvetkezik, hogy
¥ B:V, 9V, W linedrie transzformdcid enet.én
r (212
i -1 - kB ée inekvi- (&)
“Empzm. 0 /8 =0 | E“;e'ﬁls. irroducibilis Abrézemldowt:
&Epfg‘iimpfsg - AT ' he D _irreducibilis .-~ fﬂi}
gﬁﬁékﬁ k¥nnyen megkephetjuk, ha vesszilkk /29.b/ mindkét oldeldn-™
& apuriét, és felhaszndljuk, hogy '.E:EII.BI.'}‘;'-IEEI . tetezdlegos

I &8 B lini transzformdcidkra:
.L.ﬁ.-&u'l-"-n'hr
Ak mp  w=TR@) LT i3

ghol n e V tér dimenziéje / Tr/Ifem / . Vezesslink be a p,pl,p?
helyett sz 1. §-beli C operdtor segitségével ezekkel ekvivalens uuiie'
&brdzoldsokat:

u/e/eclo/gie OeleoDeie,  WelecyRes,

/23a/-ben irjunk B'=C31BC, -t
J/29h/=ben és f30/=ben irjunk 31-5‘135 -t j
/29/-b81 éa /30/-bél ezekkel a JelBlésekkel kapjuk:

%’-EEEGTIEIE:!* B! U'l.fgj’ =0 he U° & U inekv. irred. /Ha’
%"Eufﬁﬁ B' U/g/ = Al he U irreducibilis S3k4)
£8G

ﬁ-%Tﬂ’ZEI% Tr/B*j
ITriuk £t e f31/ Bsezefliggdssket métrizelemekre:

d;@-g. u, /el Uﬁlfa:.fj By =0
S g2 vy /ert Uase/ -} 6y Sjk] By =0

L Falal
I Ewu
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Mivel BY, tetszfleges métrix lehet, vdlusszuk meg spec, uoy, hogy
egyetlen elemén kiviil az Ysszez t8bbi zérus legyen. Ezt ¥ j.k =-ro

megtehetjiik &8 igy kapjuk nz u-.2e ortogonnlitédsi Bsszefiizzdseket oz
dbrézoldel mdtrirok métrixelemeire:

) _ ﬂ .

*szﬂ “;;"3“ _ﬁ‘fﬁf = E:Ls}-vsﬂ by | 732/
itt n, = irred, dbrdsolds dimenziéje. A nem csak unitér dbrdzolé-
sokra drvédnyes ﬁauﬁurﬁggé_st IEEI-‘.I;EI hasonld médon szi;_mhﬂtnthnt.-}uh

& a%: Pi3/e "4 B,y /el = nljw R 133/

Vezeesligk be—p C ekvivalencis transzformécié &1tal inverdidneul hagyott
mennyiségeket-ag u.n., korektereket:

| | "
Xfe/=Tx Digt =T Ujg/ NieL/ = Xled
%, fe/=1x Blfsf-'!:- ulfg;' T L
. o v
Yolal=2x D2 /g/etx VPpgy Nole 4 =X plut

Akdy f32/-b8l ekdr f33/-b8l & két oldalon vett negfeleld Bsszegnéesel
xepjuk oz inekv. irred. dbrdzoldsok karakterel kBsBtti ortomonalitdei

Upszefligadaaket: _
= ] ,..r ; 5
‘ ﬁg ﬁs; ?(Jigf_ Sy T 135/

" g

Hadd wvildgitsuk huut‘m;é-, niért is nevezik o }‘32}, f35/ tezzefligyd~
seket nrtugnnﬂitdﬂ} Ueszefligcéseknek, Teldntsiik mindazon &L tel fligy-

vényeket, esmelyek a 240 elenhez egy komplex szémot rendelnek.
A { i\ J"E.d"} fliggvényhaloezt nevozzillk térnek, Ez ¢ tér linedris
tér lesz, ha bevezetlik ez Us=zeaddst és a komplex ezdmnel vald ssore
zdet: '

{%+ﬁuﬂ =@ ief +5E;._Isf

(91?9};5; =9|-(r();'gf_ A torplex enénm,

A 55 tér véges dimenzids €e maxizflisen épz T @Y limedwiron Plirra clon
béziz fv=t teldlhetunk benne: !

ITE

lk..Ehs:E
)

h{ﬁ | :Fﬁ’ ft;:{ C ezrétkeént e '- 3¢/
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A Bbeli elemekkel egy tetszlleges IIU € E n kbvetkez8Sidpp feltheld ket -

¥: &Eg \Wiel (g é‘ 1) fﬁw Lﬁi"'@‘j) /3%

2% ugyenle ny}lrﬁn ¥Yh 8 G =re  WW/hf értéket vesz fel. A _@ térem
L cvezethetiink egy ekealdrfszorzotot is: Wi P8 ﬁ tetszllepce

. (k{)l 50/}{ ﬁé?ﬂ qﬁsf \prel /38!

732/ [35/ illetve /38/ BeszevetéaébSl most nér vildgos, mogy K/jg/ elele -
bk &8 vy, sgf  -ket fix 1,J mellett P =beli elemekmok kell fe~
sintoniink e f32/, /35/ teszefiigeések a é-térheli skaldrazo.ciatre
vett ortogonalitdsi Usezefliggéseket Jelentenek.

3. 8§ sz ortogonelitdsi Ysezefiiggések kvetkegményei

Tézziik meg ezek utén, hogy /32/, /35/-b61 milyen kbvetkeztetlsel
~onhntdk le nz inekv., irred. dbrdzoldsckra és a reducibilis dbordzolisele
“clbontdsdro.

3.5./1 & /32/ ezerint egy By dimenzids linedris téren hotd U%-,{#f’ .
tireducibilis dbrdzoléde ni db o @-tdr‘nm ortogondlis ﬂigggik@.b
=z0lgdltet, Ugyanceak /32/ szt mond]s, hogy he taldlunk egy p, dimesw
=ids tdéren hatd, yt  -vel nen ckvivalens e dbrdzoldist, clksr
soldltunk még ng db egyndsra és az elSzSekre ia ortogonilie § -
térbeli fliggvényt. Mivel azonben a tér dimenzidje ¥ {0 , erérbt

Enf,_ N (z3/
AL

=
ciol o St sz Psszes inekvivelenms, irreducibilis dbrdzoldsra vetl
juszeszés. Teh&t egy G végss csoport inekv, irved, Abrézoldsaino: szdams

F
TEEOS,

‘}@ fz, Tétel: DIEEI és EEIE,-" irreducirilis édordzoldicok ckive e

&£

srg’s oivor ekvivalensek, ke

leﬁfe WE'FE‘! faey
ziznruités: He Dl és LE ervivelerz, exver fi3f trividiliz, fia
sreme el tre=dvio= Tfﬁ;ufﬁ):ﬁ.. D “eprePis=fze, FE vizroul
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e oot ¥) oM =Y0(3), &0 D' & B2 smalevivatio, alilime G 5I-21

QO0=(x; | sz' =0 | mert fnek.
{'X“’O‘O\'ﬂx’% “(xg' XE)Q =1 wmert :1:':'&&1:.-::11:1115::1*

ol e llentmondds,

3. §. /3. Téﬁl; A Dlygy e p?/g/ tetszdleges dbrdzoldsck ekkor és
cuall skkor ekvivelensesk, ha : -

Ma/8/a2x D /glem /aie1x D2 Ug/, -

slzonyitds: 3.§./1. szerint a G esoport inekv., irred. dbrézolésnihoz
ieed kerektersk elrendezhetdk egy véges elenil msorozatban:

?{1 Ao eves X "”'%l razg

Gondoljunk nl-E;gj f14/ elsku e164111t4sdra, Bkkor vildgos, ho;—r
qllf:ki'ﬁl my X, /8/ /437

‘712"5"" ;;. B, %fs’f

ltt oy és B, ozi mondje meg, hnﬁ- 8z irreducibilie felbontdsborn
h*yszor szerepel a 7"1 kerakter =ben ill, p® =ben, Ha

‘rlf’g#rb_fgfﬂlrl?fsf . ¢ akkor /35/ figyelembevételdvel

(%r'?i}ﬁ -ni -Ei 1'11211-:;.-2 [ 44

f4Lf ot nutatie, hogy nl -ben és ]}E =ben ceak ugyanazok gz
“uckve irred. dbrdzoldeck léphetnek fel €8 multiplicitdeuk is megegyerdh.
3. §./4. tétel: A D/g/ €brdzolde skkor és cssk akkor irreducibilis, he

(‘T{,IW}EJ’ | ahol 'foEf'TI D/g/ a5}

Blzonyitds: Ha pyg/ irreducibilis, eikor /45/ igaz,hiszen ezt rér
[55/-bza i tudtuk. L forditott £11itds igezoldsdhoz tekintsiik a= ™
‘(f{,‘;}' Felnontéedy: !

, fsf-él m; Ay

(""LH"{}; = ﬁ “E -4

i=1



-1 =

Mivel m }n egész szfm lehet cessk — ezen utébbl egyenletnek ag-pi-h«
lghdaégaa megolddsa az, Be

mg = 0 ha i¥j /i fix/
u:-l

4. §. A reguldris reprezentéicié és e teljessdgl Bepzefiiggesek
Ebbe::: a S=ban egy specidlis reducibllis npruuntﬁu:l.&t fﬂguml:
vizegflni, Bpp ennek a reprezentdcidmak - ttbbek kBzt - m2ért nagy o
selentSmége, mert irreducibilis komponensel kbzlitt megtaldlhatd 8 G
coport Yeszes inekv, irred, dbrdzolésa.
Rendeljiink minden £ g G elemhez egy § téren heté R/r/
linedria operdtort, amely e /36/ bézisrendsgeren & k¥vetkezfképp hat:

Milpg cprg  VESC
/49
Rif 2,/ Ve -c,arlf -8 =R/L,/ R‘HE’?E'%'
> Rity2,/ = R/1y/ RIt) Y2y, @ G

R/f2/ -et G reguldris dbrdzolédsdnak nevezzilk, /46/ felhamzndldsdval
kswnyen beldthatjuk, hogy

[Retip) 18/ =@/t gl %y 4G /a#

/2 R/2/yDy u=.{qaqu)§ voy e /48/

R/f/ nétrize e /36/ bézisor f-‘,E_.F niatt: (unpermtll wlhs)

By = I e Ml fhs)
1 l:n ge=Ig?

RIZ/ g9 ’Bg;rg' "1 0 egyébként
{69/-1v61 sz R/f/ lkarekterérs ecddik, hogy
K ha g=f
M /2/=12 B2 -"Eﬂﬁ R/, -g 8, ¢ -{ 155/

¢ egyétkért
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/o o G csoport egysédgeleme./ I

-

'-qu,)@ E LRI /517

51/-b81 létszik, hogy R/f/  Teducibilis E)1  -re flad: 3.§/4.
Tétel/. 4 M /43/-mal analég felbontdsa legyen:

S oM XX, mo f52/
! E csak az Rff/ =ben fellépS inekv. irred, dbrdzoldeckra
vnnatkni:ikf /50f l&gitﬂég&val:

(,v&)& -m,=¢ E «Lfsf X ie! -'Xihf - my /53/

ghol n, =8 '/'1' i dbrézolds dimenziﬁ,jn. Uganakkur.
Q'b“D@ '; oy 'E Hi = N Cn.ur.wmﬁ detele ) /58,

_,|’5r.,r /39/=cel egylitt biztositja, hogy sz R/f/ =ben G Beszes inekv.
i11ed, dbrdzolésa fellép, He ugyenis létesne még egy n, > 1 T
zids /52/=ben nem ezereplS, ugyvanakkor minden /52/-beli-vel inekvivelews
dbrdzoldsa G-nek, akkor .

E}Znﬁ Eni+n -H-rnﬂ}l /55/
ami nyilvédn nem lehet igaz, Tehdt
S B, /5¢/
M
('Fﬂf—bél régtbn addédik ez elsd teljességl beszefilggés: a B’
Lag)
B'= {H:’Es"ﬁ}ﬂ_l E,..,k /5#

i - w -
 helmez elemeil ez ortogonalitdsi Eaazeﬂ.ggd riatt kifeszitik a @ terel,
Hme-:r q} ¢ § kifejthetd 8 E'- beli fliggvények segl taétéf.e rendt:

e T o 8] ey, 158/

JF,J_=.' i,i=1
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;'32,!41; felhaszndlve: )
P )
¢35 Du (Ui:. |\F)§ | Vi¥,

59/ =at vieszairve /58/=-be é8 kihamszndlva, hogy az igy kapott ﬁasaafﬁﬁ,{g
¥y g @-., -re igaz, kapjuk:

ﬁ,“-- E:; u;;}:f‘ u&"ﬁu %, = Sm ¥g,h 6 € oot

A kbvetkezS teljességl beszefiigeés & Xy AL =1,...k karakterelre
vonatkozik majd. A ';\:4_{, ~kr8l szonban dltaldnossdgban nem illithatg,uin
hogy kifesgitik &z u_gﬁam E ~ teret,mert van egy gpecidlis tulajdon-
sd~uk, nevezetesen az, hogy & G-ben egy adott konjugdlt- slemosztdly
ppiuden sleméhez ugyanazt e szédmot rendelik: ha By 1Bz e G 153 heG

ugy,hogy £ = hzzh'l » 8kkor .
X ;h;ﬂn D/g, /=TR thgzh'lf'n*lﬂ D/h/*Digsd «Dfuf 1 .1r Digyh= 'xf’gaf . €1)

ﬁ- Gt disziunktan lefed§ konjugdlt elemosztdlyok széma legyen r. Sok
ezetben » {H &g ekkor s G inekv. irred, dbrdzolédseinak karaktersbdl
tiztos, hogy nem kererhetS ki pl. egy olyan E -bell elem, &mely mik-
den egyes csoportelemen més-més értéket vesz fel. )

Teirinteilk ezéri a ? ~-tér :{:‘H dimenziés alterédt, amelr Medresed
azon fliggvényeket foglalja magéban, melyek G-ben egy K konjugdlt eltne os. -
t{lyon ugyenazt az értéket veszik fel Ju.n. centrdlis fv.-k/

C ={ £ ‘f G§; tfgf-ffhgh‘lj ¥h,g ¢ G } : 1o/

B{ fozjuk bizonyiteni, hogy G inekv, irred., ébrdzoldsainak ’Xwﬁ!.-_d“
roieliberel mindegyikére ortogondlis C-bell fv, az azonosan zéits fv.a,
ill nincs, ezez: £ € C egetén

{fl?.}b)éﬂﬂ bk 3/

bt u¥vetzezik,roge £/ =0 ¥R € G .

» ELTEI
vegrick egy £ £ C tetszflieg:s slames

borelters Yyz/=TF Z/2/

Gizonyitds: legyen T &EY irreducitilis durézolédse D/g/
* i
?
és definifiick e k¥vetkazl op

rt
-

- £ pw) €5)
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wivel t
b/g™1/ Dy Diel=f Ermm‘lr D/nief T3 £/0D/R/ = D

czért D; f21/ 'ula_km

Dy =AL /651
J64/-b6L és [65/-b81: :
?‘—'% TR Dy -% % E £/hj* TR DS = % <fl"x>§ 166/

ahol n & D/gl &brdzolds dimenzidjs. Térjink most 4t a G csopors

reguldris &brézoldsénak vizsgdlatdrs. Az R/gf 8% Ry/el 1°1,.051 ]
irped. /nem feltétlen inekv./ &brézoldsck direkt Usazege [lsd. PRV

R/g/ = é; ®R, /e/

A fﬁu-_vel analég Re® f85/ &= /66/ eegitségével:
. vR/B/ =i : . L, ]
Ry < SR - PN g_:ln[,i SARA

4 /63/ feltevés miatt tehdt Re = 0 » Az Rem e tér
bimmely elemét, igy 8 /36/ béziselemedt is a tér O elemébe viszi £k

0= Remep = f o £/ Prg " o T /5 Py

hee

A. 0 winden komponense 0 ezért
tig/=0 ¥g 868G

Zzzel tehdt bebizonyitottuk, hogy ‘Ex Fﬂl.---rk inekv, irred.
lorpkte=ak Cwben teljes rendssert a_llﬁrl:nuk :

Meriesrzés

A, MveL a C eltér r dimenzide - 1gy sziiksécképpen k=¥
a E-beli xoriugilt elecosztélyok ezeme regegrezik & C izskv, drzed.
dbrd alhve  aele ﬂ{-.wh-.-!' -

c -
g EZoOIL
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2/ He egy cmoport Ysszes 77 rdzoides 1 dimenzibe, ekkor 2 . N
&g az 1. megljegyzds miatt minden clemosztdly G=ben egyetlen elembdl 411,
tehdt

g -hghbl ¥h,g @ &

azaz a csoport kﬂmmutajif.

- K
.r

A /60/-nal aonnlég Ysazpfiiggéat W}‘L-lﬂ a ki¥xképp., kaphatjuk meg:
legyen f @ [ 5 vkKor

t/h/ -!.L_tlft},_ ?;[hf és .aﬁ-<ﬂ’ﬂif)§
c ~t visszahelyettesitve:

'H-
2/bf =), [ﬁ' tl:/s; ?thf} t/e/ ¥t ec /67/

gaG =l

legyen
1 ha hﬂli 4 1 fix/

|
0 egyébként

B8z 3, konjugdlt elemosztdly. Ha ez 8y db elemet tartalmesz,
akkor /67/=bS1: '
o "q.j-lltk .
- /=t b, /€9,
WA B0 mex T
' h J

5, § A csoportelgebre és ennck reguldris dbrdzoldsa

A véges cpoportok dbrdzoldsclméletében fontoe szerepet Jdtszi:z o
eseportelgebra., Ef az u)] strukture elsdsorber e csoport reguldris d-ra-
zolédsdnek vizegdletdre szolgdltat uj lehatdséget. Ebben ¢ §-ban & cEz
portclgebrdre 4 reguldris dbrdzolindre voneikozd fontos tételslat bi-
zonyitunk be, mejd e kivetkezd §-bon ezekre éplitve megmutesiul, koivexs
lehet megkonetrudlni ez n-ed rendi por—itdcidesoport ¥zszze inelmvivel=i-
irreducitilie dbrdzoldssdt m regulédris reprezonidei dbil.

Legyen edott ecy N elexii G csoport, Tekxinisiik gzt o linelris farst
e=slyet & G esgport slemel, mint bésisveriorck Focoivemsk Y foz T3lle

3
L}
xtliz e © tfrmel Re [F, miiyéte g=t pomiciualn’
4 = £
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- Powtetoporteken ; .
. Abad Jin,illlfn, F(Ti: 3 Jh-:' « Ax A Lbrdnsldsok ill.l.u;-'iu- |

venyei szimmetrikusuk, o B dbrdzolisok (igovényel antszimmetrkusak "oz o 1
rendll fSiengely kiriili forgutdsokkal szemben. A o, tilkriizdsse) szemben kiilSnbées Pimtcsapurti irerducibills dbedsuldsatnak harakters!
sEmmelridt mutatd figgvinyeket egy vagy két vesszdvel killinbdzietjik meg, — —
£ & u indexck pedig a ponttilkrdzéskor mututott szimmetria jelSlésére szolgilnuk, a E6 o6 o, el o
Az dbrizolis jelével egyiitt feliintetett ¥, p, = beifikkel utalunk arru, hogy milyen .
dbrizolds szerint transzformilédnak maguk u koordindtdk; u = tengelyr mindip o ds = T
mﬂm'ﬁulm!ﬂ]f i'ﬂ-ﬂ“hﬂ vahﬂu“ﬁ-h fh{'ll h’luk :th“. H ! .H" -1 i -1 ] Ny
. E { I of cw | e —m
o= opdald oy = il =gt S ; " | —w @ ] - w
| @ - —y g
et =], pl-w= =, i x biy { I —w? ey = & @
r = - ——— — ——— — e —— L e s - — Ia -— - .d.:'- . T — - S ime o e—— — -
A kvoternidesoport (R) Yot _% £Erzrs Kk e 5, Poe o h
Gk (eiek Cajle ke b, : y ; -J.:I -:[l N R L L < B
Konjuphlt elemosatilyols Bu|A 4 =4 4 -4 A : , A, i | |
' {" *1 FI l‘ i - ﬂ. H. j| | | -1
T={ui?] 3e{j31 i EI2-200 0 [ 2, By By 1 I I -1
Poutrsuporiol frrececliilly dbrroddsmined &arak ferel g ox F E ¥ E; 5 » i 2 0
C ] ' £ c, E € ¢} b, E G W, i, wy,
o . E€y o I i C,. E C, Xy I, "4
’ L o ] o, £ o, w, 1%, 3o,
B e m—— - — — T v ———— J{: : l ' I i
d, Az A sz |10 I t : .
R . ", E e i i Ay Ay 2 Ay i 1 I 1 1
Ajairz Bair (A" [ { I« e a 4 . | | | .
. - - e o i H, 8, Ay I -1 (| -1
ﬂ“ .i':. (':. s Il- iy l. ..!:,' x ] =1 ] 1 1
Ch t.i;u,ﬂ, ' E, E; Eox oy 2 k) - a1 o
i L ﬂ1__~¢‘-'-"§fil'-"} ! Fiiany Eixy |E 2 -2 - [ (]
A, Ay oz A (N I . ) )
(i) E  BC, Wy 60, 60
| i =1 <1 1 B ey g Iy
Avi 2 ::j :T:: [ R T B0 s g LY E &C, 3. fw, 65,
iy By x By I =1 1 =] TTm——— - =
. ' T AR N A T
Cu E Xy M, < E 0 € ¢} v { I £ v 1 o b
b, E 0, L E 5 ¢ 5 ! Lot E F.“-“ 0wl 0 -
i Fin LI : Froeee T
A Ay 1 A,z |A [ [ I B o Fiiny=|h :J Pt
Ay dgi 1 11 -1 8 B; (I I R — —— e — —
Eixny | Ebxy I-1 0 E; xtiy E"..rin‘:{ [
Led =1 i
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The Charscter Tobles 377 :
i
Tuldbe A=d ::-
- The prowp © -1 MF T
Exampls: Wilss En
5 5
I-
! £
é’ E
L] i
Hy Hg ?-
g
| |-- .
1, L E* iy v R 1k
CrlMI: 1 e B
Cs: E Caa Ton Ty ! - 3
I
Eapuin, ror.: K" R* K" R.* ! R= | E
' "
4,0 1 | | | [ T S o T T : =
A 1 i -1 =] I 1 : L,:_.. @ N
By 0 -1 -1 I Vol Tadme 4 3
Byt 1 =1 I =1 Lo TarderTa |18
o o T e o i o G — e e e e e s e = - ——— _!I
Ey: 2 m L a : -1 g f
| H
Table A% F
The proup O s . * i
Exuenple: Trans-dilluwrvetby leee vwithout torsionul tannelingh .
f
H, B . F‘ ] 1
\\ SN / ER N
/7N
Fa g 11E
E 120 Hudm k= 120 34040 R B 1 20 30 561
CafMI: iz 2] | Lo | i
Cut K T T f T - i e,
Fyuiv. rot.: K R’ R " ! pie R |}
Py
P | | l | R 8
Aol i -1 ol Yo =1 T.re L1t
B -1 =1 1 1 ! N B T :.
g1 =1 1 -1 i =1 Tan T T
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The group: l_"_ﬂ..l]:f
Example; Meihyd Mnrhde

E
n_l.ﬂ
/ g
“Hp
N
H,
£l M]E: E {1123} [Z3)* R 123
' z ] 1 2
C.'lr: E I'C] Jd'. - -
Equiv, roL: R* 1= R, R Roa3
Ao | 1 1 i I . P
HE . -
Ase | ' S BRI Nt
E; 2 -1 s
______ _|_____________n___ 2 -1 E | ".'-lf--'i'.-j.l.[:\.,,.:l,,l-.l-.'ll_,| = 8,1, )
::m- ; i L1} -7 -1 T T
LS =] i} -3 ] ——
- a P
&
3
=
=
R
.
&
3 §
w 1
3
=
Tube A=11 g
The gromip T,i My 8
Exanuple: botlime n
o3
He o
| o
L)
Cow, H,
W %
1
L L L I S T et
' * 6] 6 sl oo 5 i
. |
Ta: E B, 3, b5, fia,
E |
|. ] ] | 1 ¥ | 1 | R T Ny
-'1:. I i | —1 =1 i i -1 - EF =
I =1 3 H
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Appendix H Tables of Characters of the Irreducible Representations

of Some Point Groups!

N LI N

A | l‘ TLTaR, | a0 2, L.

FL I —11 T.;R.R, L

G e 1| |

A, 11 ‘ R ‘ &

A, 11 -1 1T
"::l.' E c.! "n[::} "J:_F'::

Ay | 1 1 1 1 L | 22

A; |1 I =1 =1 R, .

B |1 =1 1 -1 |T:R, L
lcll'.!ll.- E lc! 3’:| 1

"{l. I 1 1 ]: Box + Ly Eop

A, |1 -1 R,

E 12 =1 0U(LTEERLRE) | {2y — tyagh (2,.2,,)
Du=F | E Gz Cly) Culx}) 1 olxy) ofzx) ofy7 !

A | 1 1 | 1 1 1 1 X e Ty, T
By, 1 1 -1 -1 1 1 =1 —1 [R, L
By, 1 -1 =1 1 I -1 =1 1 |R, %,
A, 1 1 1 l =1 =1 =1 =1

- 1 1 =1 =1 =1 -1 1 1 | T,

B, 1 -1 1 =1 -1 1 -1 1 | T,

B, 1 -1 =] 1 =1 1 1 =1 IT,

! Only thoss point groups are included whase character tables are mecessary to fallow the fexr i indi-

widual chapters,

ELTE ThHic

-

“d T R e (S -y .

T R s W
- - i .

o i e s i e —— o
o] =g ="
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ESvvMETRY RELATICNG

D, E 2 we, | 257 oty :

Iy 1 . 1 1 S
ol 1 -1 1 1 -1 R,

M, |2 2Icosg 0 2 —Zcosgp (1] {R"R’}I (o)
4, 12 2cosly 0 2 2eos2p 0 bl = a2, )
1 1 -1 -1 1| T

|1 1 -1 -1 ~1 1

m |2 2cosp ... 0 =2 Zcosp 0|(T.T)

4, |2 2cosde ... 0 -2 —Zeoslp 0

:.T'.:-F'.-r‘- Y= i
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(Co) KovicsCpuln

Véges caoportok
A ssoporielmélet alapfogalmad
A_csoport definieciéja
Bizonyos elemek G halmasdt unnpurtnnlﬁ nevezziik, ha elemesi

Kbzbtt értelmezve ven egy miivelet /nevezzilk szorzdenak/, és fenndll-
nok o kvetkezd tulajdonsdgok:

1/ zdrtadg:
he ael, beb , ekkor  abe@
/A ceoportmiiveletet & szorzds, tehdt sz elemek egynés melld
irdsa jelzi/

2/ Asszoci ativitds
ha ﬂ. & l‘ ﬁ-& ¥ oklkor
| albarshb) ¢

3/ Egységelem létezdse:
o osoportnak létezik egy Ss csak egy e egységolemo, melyre:

ae=eo=0, Vach

4/ Inverzelem létezdse:
a caoport minden elcmének van egy ée cank aginwrs elone:

ad =dloze Vael

Ha ab=ba ,vgll, E‘G esetdn, nkkor a csoport kommutativ.

A _csoport J_*gndi e

A G csoportot végesnek vouy végtelennek mondjuk asgerint, hogy
- glemeinek szdma véges vagy véztelen. A caoport elemelnek szdma o G
esoport rendje /jele dltaldban Iﬁ'l S

Kompl exusok, komplexusszorczds

4 G csoport részhalmazait komplexuoknak nevesziil,
Két komplexus egyenlS, ha ugyanazon elemekb8l 411, . K, és K,
komplexus szorzatdt ugy értelmeszsiik, mint az ab alaku elemck holmazdt,

chol is ag Ky , beX; « Az igy kapott halmaz e K‘!L komploxug
He K' vogy ¥p Ures, ekkor a k‘, K‘l‘. szorzat is as.
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Az elemek sszorsdsédnok ssazocintivitdadbél kdvetkezik, hogy a konplexus—
szorzde is asezociativ:

K (e K=t K) %
Ezek mgerint a komplexusok félesgportot alkotnak a koemplexus-
ezorzdara ndzve /ffélecsoport egy halmesz skkor, ha o ssorzdsra J&ltaldbar
miiveletre/ négve zdr:t &8 asazociativ/.

A_ gﬁuﬂﬁmgn;:'t definicidjan

A G esoport egy H konplexusét részcsoportnak felesoportnak/ noves-
zilk, ha H elemel & G-beli milveletre nézve maguk is csoportot nlkotnalk

-

Me11ékosztdlyok

Legyen H & G részcsoportja és a € . Az aH komploxust off @ G
cecport B részesoport szerinti baloldali mellékoszidlydnok nevezsiik.

_4 Ha jobboldali mellékoeztdly. Ho bhe@W , akior LH=H. .
fitoldvon, he weaH o okkor sHmal , hiszen deah (heH) -*&
wHeabHeall . Mellékosztdly tehdt tetszfleges elemével repro-

zent&lhaté /o st wH mellékoeztdly reprezentdnsa, ha qexH /-
Tétel : Ho q§ ¢s H-I G-nek két H azerinti mellékosstdlye, akkoT
vogy oH=bH, vagy aH és bH diszjunktal.
Bizonyitde: Elég belédtni, hogy ha oH /Y bH nem lires, skkor aH = bH.
Ho xeaoM 62 webH . askkor a fentiek mzerint xH=al $s
H=bH , 620% oHabH . @c.d. -

A tételbdl kivetkezSen, ha tekintjiik G-nek a H sgerinti ]l,..;l{,g].}}_...
baloldeli mellékosztdlyait, akior G minden cleme ezeknek egylkébe 4
ceak egyikébe tartozik, a ezt igy Jelidlhet]iik:

GeHtaHibH # ...

A felbontdsban szoreplf mellékosztdlyok szdmdt nevegzilk H indexének.
Mindez igaz jobboldali mellékoszidlyckra is, és beldthaté, hogy e
jotb= és balcldali mellékosztdlyok szdma #zonos.

Lagrange tétele: Véges csoport réezcsoportjdnak rendje és indexe
osztdja a csoport rendjének.



Ha.-

Bizonyitds: Ha G véges osoport és H emnck réssceoportja, akkor Genolk
baloldali /H-szerinti/ felbontdséban csak véges mok mellékosztdly gae-

repels G'H“'ﬂ“"'“""‘gl'l « Mindegylk mellékosztélyban annyi elem vrpy,
nint H rendje, igy
- lei=le: HI-JHI
ahol ‘ﬁ;“' a8 H indexe g.e.d,
I_iggm__ﬁlus:td. HMEM;E

A G csoport N réezesoportjét normdlis vagy invaridns részosop.ri-
nak vegy normdlosztdnak neveszszilk, ha

aNsMa , Vae&

_ JolBlée: N @G
Legyen A & G opoport tetezfleges nem {ires rédeszhalmaza, 4 normali-
zdtordnak nevezzilk /jele N/A// & G csoport agon)elemeinek h halnazdt,

melyekre:
hA=AR

Legyen A& @ rigzitett, G-nek Urmagdra veld

X —» axa!
lekdépenéadt @=val vald konjugdldsnak neveszsiik.

A r alaku elemek halmazdt az a elem konjugdlt osstilyinale
neveszsik, g g befutja a csoport valamennyi elemét.

Tétel: Ha b eleme @ konjugdlt osztdlysnak, akkor @ is eleme E, kon;w-
81t oasztdlydnak,
Bizonyitds, Ha b 8z a elem konjugdlt osstdlydban van, akkor valmnﬂ“ c
alemmel elS&1lithatd:

Cac-l=p

BEnlrdl g=1 -gyel, jobbrél e~vel szorozva:

Q=cbe =(c-" Y |



..‘4k

ami épp azt jelenti, hogy a pb konjugdlt osztdlydbs tartozik.

Tétel; Ha ‘ nen eleme g\ konjugilt ossztdlydnak, akkor ¢ konjupgdlt

nﬂﬂilyﬁnuk éa b ¥onjugélt oszidlydnak ninca kBzSs elenme.
Bizonyitds; Tegylik fel indirekt, hogy € mindkét oasztdlynsk eleme,

azaz ggm;‘f" - , @ csoport alkelmas d 111, § elemére.
EbbS) kivetkezSen: -

b=§"dad = FW)alch)~!

azaz b eleme & konjugdlt ceztdlydnak, ez viszont ellentmondds, q.=.d.

Tétel; Minden elem eleme & sajdt konjugdlt osztdlydnak.
Bizonyitds:-Ha sippen BZ aguég&l.. akkor ?uﬂ'}:‘=u. s Qe8,d.

E tételek kivetkezmdnye az, hogy egy csoport elemeit kizls elcmmel
nem rendelkezd /disgjunkt/ osstdlyokbe lehet sorelni. iz egysdgelem
moga egy osstdly. Kommutetiv osoport fun. Abel-csoport/ minden cleme
egy kiilbn osztédly.

Paktoresoport

Tétel: Egy G ceoportnak valsmely N normdlis rdszcsaportja agerinti
mellékosztdlyai a komplexusszorzdsre nézve cacportot amlkotmak, Ennck
neve: G-nek N szerinti faktorcsoportja, Jjele G/M.

Bizonyitds: i cooportaxidmdk teljesiilését kell bizonyivonmnk.
1, Zdrtadg:

(aNYEN)zafviIN=o{b NN=a ) N OOV

2. Aaszoel nti‘rit&a t

o N(bcMea N(beMe(a (bONefin ) IN<lab ) (cA)nla:- LN) N

3 Hautriliﬂ alm é EH

T MW e etia)N= el =ea W

4. Inverz elem: al inverze & TH, ugyanis:

lmw-lw“‘ q, e 4.

4_szimnetrikus csoport

Egy n elemil halmaznak Srmagdrs vald k¥logbniisen cgyértelmii leké-
pezéedt e csoportelméletben permutdcidnak nevezsziik fez tehdt nem azonos
a kombinatorikas permutdcid=-fornlmdval/. A permutdcidk szorzdsn mint
leképezéaének mzorzdsa definidlhatd.
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A permmutdcidk jelBléames

AT
77‘"( AR AN
ghol {., & szdmok valamilyen sorrendjdét jelsli.
n jelentése tuhi‘l: 4...1 W J‘z-“h Y T(-vel azoncs a

- (‘]' Y S 1.. )
permutdeid, ha k,,....,.k. BT ‘,_,“.h tetezflegea sorrendje. Két
permutieid szorsata felfbd o bol-, uténa a jobboldali hajtandé végre’:

Vo= (de % £;; s
AR - 1.
'ﬁ%t '""x&‘h )u,) 3"-.-"»; ;:)

Bz o szorzds -~ mint & leképezdack szorzata - asszociativ, de 4ltaldbar
nem kommutativ, Az identilkus permutdeid:

-'l'".“
E’ 11#* * W

a uﬁumdsnﬁl neutrdlis elem: =N - Vﬂ Esetﬁn. Az inversz:
W TelE D). o R4
A et p=g

Ezek alapjén :Eennill a kiivetkezé tétel: n elemi halmaz Unmogdrn vald
leképezésel csoportot slkotnak, Bz az n—edfoku szimmetrikus csopori,
Jele: S” y Tendje: ll!.

A permutdcidk ciklikusan is irhaték a kﬁ?e'tkeﬁﬁképpen nz(i. ,.iﬂ
ciklus azt & € permutdciét ,j&lunti, melyre: T . ¢ =»ig Egin ...,

éh"' 8 8z 4y by, wnC) kB2Btt nem ‘sserepld elemek
fi:an mnrndnuk. Az fik) ciklus neve transzpozicid, az az £ &a k clemek
feleseréli, a tUbbit vdltozetlanul hagyja.

Minden poermutdeié felirhatd eciklusok szorzataként, shol is egy
ciklusban az egymds k¥zbtt tronszformflédé elemek szerepelnek, a cik-
lusok tehdt diszjunktek. L permutdeidk dissjunkt ciklusok szorzata-
~ ként wanld felirden egyértelmii. Iinden permutdeid felirhatd transzpo-
zicidk szorzatokdnt is, de ez o felirds mér nem egyértelmii.



HE!—

A tovdbbiek szempontjdblél lényeges, hogy a nikluufasuz_-kcaut alop-
jfn & szimmetrikus caoport elemei disgjunkt osztdlyokba sorolhatdk.
Lgy osztdlyba az szonos oiklusszerkezetet mutatéd permutdoldk keriiln:l:.

péide

l‘ J-adfoku szimmotrikus esoport, azaz az {1.2.3} halmaz Srmagdrn nl&'
leképREéoei. A leképllések, tehdt & casoportelemek széma P !: 6.
[dozletesen:

23] - @@
- E -I
(123) -0 (12 e@m (322)- @)

(’1 22} p23ny 2 :’_2”-{1321

L 6 elam & ﬁikluanaﬂ:aui alapjdn j61 léthatdan 3 d.‘l.uﬁ;]unkt nla‘lsé.;:rh—
sorolhatd /minden sor egy killén osztdlyt ﬂ-lﬂtJ
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Mat tikat gllek, algebrai strukturdk

l. A fizikai folyamatokat, objektumokat matematikei modellel irhatjuk
le, A metemetikei modell /nem definidlt/ elemek, objekiumok &3 &
kiiztilk értelmezett reldcidk Bsszessége. E reldcidk iamert szabdlyai
egysseriisitve tlkrdzik o fizikei folymmatok megfigyelt tirvény-

- speriisdgeit, ;
Ilyen modellalkotds, hozzdrendelds példdul:
- 82 elektromos térerfesédg vektor
-~ a munkavégzds vektorok gknléris szorzate
~ & kvantummechanika-dllapotok Hilbert-teret alkotnak
- & Tényhulldm elektromos és mdgneses vektora merSleges
Az aldhusott fogelmaknek csak bizonyos axiomatizdlhaté tulej-
donsdigait haszndljdk fel a tovdbbli tdrgyaldsban.

2, Reldceid

e/ Halmazok Descartea-féle /direkt/ szorzatdnek elemei az egyes
halmagokbdl vett elemekbSl kdpzett rendszett n~esmek:

AXBXCx - %N ={(o,bc. W ac A beB, - neN]

b/ Egy reldeidét a halmezok direkt ezorzatdnak egy részhalmaszfval
adunk meg. E részhalmez (co,b..¥¥)  elemeire azt mondjuk,
hogy teljesill rdjuk ez adott reldeid, .
Pl,: "idaebb” reldcié /V=2 valds szdmok halmaza/

K-"—‘{(ﬂ-.b} ] aeV,bgV: ag &,}
Pl.: "abazolut ertdke" reldcid IBg & 3 dimenzida euklideszi tér/

ABS={(ap)|0€Vib e £y ; a= lbl}

¢/ Ekvivalencia-reldeid
Olyan elfirdarendszer, emely két matematikai objektunrdl repg-
dllopit)n, hogy /ez edott ndézfponth4l/ mzonosnak tekinthstfk-a.

hzaz: egy a~b -'-‘—’_"{(“-‘Jl“ﬂ.bfﬂi qu‘r} reldoid

ekvivalencis-reldcid, ha

1. re&xiv: - v
IT.azimmetrilkus: CGrh - sﬂiﬂ

III.trenzitiv: oAb~ <) ..)- a~g
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Példdket egyenldadg, kongrusnnip mq# n,"azonos sikban lenni®, ath.
Minden C halmazon értelmezett E skvivalencin-reldeid pdronkdént
diszjunkt fk¥zbe elemet nem tartalmazéd/ osstdlyokra bontje CO-t.
Es forditvo: minden /8nkényes!/ osstdlyckra bontds definidl egy
ekvivalencia-reldcidt: "azonoe csztdlyban lennd™.

d/Miivelet
Olyon reldcid, cmelyben oz egyik halmezt kitiintetjiik: “eredmények
halmpza.
Pl.: oz "Usazendds" milvoletet az Beszege reldoid definidlja:

s={(abe)aeVibevi.c eV a+b =}

Mds fogalmazdsban: a miivelet oz elsd /n-1/ db halmaz direkt szor-
zatdbél az n-edik halmezbe mutatd lekdpezéa,

S VXV 3V
(@,b) s» €T GH4b

3., Az absztrokt slgebras sz algebrai strukturdkkel foglalkozilk.

Algebrai strukturs egy miivelstekkel elldtotit halmasz, P{ .
Megaddsa: ~ felédpitd halmazok v,V
- o miiveletek honna<hova szabdlyai VeV =V
= axiomatikusen megktvetelt miiveleti \/ E'E 3-‘55
. ezabdlyok.

pl. tanulményozhetd miveleti szobdlyok:
- kemmutetivitds léte vegy nemléte
- asszocintivitds - n -
= kitiintetett elemek - -
- invert4lhatdedg
- digztributivitds /I:5eldbb 2 miivelet esetén/

Vizegdlni kell ez axidmfle :1lcntmonddsmentes=égét is.
Szokdsos az egzisztencidvwel vnld bizonyitds: példdt mutatok =
strukturdra: néds, ismert mnotemotikai objektumokrs és miiveletekre
kimutatom o strukturatulajdonsdzok fenndlldsdt.

I. 8 halmaz elemeit azonositom

II. =& nilveletekot definidlon

III. kiautatom sz coxidémdk fenndlldsdt



Részstrukturs

Egy #fl elgebrai strukturdnek W részstrukiurdje, he mint halmhz BEA
, &8 ugyanezokre o milveletekre nézve A-?ul megegyesd ‘l::Lpuali
stmktur.'it alkot,
. Péladkat 14ed ez egyes konkrét struktirdkndl.

4. Morfigmusck, reprezentdeidlk

e/ Legyen M algebrai struktura mi_).:ngﬂ milvelattel.
' Az H' mgtematikal objektum az H strukturs homomorf képe fés ez-
zal ugysanolyan tipusu atrukturaf. he M minden a,l... eleméhes
hﬁﬂérendelva =ben & : elemet, M/-ben definidl-
haté egy nlm QF al b’ i-g“ €M’ nivelet, hogy w! sz
whez rendelt alme -nek,
Azar T8viden: az M -& M* leképezéds milvelettortd:

51*. ﬂ(ﬁbn-jwn&M
v, v
M- Ofa'b, ...} = w'eM’
Ekkor ez M --Ir M* leképezée homomorfizmus.
Ho M* /mint halmaz/ MM , akkor uuﬂmnrﬂﬂurﬁ; beazéliink.

b/ A kblcstniisen egyértelmii homomorf leképezéseket izomorfidnak

nevegzsiilk,
Egy strukturdnak Smmagéra veld izomerf leképezése automorfis.
Fl.: & valde szém |}—>» o ezdm tdrtréeze

pi. 1,67 F» ™ 0,67
. =3,2 I3 0,8
ath.
{ﬁlﬁa u&nﬂk} - [ﬂ,l} 131:&';-63 a2 megfelelden

Jﬁﬂniﬁlt tériréaz-tsazeaddsanl és ssorzdssal hemomorfizmus,
Pl. s tér tikrbzésel oz origéra /milvelet o folytatds/ s az
{.f’._ _,;} halmaz /miivelet a szorzéds/ izomorfok

¢/ iz izomorfizmus-elv az algebra éltetd nedve és alapttlete: az egy-
médsgel izomorf matematikesi objektumokat azonosnak tekintjilk fkivéve,
he egy nagyobb. helmaz résghalmazai/, és csak az izomorf lolépeczéseel
szeaben invaridns tulajdonsdgolkat vigagdljuk.
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Precizebben: salgebrai strukturdk igomorfidjs ekvivalencie=-ye-
14cié /bizonyited bel/. & kiizts, invariféng tulajdonsdgoknt az
ekvivalencia—osztély bdrmelyik elemén vizsgdlhatom, ahogy ké-
nyelnesebb.

Fl.: & Sohrtdinger-hulldmmechanika ég a Heisenberg-ndtrirvet -
chaniks izomorfok: ugyenabban az ckvivalencia-osztdlyba /Dircc-
~kvantummechaniks/ tartozzak, Ki melyiket asereti jobban, abhan
szdmolhat, A mindkettSben értelmezhetd végeredmények blztosan
azonosak lesznok, '

&/ Reprezentdcid, &drészolds

Egy M struktura helyettesitéesét egy M’ strukturdvel, he 1ébenik
egy ﬂ: M-=>M! homomorfimmus, representdciénak nevezziik,

Pz akkor hasznos, he M*=ben kinnyebben tanulmdnyozhatjuk ugyen-
azokat & tulajdonségoket, Pl.: a"linedris tronszformoié" nevik
absztrakt micsoddt, j61 ismert, valds ssémhalmazzal leirhaté mbdkri -
szal helyettesithetjik. : '

Mésik példa sz analitikus gecmetria: & ik glrbéit = z"lﬁtv
-beli egysseriibben kezelhets objektumokkal helyettesithetjiik

/ 1"&!"1'&’ - és szémpdrok halmaszal i
A reprezentdtié hil, ha M kil¥nbbss elemeinek M’ kUlunbtzl elemes
felelnek meg.

Sziikebt értelemben vett reprezentdeid: az M atrukturs elemcit
bizonyos linedris terek linedris transzformédeidival dbrdzoljul-.
Esek tovdbb representdlhatdk mdtrixokkel, A milveleteket pedig
igyekssiink leképezni a kéztnséges mdtrixmilveletekrs /ezorzds,
Saszeadds, skaldrral vald szorszds, stb./.

B Eug_ll:‘;__ﬁt gtmkt% definiecidje, egyszeril tﬁgdﬁuﬂ;k

L/ Pélcsoport
dof. S nem tlres halmez félcaoport, ha értelmezhetd egy /szorzise

nek nevezett/ xS -9S miivelet, melyre:
Y WYa,beS 3¢e$S, cxab zértsds

uusan:}iaﬁﬁl!ﬂs
2/ WabceS (ob)e =albe)



P&ldAul:
- valée szdmok szorzdam
- = T . tsazeaddsa -
- 'aﬂ‘e(ﬂ korldtos -,tr.y,r- -k gzorzata ;ﬂ.‘} ~intervallmmten
~_ n dimenziée linedris tdr vetitdael (;‘_—'5) az egyuis
" utén slvégzésre nint milveletre

3’ Csoport
G caoport, ha

l. 2. G riluﬂﬂpﬂ'ﬂ
3. 3 £ £ G' v ac ea=g fbaloldali egységelem be-

zdae/
4. Vm’;b 3 be G bg = € /balinverz léte/
jelslés bLea?

Pl,: - valde szémok edditiv csoportja: [v] ) |
- nemzérus raciondlis szdmok multiplikativ caupnﬂja(ﬂ\.{ﬂ}' 'J
- szabdlyos hdromesig 120%=cs elfargatdsai /miivelet: tovipk-
forgatds/ ' '

{ L‘!-E;‘", ez igomort a= i-{,'—_:_{il_’.'_.!._; ; -@;}
A

hnlnasz multigliht:l.? cgoport]dvel
/bizonyitsd be/ '

- tetssdleges geometrial objektum hasonlésdgi trenszformdcisi
Juilvelet: & transzformdcidk egymés utédni elvégzdse/

BT FELEE R T

Egy csoport Abel-féle, ha a sgorzds kommutativ. ab=ba
Fontos & permutdcidcsoport: n elem permutdeidi az ezymds viers
elvégzéare nécve csoportot alkotnak,

Cayley tétele /bizonyitde késlbb: minden véges caoport im'rf
az azonos elemszdmu /ezonos rendii/ permutdcidcacport 7&1&”1‘:?&
réazcsoportjdval.

e/ Gylird
Eétmivelates strukturs fasokds szerint Yssseadds és aszorszds/

nx:l.fuﬁ]:t R gyliril, he



o/

- -

1. +=ra nézve Abel-csoport /egységeleme & gylirii nulleleac/
2. »=ra nézve fdlesoport
3. Srvényes a kdtoldali disztributivitds

VabeceR:  albdc)=absac
% b)) c = al 4p¢
Pl. az egéag ssdmok gyiiriije
nxn-es mAdtrixok szorzdsra ¢s Usszeaddara

Ha ag;gyﬂﬂhan ofo. bdo, de @be0,akior ot 68 b-t val-,111,

jobboldali nullopztének hivjdk.

Fl.: & /mod W kongruencisosztdlyok Ysszeaddsra, &8 szorzdisrs
/mod W nézve gyiiriit alkotnak; He |y nem primmzdm, akkor az |
obztéit tartalmazé osztdlyok nullogztdic,

Test: L_® Swerrdgem hI'I'.H
olyan gylirt, amelyben a 0-%6l kﬁlﬁnhﬁnﬁ elemek¥omoportot alkotnak,

Testnek legaldbb 2 oleme van, (—er—r—————yy-y )
Pl.,: @& raciondlie szdmtest,

a komplex szémteant

hv"h"m‘.'k"m teate /nem kommutativl/

Ha a gyliriaxidmékhoz hozzdvessziik a 3/ csoportaxidmdt, egységelemes
gyirlit kepunk, A 4/-et is hozzdvéve, test keletkezik-

Linedrig tér
L linedris tér az R egységelemes gyiiri felett, ha értelmezve van
a kdvetkezd két miivelet:

a tér elemeinek Bsazeaddsa +:lwl->L
a2 R=beli sksldrokksl vald szorzds: * . R!L'-)-L
1/ b §=r8 nézve Abel-csoport /egységelem: Nullvektor/

2/ o/ Wal R NYoel <ael zértedg
b/ Vp(,ﬂ €R Yo el @m:m, “naszunintivit&a"
o/ Vat€R Yo bel dlathldastb aisztrivutivitds
Iy ael A.aza  (4¢R)

Pl,: szokdaocs vektorterek
gzin=-n=-csek tere
F. 5] -n értelmezett fllggvények tere
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Megiegysés: algebrailag értelmes végtelen sok elem a;

Sasrege., Konkrét linedris terek esetén dltalddan hﬂvﬁgamia?rcl-
1émile 1épnek fel.

Limedrid tevek emetén szokésosen értelmezhets m dimenzid {e

[, fapetan damek war, ssima]

¥/ Specidlis eset: Hilbert-tér
1.2, B linedris tér a @€ komplex szémteat fEAULE
3. dértelmezve van még egy mivelet:

skaldrszorzat: M xH =» €

of €ajad pozitiv definit, cask |A)F|)-ra LlP=o €€
v a|b) =bla)*® ¢ skeldresorsat hemitikus

of Ll btpD =48 lale) o misodix taghan

= kiv: st o fopham anbilinedeie linedris (ks kewvehGio
Véges dimenzibe Hilbert-tereket euklideszi-térnek smokds NEVEIYIn

G. Algebra
Olyan linedris tér /faz [ egységelemes gyliril felett/, emelyben be-~
vezetlink még ezy AXA-BA  'szorszdst” az elemek kUzfti.

B szorsfs definiéld exiémdi szerint kiilnb#ss algebratipusokat fes-
18nbéstetiink meg. A legfontosobbak:

e/ Assgeciativ algebre /hiperitomplex rendszer/

Az gub algebral mzorséds asczociativw, tehdt rd ndzve A fﬁlcs-r-d
Igy erre a ssorzdsra és &z dsszcaddera “ gytirid,
Teljesiilnie kell:

VdeR, Vo,beA  o(ob)=@a)b= o(db)
h\i'}) /Ha ﬁiluuﬂhrﬂ nézve csoportot alket, aszaz itest ia, alr.kurﬂ
divigidalgebrs/
b/ Lie-algebra

A szorzés nem asazociativ, hanem:

1. YaeA aas=o0
2, V'ﬂ,hﬂﬁﬂ (ﬂﬁ}l,‘.&h -I'@Iﬂﬁ'—'ﬂ {Tacobi m-.mm.ii-'f}

Bzekbfl kivetkezik az antikommutativitds: ﬂ"‘: ""ﬁﬁ



c?;m-ﬁ_tl . be T OT
=
1) ?n,b cA {dih =:‘“ﬂl

Jelentdadaglik: tetﬂzﬁlegea asazociativ al-gahﬁhﬁl nyerhetd Lie-~ és
Jordan-algebra, & szorzds nagfelalﬁ ujradefinifldadval

Le oaxbz=ab-ba=[a,$] Jordan asb=abibasia i}

4 kommutdtorokksl, illetve antikommutdtorokkal definidlt "ezorzéswmk !
nogy szerepe van 8 kvantumtérelméletben.

Titel; tetszSleges Lie-elgebrdhoz van olyan assgociativ algebra, ll.,
az abbdl kommutdtorral képzett Iie-slgebra egy réssalgebrdja izu]u:“z
0z eredeti Lie-algebrdval.

Ha egy algebre mint vektortér végeas dimenzidjd; skkor ebben /véges
elemszdmu/ bédzist megadva, a szorzds definicidjdhoz elég megadni &
bdziselemek Yoszes szorzatdt. A tibhi elem szorzata az aﬂﬁmﬁk B
giteégével kiszdmolhatd: -

Ast=2o; w )
A;‘&:I b: & &1 a 5-':_“ .

W U=V '; 7’\“ Ue ( a ba'eitalemek stovrats)
*9= Ferv ) b e Eibn 3 0= B que=t

vhi

3 )i'l =ek 8z algebra karakteriaztikus agﬂtthatﬁi(biﬂ i"ﬂ-ﬁ-l":r" -
P41lddk nlgebrd—o: _ i.“"‘h)

Asezociativ algebra:

- az nxn-es mitrixok gyiiriije, kiegdezitve a skaldrral vald
szorzdasal, mdtrixelgebrdt alkot /a valde vagy komplex ﬂ{m-
test felett/

- & valés szdmok teste feletti Enlgahn. mint vektortér 2 dimen-
zids, bédzisa: ﬁ’ﬁ « A szorzds definicidja:

s e ——G ag=~-¢€
¢-ez¢ C'azagexsah
Ez 8 komplex szdmtesttel, mint algebrdval izomorf diﬂzi‘nlgghrﬂ_



-9 -

- o nemszinguldris métrixok divizidalgebrdt alkotmok

- caoportalgebra ;
Legyen {F tetezfleges /véges/ cooport
A G csoportolgebrdja, ha A mint linedris tér bdzisdt o EG
csoportelemek elkotjdk, és sz algebrai szorzdst, mint o AgLS-
elemfek csoportbell szorzdsdt definidljuk, /feredmény: o bdzi§ w'
mésik eleme/ '

- a P:'I* a,Xx™ alaku elemek pulinmghruiﬂ O® dinengivs

asszociativ algebra: Bdzisa { ‘u’»."“"“" BEOTEASS

Jordan-algebrai
~tetszfleges operdtorok antikommutdtors
Iie-algebra:
~tetszSleges métrixalgebra a kommutdtorral, mint szorzdssal.
-a 3 dimenzife tér kizbnesdges vektoridlis szorzdesa /642 be!/
-a kvaternik asszociativ algebrdjdbél kemmutétorrsl definidit
Iie-algebra ' ' '
Jkveternidk: & valés szdmok teste folétii asszociativ uladrm:
4 dimenzids bézisa ili,i‘k 2 _
T_ -
‘e:F €. ¢ =.‘1-h"=—‘ .
=-givk Jk=—ki=<, x-ch =

Pay kvoternts elakia: ModkXpl 40 J+Xsk (%7273
Hn & Iie szorzatot a £él kommutdtorrsl definif]juks walés

axbz §{ab-ta) =
= W) Heidifis) § + (- kb

A K kvaterni$ Lie-algebrdnok rész-Lie-algebrdja az o Vﬁe-nl.-
gebra, cmely & kvaternidk d.'.l‘-l’:l tulajdonsdgi részhalmazdbdl kidw-
dulve végzl el szt a komstrukeiét. Ekkor az %,J,M elemek d1tel gewe -
rélt Y dimenzide térben o kizdnaéges vektorszorzdssal izomorf ﬁﬂﬂlltl-t
vezettiink be.
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[ ]
6. Struldbardlc direkt szorsata, direkt Bsszege

Induljunk ki & halmazok direkt szorzatdbél
A-fa:}  8=%b:}
AxB= {a;by}

Ho A s B azonoe ‘I:ipumf egymiiveletes strukturdk, skker bevesethetiink a4
diretezorzat-halnasban egy milveletet, amelyre nésve ez a holinz is
ugyanilyen sdruktura lessz:

A ({in} O(a, u]) b D(ﬂm--ﬂ,}:a_fﬁ
({63, P(by b)) Pla -~ 8,) = b el

Ax E ({ﬂ. b-l]' a (qt% )) HEE‘{EfFf
o Ql@.b),(228) - @u.b)) = (a,b) =
= ( Ofa, i an), P{bywbn))

Ekkor AxB-t a strukturdk direkt sgorzaténak neveszzlik, T8bb miivelet

caetén bonyoluliabb a helyzet, az egyes konkrét sirukturdknil fcﬁi-
nidliuk a direkt szorzatot.

Egyuiivelete

Cezoportok direkt szorzatn:

Q. t," N G-q

Gq,bt...€ G

(a1, 02) € Gax Gy
4 Bzorzds dafiniﬂidjn (ﬂg td'l..} » (b‘ h J'..- (ﬂ_‘ &‘ ) Ay L-,')
Egyedgelen ( €4, tt} invere {ﬂ 2 ).

o két csoportnak nince kBize elene, akkor a direkt szorzatot
olenpdr helyett kiils§ szorzat alakjdban irhatjuk.

(a..lf Q1 }"* n‘ﬂz

Exko:r o két egységelemet azonosnak tekintjilk, 4s ag uj, d.irekte_:zum!"
caoporfem lij azorzdamiiveletet vesetiink be:; ha mindkét elenm ue;ﬁm“ﬂ
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oz eredeti esoportbdl wald fapely az uf,j esoport részesoportja les:z’,
ckkor oz eredeti szorzds marad érvényben, mig ha kill¥nblzd eredesti
ecsoportokbdl valdk, akkor a szimbeolikuean bevesetett 818, kiilsd
ogorzat alakjdban irjuk fel az eredményt. Ki kell kitni, hogy az
eryik Hﬂuﬁruuﬁurﬁnuﬂﬁ csoport elemel s misik Yspzes elemeivel fol--
ceardlhetdk.

A direkt szorzat csoport elemszdma az ersdeti elemezdmok szopata

limedrie terek direkt szorzatn

Ugyanazon R gylirii feletti terekrdfl lesz s=zd.

'L._,,:: {aﬂvbd"'-g

L.ﬂ @Ll.z { q«dﬁ'h"*i .

Iz szintén linedris tér lessz, ha kiki¥ijlk a disstributivitdsok:
{L'E..-r ba }f'ﬁz + 5;) TQ,+52; La,, I':_;_ « b by,
volamint (A @) Q, = C, (K aQ,) = o« (Q.Q;)

teljesiiléaét. -
E tér dimenzidja a dimenziék szorzatn, Az €, .. £,Y€L, éc
{.F A-...h}e]‘_,{bhiunk esetén & szorzattér bézisa:

(E-*'{"'rfafi e fn'rm\) c L'@‘LE

Pl. Eét 3 dimenzids vektor tér diadikus sgorzats 9 dimensids vektorter

direlrt Ssszeg

Két linedria tér bdkés egyméa melld épitdadt jelenti, a méz hﬁfﬂl'
lov8 piiveletek terndazetesen adddd definidldsénak.

Iinedris terek direkt Ysszege /kiizbs R avtint felett/
li:,,.'iﬂ-,” L,»0, 'J, L,t@i.i;{{‘ﬁq,ﬂ;}} sarutéy VM""H"'
o (ﬂ-u FY ﬂbdjblj =(‘:¢41‘be Aab,) ‘
A(a,,Q,) = (fa.,4G;) [Cagr « elmeleN

- T L _-..If'l_‘v'lﬂ' 'I
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Az Bgszegtér dimenzidjs a dimenzidk Yaazege. .
o & két térmek mines kbizte eleme, & nullelemet kizbenek tekinthetjovk .

éa Gy+lly slekban irhatjuk az Ysazegtér elemeit. L...@Lz = nale
L, é8 L, is altere.

Pétel: Minden 1-nél nogyobb dimenzidju linedris tér diszjunkd
egydimeneids altoreksaszegére bomlik, /egy-egy bézisvektor dltal 'Jf_l.ll.t
generdlt egydimenzide alterek/

R‘@ RJ— ={(ﬁalﬂ;)Iﬂd¢R‘J&15%% L§ “:I::F 1 "“
(@..Q;) +(bs,bg) = (&-1*"4: %*5;)
(Gayas2) - (bur 2y} # fa4b4, a2 52}

Disejunkt gyiirimél irhatjuk O4% G, alskban is az slemekot.

A szorzdst lehet ugy "Yssgefolytatni®, hogy agonos gyiilikbSl ezdv-
mazd elemek szorzata &% eredeti szorszat, Kliltnbézs gyilriikbsl azdrr-
nazé elemek szorzata & k¥z¥s nullelem, Ekkor

(84, a3 ba, B2) = (@, +22Y: (batbr) : ﬁ..i;':"' Qﬁ“h'l + “{’.ﬂ ay b, "'@ih‘, 4 by)

L O . |
El 'Rq F.i ﬂ_. L 0 24,_
scociativ direkt Bsaze '

Az algebra gyiirll is ép linedris tér is, igy direkt Yeszep ldpe-
zésénél ugyanazokat s ssabdlyokat kell kikdtni:

A, @ A= {{ﬂu“ﬂ}

(Ga,0,) +{Ba, by ) = (Qu+ba; a3 45,)

{ad:ﬁlﬁ' {bﬂrbij = (ﬂ_,, b, Q3 b3)
o (A4,8) = ({0, yLay)

¥ . mdtrizalgebrik esetén:
Legyen A & 3xl-as mdirixok algebrijs

B 8 2x2-es métrixok algebrdja

Tirekt Bsszeg algebrdjuk egy eleme:
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ﬂi-l' G2 ﬂ;; o lﬂ' A 0
0349, 05, 00

O O O A&ba 08
D-e.,{:‘l 0 E-ii"'bil

%ﬂ:ithatﬁ, hogy az ilyen nétrixok Yaszeadds, szorzds &z skaldrral
szoreds esetén ie ilyen nlnkliakbul mennek At.

7. Mitrixreprezentdeidk

A legtdbb eddig tdrgyalt.elgebrai strukturdt lehet megfelels
"Fusu métrizokial reprezentdlni.

Az nxn-es métriXok a kSztnséges mitrixmiiveletekre nézve asszpei=
ativ elgebrdt alkotnak, Ha az dbrézolni kivént strukturs az mesz,
algebra definidlé strukturdi k¥zttt megtaldlhetdé /pl. ceoport), ofelesr
mér ceak a megfelels n-et és a megfelels homomorfizmust kell meglkerveg-
ni. Ha tovdbbi kik8tések is vannak /pl test &brdzoldasdndl/ akkor oz
rep-cs métrizok megfeleld részholmazdn kell dbrdszolni /pl. & mew=
gzinguléris mdtrixokon: dﬂﬂ# § / Ha viesont az 4brdzolandd
gtruktura axidmfii ellentmondansk a métrixalgebrdnak, akkor okos
kompromisszumként olyan milveleteket lehet definidlni, amelyek o mabrin=
miveletekkel kifejeshetfk, és kislégitik & szikeéges mxidmiket. fol. o
Lie-nlgebra szorzdsdnak kommutftoros definiciéja/. Ha ez &brésolands
strukture olyan tdvel £11 a médtrixokdétdl fpl. topolégikus tér/, luo#
cz gem megy, akkor Jd-ﬂl"lil-

Avrdzolé homomorfizmus termdszetesen nemcaak egyféleképpen vé-
laszthaté adott strukturdhoz. Fl. kill¥nbBzd dimenzidju terekre hoid
transzformécidkat leird mdtrixokat vdlaszthatunk, Asonos dimenzid
ssetén elSfordulhatnak ekvivalens &g nemekvivalens £brdzoldsok, L
strukturs gzerkezste meghatdrozza a lshestadges Abrdzoldsck szdndt,
dirnnzidjét, egyéb lényeges tulajdonsdgait, Erre & csoportok &s
algebrdik Abrdzoldsdndl szdmos példdt fogunk mutatni.



