Algebrai alapfogalmak a fizikdban 1- (CSOPORTELMELET)
vizsgazh 2010. 01. 06.

1.évi. Bsc fizikusoknak és egyéb érdekl6ddéknek

Név EHA kéd email cim min. elfogadott jegy

1./

2./

Egy véges csoport egyik dbrazolasaban az a és b generatorelemeket a kovetkezd A és B matrixok abrazoljak:

0 010 0 0 01

0 0 01 0 010
A= B:

1 0 0O 01 0O

01 0O 1 0 0O

Keressiik meg a csoport Osszes elemét és az Gket abrazol6 matrixokat! irjuk fel a csoport szorzastablazatat és karaktertablajat!
Allapitsuk meg, hogy a megadott abrazolasban melyik irreducibilis abrazolas hanyszor szerepel!

Vegylk elé a flizetbdl a D3 csoport szorzastablazatat! E tablazat segitségével a csoport egy nevezetes abrazoldsahoz juthatunk a
kdvetkez6 modon: Valasszunk ki egy g csoportelemet! Keressiik meg ezen elem el6forduldsait a szorzastablazatban! irjunk fel egy NxN-
es (N a csoport elemeinek szama) M(g) matrixot, amely 1-est tartalmaz mindazon helyeken, ahol a szorzastablazatban a g elemet
talaljuk, és 0-t az 6sszes tobbi helyen. Végezziik el ezt a konstrukciot a csoport 6sszes g elemére! Ezutan keressiik meg minden elem
inverzét, és az el6bb kapott téblazatokban cseréljik fel egy adott elemnek és inverzének megfelel6 oszlopokat (az oszlopokat a
szorzastablazat fejléce indexeli)! Jeldljik az igy kapott matrixokat R(g)-vel, vagy konkrét csoport esetén az adott elem nevének megfelelé
nagybetiivel!

Végezziik el a fenti konstrukciét a D3 csoport szorzastablazatabol kiindulva! Kézvetlen behelyettesitéssel mutassuk meg, hogy az igy
kapott hat db 6x6-0os matrix a csoport abrazolasat alkotja (ez az Un. regularis abrazolas)! Szamitsuk ki az abrazolas karakterét, és a
csoport karaktertablaja, valamint a csoporton értelmezett fliggvényekre bevezett skalarszorzas és az ismert ortogonalitasi 6sszefliggések
segitségével hatarozzuk meg, hogy a reguléaris abrazolas melyik irreducibilis dbrazolast hanyszor tartalmazzal!

(***) Csak otdésért! Mutassuk meg, hogy a fenti konstrukci6 tetszéleges véges csoport esetén elvezet egy (regularisnak nevezett)

3./

a/

b/
c/
d/

e/
f/

a/
h/

abrazolashoz! (Tanacs: irjuk fel a h csoportelemet abrazold R(h) matrix gs és g» csoportelemhez tartozé matrixelemét a Kronecker-delta
segitségével!) Szamitsuk ki az egyes irreducibilis abrazolasok eléfordulasi szamat (my multiplicitasat) a regularis abrazolasban! Igazoljuk
a szamolas alapjan Burnside tételét!

Egy G véges csoport két generatoreleme x és y . Fennallnak a kdvetkez6 definialé relacidk:
(1) xyx =y (2) yxy = x

Vezesslink le tovabbi nemtrividlis 6sszefliggéseket a fentiekbdl! Tudunk-e valamilyen kdvetkeztetést levonni az x és y elem rendjére
vonatkozéan? Mutassuk meg, hogy minden elem felirhaté az x"y" standard alakban!

Hany eleme van a csoportnak? Melyek ezek (standard alakban)?
irjuk fel a csoport teljes szorzastablajat! Melyik elem hanyad rendi?

Keresslik meg az 6sszes részcsoportot, valamint a megfelelé jobb- és baloldali mellékosztalyokat! Vannak-e normalis részcsoportok?
Ha vannak, mi a hozzajuk tartozé faktorcsoport?

Rajzoljuk fel a csoport grafjat! ( x : piros vonal, y : fekete )

Keresslik meg a csoport centrumat (azon elemek halmaza, amelyek minden elemmel kommutalnak) !

Keresslik meg a konjugalt elemosztalyokat!

A Burnside-tétel és a karaktertablazatok szimmetriatulajdonsagai alapjan szerkesszilk meg a csoport karaktertablajat! A karaktertablazat
alapjan allitsuk elé kézvetlenil az dsszes egydimenzios irreducibilis reprezentaciot! (Extra segitség: jelen esetben a karaktertablaban

csak valos egész szamok szerepelnek :-)

Kdzvetlen behelyettesitéssel lassuk be, hogy az alabbi (komplex!) X és Y matrixok kielégitik az (1) és (2) 6sszefliggéseket (vagy mas,
ezekkel ekvivalens relaciokat), tehat a G csoport egy 3x3-as abrazolasat generaljak! Irreducibilis-e ez a reprezentacié? Ha igen, a
karaktertabla melyik soranak felel meg (a sorokat te nevezted el!)? Ha nem, melyik irreducibilis abrazolas hanyszor szerepel benne?

0 0 -1 0 0 —i
X= |0 -1 O Y=|0 1 O
1 0 O -i 0 O

J6 munkat, véges idé alatt konvergald szamitasokat!



