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Irreverzibilis folyamatok

Az entropia megvaltozasanak teljes egyenlete:

0Q 5“’;‘”‘", ahol
T

ds = ? + dSSponEcm +

00 a hdvaltozas, dSspontan @ spontan entropiavaltozas (mindig nagyobb 0-nal), Wi, az irreverzibilis folyamat alatt
végett munka, T a hémérséklet.

Pl.: Ha vesziink egy zart rendszert (két kamra: egyikben gaz, masikban vakuum) és elvessziik a falat, akkor a
gaz kitolti a masik térrészt is. Ekkor: Q=0, W=0, AS > 0!!

A lényeg, hogy a rendszer 6nmagéval legyen egyensulyban. A fenti egy spontén irreverzibilis folyamat
(kvazisztatikus rendszer folyamat). Egy ilyen soran az entropia keletkezik. Tehat az entropia nem marad meg,
de csak keletkezni “szeret”.

Tovabbi példas spontan S termelddésre (ha zart rsz. nincs egyenstlyban, akkor S néni fog):

Pl. Gay-Lussac: vakuummal szembeni tagulas: (B, V, N} — V n6 = () n6 = Sné....
P12. Eltérd hdmérsékletii taralyok: F ... = F) + Fy == Q(El) = QI(EI)QE(EDSS: — El)ekkorQ

eléri a max értéket és S spontan noni fog...

Master egyenlet, részletes egyensuly.

megjegyzés: a jobb olvashatosag érdekeben az abran szerepld: n'=m
Van egy rendszeriink, aminek van n diszkrét allapota, amik k6zott ugral.
m py(?): - annak a valésziniisége, hogy a rendszer az n-edik allapotban van.

» Tegyiik fel, hogy tudom, hogy egységnyi id6 alatt mi annak a valdsziniisége, hogy a rendszer n-bél m
allapotba megy at.
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Ennek jelolése: wy,. Nem tudunk réla semmit, de tegylik fel, hogy ismerjiik az értékét.

m Tegyiik fel, hogy az atmenetek folyamata Markov-folyamat, tehat 1étezik olyan Az, hogy mar csak a t mondja
meg, hogy mi torténik ¢ + Az-ben. (Es tegyiik fel, hogy az dtmenetek megvalosulnak.)

Ekkor:

Palt + A1) = pa(t) = 3 Wan Atpa () + 3 wamAtpm(t)

Azt szeretnénk megtudni, mekkora valoszinliséggel lesz a rendszeriink az n. allapotban ¢ + Af idGpillanatban. Ez
szerepel az egyenlet bal oldalan.

A jobboldalon a kdvetkezd tagok allank:

= [. tag: Annak val6szintisége, hogy mar t idOpillanatban is az n. allapontban volt a rendszer (ezt ismertnek
tekintjiik)

m 2. tag: Annak valoszinlisége, hogy t idOpillanatban az n. allapotban volt, és At id6 muilva ellépett onnan (ezért
levonjuk)

m 3. tag: Annak valosziniisége, hogy t idopillanatban az masik allapotban volt, de Af id6 mulva az n. allapotba
keriilt.

(Wmn €s wym egységnyi idére vonatkozik)

Sorbafejtek Az kordl, igy p, (t + At) = p, (1) + aai:ﬁt

Ezt felhasznalva p,(¢) kiesik, majd Az-vel egyszertsithetiink. Ami marad::

)
!;:;ﬂ = — Z Winn pﬂ(t} + Z wﬂm}}m(t} A Master-egyenlet diszkrét allapottérben
! ki) e

Ennek kell, hogy legyen stacionarius megoldasa, amihez relaxal: ( _I?Ef] - egyensulyi valosziniiség)
{E] 1 —3E . y, e
Py = ;E =& ahol Ey az n-edik allapot energiaja.

Ha ezt helyettesitem be, akkor a bal oldal 0 lesz.

m Tegyiik fel, hogy meg tudom ugy adni az atmeneti valosziniiségeket, hogy a rendszer beugorjon az egyensulyi
allapotba.

= Hogyan kell megvalasztani az atmeneti valosziniiségeket?
Az atmeneti valésziniiségek megvalasztasa

= Egyensulyban id6tiikr6zési szimmetria van.

,ﬁf‘ﬁ Wi ?'m

)

h rn
Wy

A rendszer két allapota kozotti
atmeneti valoszinliségek
"kimérése"
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Szamolom, hogy (irany szerint megkiilonboztetve) hanyszor megy egyikbdl a masik allapotba a rendszer.
» Stacionarius allapotban At id6 alatt az atmenetek szama:

” . £

n-bdl m-be menve: w,, P,
” . £

m-bdl n-be menve: Wy,

= A részletes egyensily elve azt mondja ki, hogy a két szamnak meg kell egyeznie, azaz:

(=] £ w, 7 , . r 17 7 7
\wmn P, = WamlP,, ’Megkotes az atmeneti valosziniiségek hanyadosara

Ha az allapotok szama véges és a rendszer minden pontjabol minden masik pontjaba el tudok jutni, akkor egyetlen
stacionarius allapot lesz, az egyensulyi.

Csak az atmeneti valosziniiségek hanyadosara van megkotés, azaz:
Winn E_.'j{Em ) E_.J{Em —En) 1

w,,, e SEn) 1 e~ B(En—Em)

Ha E;;, — En = AEym > 0 (azaz az energia nd), az e-ados tag 1-nél kisebb lesz, tehat vehetem azt az atmeneti
valosziniiségnek. Ha csokken az energia, akkor az energiacsokkenés felé vivo Iépést 1 valdsziniiséggel Iépem meg,

Bizonyitas: dpn(t) = — Z Winn Pr(t) + Z WnmPm(t) = 0 (egyensuly esetén). Tehat:
m m
J— L= =
0=- Z(wmﬂpn - wﬂmpm) Paronként kioltjak egymast. Ezért hivjak részletes egyensulynak, mivel nem csak

m
az egész 0sszeg nulla, hanem az allapotok kdzott paronként van egyensuly. (Ehhez egy 0sszefiiggd graf kell)

Entropia és szabadenergia

Ide még jon egy szemléletesebb magyarazat az entropiara (pl masik tételben is szerepel.) Cz

Tulajdonképpen valosziniileg ide a Bércesék altal irt Mechanika I1.-bél a 550-552 oldal kérmyéke a legrelevansabb.
94.27.225.23 2009. junius 22., 09:14 (UTC)

Irreverzibilis folyamatok

Ha egy rendszert példaul master egyenelttel irunk le, abbdl is levezethetd az entropia és a szabadenergia. Az entropia
trividlisan felirhat6 az allapotok valoszinliségeibol:

S == pilogy(p:)

Ebbdl pedig a szabadenergia:
F = Zpt' Et' -T-5
i
Az irreverzibilis szabadenergia mindig nagyobb, mint a reverzibilis folyamatokban. Az entropidra pedig tovabbra is a
masodik fététel alkalmazhato.
Ismétlésiil: A termodinamikai entropia fogalma:

00 = T5S, ahol Q a hé (azaz két kiilonb6z6 hémérsékletii rendszer kdzotti spontan energiacsere), dS pedig az
entropiavaltozas.

, 5Q
Atrendezve: = —
zve: 35 s
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Allapotjelz6k:

extenziv (0sszeadodik): n, belsd energia, V, S

intenziv (kiegyenlitédik): p, T, pn
A Termodinamika elsd fotétele: dU = 6Q — 6W + pdN (egy komponensi elegyre)
A Termodinamika masodik f8tétele: § () = TdS’; oW = pdV
Fundamentalis egyenlet az el6z6 kettobdl: dU = TdS — pdV + ndN

Termodinamikai Potencidlok: Alapvet6 skalar potencidlok, természetes valtozoikban allandé rendszer esetén
minimumra térekszenek, azaz egyenstlyban minimalisak. U, F, H, G négy termodinamikai potencial:

m A szabad energia definicidja: F=U - TS
= Az entalpia definicija: H= U+ pV
m A szabad entalpia definicigja: G=U+pV-TS=H - TS

A belso energiara vonatkozo fundamentalis egyenletbdl Legendre transzformacioval tovabbi Fundamentalis
egyenletek kaphatoak. PI:

dF =~ SdT — pdV + udN

A Boltzmann-féle entrépia definicidja: § = kg Enﬂ( E) , ahol Q(E) a mikroallapotok szima.

_ —3E
Kanonikus targyalismodban az allapotosszeg: € = Z e
m

crer

F=—kpTInz

Tovabbi stirlin hasznalatos, szarmaztathatd 6sszefoggések:

o9 _ v
U= —aﬁlnz, v =37

Fundamentalis egyenletekbdl:

95y _ 1 95y _p. 95y _ nm
o )y T o )ux T ON)yy T

oF\ _ . (0F\ ___ (0F\ _
or V,N - a4 TN S ON V,T e

JdF

Ezekbdl felirhat6 a Helmholtz-egyenlet: ' = [J 4+ THT

Ingadozasi jelenségek

Brown-mozgas, Diffuzio, Brown-mozgas potencialban
Alapfeltevesek

1. A részecskék egymastol fliggetleniil mozognak.
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2. 1 << megfigyelési id6 minimuma (ezen tul a mozgas az el6zéektodl fiiggetlennek tekinthetd)
3. Az elmozdulasnak van egy valdszintliségi eloszlasa. A mozgas leirhat6 valosziniiségi alapon.

Jelolesek

= n®(A)dA: annak valoszinliségét adja meg, hogy n darab részecske A-t ugrik T id6 alatt.
= p(x,f)dx: annak valdsziniisége, hogy t idépontban alatt x-ben van a részecske.

A Brown-mozgas szemléltetése
egy dimenzioban

Az Einstein-féle leiras (1905) Annak valosziniisége, hogy a részecske t id6 mulva az x és x+dx kozotti
tartomanyban foglal helyet:

plx,t +7)dx = p(z,t)dr — }Gp(:t,t)dxd)(&)dﬂ + fp(;r, — A t)drP(A)dA

Az egyenlet jobb oldalanak elsd tagja annak valdosziniisége, hogy a részecske mar t idopillanatban is az x és
x+dx kozotti tartomanyban volt. A masodik tag annak valosziniségét adja meg, hogy t id6 mulva éppen
arrébbmegy egy barmekkora A ugrassal masik helyre. A harmadik tag annak valosziniiségét adja, hogy a
részecske valamekkora A tavolsagrol éppen A-t ugorva megérkezik t idé mulva.

Az egyenletet dx-szel végigoszthatjuk hiszen a dx-ek (és a p(x,t) is) mindegyik integraljel elé kiemelhetoek,
hiszen nem fiiggnek A-t6l, ekkor:

pla,t +7) = plz,t) — p(x, 1) f B(A)dA + f pla — A, B(A)dA

>0

Es mivel f (I){&}d& = 1 (hiszen ®(A)dA annak valdsziniiségét adja meg, hogy egy részecske A-t ugrik ©

—0
1d6 alatt, aminek a valdszinlisége a teljes térre egy kell, hogy legyen - itt jegyzem meg, hogy ®(A) = O(— A)),
ennek kovetkeztében a jobb oldal els6 két tagja kiejti egymast és az egyenlet a kovetkezd alakra egyszertisodik:

[ a]

p(:t:,f- + T) = f p(it? — A, f-)(I’(ﬁ)dﬂ Chapman-Kolmogorov egyenlet

—oa

A fenti egyenletet t-ban és A-ban sorbafejtjiik, az alabbiak szerint:

plx,t +7) = plz, f)—|—3fr—|—
d 107
plr— A1) =plz,t) - d_p +§a—pﬁ

Ekkor a kdvetkezd egyenletet kapjuk:

1 9%p(

3 “)fa?qn (A)dA

e f}—l——‘i"_ fp;r, 1®(A)dA— fa.cln )dA+
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Ugyanazon okok miatt, mint a Chapman-Kolmogorov egyenlet levezetésénél, az egyenlet bal oldalanak elso tagja és
jobb oldalanak els6 tagja kiejti egymast, igy a kovetkezé marad:

dﬁ

1 82p( 2
o f AB(A)dA + - f A2P(A

262

A fenti egyenlet jobb oldalan az elsé tagnal az integral pont /\ értékét adja meg, mig a masodik tag integraljat ennek
mintajara elneveztik A2-nek. Az egyenlet a kdvetkezoképp modosul:

ap oy, Lp(a.t)
[ T - - [

dt dx 2 02?

Am A értéke nulla, mivel a ®(A) fiiggvényt teljesen szimmetrikusnak tételeztiik fel. Tehat a bal oldal elsé tagja is
kiesik. Ami marad:

)&g

op _ K plart)
ot 2r 0z
AZ

— -et D-nek (azaz diffuzios egyiitthatonak) elnevezve megkapjuk a diffiizios egyenlet altalanos alakjat, mely:
27

[ <y
d_}} - D 0 P |Dinamikai egyenlet a valosziniiség id6beni véltozasara (més néven a Fokker-Planck
ot 3(3;2) egyenlet).

A Fokker-Planck egyenlet megoldasanak keresése
A kovetkezokben a Fokker-Planck egyenlet megoldasat kerestiik a t = 0, x = 0 kezdéfeltételekhez.
Ekkor ha p(x,t = 0) = 5(x) akkor ebbdl a megoldas:

1 22

1f‘_ = — ¢ 1
plet) = —=ze

t (3D-ben az 1/gyok-0s rész a 3/2-en van.)

A fentiek alapjan < x% > értékére az alabbi Osszefiiggés sziiletik, ahol A-t konstansnak varjuk:

< z? }z/\thf

1

o2 4Dt
e iDidr—— / 26_5’ d
JArDi ve o

xX
az utolso egyeldségnél valtozo helyettesités tortént: If = \/—
4Dt

Az integral értéke innen (http://en.wikipedia.org/wiki/List of integrals of exponential functions#Definite integrals)

? igy: <x>=2Dt (azaz . = 2)

Sodrodas, Brown-mozgas potencialban:

A részecskék ebben az esetben valamilyen kitiintetett irdnyba sodrodnak: ¢ ( &) # (I)( —ﬁ)

Az el6zéekhez képest annyi a kiilonbség, hogy a kdvetkez6 tag:
o0
f AB(A)dA = K #0

Ismét alkalmazva a Kramers-Moyal sorfejtést:
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p(z r)+§r— xf)—a—pf AD(A)dA %d—pfa?qma)da

dp _ Adp N 1 A2 §%p
ot Toxr 271 0x?
(E, A2 - mikroszkopikus hossz, t: mikroszkopikus idé.)
Ezis a Fokker-Planck egyenlet egy alakja. A fenti egyenlet jobb oldalan az elsd tag Gnmagéaban egy driftet ir le:
op _ Op
= - y = —
ot dx T

0

Driftel6 "csomag"

Példaul: p(x,t) = p(x — vt). A fenti egyenletbe behelyettesitve és elvégezve: —vp = —vp’

Viszont érdemes megtartani a masodik tagot, hiszen ha ezt is figyelembe vessziik, akkor azt kapjuk, hogy a "csomag"
halad valamerre és kozben szétterjed:

dp O o

= U3 )

ot dx da?

Bevezetve azy .= x-vt -t (vagyis "beleiiliink" a driftelé rendszerbe), akkor p(;r, — v, f) = (y, f) = (;r,, t).
Ekkor a Fokker-Planck egyenlet a kovetkezoképp mudosul:

2= I 2n
ﬂ@ dp = _p— a}? DQ Vagyis visszakapjuk a drift nélkiili 6sszefiiggést: a_p = d—
dy Ot dy My ot Ay
(@,8) = e
—_ z,t) = ——e t
PR r Dl

Driftel6 és szétterjedd
"csomag"

Langevin-egyenlet

au

Brown-mozgasra az altalanos Langevin-egyenlet: ;i = —6rnia + X — 5

® 7} - a viszkozitas
m a - arészecske sugara

= X - egy véletlenszerii erd
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n ?L - egy kiils6 erd (potencial)
dx

e o .. ou

Ha tulcsillapitott esetet vizsgalunk, akkor () = —6mnra + X — 8_
&
Ekkor bevezetve a zajt - n = pX - fogalmat és a jy = o jelolést, az egyenlet a kdvetkezoképp fog kinézni:
mna
: aUu N
r=—j——"
Hgy +1
Bevezetve méga (1) = —y—— jelolést:
(2) = —ny-

T = U(I) + 17 lesz a végleges forma.
Ebbdl jol latni, hogy tulcsillapitott esetben az elmozdulas a v(x) determinisztikus sebesség és az 1 zaj Osszege.

Ha feltételezziik, hogy a zaj Gauss-eloszlasu, és meghatarozzuk az adott helyen tartdzkodas valosziniiségét, akkor
megkapjuk a “driftet tartalmaz6” Fokker-Planck egyenletet (Isd. feljebb)

dp _ Op d*p
ot~ "oz T Va2

Bevezetve a valoszinliségi aramot: ,J — vp — Da_p, egyensulyi esetben (J=0) megkapjuk a Boltzmann-eloszlast:
M

1

— =AU 7 —
PE =Ce (-3 kBT)

Vezetési jelenségek

Drude modell

Az elektromos vezetés jelenségét tigy tekintjiik, hogy az elektronok az elektromos tér hatasara gyorsulnak, azonban a

vezetd helyezkotott atomtdrzseinek iitkozve energiat veszitenek. Ez igen hamar makroszkopikus egyensulyhoz vezet,

ha a tér nem valtozik. Ezek a feltevések az alapjai a Drude-modellnek, amelynek eredménye az elektronokra felirhato
mozgasegyenlet:

mr —el —m—uv
T

amelynek stacionarius megoldasa:
m—v =ekl
T

Itt T az litk6zések kozott eltelld jellemzo relaxacios id6, v a drift sebesség. A v-re rendezett eredményt a toltéssel (e)
¢s az elektronsiiriséggel (n) beszorozva megkaphatjuk az Ohm-térvényt:

azaz az elektromros aramsiiriiség egyenesen aranyos a térerdsséggel, az aranyossagi tényezo a fajlagos ellenallas
reciproka, azaz a fajlagos vezet6képesség. A Drude-moell j6 leirast ad tobb effektusra, azonban példaul az aram
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hohatasat tilbecsli. Kevés jo modell van az elektronok {itk6zésének leirasara, ez a teriilet ma is aktiv kutatas targya.

Kereszteffektusok
(* A levezetés csak a kitekintés kedvéért szerepel)

A kereszteffektusok bevezetéséhez a nemegyensulyi statisztikus fizika eszkoztarahoz kell fordulnunk. Ebben a
targyalasban most a vezetési jelenségekre korlatozodva jellemezze a vizsgalt rendszeriinket az f betoltési fiiggvény,
amely a pozicié, id6, és a hullimvektor fiiggvénye. Irjuk fel a teljes id6 differenciat, amely a Liouville-tétel
értelmében zérus:

_df  of C7"f af
0= = ot t gk~ X

itt X az litkdzések miatti valtozast jeloli. A felirt egyenlet Iényegébena Boltzmann-egyenlet, csak impulzus helyett
hulldmszamra felirva. A kovetkezo feltevéseket tehetjiik:

m Egyensulyban a bet6ltést a Fermi-Dirac statisztika irja le:

1

eHEk)-Er) 4 1

fq}(?", JIC) =

vigyazat, B-ban T fiigghet a helytdl is.
m A perturbaciok idofiiggését elhanyagoljuk, azaz f idoderivaltja zérus.

» A rendszerben hullamcsomagokat akarunk leirni. Jo leirast kapunk, ha a sebességre a csoportsebességet
vezetjiik be:

= Az impulzusmegvaltozassal analdg tagra irjuk be a klasszikus elektromagneses eréhatast:

k:E(E+1va>
h C

» Az iitkdzési tagra tegyiik azt a durva kozelitést, hogy az egyenstlytol valo eltéréssel egyenesen, €s a relaxacios
iddvel forditottan aranyos:

f—=Jo
(k)
» Az eloszlasfiiggvény helyszerinti gradiense a hdmérséklet fiiggésen keresztill is kifejezheto:
of OfdT
gr 9T or
A fentiek ismeretében a Boltzmann-egyenlet a kovetkezd alakra keriil:
af T e 1 d —
V‘_f‘_ +—[E+-~vxH f _Q
JdT or ' ok 7(k)

X =_

A derivalasokat egy D differencial-operatorba dsszevonva az egyenlet:

f—1fo
7(k)

Df = -
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Ennek a megoldasa felirhato soralakban, igy kiilonb6z6 rendii korrekciok nyerhetoek:

f= fo—Dfs+ (D)*fo...

Ezt visszahelyettesitve elsérendben a kdvetkezo megoldast kapjuk:

L af E—_Er 0Eg\ T
f_f”ﬁﬂ’[( T +8T>8r

_eE]

A legszembetinObb eredmény, hogy a magneses tér kiesett, azaz csak a magasabb rendli korrekciok fliggnek téle. Ha
bevezetjiik az elektromos aramsiirtiséget, és a héaramstiriiséget:

€

e = —— v fd’k
Je = B= /
1

o=— | (E-Ep)vfdk

1 A3 B:( F} f
¢és bevezetve egy egyesitett potencialt: p = EF + e®, megkaphatjuk az aramokra vonatkozo egyenleteket:

: d 19T

Je = Lll;_#. + le_s_

) T or
jo = Lﬁla_p’ L% ld_T
Q 9 T Or

Az L egyiitthatok masodrendi tenzorok, itt most annyi elég roluk, hogy:

ARE Lzl, ez az Onsager-relacio a termodinamikaban,
Mindegyikiik tartalmazza az egyensulyi eloszlas energia szerinti derivaltjat, €s t-t,

Az L' tenzor ezen feliil az elektromos toltést,
le,L2 Utartalmazza E — E F-et,
Wrs pedig (E — EF)Z—et.

Ezek segitségével kifejezhetdek a kovetkezok:
= Homogén anyagban, homogén homérsékleteloszlas esetén visszakapjuk az Ohm-toérvényt:
jo=0F, 0=—el'
= Homogén anyagban, ha nincs elektromos aram visszakapjuk a hovezetés egyenletét:

JT 1
jg = _ﬁ;;—r! K = T (L99 _ le(Lll)_lle)

¢s az elektrokémiai potencial, valamint a hémérsékletgradiens kapcsolatat:

He d_T _l 111712
_r—SEﬂ'r’S_T(L]I L

Ezek kombinalasaval lehet értelmezni a tovabbi effektusokat (ekkor mar elhagyhat6 a fenti megkotések egy része):

= Seebeck-effektus: a hdmérsékletkiilonbség elektromos dramot hoz Iétre.
m Peltier-effektus: két fém hatarfeliiletén atfolyd aram homérsékletkiilonbséget hoz létre a két fémen.
» Thomson-effektus: aram alatt levo vezetd, amelyen homérsékletkiilonbség van, lehiil, vagy felmelegszik.

Ezen effektusok aranyossagi tényez6i kozott fennall a kdvetkezé két Thomson-0sszefiiggeés:

n=7-5
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asS
#—TE

ahol T a homérséklet, IT a Peltier-egyiitthato, S a Seebeck-egylitthato és u a Thomson-egyiitthato.

Az eloszlasfiiggvény tovabbi korrekcidinak figyelembevételével megkaphatjuk a masodrendii effektusokat, akkor mar
a magneses hatas is beleszol a folyamatokba. Ezek koziil a legjelentdsebb a Hall-effektus. Itt elektromos aram, és ré
merdleges magneses tér hatasara az el6zo kettére merdleges elektromos potencialkiilonbség alakul ki a vezetoben.
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