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Bevezetés, idealis gazok, Fermi- és Bose-eloszlas

Egy sokrészecskés kvantummechanikai rendszert a hulldmfiiggvénye ir le, ami 6sszes részecske 0sszes
koordinatajatol, és egyéb, belsd szabadsagi fokot leird valtozojatol (pl.: spin) is fiigg. Egy fizikai mennyiség varhato
értéke az operatoraval vett szendiccsel szamithato ki: {'.II ;1 lﬂ} Bérmilyen hullamfiiggvény kifejezhetd példaul az
idofiiggetlen Scrodinger-egyenlet megoldasaival, amik a rendszer energiasajatallapotai. Véges méretii rendszernél
ezekbdl dltalaban megszamlalhatéan sok van, igy a hullimfiiggvény egy (véges vagy végtelen) 6sszeggel adhatd meg:

Y= Z cnPn
n

Ittp, = |Cﬂ| Za valosziniisége annak, hogy a rendszeren mérést végezve azt az n-edik sajatallapotban talaljuk. igy

ha megadjuk a rendszer hullamfiiggvényét egy pillanatban, akkor azzal megadtuk a rendszert leiro
valdsziniiségeloszlast is. A rendszer entropiaja a klasszikus rendszerekhez hasonldéan

S=- kz pnh’lpn
n

A klasszikus rendszerekkel szemben, ahol a rendszer energiaja egy tartomanyon beliil folytonosan valtozhatott, itt az
energia (s igy a rendszert leiro tobbi mennyiség is) megszamlalhatoan sok diszkrét értéket vehet fel. Sokrészecskés
rendszernél altalaban az energiasajatértékek degeneraltak, s nagyon sok van bel6lilk, igy az 6sszegzést gyakran
integrallal lehet helyettesiteni.

A tovabbiakban kolcsonhatas nélkiili kvantumgazokkal foglalkozunk. Ekkor a részecskék koziil mindegyikre ugyanaz
az egyrészecskés Schrodinger-egyenlet vonatkozik, az ennek megoldasaként adodo egyrészecskés
energiasajatallapotok minden részecskére ugyanazok, igy (mivel a részecskék megkiilonboztethetetlenek) a rendszer
leirasahoz elég azt leirni, hogy melyik egyrészecske sajatallapotban hany részecske van. Fermionoknal ehhez hozza
kell tenni még azt a feltételt, hogy egy energiasajatallapotban legfeljebb egy részecske lehet, bozonoknal akarmennyi.
A kvantumgizoknal dltaldban nagykanonikus sokasadgban érdemes dolgozni, mert igy az allapotdsszeg €s a beldle
szamithatd mennyiségek kiszamitasakor nem kell a részecskék szamara vonatkozo mellékfeltételt figyelembe venni,
ami egyszerusiti a szamitasokat. Ekkor a részecskeszamot és a tobbi mennyiséget is a kémiai potencial fiiggvényében
kell kiszamitani, az igy kapott eredményekbdl a kémiai potencial kikiiszobolésével lehet a gaz allapotegyenletét
meghatarozni, ez azonban analitikusan nem végezheto el.
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A Bose-Einstein-eloszlas

1
n; = 3{—)1 megadja az £; energiaju allapotban levo részecskék varhato értékét. Ahhoz, hogy ez sehol se
[t Sl L p—

divergaljon és a részecskék szdma pozitiv legyen, az sziikséges, hogy a kémiai potencial kisebb legyen a
legalacsonyabb energiaszintnél (igy a nevezdben mindig egy pozitiv szam lesz).

A Fermi-Dirac-eloszlas

1
edlai—nm 41

mindig egy 0 és 1 kozotti szam.

cre

n; —

Idealis gazok
RE
, v L ) _ 2 2 2
Egy L oldali kockaba zart idealis gdznal az energisajatallapotok: E(?"l T2, ?"3) = m (Tl + 7y + Ta) Itta
harom r egész értékeket vehet fel. Az eloszlasfiiggvények segitségével kiszamithatjuk a részecskeszamot és az
energiat.

N=Zn|
|
E :ZEJ{’RI
I

A nyomas a nagykanonikus potencialbol szarmaztathato:

pV = kT In (14 5)
I

A felso eldjel vontatkozik a fermionokra, az alsé a bozonokra.

A fenti 0sszegzések (azt feltételezve, hogy nagyon sok energiaszint van és ezek egymashoz kdzel helyezkednek el)
integrallal kozelithetdek, az eredmények:

2V o €
N = (25 + 1)?(2’”1)3;2 A #d&'

2V o g3/2
E=1(2 1) — (2 3/2 —d3
(25 +1)—5-(2m) L e 10 P

2V
pV = £(2s+ 1) e (2m)* kT [ eln(1 £e®# =) de
o
pE
Itt s a részecskék spinje, V a gaz térfogata, €s - ( p) — £ egy részecske energidja. A nyomas kifejezését parcidlisan
2m

integralva kapjuk, hogy:

2
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A klasszikus hatareset

Mindkét eloszlasnak a klasszikus hataresete a Boltzmann eloszlas. Ha a szamlaloban levo exponencialis tag nagy,
akkor mellette az 1 elhanyagolhatd, és pont a Boltzmann eloszlast kapjuk. (Természetesen ekkor mindegyik
allapotban a részecskék szamanak vérhato értéke nagyon kicsi, majdnem 0.) Legyen az alapallapot energidja £ = ()
(az alapallapoti energiat tetsz6legesen eltolhatjuk, mert nem mérhetd), a részecskék energiaja: £ > (). Ekkor annak a
feltétele, hogy az eloszlasban szerepld exponencidlis értéke minden energiaszintre nagy legyen annak felel meg, hogy

N/ B2 \¥
E—.-j-“ 5 ] teljestiljon. Klasszikus idedlis gazra: efn = [
V A\ 2mmkT

T 9 3/2
Ezzel az el6z0 feltétel: | ~s» i h'—
2rmkT

Azaz az el6z6 feltétel annak felel meg, hogy elég magas legyen a hdmérséklet €s elég kicsi legyen a gaz stirtisége.
Ugyanezt az eredményt kapjuk a hatarozatlansagi relacio felhasznalasaval is. Klasszikus esetben AxAp = h, a
koordinata és impulzusbizonytalansagokrél pedig feltételezziik, hogy kisebbek, mint azok atlagos értékei:

1/3
Az < R = (%) Ap < pr = V2mkT
1

Ezeket behelyettesitve a hatarozatlansagi relacioba és mindkét oldal harmadik hatvanyat véve pont az elobbi feltételt
kapjuk.

Bose-Einstein kondenzacio

A Bose-kondenzacio lényege, hogy a hdmérsékletet csokkentve egy megmaradd szamu részecskébdl allo
Bose-gazban makroszkdpikusan sok részecske lesz a legalso energiaszinten (mivel az egy energiaszinten levo
részecskék szamat semmi sem korldtozza), a T = 0 hdmérsékletii hataresetet véve az sszes részecske a legalsod
szinten lenne.

Legyen egy dobozba zart idedlis Bose-gazunk (ahol a részecskék szama megmarad), és kezdjiik el hiiteni. Mivel a
részecskék szama megmarad, a stiriségnek is dllandonak kell lennie. A siiriiség:

N dr e pAdp o (2mKT 2 opeerdr
VRS, E,j(;%_#)_l_ A L ezta _ 1

e
Itt felhasznaltuk a - = Ji ésa v = — 31 helyettesitéseket. Mivel itt a legalso energiaszintet 0-nak vettiik, igy

2m
c == (). Az integral szorzdja egy véges szam, ami a hdmérsékletet csokkentve egyre csokken, igy ahhoz, hogy a

stirliség allandé maradjon, az integral értékének nonie kell. Az integral az o = — P paraméter fiiggvénye, igy az
integral ndvekedése a kémiai potencial valtoztatasaval érhetd el. Megvizsgalva az integral eredményéiil adodo
fiiggvényt azt kapjuk, hogy az a-nak a monoton csdkkend fliggvénye, és o = 0-nal is véges értéket vesz fel.
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az integril &ridke

alpha

Mivel az integral el6tti szorzo tetszdlegesen kis értéket felvehet a homérsékletet csokkentve, ezért az integral
értékének novekedése ezt csak egy ideig tudja kompenzalni, egy kritikus hémérséklet alatt (ahol a eléri a 0-t) a
részecskeszam elkezd csdkkenni, és a homérséklettel 0-hoz tartva az integrallal szamolt részecskeszam is 0-hoz tart,
ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy a rendszerben a részecskék szama megmarad.

Az ellentmondés abbdl fakad, hogy a részecskeszdm integrallal kiszdmitasa csak egy kozelités, a valésagban diszkrét
allapotok vannak, €s ezekre 0sszegzést kell végezni. A legalacsonyabb energiaszinten levo részecskék szama:

|

E.'—']{E{I'—F] —_ 1

i“\rg =

A fenti esetben £, = () és igy az exponencialis fliggvény kitevdjében pont a all. Abban az esetben, ha o 0-hoz tart
levo részecskék szama akarmilyen nagy lehet. Az els6 gerjesztett allapotban levo részecskék szama mar véges,
nagysagrendekkel kisebb lesz, igy az a tobbi allapottal egyiitt integrallal kezelhetd. Igy a részecskeszam
kiszdmitasahoz a kritikus homérséklet alatt a legalso energiaszinten levo részecskék szamat kiilon kell venni, a tobbi
részecskét lehet integrallal szdmolni (a0 = 0-val szdmolva). A részecskék szama a kritikus hdmérsékleten:

3/2
N = orV 2mkT- Vrdr
h? 0 €T —1

A kritikus homérséklet alatt:

omkT\*? = Jzd
N = Ny + 27V (—m ) Vade
h? 0 et — 1

Itt No adja a legalso szinten levo részecskék szamat, az integralos tag pedig a magasabb energiaszinteken levo

részecskéket. Ha a gaz hiitése kdzben a részecskék szama megmarad, akkor a két részecskeszam megegyezik és ebbol
No kifejezheto:

3/2
Ny= N (1 _ (T_];)
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A természetben ritka alkali g6zokben (23Na és 87Rb) figyeltek meg Bose-kondenzaciot, par uK homérsékleten,

magneses csapdakban lehiitve. Az elsore szoba jovo jelolt “*He-nél azon a hémérsékleten és stirtiségen, ahol
Bose-kondenzaciora lehetne szamitani, mar folyadék halmazéllapotba keriil, ahol mar nem elhanyagolhat6 a
részecskék kozotti kolesonhatas, a Bose-kondenzacio helyett a szuperfolyékonysag jelenik meg, ami szintén egy
makroszkopikus kvantumeffektus.

Homérsékleti sugarzas, Stefan-Boltzmann torvény

Vizsgaljuk meg egy (az egyszeriiség kedvéért kocka alakll) kalyhaban kialakul6 sugarzast! A kalyha falait tokéletesen
tiikkrozonek (tokéletes vezetd fémnek) feltételezve a Maxwell-egyenletek megoldasaként adodé allohullamok felelnek
meg a rendszer energiasajatallapotainak. A kalyhaban véges sok allohullam modus alakulhat ki, egy modus
frekvenciaja:

_TC a2 9

w = —\/ny + na -+ Ty
L

Itt L a kocka élhossza, C a fénysebesség (a hullamok terjedési sebessége), 11, Ta és n3 egész szamok. Klasszikusan
egy modus energiaja barmennyi lehetne. A kvantumos targyalasban viszont az o frekvenciajo modus energiaja 7.5,
ahol n egész szam. Igy a rendszer 0 tomegii, € = CP egyrészecske energiajii bozonokként kezelhetd, melyekbol egy
modusban akarhany lehet. Ezeket a részecskéket nevezziik fotonoknak. A fotonokra nincsen részecskeszam
megmaradast megkoveteld torvény, igy a kémiai potencialjuk 0, szamukat csak a homérséklet hatarozza meg. A
rendszer energiaja:

EzV/m w?  hwdw
0

w2cd g — |

Az integralban az els6 tag az o és o + do kozotti modusok szama, a masodik tag az Bose-eloszlas az oszcillator
energiajaval sillyozva. Az x = (Fhw helyettesitéssel az integralbol a homérséklet kiemelhetd, és az integral a
hémérséklettdl fiiggetleniil elvégezhetd, az eredményiil adodo energiastiriiség:

E 8 7

i — . —16 .
T (hc)a(k]“) =706 107 e T
Ez a Stefan-Boltzmann térvény. A fotongaz nyomasa:
_1E
3V

Ezaz & = €P diszperzios relacio kovetkezménye, fermionokra is fennalna, a szabadenergia felirasaval és parcialis
integralassal torténd atalakitasaval konnyen beldthato.
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Fononok, szilardtestfizikai alkalmazasok (diszperzios relacio)

Els6 kozelitésben a szilard testek rezgései is szabad Bose-gazként kezelhetdek. Az atomok kis rezgéseinek
sajatértékproblémajat (példaul az atomokat rugokkal 6sszekotott golyoknak képzelve, és linearis kozelitéssel
szamolva) megoldva a foton problémahoz hasonléan allohullam modusokat kapunk, fontos kiilonbség az, hogy itt a
hulldmhossz nem lehet a racsallanddnal kisebb, igy véges sok modust kapunk (szemben azzal, hogy a hdmérsékleti
sugarzas hullamhossza tetszélegesen kicsi lehet). Feltételezve, hogy egy modus energiaja 1[5, lehet, ahol n egész
szam, az atomok rezgéseit kvazirészecskékkel lehet helettesiteni, amiket fononoknak neveziink. A szamitas a
fotonokéhoz hasonlo, fontos kiilonbség, hogy az allapotsiiriség kifejezése mas (bonyolultabb) és az, hogy csak véges
g(k)e(k)d*k

efslk]l _1q

sok modust kell dsszeadni. ' = /
keBZ

A fenti integralban a g(k) fliggvény az allapotstiriiseg és g(k) a modus energiaja. Ezek altalanos esetben fligghetnek
a l¢ hullamszamvektor iranyatol is.

Egy szilard testre az £ ( k) diszperzios relacio altalaban valamilyen bonyolult fiiggvény, de kis frekvencidkon
altalaban linearis kozelitéssel lehet élni. Alacsony homérsékleten csak a kis energiaji modusok gerjesztodnek, igy az
egész spektrumot vehetjiik jo kozelitéssel linearisnak, mert ahol ez mar nem teljesiilne, azok a modusok mar nem
(vagy elhanyagolhatoan keveset gerjesztodnek). A diszperzios relacionak altalaban tobb aga van, az origobol induld 3
akusztikus 4g mellett 1étezik egy optikai 4g is, amiben a 0 hullimszdmhoz is véges frekvencia tartozik. A
Bruillen-zona szé1énél az optikai és akusztikus agak talalkoznak. Az ehhez tartozo frekvenciara tehetiink egy becslést
linearis kozelitésben, o = ck diszperzios relaciot feltételezve. A kristalyracs racsallanddja g zv 1)~ 1Y
nagysagrendi, a hangsebesség ¢ == 1[]3111 ,"" s, igy a maximalis frekvencia . 2= ¢ J,J" 1 = 1[]135_1. Az ennek
megfeleld hdmérséklet (a Debye-hdmérséklet): ... = kT — Tp =~ 100K

A Debye-hémérsékletnél joval alacsonyabb hdmérsékleten ugy tehetiink, mintha az egész spektrum linearis lenne, és
a modusokat a véges mmax helyett végtelenig szamoljuk, mert az ®max korili modusok mar nem tudnak gerjesztédni,
igy a szamolas teljesen ugyanaz lesz, mint a hOmérsékleti sugarzasnal. Vegyiik még figyelembe, hogy a
hanghullamoknak két transzverzalis és egy longitudinalis modusa is lehetséges, amiknek a terjedési sebessége

3 1

altalaban kiilonbdzik, ennek a kezelésére vezessiik be az effektiv hangsebességet: g = F —+ F Ezzel a képletek
: i tr

PR , o, Vit (kT)*
a homérsékleti sugarzashoz hasonloak lesznek. Az energia és a fajhé: f/! = —————
10(fic)?
2n2UAAV
C'i_r" — —3]—‘3
5(he)

A lineéris spektrumra jellemz0, hogy a fajhé a hdmérséklet harmadik hatvanyatdl fiigg, szilard testeknél alacsony
hémérsékleten a fajhé ezt a viselkedést mutatja. A fenti képletek csak alacsony (1" < T) hémérsékleten
érvényesek, amig csak azok a mddusok gerjesztddnek, ahol még érvényes az itt alkalmazott kozelités.

A Debye-homérsékletnél joval magasabb homérsékleten mar az 6sszes modus gerjesztodik, viszont az dsszes modusra
teljesiil, hogy £(k) < KT, igy a g™ k) _ 1~ e (k) kozelitést alkalmazhatjuk, amivel az energia:
E = / fCTg(k) d°k = 3NET Felhasznaltuk, hogy az allapotsiiriiség integralja az 6sszes modus szamat adja,

igy az adodott eredményiil, hogy elég magas (sok anyagra mar szobahdmérsékletnél) hdmérsékleten teljesiil az
ekviparticio, minden modusra KT energia jut, a fajhé nem fiigg a hémérséklettél.

A Debye homérséklet kozelében is elvégezhetiink egy kozelitést. Tegylik fel, hogy a spektrum a maximalis
hulldmszamig linearis, de nem a valodi maximalis hullamszamot hasznaljuk, hanem egy olyan effektiv értéket, ami
biztositja, hogy a modusok szama megfeleljen a valosagnak:

Emaz 2
/ kR _ o
0

Qe
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Ezzel felirva az energia:

Tp
E =3NkKTD (-2

Ebben a magas homérsékleten szamolt eredmény a Debye-fiiggvénnyel van megszorozva:

3 [* 2d
D(z) = —/ e
0

e* — 1

A Debye-fiiggvény alacsony homérsékleten a hdmérséklet kobével aranyosan indul, magas hémérsékleten viszont
1-hez tart, ez megfelel a korabban szamolt két hataresetnek.

niT

1410

A ]

] 5 in 15 ] ] 5 5 ah
1410

Degeneralt Fermi-gaz

AT — () hataresetet véve a Fermi-eloszlasfiiggvény 1épcséfiiggvénybe megy at: a kémiai potencial alatti allapotok
be vannak toltve, a felette levékben nincs részecske. Igy 0 hdmérsékleten az integralok konnyen elvégezhetéek, ez az
alacsony homérsékletli Fermi-gazokra jo kozelités lehet. A kémiai potencialt 0 hdmérsékleten Fermi-energianak is
nevezik: £ = [L. A részecskeszam szamitasa:

27V (2m)3/2 f=F A7V (2m)?/?
%/ Vede = (25 + 1)& 3/2
0

N={(2s+1) 3 CF
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Az energia hasonloan szamolhato, az eredmény:

E 3
N

5°F

Annak a feltétele, hogy ez a kozelités jo legyen felirhato ugy is, hogy a hdmérséklet joval kisebb legyen a Fermi-
energianak megfeleld Fermi-hdmérsékletnél: kT <& £ . Fémek vezetési elektronjaira a Fermi-hémérséklet

T ~ 10° K, igy ott ez egy elég j6 kozelités.

Elektronfajho, kvantumkorrekciok. {Bethe-Sommerfeld sorfejtés,
Landau-paramagnesség}

Alacsony homérsékletli rendszereknél alkalmazhaté modszer a Bethe-Sommerfeld sorfejtés, aminek a 1ényege az,
hogy a Fermi-eloszlast tartalmazo integralt T = 0 koriil sorbafejtjiik. Legyen a kiszdmitando integral:

1= [y e

A fenti képletben f(z)a Fermi-eloszlas és legyen g = (5 (azaz a g fliggvény integralja ismert, ami a 0
homeérsékletii hataresetnek felel meg. Ekkor parcialisan integralva, majd a G fiiggvény a kémiai potencial koriil
sorbafejtve a kovetkezot kapjuk:

I=- [ 6@ Ed=Go - 36w [ (- wtiee

Az elso tag a 0 homérsékletii hatareset, az 0sszegzésben a paratlan tagok 0-t adnak a paros tagokban az integral
elvégezhetd, az eredmény:

I= Glu)+ Y2 G () (KT)™ (2 - 2-%) (28) ~ Glu) + (KT) =" (1)

Sokszor elég csak a legelsd tagot megtartani, az eredeti jelolésekkel:
o0 I 2
g(e)de i 2
— g)de + — (kT
|~ [ e+ oy )

Ezzel példaul meghatarozhatjuk a fémek fajhéjéhez az elektronok altal adott jarulékat (az elektronokat szabad Fermi-
gaznak tekintve). A fémeknél a szobahdmérséklet nagyon kicsi a Fermi-homérséklethez képest, igy elég csak az elsd
tagot megtartani. Az a hdmérséklet négyzetétdl fiigg, igy a beldle szamolt fajhdjarulék linearis lesz. A pontos

eredmény:
2
me kT
v = — Nk
2 EF

Ez (mivel T / Ep = 3- 1[]_3) szobahdmérsékleten a fononok fajhdjéhez képest elhanyagolhatdan kicsi, viszont a

hémérséklet fliggvényében valtozik (a fononokbdl szarmazoé fajhd itt mar konstans), ezért ki lehet mérni. Alacsony
hémérsékleten viszont a kobosen induloé fononfajhéhoz képest ez adja a nagyobb jarulékot.

Zardvizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
Tételek | Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikaja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hulldmegyenlet és
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