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Rugalmas és képlékeny alakvaltozasok

Nyujtas
'{— —r T 1 ':E
III‘II'I"I'I"II'(i
g Ll
1+ L
Huzal nyujtasa

Ha egy homogén, A keresztmetszetii, | hosszisaga huzalt terheliink megfeleléen (nem tul) kicsi F erével, akkor a
megnyulasra a kdvetkezo aranyossag (illetve egyenldség) fog teljesiilni:
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ahol £ a Young-modulus [nyomas dimenzidji]. Ez utobbi nem mas, mint a nyulasra vonatkozé Hooke-torvény.

"y

Al F
Bevezetve a relativ hosszvaltozast (5 = T ¢és a (mechanikai) fesziiltséget (J = —) , a Hooke-torvény a
kovetkezoképp alakul:
o= FEe

Ez az 6sszefiiggés mar lokalis torvény (tetszéleges keresztmetszetre igaz). Mivel £ teljes hosszon egyenletes, ezért
homogén deformaciorol beszéliink. Ellenkezd esetben inhomogén deformaciordl van szo (pl.: sajat sulyaval terhelt
rad megnyulasa).

Munka és energiasiiriiség nyujtas kozben:

Ha A/ -lel megnyujtunk egy 1 hosszisagh rudat, akkor nyujtas kdzben x megnyujtasnal F( 3:) = ?iﬁ erd ébred a

radban. Igy a linedrisan ndvekvo erd dsszes munkdja (8sszevetve a rugderdvel):

Al EA pal 22180 4
E,-=W=f F(z)dz = f dr=D|Z| =ID(ADZ
, Floldr== ) wde [2]0 Z DA

ahol D a huzal direkcios allandoja. Mivel homogén deformaciordl van szd, ezért alkalmazhatjuk a kovetkezo felirast
az energia siiriiségre:

2
E, 1EAADZ 1 (Al 1 1
u=—"T=2L "~ —_F|=| =-F=_0¢
V Al 2 [ 2 2
Nyujtast kiséro harantosszehtuzodas:
y o o Ad , , ,
Kisérletek alapjan nyujtas soran a harantmérték relativ valtozasa ? egyenesen aranyos a hosszméret relativ
oo Al
valtozasaval T :
Ad Al
d [

ahol p a Poisson-szam. Tehat nytjtaskor harantdsszehtizodas, 6sszenyomaskor harant irdnyt méretnévekedés lesz.
Ennek kovetkeztében a rid térfogata megvaltozhat. Tapasztalat szerint az anyagok térfogata nyujtaskor altalaban
nem csokken, tehat

1
< qp < —
[]_,u,_2

Specialis anyagu testek térfogata ndhet is, ekkor a Poisson-szam negativ.
Térfogati 6sszenyomas

A test feliiletén egységesen eloszlo térfogati 6sszenyomast ugy valosithatunk meg, ha példaul folyadékba tessziik, €s
ugy fejtiink ki a rendszerre nyomast:
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Tapasztalat szerint a térfogat csokkenés aranyos a test térfogataval és a testre
gyakorolt nyomdassal/nyomas valtozassal: I

AV = —sVp= -V Ap

ahonnan:
1 [AV -
E=—=| —
V\ Ap .
az anyag kompresszibilitdsa. Ez utobbi megadja, mekkora a relativ térfogat
csokkenés egységnyi nyomasndvekedés hatasara. Ez 6sszefliggésben van a fentebb AV = —xVAp
bevezetett Young és Poisson szamokkal: Térfogati dsszenyomads
E
= —
3(1—2p)
Nyiras

Ha egy rugalmas hasabra lapjaval parhuzamosan erdt fejtiink ki, akkor a hasab egy bizonyos vy szoggel fog
deformalodni. Ez a nyirds, €s a sz0g (tapasztalatok szerint) megfelelden kis erd esetén aranyos az erdvel és forditottan
aranyos a lap teriiletével. Tovabba fligg az anyagi mindségtol:

~ = ——, ahol G az anyagi minSseégtol fiiggé nyirasi modulus. Ha ez nagy értek,

17 .
! .
akkor az anyag erdsen ellenallo a nyiro er6knek. e ;

Mindezt ugy értelmezhetjiik, hogy kiilsd F erd hatasara az erével parhuzamos
rétegek elcstisznak egymason, igy ennek megfelelden visszahuzo t nyiréfesziiltség Nyiras
¢bred. Az ebbdl szarmazé erd kiegyenliti a kiilso erdt:

7A=F.,azazT = (.

v-t kifejezve a Hooke-torvénnyel analog kifejezést kapunk. Mindkét egyenletnek a 1ényege, hogy a deformacio
ardnyos a fesziiltséggel. A nyijtashoz hasonloan itt is bevezethetd (és hasonldéan szamolhato is) a munka (W)
valamint az energiastiriség (u).

Csavaras

Az abrékon lathaté modon deformaljuk a hengert, és a megértés érdekében felbontjuk koncentrikus
hengerekre/csovekre (2. abra).

Azr és r+ Ar falvastagsagu hengerek a csavaras soran nyirodnak egymason. (Tehat
az eredetileg hasab formaju palast paralelepipedonna torzul.) Igy a deforméaciot leird
két sz0g kozott az Gsszefiiggeés:

T =l
Tehat y és igy vele a deformacid mértéke is r-rel ardnyos. A fentiekbdl:
C .
T 1AF 1 AF r 1 AM
f:,-f:_:_ = — _:_—,aholAMaz
G GAA G2mrArr G2mr?Ar
erényomaték.

A nyomatékot kiszamitva (integralva) a teljes hengerre, megadhat6 az elcsavarodas szoge (i), amibdl azt kapjuk,
hogy az elfordulas szoge egyenesen aranyos a szabad végen hato forgatonyomatékkal és forditottam aranyos a sugar
negyedik hatvanyaval. Ez utobbi tulajdonsag miatt széleskdrben alkalmaznak torzios mérlegeket.
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Hajlitas

Rugalmas rud hajlitasa esetén a keresztmetszeti lapok mozdulnak el egymashoz képest. Az egyes raddarabok ugy
deformalodnak, hogy egy réteg felett nytlik, alatta pedig 6sszenyomodik az anyag (ezek mértéke fiigg a koztes résztol
valo tavolsagtol). A koztes részt, melynek hossza nem valtozik, neutralis zonanak nevezziik. Egyik jol hasznalhato
példa, ha egy oldalan rogzitett radnak a masik végére F er6t fejtiink ki, lasd az abrat.

Tovabba eltekintiink a rad hossztengelyére merdleges sikkeresztmetszetének
torzulasatol. Igy feltételezhetjiik, hogy mindig érvényes a Hooke-torvény (Ekkor a
neutralis réteg egy neutralis gorbe lesz csupan).

Mindezek alapjan megadhatd mekkora erd ébred az egyes tartomanyokban,
mekkora a Young-modulus, mekkora a belsd fesziiltségek eredd forgatonyomatéka
stb. Tovabbi tipikus hajlitasi modszerek:

"
- mm e
Behajlas és kihajlas

Fesziiltség- és deformacios tenzor

Fesziiltség tenzor felirasa

A pontos vizsgalat céljabol vegyiink egy A4 nagysagu feliiletelemet a testben, ami
tartalmazza a P pontot. n a feliiletre meréleges normalvektorunk.

Hajlités

Testben a fesziiltség

Ha szétvagjuk a testet A4 mentén, akkor ahhoz hogy ujra 6sszeillessziik, egy ugyanakkora, ellentétes iranyu erére
lesz sziikségiink. Tehat

F) +Fn =0
_F)

Bevezetve a fesziiltségvektort: O(n) = A == O(_n) = —0(n)

A fesziiltségek feliileti erdok, tehat egy adott feliileten keresztiil fejtik ki hatasukat. Tovabba bels6 er6kbol szarmaznak
¢és rovid a hatdtavolsaguk. Valamint 1éteznek még térfogati erdk, melyek tetszdleges AV térfogatelemre hatnak:

F = fAV, ahol f a térfogati erbsiiriiség (amely helyfiiggs).

Ha a P pontban felvesziink egy X,Y,Z (1,2,3) iranyu egyégvektorok altal kifeszitett tetraédert, akkor a kdvetkezo
abrat kapjuk (A4;-k rendre az oldalak tertiletei):
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Egység-tetraéder

A térfogati er6kkel a 4 lapon mitk6do fesziiltségekbdl szarmazo erdk tartanak egyensulyt:
G'{_ljﬂ:ll + {T{_gj.&flg + J{_gj.&;—lg + J{_n]&:’lﬂ + fAV =10

£ (4bra fent) nem mas, mint A4, tdvolsaga P ponttdl, mellyel a térfogati er6k nagysagrendje kobosen, a feliileti er6ké
pedig négyzetesen valtozik. Ezért = — () hataresetben:

J{_ljﬂ:’ll + J{_g]ﬂ:’lg + J{_gjﬂr’lg + J{_n]ﬂ:’lﬂ =10

Mivel az egyes feliiletek kifejezhetSk A4y segitségével (AA; = A A, cos Z(i,n) = AA,n,), ezért az
egyenlet a kdvetkezOképp egyszertisddik:

Tn) = O(1)T1 + O(2)N2 + O(3)N3

X=X

Fesziiltség komponensek

Tehat ha ismerjiik a koordinatasikokon fellépé fesziiltséget, akkor barmilyen n iranyban meg tudjuk hatarozni a
fesziiltséget:

Tn)i = 0(1),i71 + T(2),iN2 + 0(3),iM3 (i=1,2,3)

fgy bevezethetjiik a @i j = O(j),i fesziiltség tenzort, amellyel a fenti egyenlet:

3
Tm)i = 0 = E Tyt
i=1

(Tenzorrdl akkor beszéliink, ha a matrix homogén, linearis vektortranszformacioban szerepel.) A fesziiltség tenzor
j-edik oszlopaban a fesziiltség komponensek allnak. A f6atldo komponensei a nyjtasi/dsszenyomasi fesziiltségek, a

tobbi elem pedig nyirasi fesziiltség. Tovabba bizonyithato, hogy a fesziiltségtenzor szimmetrikus! .

Deformacios tenzor felirasa

Sikbeli deformaciot vizsgalva (amit kés6bb kiterjesztiink 3D-ra):

5/20
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A P pont és kornyezete elmozdulasa leirhato egy egyszeri u(r) vektor-vektor
fiiggvénnyel.

QOx elmozduldsabol Q’  helykoordinatai:

((x + Az) +u, (x + Az, y) ¥y + u, (x + Az, y))

o ae i

A p’QfX vektor x komponense: Sikbeli deformdcié

(x + Az) +u, (2 4+ Az, y) — [+ u.(z,y)] ~ Az (1—|— ?;f)

A p"QfX vektor y komponense:

Yty (@ + Az, y) — [y + uy(2,9)] = A (‘L—?)

(Itt alkalmaztuk a skalar-vektor fiiggvények megvaltozasara vonatkozo 6sszefiiggést:
Ag = o(r+ Ar) — o(r) = 000z + Jy0 Ay + 0,0A2)

Az X-tengely irdnyaban fekvo szakasz relativ megnyulasa tehat:

. &x(1+a—;) — Ax _ i,
= Ax dx

) — (A kettds index mutatja a szakasz irdnyat ¢és a valtozas iranyat is)

d
Ugyanezzel a gondolatmenettel: £,,,, = (a—uy
Y

Uy

[

, ami alapjan a nyiras szoge:

A p’R’Y vektor Y tengellyel bezart szoge: ~y ~

T=" 2 = 8y 8$

Tehat a az alakvaltozast leir6 elmoztuldsfiiggvény parcialis derivaltjai kozvetlen fizikai jelentéssel birnak.

{Oug ) B 1 fOu,  Ouy\ [ du, | Car Emy
5”_(8_1:>’ Em”_gyz_ﬁ(fﬂfﬁ_x)’ Eyy_(@) — _(Eyz Eqy

b

ahol £ a deformacios tenzor.

1(3u~s Ou;

Altalanosan 3D-ban: £.; = — — + -
H 2 dﬂ: i dIE'

) 1,7 =123

Ennek foatlobeli komponensei a koordinatatengelyek irdnyaban torténd hosszvaltozasokat, a vegyes indexii tagok a
hozzéajuk tartozd egyenesek kozotti szogvaltozasok felével egyenldek. A tenzor spurja a relativ térfogatvaltozast adja
meg. Fontos tétel még, hogy tetszdleges deformacio felirhato egyenletes 6sszenyomas és egy nyiras dsszegeként.

Altalanos Hooke-féle torvény

Eremes a Hooke-térvényt olyan deforméaciokra altalanositani, amelyek sorn a fesziiltség-tenzor elemei a
deformécios-tenzor elemeinek linearis fliggvényei. Mivel ezek a tenzorok szimmetrikusak, igy hat fiiggetlen elemiik
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van, ¢és helyettesithetok a kdvetkezo kifejezéssekkel:

o= (gmz_ugyyy oz Jzy_u Tz g‘g;)y &= (EmzaeyyagzaaEmyagm;ag'y:)

Es az altalanos Hooke-trvény szerint ezek kozt linearis kapcsolat van: g = (f* =, ahol (:‘* egy 6x6-0s matrix €s a
rugalmas allandok tenzora (ez is mindig szimmetrikus). Komponensekkel felirva:

G
JJ:ZC‘GJEJ ; j:1,26
j=1

Tehat az altalanos Hooke-torvény egy 6 egyenletbdl allo egyenletrendszer, melyhez 36 rugalmas allando sziikséges.
Ha figyelembe vessziik, hogy C is szimmetrikus, a deformacié homogén és izotrop €s a koordinata rendszert is Ggy
valasztjuk, hogy a tengelyek egybeessenek a fofesziiltségi iranyokkal, akkor a Hooke-torvény 3 egyenletre
egyszerisodik:

or = Cier 4+ Cherr + Cagyyy
o = Cierr + Cocppr + Caeg
orir = Cieprp + Cogp + Cagyg

ahol o1,011,0717 a fofesziiltségek, £1,Z 11, 111 a fédilataciok, C1,C2,C3 pedig a rugalmas allandok. Mivel a oy iranyra
merdleges masik két irdny koziil egyik sem kitiintetett, ezért C2 = C3. Igy bevezethetéek a kiovetkezé jelolések:

Ci—Co=2u'¢Cy=Cq =N
Ezekkel a fenti egyenletek atirhatok:
or=2u'er + XN (er +err + cr)
orr=2p'err + X (er +err + €11)
orr=2per + XN (er + e+ er)

Tehat izotrop test esetén a deformacio ¢€s a fesziiltség allapot kozott két rugalmas allandé teremt kapcsolatot, melyek
itt ;_f ¢s )\'. Ezeket hivjuk Lamé-féle allandoknak. Ezek segitségevel a korabban definialt deformaciok allandoi
felirhatoak, néhany példa: Young modulus:

o B2+ 3N
w4 A
A Poisson-szam (itt most :v):
A \
V=
2(n+A)
Kis deformacidkra a kompresszibilitas:
3
K= g5+
21+ 3\

Nyirasi modulus:
G =pu
A kompresszibilitas és a hangsebesség

Erdemes még tudni két differencialis Gsszefiiggést a deformalhatd anyagokkal kapcsolatban, az egyik a
kompresszibilitas:
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19V
K= ——=—5—
V Op
A masik a hangsebesség:
2 _ dp
& -
dp

Hullamterjedés deformalhato testekben, Doppler-effektus. 121

Rugalmas hullam: ragalmas kdzegben keltett deformacio térbeli terjedése.
Attol fliggden, hogy gdmb vagy sik mentén terjed a hullam, beszélhetiink gomb- vagy sikhullamrol.
» Transzverzalis hullam: a részecskék elmozdulasa merdleges a terjedés iranyara

» Longitudinalis hullaim: a részecskék elmozduldsa megegyezik a terjedés iranyaval

Transzverzalis hullamok terjedési sebessége:
Egy kotélen levd hullam-hegy terjedését vizsgaljuk. Felfoghatjuk gy, hogy a hullam csucsa (egy, a csucs mozgasahoz

rogzitett koordinatarendszerben) hullamsebességli kormozgast végez. Ehhez a centripetalis erdt a kotél két végén levo
feszitderok ereddje adja.

F F

A hulldm csticsa

Felhasznalva, hogy Ay <= 1 == sin Aa =) Aa

2 2

F. = 2Fsin % — FAa

Az iv tomege: RAagp, ahol q a kotél keresztmetszete, p a stirtisége.
A kormozgas dinamikai egyenlete alapjan:

F
FiAo = R&a’gp%! ahonnan a terjedési sebesség: ¢; = _q

F

Bevezetve a kotélben levo huzofesziiltséget: @ = = G =

o
P

Hullamfiiggvény



Folytonos kozegek mechanikaja - TételWiki

Egy kotél egyik felén T periddusidével hullamokat keltiink. Egy periddusidé alatt a deformacio ¢T tavolsagra jut, ez a
hulldmhossz: A.

Egy altalanos pont rezgésére az 0sszefiiggés:
. X
ylx,t) = Asinw (t — —) , ahol
C

xT
y a kotél kitérése, A a rezgés amplitidodja, o a korfrekvencia, — az adott ponthoz tartozo idokésés.
C

Ez a hullamfiiggvény az eddigiek alapjan atirhato a kdvetkezo alakba:

y(x,t) = Asin 27 (% — %) , ahol ha bevezetjiik a hulldmszdmot: | = 2;

y(x,t) = Asin (wt — k) egyenletet kapjuk, mint végsd format.
Hullam-tulajdonsagok

A tulajdonsagok demonstraldsara jol alkalmas pl. a hullamkad...
Visszaverodés (reflexio):

Az akadalyhoz érkez0 és visszavert egyenes sikhullim ugyanakkora szoget zarnak be a fallal.

Kiilond6z6 hullamok visszaverddése

Torés (refrakcio):

P1. ha megvaltozik a medence mélysége, akkor az mas kdzegnek szamit. A mélyebb vizben gerjesztett, adott
hulldamhosszusagl, egyenes hullamok a hatarfeliileten iranyvaltozast és hullamhossz-rovidiilést szenvednek.

Egyenes hullamok torése

Interferencia:

Két pont pontszerii hullamforras a viz felszinén allando interferenciakképet mutat.

9/20
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max - :-
min ; Fz

e

B VAV YA\, S ,‘ﬁ
. L\ ‘ ‘E ""E:'b:] ¢
min i‘g‘hia‘?}r‘! A

(i

il

Interferenciakép

A létrehozott korhullamok hol erdsitik, hol kioltjak egymast. A két hullamegyenlet:

= Asin2n (- _ Asman(L_T2
yl(i‘,,ﬁ)—ﬁstW(T— )\)’ yo(x,15) = Asin 27 (T_ )\)

s —T
A két hullam faziskiilonbsége egy adott P pontban:d = 27 % , utkiilonbsége: As =r2 — rq
Erésités maximalis helye ott van, ahol § = 2n, (n c Z) illetve As = n\

Kioltas pedig, ahol § = 2(n + 1), és As = (2n + 1}%

Elhajlas (diffrakcid):

Ha hullamvonulat utjaba akadalyt tesziink, melyen rést hagyunk, akkor azt tapasztaljuk hogy a fal mogotti
"arnyéktérben” is keletkeznek hullamok. S6t, ha a rés a hullimhosszal egy nagysagrendd, illetve kisebb, akkor a rés
mogott korhullamok keletkeznek (mint egy pontforras esetén).

Elhajlas

Ez magyarazhato a Huygens-elvvel, mely szerint:
= A hullamfeliiletek minden pontjabol elemi hullimok indulnak ki

= Az 0j hullamfeliiletet egy késobbi idopontban az elemi hullamok burkol6 feliilete adja.

Doppler-effektus

10/20
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Ha egy hullamforras mozog a kdzeghez viszonyitva, akkor a forras el6tt a hulliamoknal hullamhossz rovidiilés,
mogotte hullamhossz ndvekedés figyelheté meg. Ennek megfeleléen a mozgas iranyaban nagyobb a rezgés
frekvencija, mint a mogotte levo térrészben. Ez a Doppler- effektus.

Doppler-effektus (v < c¢)

Nézziik a hangtani esetet, mert ez “latvanyos”. Ha feltessziik, hogy a megfigyelé nem mozdul, a forras kdzeledik,
illetve hogy a terjedési sebesség kisebb, mint a hangsebesség (v < c), akkor a frekvenciavaltozas a kovetkezoképp
adhaté meg:

A forrés egységnyi id6 alatt f darab hullamot bocsajt ki, melyekbdl az els6 c tavolsagra jut. Ez alatt v tavolsagra jut a

forras, tehat az f darab hullamnak c-v hosszon kell elhelyezkednie, ami csak ugy lehet, ha megvaltozik a
hulldamhosszuk:

¢ — v = fA,ahol } az észlelt hullimszam.

Az észlelt frekvencia pedig:

f C C
M Te—w

. . C

Ugyanezen gondolatmenet alapjan, ha tavolodik a forras: f* = f n
C (Y
. ., PSP o G ctuv
Hasonl6 gondolatmenet alapjan, ha nyugvo forrasnal kozeledik/tavolodik az észlelé: fr = f
C

Ha a hullamforras gyorsabban mozog a hangsebességnél, akkor a hanghullamok mar nem tudjak megelézni a
forrast:

Doppler-effektus (v > c)
A hang ekkor olyan kupfeliilet mentén terjed, melynek csticsaban a hangforrds van. Az ébra alapjan a kup
nyilasszoge:

sin cv = — (Ennek reciprokat nevezziik Mach-szamnak [M])
v

Folyadékok tulajdonsagai
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Hidrosztatika

Pascal-torvény: A nyomas a folyadékokban egyenletesen tejed, vagyis a kiilsé nyomasboél szarmazé nyomas a
folyadék belsejében és a hatarfeliiletén minden iranybban uagyanakkora.

Demonstracios példak:
* Vizibuzogany: minden iranyban egyenldé mértékben aramlik ki a viz.

* Vékonyfalu iivegpoharban (bolognai) iivegcsepp: ha megroppantjuk a csepp végét, akkor az iiveg porra esik szét és
a gyors folyamat széttori a poharat is.

. ) 1 F5
 Hidraulikus emel§;: — = —
4, A,

Hidraulikus emelo

A hidrosztatikai nyomas egyenesen aranyos a felszint6l mért mélységgel és a folyadék stirtiségével:
(G = Ahpg (A - a folyadék oszlop alapteriilete, h - a magassaga, p - a siirisége)
A hidrosztatikai paradoxon: Kiilonb6z6 formaju, de azonos alapteriiletii edények esetén a mérleg egyensuly mutat,

ha ugyanakkora magassagu folyadék van benniik. (Ilyenkor is a folyadék oszlop nyomasa fontos... “Az edény fala
vagy tartja, vagy nyomja a folyadékot™)

MAPLS :
"TA"E] '
Hidrosztatikai paradoxon

Kozlekedo edények: Szintén a Pascal-torvény értelmében (és a fentiek alapjan is lathato), a folyadékszint az abran
lathat6 rendszerben ugyanolyan magasan lesz mindenhol. (A hidrosztatikai nyomasok egyenloek!)

| s Ty

]
|

y
»
I_.
dl
"
|

Kozlekedd edények

Felhajtoero

Egyszerii alak testre (h magassagu, A keresztmetszeti henger siirliségii folyadékba) a felhajtoerd:
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Felhajetoerd

A hidrosztatikai nyomasnal az oldallapra hato erdk ereddje 0, az also és felso lapra hatok Gsszege pedig megadja a
felhajtoerdt:

Fr=Fy,— Fy = hoppgA — hyppgA = (hy — hy) psgA = hAprg = Vipsg

Ez a torvény altalanosan is igaz: barmely folyadékba meriil6 testre a test altal kiszoritott folyadék sulyaval
megegyez0 nagysagu felhajtderd hat. Ez Archimédész torvénye.

A testek uszasa és annak stabilitasa

Attol fiiggden, hogy a test stlya vagy a testre hato felhajto erd nagyobb, a test uszhat, elmeriilhet vagy lebeghet.
Fe = Fnehezsegi — Ffelhajto = V(pt — pf)g

*Hapy = pr = F. = 0: a test elmeriil

*Hapy = pr = F. = 0: atest lebeg

*Hapy < pr = F. < 0: atest Giszni fog.

Uszés esetén a test részben belemeriil a folyadékba ugy, hogy Vip; = Vipr feltétel teljesiiljon (ahol Vra test
folyadékban levo része).

Ahhoz, hogy stabil uszasrol beszéljiink, tovabbi feltétel sziikséges: a felhajto- és a nehézségi erd ne fejtsen ki
forgatonyomatékot. Hiszen a test sulypontja (S) €s a kiszoritott folyadék salypontja (S') nem mindig esik egybe.

Fy

Uszas feltétele

Ha a kibillentett usz6 test vissza all eredeti helyzetébe, akkor stabilis az iiszis. Ha ha kibillentve mindig ugyanugy
marad, akkor az egyensulyi helyzet indifferens (pl. homogén gdmb esetén). Ha pedig masik helyzetbe megy at, akkor
labilis volt.

Feliileti fesziiltség
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Ha megnézziik egy folyadék molekula hatasgdmbjét a folyadékon beljebb, akkor azt lathatjuk, hogy a kdlcsonhatasok
eloszlasa joforman egyenletes. Viszont a feliileten levd molekuldkra ez nem igaz.

.
_@#_ﬁ

Feliileti fesziiltség

Tehat kisérletek és elméleti szamitasok alapjan a felszini réteg lazdbb, nagyobb az atlagos molekulatdvolsag, mint a
folyadék belsejében. Ezért a feliileti réteg feszitetté valik. Es ennek a felszinnek a noveléséhez/atszakitisdhoz munkat
kell végezniink.

Ha egy keretre - aminek egyik oldala mozgathato - szappanhartyat feszitlink ki, akkor azt tapasztaljuk, hogy az er6
(ami huzza az | hosszusagl oldalt) nem fiigg a hartya teriiletétol:

F=a-2]

Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy 6sszehuzddaskor a hartya szerkezete/struktiraja nem valtozik. Tovabba a
potencialis energiaminimum-elve kdvetkezében létrejonnek a minimalfeliiletek. Az energiaminimumot pedig a feliileti
energia minimuma adja. (pl.: szappanos vizbe martott kocka...)

Gorbiilt feliilet gorbiileti nyomasa:

Gorbiilt feliilet gorbiileti
nyomasa

Az adott hartyadarabka nyomasat a kovetkezo dsszefiiggéssel kaphatjuk meg, mely Laplace 1. torvénye:

~o(z+ %)
Ps=\R, TR,

(Ennek segitségével lehet magyarazni a kapillaris emelkedést is 3 ])
Nedvesitoé és nem nedvesité folyadékok:

Az livegre cseppentett folyadékok alakjat a nehézségi erd és a feliileti fesziiltség egyiittesen alakitjak ki.

it T T

Cseppek

Az abran lathatoak a 3 anyag érintkezési vonalaban hato6 feliileti fesziiltségek. (Jelmayarazat: v-viz, h-higany, ii-iiveg,
l-levegd) Az egyenstlyt a kovetkezd 0sszefiigges irja le:

Qb = Oy + Qiyp COST, 1! az illeszkedési szog. (Higanyra hasonl6 az egyenlet.)
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Ezt az 6sszefiiggést nevezziik Laplace I1. torvényének.

Torricelli-Kkisérlet

A levegd sulyabol adodo légnyomas meghatarozasahoz Torrichelli egy 1 m hossza kémcsovet megtoltott higannyal és
higgannyal telt edénybe helyezte a csd nyitott végét. A csdben a higany szintje az edényben levé higanyhoz képest 76
cm-re esett (fiiggetleniil az iivegeso d6lésszogétdl). Ezzel a magassadgu higannyal tud a levegd nyomasa egyensulyt
tartani (kozleked6é edények elve).

Tovabbi példak: befdttes liveg behorpadt celofannal, magdeburgi féltekék....

Aramlasok

Lagrange-féle leiras

Folyadékot a szilard testekhez hasonldan kezeljiik, és részekre bontjuk. Majd minden részelemnek kiilon megadjuk a
helykoordinatajat és a palyavonalat. De ez a feliras nagyobb idére tul kusza palydkat eredményez.

Euler-féle leiras

Nem a kozeg egyes pontjait, hanem az aramlasi teret nézziik a kvetkez6képp: minden pontban megadjuk a
sebességet (v), a nyomast (p) €s a striiséget (p) idotdl fliggéen. Ekkor nem szamit, hogy egy adott részecske éppen
hol tartozkodik. A szemléltetéshez hasznaljuk az dramvonalakat, melynek derivaltja megadja az adott pontban a
sebességvektor egyenesét.

Aramlasi cs6

Aramlasi cs6: az aramlasi térben egy elméleti zart gérbe pontjain armend aramvonalak sszessége.
Aramlasok osztalyozasa:

» Surlodasos/surlodas mentes: strlodasos, ha a folyadékrészek relativ mozgasabol szarmazo nyiréerék nem
elhanyagolhatok.

» Orvényes/6rvény mentes: drvényes, ha a folyadékrészek forgdmozgast is végeznek.
* Stacionarius/nem staciondrius: stacionarius, ha v,p és p nem fiiggnek az id6tol.

Tokéletes folyadék aramlasa

Vegyiink egy AV térfogatu folyadék részecskét egy r(x,y,z) helyen. A ra hat6 er6k x komponense az X-tengelyre
merGleges lapjaira haté nyomasbél szarmazik. igy:

F,=[p(z,y,z,1) —plx + Az,y,z,1)| AyAz = —S—pﬂxﬁy&z
T

Felhasznalva, hogy Am = pAV = pAxAyAz, a részecske mozgasegyenletének x komponense:

15/20
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dv ( .
I T —_ dp ugyanez felirhato az y komponensre is.
dt dx
. . . du, dp
A z komponensnél viszont figyelembe kell venni a nehézségi erdt: p— = ——— —pg
dt Jz
Vektorialisan megkapjuk az idealis folyadékokra vonatkozo dinamikai alapegyenletet(Euler-egyenlet):

dv
Py =—VP—1r8

Abhol a teljes idoderivalt kifejtésénél figyelembe kell venni azt, hogy mire kis id6 mulva odanézek, a részecske mar
nem ott lesz, ahol eddig volt, igy a derivaltat a lancszabaly szerint irhatjuk le:

dv  ov

dt ot

Ez az egyenlet még nem elég az aramlas problémajanak megolddsdhoz, hiszen ez csak 3 egyenlet mig az
ismeretlenjeink szama: 3(sebességek)+1(nyomas)+1(siiriiség) Kell még a kontinuitasi egyenlet €s egy allapotegyenlet.

+ (vgrad)v

A peremfeltételek nem surlodo folyadék esetén azt mondjak, hogy a sebesség a falakra merdleges komponense 0.
Kontinuitasi egyenlet:

Az 6sszenyomhatatlansadg miatt az dramlasi csO két tetszoleges keresztmetszetén egyenld térfogatl folyadég halad
keresztiil.

Aramlasi cs6

™ :12

A1viAt = ApvypAt, ahonnan: — = —— adodik, ami a stacionarius aramlasra vonatkozo kontinuitasi egyenlet.
U2 A

Sziikiiletben tehat nagyobb sebességgel aramlik a folyadék.

Altalanos esetben a kontinuitési egyenlet a kovetkezoképpen irhato fel:

» BEgy térfogatot kivalasztva a folyadékon beliil, a térfogaton beliili tomeg megvaltozasa:

& [ otav

= Ennek egyenlonek kell lennie a térfogat sz¢élein(feliiletén) kiaramlott tomeggel:

- [ teyar

A feliileti integralra Gauss-Oszrogradszkij tételt alkalmazva, majd kihasznalva, hogy ez minden térfogatra igaz,
kapjuk a szokasos alaku kontinuitasi egyenletet:

[

dp
ot

A leggykrabban valasztott allapotegyenlet p = konst. vagyis az 6sszenyomhatatlan folyadék esete. Ekkor az el6z6

+ div(pv) =0

16 /20
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egyenlet igy egyszerlisodik:
divt =0

A Bernoulli-egyenlet

Folyadék darab elmozdulasa

Vizsgaljuk meg az ABCD folyadék rész elmozdulasat (A'B'C'D'-be megy at At id6 mulva). Mivel az abran fehéren
hagyott rész nem valtozik az aramlds szempontjabdl, ezért ugy tekintjiik, mintha ABA'B' folyadék CDC'D'-be jutott
volna at. A munkatétel szerint a folyadék mozgasenergidja megegyezik a rahatd er6k munkajanak 6sszegével.
Surlodasmentes esetben csak a nehézségi eré és a 11, P2 nyomasokbol szarmazo erét kell figyelembe venni. A
nehézségi eré munkéja:

W1 = A1viAtpg(h1 — h2)

A nyomoerdé pedig:

Wo = pr Ao At — po Agua Al

Felhasznalva a kontinuitasi egyenletet: V' = 41viAt = ApvaAt, €s a munkatételt:

%V Pyg‘ _ %V pyf =V PQ( hy — hz) + V( P — P2 ), melyet atrendezve a kovetkezd osszefliggést kapjuk:

1 1
p1+ pghy + §pvf‘ = po + pghy + §,ﬂv§'

Ezt az 6sszefiiggést hivjuk Bernoulli-egyenletnek. Ez alapjan ez az 6sszeg barmely dramfonal esetén allando -
Osszenyomhatatlan folyadék surlodasmentes, stacionarius aramlasa esetén:

1
p+pgh+5p° =C

Viszkozus folyadék aramlasa

Amikor a folyadékrészek relativ sebességiik nem 0, akkor a részek kdzotti belsd sturlodasi erd mar nem hanyagolhat6
el altalaban.

Tapasztalat: egymasra rétegzett szines és szintelen glicerinbdl kihtizunk egy iiveglapot. Az iiveglapon 1évé folyadékok
sebessége a legnagyobb, a tavolabbiaké kisebb. A relativ sebesség és belso surlddas miatt a lasabb rétegek lassitjak a
gyorsabbakat és forditva.

Meégjobban vizsgalhato, ha két parhuzamos lap kozotti folyadék aramlasat vizsgaljuk, igy hogy csak a felsd lapot
mozditjuk el.
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dv

= - F
d—"‘j T — _h'
A

Péarhuzamos lapok kozti
folyadék aramlésa

Ekkor legfeliil a leggyorsabb a folyadék, mig legalul 0 a sebessége. Ekkor a folyadék sebességének az aramlasra
mer6legesen gradiense van. Eredményiil azt kapjuk, hogy a bels surlodasi eré egyenesen aranyos az egymason
csuszo folyadékrétegek feliiletének nagysagaval €s a keresztmetszetben vett egységnyi tavolsagra eso
sebességvaltozassal:

dv
F:?}L d_y

Ezt az 0sszefiiggést Newton belso surlodasi torvényének nevezziik. (Ahol n) a dinamikai viszkozitas.)
Stokes torvénye:

Aramlasi térbe helyezett kozelében réteges aramlas alakulhat ki. A belsé surlodassal a kozeg erét fejt ki a golyora,
ami aranyos a golyo relativ sebességével, a goly6 sugaraval, és a kdzeg dinamikai viszkozitasaval:

F=6mrv
Ezt a torvényt hasznalta fel Millikan is a kisérlete soran, amikoris megmérte az elemi elektromos toltést.....

2
Tovabbi pl.: Brown-mozgaskor felhasznalt mozgasegyenlet: md_:r' = —6mna d_&: + Flotetien

dt? dt
Turbulencia

Azt tapasztaljuk, hogy ha egy aramlasi cs6ben laminaris (stacionarius) aramlas sebességét noveljiik, akkor egy adott
sebességnél az aramlas kavargo, turbulens aramlasba csap at. Ugyanezt tapasztaljuk, ha a sebességet nem vatoztatjuk,
de az dramlési csé méretét noveljiikk. Egyes vizsgalatok alapjan a turbulenssé valas fiigg az aramlasi sebességtol (v), az
aramlasi cs6 harantméretétdl (r), a kdzeg stirtis€gétol (p) és a dinamikai viszkozitastol (). Az atmenet akkor torténik
meg, ha

T
R = ?, ahol R a Reynolds-szam.

Ez a szamérték hozzarendelhetd az adott testekhez is, melyeket az aramlasi csatornaba helyeziink. Két test kortili
aramlasok pedig akkor lesznek hasonloak, ha R = Ry. (Tehat pl egy 10x kisebb repiilogép modellhez 10x nagyobb
szél kell...)

Aramlasok hasonlésaga

Az el6z6 pontban emlitett Reynolds-szam csak egy a hidrodinamika rengeteg dimenzidtlan szdma koziil. Altalanosan
elmondhat6, hogy két aramlas akkor hasonlod, ha az adott probléma szempontjabdl jelentds dimenzidtlan szamai
egyenléek. Két dramlas hasonlosaga alatt itt azt értjiik, ha dimenzidtlanitott formaban megegyez0 fliggvények irjak le
a sebesség és nyomaseloszlasukat(ha mas lényeges valtozdink is vannak, pl.: hdmérséklet, akkor azokat is). Ennek
oriasi jelentdsége van, mivel a hidrodinamika egyenletei nemlinearisak, és sokszor megfeleld kozelité megoldas sem
talalhato rajuk, igy a mérnokok/kutatdk kénytelenek modellkisérleteket alkalmazni, pl. a vizsgdland6 hajotest
kicsinyitett masan.

Orvények

Két, nem azonos sebességili laminaris aramlés hatarfeliiletén a nyiréer6k vékony savban forgasba hozzak a
folyadékot, 6rvények jonnek létre.
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Orvények két aramlas hataran

Ha egy testet (pl. hengert) helyeziink laminaris aramlasba, akkor a testtdl tavolabb az aramlas nem valtozik, de a test
kozelében a folyadéknak nagy lesz az dramlasra merdleges sebesség-gradiense. (Ez a Prandtl-féle hatarréteg.) Ez
amiatt van, mert a test feliilletén a folyadékrészek sebessége nulla, a hatarréteg masik sz€é1én pedig maximalis. A bels6
surlodas miatt nem tudnak elhaladni a test mellett, hogy mogé jussanak (a magas nyomasu részhez), hanem mar
hamarabb lefékezddnek és visszakanyarodnak a kisebb nyomasu rész felé. Viszont itt a nagysebességli aramlas
elkapja a visszaaramlo folyadékot és igy forgasba jon. Ez a kialakuld 6rvény egyre nagyobb lesz, majd levalik a
testrdl. Ez a jelenség periodikusan ismétlddik, és ellentétesen forgd drvényparok szakadnak le egymas utan. Ezt
nevezzilkk Karman-féle 6rvénysornak.

Karman-féle drvénysor

A Navier-Stokes-egyenlet(*)

Osszenyomhatatlan folyadak esetén:

p(%—:+v-vv> = —Vp+uViv +f.

Az Euler-egyenlethez képesti egyetlen uj tag a viszkozitas hatasat irja le. p a kinenatikai viszkozitas

p=-
P

141 A peremfeltételek viszkdzus folyadékra azt mondjék, hogy a falak mentén a viz dramlasi sebessége nulla.
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