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Rezgések

Harmonikus oszcillator

Az egész kvantitativ fizika legalapvetobb megoldhat6 rendszere a harmonikus oszcillator. Ez egy olyan tomegpont

mozgasa, amely V{ 3;) = § L alaka potencidlban végez csillapitatlan rezgémozgast. Ekkor:

av.
==

Es a mozgasegyenlet:

Flz) = —ka

F=mz=—kx
Az altalanos matematikai alak:
T = —ar
Ennek megoldasa:
z(t) = Acos(wt + ¢)
A kezdofeltételek hatarozzak meg A-t és ¢-t, a korfrekvenciara:

w=Va

Csillapitott és gerjesztett harmonikus oszcillator
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A fenti probléma két tovabbi, bonyolitott valtozata is egzaktul megoldhato. Hozzaadhatunk az egyenlethez, egy
sebességgel aranyos csillapitast:

r=—ar — Bz

Ekkor a megoldas:

() =exp |3 (~6+ VA —da) .

Harom elkiiloniilé régié van, a négyzetgyok alatti mennyiség eldjele alapjan:

» Ha negativ: alulcsillapitott, 1étrejon oszcillacio, ami lecseng,
= Ha nulla: kritikusan csillapitott, egy félhullam lehet az egyensuly felé tartasban, de nincs nullatmenet,
= Ha pozitiv: tulcsillapitott: a kitérés mindig az egyensulyi helyzet felé htiz, hullamok nélkiil.

A fenti differencial-egynlethez alland6 periodikus gerjesztderdt is hozzaadhatunk:

I =—ax— 3t + F(wp)

Az el6bb részletezett harom régid most is ugyanaz, a kezdeti allapotbol a rendszer a csak csillapitottnal megfigyelhetd
relaxacidval keriil be a gerjesztési amplitido €s frekvencia altal megszabott oszcillacidhoz. Az explicit megoldasokat
lasd itt (http://mathworld.wolfram.com/DampedSimpleHarmonicMotion.html) .

Regések osszetétele

Egyszerti trigonometriaval belathatd, hogy azonos frekvenciaju, de tetszdleges amplituddji és fazistt harmonikus
rezgdmozgasok ereddje is harmonikus rezgémozgas, ugyanazzal a frekvenciaval. Az amplitudora az dsszegzés
eredménye:

A% = A3+ A2 424, 45c08(¢hy — )
¢s a fazisszogre:

_ Aysingy 4 Assing,
~ Ajcosdy + Aycosds

tegd

Ezek a formuldk tetszoleges szdmu, azonos frekvenciajii harmonikus rezgés Osszeadasara altalanosithatoak.

Két eltéro frekvenciaju, de azonos amplitudoju €s fazisu rezgés 0sszetételének eredménye pedig:

z(t) = 2Acos (wl—;m?‘t) - sin (ﬂ_—mg

Az ered6 amplitudo pedig:
W) — W
Ag(t) = 2Acos (%1‘)

Az ered6 amplitudo id6beli harmonikus valtozasa a lebegés jelensége.

Csatolt rezgések

Csatolt rezgésrol akkor beszéliink, hogyha a testeket nem csak az egyensulyihelyzetiikh6z, hanem egyméashoz is
harmonikus erd koti. A mozgasegyenletek ekkor:

m1i:1?1 = —Dyxy + k(zy — )
gy — —Dg$2 — JIC(IQ — $1_)
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Megfelel6 valtozocserével a csatolas kitranszformalhato, és két fiiggetlen harmonikus rezgdmozgast kapunk
eredménytiil. Ezek Osszege és kiilonbsége adja a helyfiiggvényeket. Az itt megjelend frekvenciakat
normalfrekvenciaknak nevezziik. Ha megvizsgaljuk az energiaviszonyokat, akkor azt tapasztaljuk, hogy a két test

harmonikus energiajan (F — lmvz + § D) kiviil fellép egy csatolasi energia is:

2
1

Ecsat = ﬁk(:l:? _1:1}2

A teljes energiamegmaradas ennek a harom energianak az 0sszegére érvényes. Az idéfejlodés soran periodikusan
valtozik az egyik és a masik test rezgési amplituddja, szemléletesen az energia oda-vissza vandorol a két test kozott.

Linearis lanc

Tekintsiink egy N tomepontbol all6 sorozatot, amelyet idealis rugok kotnek dssze. Tekintsiink el a kiils6 erétértol.
Ekkor az egyes mozgéasegyenletek a kovetkezd alakuak:

’m»1i:1?1 = ku(i‘»z — 131)

My = —kio (11?2 - 1?1) + kza(i?a - Iz)
’:’?11%':1515&'—1 = _kN—E,N—I(IN—l - T»N—z) + kN—1,N($N - IN—I)
myry — —kN—LN(IN - IN—1)

Osszunk at a tomegek négyzetgyokével és vezessiik be a kdvetkezd jeldlést: iy; = x; - +/11;. Az egyszeriiség
kedvéért, csak szemléltetésiil az egyik kozépso egyenlet igy alakul:

i = ké—l,t' ( Ui Yi ) i Jic1;',q;'+1 ( Yit1 Yi )
= — — —
VAL RV 3/ i—1 VI A /i v/ T
Az igy kapott egyenletrendszer sokkal attekinthet6bb, ha matrixos alakba irjuk.
Y = MY

Az itt bevezetett M matrix tartalmazza a tomegekbdl, és rugdallandokbol adoédod konstansokat. A fenti valtozocserére
azért volt sziikség, hogy ez a matrix szimmetrikus legyen, igy a sajatértékei valosak. Ez pedig azért jo, mert ekkor a
sajatértékprobléma megoldasidval megkapott sajatértékek a normalfrekvencidk négyzeteit adjak, a sajatvektorok
pedig a rezgési modusokat (azaz, hogy az egyes pontok mekkora amplitidoval, milyen irdnyba rezegnek). A
matrixnak mindig lesz egy 0 sajatértéke, ez a transzlaciot irja le. Az altalanos megoldas most is az egyes
meghatarozott frekvenciak és amplitadok altal definialt harmonikus rezgémozgasok ereddje, amiben a szabad
paramétereket (6sszesen 2N darab) a kezdofeltételek szabjak meg.

A Kepler-probléma

A Kepler-probléma a Newtoni-gravitacios er6térvény hatasara mozgo test mozgasegyenletének vizsgalata. Ez
tulajdonképpen egy centralis er6térben torténd mozgas, azonban kitiintetett jelentdsége volt a csillagiszat
fejlodésében, hiszen jo kozelitéssel irja le a Bolygok mozgasat a Nap kortil.

A bolygok mozgasa

Adott a Newton-i gravitacids er6tdrvény, itt most vektoros alakban felirva:
mM r

¢ r

F=—v

itt m az adott bolygd, M a Nap tomege. Ez az er6 centralis, azaz a tekintett testek kozéppontjan keresztiil hat. Ebbol
kovetkezik, hogy a mozgas sikmozgas, amihez tartozik egy megmarad6 mennyiség, az impulzusmomentum:
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A mozgasegyenleteket polarkoordinatakban felirva a gyorsulas radialis egyenlete:
mr — mro® = —y 3

Es a sikszoghoz tartozo egyenlet:

- ld .
mqb—m;E(rqb}—U

hiszen az erének nincs ilyen irany komponense. Ezt az egyenletet az impulzusmomentum allandosaga megoldja,
tehat csak az elsd egyenlet megoldasa marad hatra. Ennek érdekében az id6 szerinti derivaltakat atirjuk szogszerinti
derivaltakra, azaz attértiink a szogre, mint paraméterre. Az eredményiil kaphaté differencial-egyenlet:

Loy (oo
do? \r X/ \r X

ami nem mds, mint egy harmonikus oszcillator egyenlete. Ennek ismert a megolddsa, amelybdl a sugar kifejezhetd:
s 1
- i AxZ -

TM 1 + 23rcos(é + a)

r(¢)

A koszinuszos tag szorzofaktora az ekcentricitas, a kiilsé tort szorzofaktora a palya paramétere. A kapott egyenlet
egy kupszelet egyenlete.

A Kepler-mozgasok és a kipszeletek kapcsolata

Az elozéekben bemutattuk, hogy a Kepler-probléma kupszelet egyenletre vezet, amelyek altalanos alakja:

_ P
1 + ecos(¢ + a)

r(o)
Ekkor harom alapvetden kiilonbozé mozgas johet 1étre, amelyeket az excentricitas kiilonboztet meg:
m ¢ < 1: Ellipszis (specialisan, 0 esetén kor),
m ¢ = ]:Parabola,
= ¢ > 1: Hiperbola.
Ezek kifejezhetdek az energiaval is:
0: Ellipszis,

E<
E = 0: Parabola,
E > 0: Hiperbola.

Kozmikus sebességek

A fenti energiak fontosak az tirkutatasban. Ha a Foldrdl inditunk egy testet, akkor a legkisebb energiaju stabil palya a
valamely ellipszis palya elérése. Els6 kozmikus sebességnek nevezziik a fold sugaraval egyezo6 korpalya eléréséhez
sziikséges sebességet, ez kb. 7,9 km/s. A méasodik kozmikus sebesség a Fold gravitacios terének elhagyasa, azaz a

fenti esetek koziil a parabolikushoz tartozo sebesség, ez kb.: 11,2 km/s. A harmadik kozmikus sebesség az e16z0, de a
Napra viszonyitva, azaz ebben az esetben a naprendszer elhagyasardl beszéliink. Ez megkdzelitéleg 42,1 kmy/s.

Kvantummechanikai problémak

Potencialvolgy
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Oszcillator Sommerfeld-modszerrel

A linearis harmonikus oszcillator energia operatora:

2 2
!
g P, W
21 2
Az X operator helyére az x szerinti szorzast, a P helyére pediga — d_—t irva a sajatérték-egyenlet:
1 ar
R: d?yp WP
- v _|_ _JH'IE = E‘i}i’a ebbol:
21 dx® 2
&y 2 1 5,
d? T R He =)
Bevezetvea ; — — jelolést és x-rol attérve a § = ?;r, valtozora az egyenlet a kdvetkezOképpen néz ki:
&2
2y 0 —
2,1, 5 5
. . . a . . —£2)2 '
Az egyenlet aszimptotikus alakja: dfz — &7t = 0. Ennek megoldasa: WV, — € £°/2, Az eredeti egyenlet

megoldasat a Sommerfeld-féle polinom-modszer segitségével szeretnénk megkapni, ezért a pontos megoldast
i = E_‘ng'f 2 U(f) alakban keressiik. Ezt beirva a differencidlegyenletbe kapjuk:

d*v dv

— —2%— 4+ (k-1v=0

gz~ Lgg t (k=1

v(€) = & alakban felirva képezziik v(E) elsd és masodik derivaltjat:
r=0

dv

d_€ = ngfgr_l,

d*v

el =3 "r(r —1)c& 2

T
T _
Ezt beirva v differencialegyenletébe: Z ((T +2)(r+ 1) — (2r+1 - k)ﬂr) & =0
T
Ez akkor igaz, ha & minden hatvanyanak egyiithatdja 0. igy egy rekurziv osszefiiggést kapunk a cr egyiitthatok kozott:
2r+1—k
r+2)(r+ 1)

Cr42 — ( Cp-

Belathat6, hogy r = n fokszamtol kezdve az Gsszes egylitthatonak azonosan 0-nak kell lennie, ezért 2n + 1 = k. AzE

¢s k kozotti 6sszefliggés alapjan igy az energia sajatértekek: F — ficw (n + %) = hv (ﬂ + %)

Az egyes energia sajatértékekhez tartozo sajatfiiggvények: U, = E—igﬂr Qvﬂ ( 5), ahol vp(&) = Hn(&) un. Hermite-

polinom.
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Oszcillator 1épteto operatorokkal

A harmonikus oszcillator Hamilton-operatora némi alakitgatas utan:

mw 1 1 mw i mw i 1Y
H:h ] — 2 — :h ] R — —_ — _— [ —
“n (I +m2w2+2> “’( oh (I ’mwp> oh (IJ“mup)Jrz)
A 1éptetéoperatorok:
B m( i )
““Von $+ﬂu;,:p

= (L)
VR Tt

ezek természetesen egymas adjungaltjai. A felcserélési relacio:

[a,a'] =1

Legyen f 3 — \ a részecskeszam-operator. Koncentraljunk ennek a sajatallapotaira:
N|n) = n|n)
Koénnyen megmutathatd, hogy ha |n} sajatallapota N-nek, akkor a.| n} ésal |ﬂ} is:

Na;r\n} = (n — 1)aln)
Na'|n) = (n+ 1)a|n)

az igy kapott sajatallapotok nem normaltak. Mivel a.|n} normaja n, ezért a normalt allapotok:

aln) = Vitln - 1)

¢és hasonldan:

a'ln) =vn+1n+1)

Tehat elindulva egy n sajatérékrdl, az a eltlintetd operator n-1,n-2,... sajatértékkel general 0j N sajatallapotokat. Ezek
sorozata viszont nem mehet negativba, hiszen az N sajatérétke egyben a :a.‘ n) normaja ami nem negativ. Ez csak ugy
lehet, ha n egész értékérdl indulunk, majd elériink n=0-hoz és akkor:

al0) =0

Ebbdl az egyenletbdl rogton adodik az alapallapoti hullamfliggvény, a keltd operator alkalmazassal pedig a gerjesztett
allapotok hullamfiiggvényei. A spektrum is azonnal leolvashato.

Rotator

A forgd mozgast végzd tomegpontot rotatornak nevezziik. Szabadon forgd tomegpont energia sajatérték egyenlete:

—2— At = E). A problémahoz leginkabb a térbeli polarkoordinata-rendszer illeszkedik, ugyanis a forgas
I

centrumatol mért r tavolsag allando.

A Laplace-operator polarkoordinata rendszerben:
NP 20 1(32 )2 1 39)
o2 Trar T \aE TG Tt Gin(v))2agr/)

r = éllando, ezért 1y = 10(1}, () csak a szogektdl fiigg:
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d% tﬂdtir 1 9% B 2pur?
9 T T sm(@))2og? T T R

Ey.

Legyen urz = O (a tehetetlenségi nyomaték a forgas centrumara vonatkozoan). Az egyenlet a kdvetkezo alakra
modosul:

&2 np 1 oy 20
a2 T %5+ G2 ogr T

(1, ) = F(1)G(p) alakban keresve a megoldast:

i 20
F'G tNF'G+—FG"+ —FEFG =0.
+etNFC+ oGt 2

Arakiva: = (sin(9))? + cos(9) sin(9) T + 2 B(sin(0))” + o = 0

A 73-t0l és a -6 fiiggd részek kiilon-kiilon allandok kell, hogy legyenek:
Gf

— = _m2 azaz (] = 'm¥.

G

Et,.,_[]

Az azimutszoget 2n-vel novelve ugyanabba a pontba jutunk vissza, ezért meg kell kovetelniink, hogy elm2m — |

legyen.

Az F-et meghatdrozo egyenletnél érdemes a £ = cﬂs(ﬂ) valtozora attérni, igy az eredeti egyenletet F / (1 — &2)-tel
megszorozva ((1 — £ 2) # ()) kapjuk:

PF 20 m?
1-)2E 92 + (7B - ) F =0
3 55 (1-¢&2)
A &= 1-ben a differencidlegyenletnek szingularitasa van, hogy a megoldas itt is véges legyen, ezért
F( 5} — ( 1— 59) ]%LU( 5} Ezt visszairva €s a kapott egyenlet megoldasat a polinom-modszer alapjan
@ =Y o
alakban keresve kapjuk:

Z ((T+2)(T+ 1)c,po — [[’r—|— Im|)(r + |m| + 1) — 2?5'}@) £ =0

(r + [ml) (r+ |m] +1) — 5

Ez alapjan a Cr egyiitthatokra egy rekurzios képletet kapunk: ¢,  » =
(r+2)(r+1)

T

Ahhoz, hogy a sajatfiiggvény regularis legyen egy bizonyos fokszamu egyiitthatotol kezdve az 6sszes értéke azonosan
2
0 kell hogy legyen. A lehetséges energia-sajatértékek igy: E, = h_g(g + 1), ahol k + |m‘ = (-t jeloltiik I-el (1
20
=0,1,2,..).

A differencialegyenletet kielégit6 polinom neve modositott Legendre-polinom, amit ij szimb6lummal jeldlink. A
forgd mozgast végzo tdmegpont sajatfiiggvényei tehat: ¢fy, - = (sjn(qﬂ))|m| P;“(cgs(qf]) ) et
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A Schrodinger-egyenlet megoldasa Coulomb-potencialban, H-atom

A szogfiiggd tagok levalasztasa utan:

1 RII+1) e
— f— T —
OMrdr? T 2MiZ dmeor

) Ri(r)=E - Ry(r)

Bevezetve U = rR-t:

R RA(I+1) €
——ullr - —FElulr)=0

o)+ ( OM2 dmeor (r)

R , , dmegh®
Ezek utan dimenziotlanitunk. Legyen p =r/rg és ¢ = E/ Ry, ahol a Bohr-sugar y 5 = — és a Rydberg-

A EE
et M,
alland6 Ry = —————— Ekkor:
(dmeq)?2h
d? I(1
dp? o’ p

A sziikséges hatarfeltételek:
m 0 — 20-ben u=0.
» o — ()-ban?

Hap — a 75 () akkor i ox p~ 1, erre hattatva a Laplace operatort az origdban Dirac-deltat kapunk, vagyis nem
elégitjiik ki a Schrodinger-egyenletet. Ezért itt is u=0 lesz a hatérfeltétel.

Az egyenlet megoldasi modszere Sommerfeld féle polinom médszer:

= Megoldjuk az egyenletet aszimptotikusan.

Az aszimptotikus megoldas p — OO-ben +F ahol v = / |£| A norma miatt csak a negativ eljel jo.

» A megoldast f(r) - 1),(7) alakban keressiik, ahol f (r) = Z @, 7" hatvanysor. Az f(r) eredeti egyenletbe
vald visszahelyettesitése utan kapunk egy rekurziot az an-ekre.

= A rekurzidé megoldasa elrontja az aszimptotikat, az egyetlen megoldas, ha a hatvanysorunk véges, vagyis
valamilyen n-re ap = 0. Ebbdl a feltételbdl kozvetleniil kapjuk az energiaszinteket. Az egyiitthatok
kiszamolasaval pedig a sajatfliggvényeket.

Az energiaszintek:

1
€= ——
?’1‘.2
n—1
Minden energiaszint Z 21+ 1) = nZ-szeresen degeneralt.
=0

Klasszikus hataresetek
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