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Perturbacioszamitas

A kvantummechanikaban eldbukkano problémak altalanossagban nem oldhatéak meg egzaktul. Sokszor van azonban,
hogy a vizsgalt rendszer Hamilton-operatora csak kicsit kiilonbdzik egy amugy egzaktul megoldhatd problématol:

H=Hy+K
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Azt varjuk, hogy ekkor a megoldas is csak kicsit fog kiilonbozni az egzakt megoldastol. Az ilyen alaka problémak
megoldasi médszerét perturbaciészamitasnak nevezziik.

Idofiiggetlen, nem-degeneralt eset

Ebben az esetben azokat a problémakat vizsgaljuk, amikor K id6éfiiggetlen és a perturbalatlan probléma nem elfajult,
azaz minden sajatértékhez egyetlen sajatfiiggvény tartozik. Feltessziik, hogy a perturbalatlan esethez ismerjiik a
megoldasokat, és a fentiek ismeretében keressiik a perturbalt megoldasokat:

0
Hoty, = By s

Rayleigh-tdl ered6 triikk a perturbalé operator kicsinységének figyelembevételére az, hogy egy kis A paraméter
szerint fejtiink sorba, amely majd késobb kapja vissza a A = 1 értéket:

H=Hy+ \K

A A-ban nulladrendet az ismert perturbalatlan megoldas adja. Bazisnak érdemes a perturbalatlan probléma
sajatfiiggvényeit hasznalni:

Hotn = By ¢y
(Ho)pynt = B8,

Ezen a bazison a Schrodinger-egyenlet matrixalakja
> Hpncn = Bey
n
EY —E9¢, + Ay Kpnc, =0
n

A sorfejtések:

E=EY L AW £ XE® 4
Cm = cﬂl + /\C,E;] + )\Ecﬁ] + ...

Ezt kell beirni az el6z6 Schrodinger-egyenletbe. A kiilonbozo tagok egyiitthatdirdl leolvashatok a kiilonbozo rendii
korrekciok.

A nulladrend ezt adja:
(E{GJ _ E{GJ) A —

Ennek megoldasa f? — Ejﬂ] és Cém

- Jt'm'

Az elsérendill energiakorrekciok:

E {1] - j{ﬁ
Az allapotvektorok elsérendii korrekcioi:
A1) — Ko
o] —_—
B,

Az energidk masodrendi korrekcioi:

2 |-'Eq;:1:'1ra.|2
E® = Z ED _ EO
nFEL 1L m
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A modszer alkalmazhato, ha a kiszamol korrekciok tényleg kicsik, vagyis a perturbacié atmeneti matrixelemei sokkal
kisebbek, mint a perturbalatlan energiaszintek kiilonbségei:

I {Tm_

mom| <!

Idofiiggetlen, degeneralt eset

Degeneralt esetben egyetlen energiasajatértékhez tobb sajatfliggvény is tartozhat. A perturbaco hatasara ezek az
energiaszintek fel is hasadhatnak (gondoljunk a Zeeman-effektusra). Ekkor az el6z6 modszer nem alkalmazhato. A A
nulladrendjére kapott egyenlet nem hatarozza meg a nulladrendii sajatvektorokat, mert vannak olyan
energiasajatértékek, amelyek megegyeznek. Fel kell hasznalni a kovetkezd rendet is. A kapott egyenlet:

S Ky = B® O

Ez igy rendezhetd at:

S (K — B 6,0 ) ¢ = 0

n

Ezen homogén egyenlet megoldasi feltételébol kapjuk a szekularis egyenletet amely megadja az elsérendii
energiakorrekciokat:

det| (K — EVI) | =0

Az eredeti egyenletben az elsérendii energiakorrekcidkat visszahelyettesitve megkapjuk a CE::":' nulladrendii
egylitthatokat. Ezekutan mar hasznalhatok a nem degeneralt eset képletei.

Idofiiggo eset

Az idofiiggd perturbacioszamitas logikaja az eddigiektdl eltérd. Mivel kis hatasok felhalmozodhatnak hossza id6 alatt,
ezért fel szoktuk tenni, hogy a perturbacié csak rovid ideig tart. Most is hasonlo sorfejtést alkalmazunk, mint az el6bb
a perturbalatlan feladat(Hgt),, = E| 1), sajatfiiggvényei szerint kifejtve a megoldast:

Y(t) = Y calt)n

fgy a Schrodinger-egyenlet:
i

Cp = —5 mCm (1) + )\Zfi’mﬂcﬂ(t)

A megoldast hatvanysor alakban kerssiik:

em(t) = V(1) + AV (1) + ...

A tovabblepés a kozonséges differencialegyenleteknél ismert allandok varidlasanak modszere. (A
kvantummechanikaban ebbdl lett a kélcsonhatasi kép.) Legyen:

b(t) = enEmic (1)

Ez nulladrendben allandé. Ezt az dlandot varialja a perturbacio jelenléte.

bon (1) = _%)\Z gwmnt | (1)
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ahol hiw,,,n = E,, — F,,.Az elsé rendet megkapjuk, ha a jobb oldalon bn(t) = bn(0) = cn(0) kozelitést
alkalmazzuk. A fenti differenial egyenletbol a b egytitthatok kiszdmolhatoak, segitségiikkel meghatarozhat6 a
végallapot hullamfiiggvénye. Ismert tehat a kezdeti és a végallapot, ebbdl felirhaté a K matrixeleme:

Ko = (@l K| )

Legyen a kezdeti(i) allapot egy perturbalatlan sajatallapot: cn(0) = din. Az atmeneti valdsziniiség:

t
ey
Pri= 2 f R (7)dr

0
Fermi-féle aranyszabaly

A Fermi-féle aranyszabaly folytonos/kvazifolytonos spektrumban segit atmeneti valoszintiségeket kiszamitani. o
korfrekvencaji periodikus perturbacioé esetén az idéegységre jutd atmeneti valosziniiség:

. 2w 2
H’rft' = E |Kft| (J(E‘f — Ez' + ﬁ&a‘) + J(E‘f — Et' — h&a‘))
Ez a formula megkaphato az el6z6 pontbdl kiiindulva t > > @ ! hatarérték elvégzésével. Allandé perturbacio esetén:
- 2m 2
Wi =+ [Kal 6(Ef — Ei)
Ha t6bb allapot valamelyikébe valo atmeneti valoszinliséget akarjuk tudni, akkor:
2w 5
Tri= - [Knl"p

ahol p a végso allapotok stirlisége(allapotok szadma energiaegységenként)

Variacios modszer

Az energiasajatérték egyenlettel ekvivalens allitds az a variacios elv, amely szerint alapallapotban
/¢=*H¢= _ (6| H|6) = min. = Fy

az n. gerjesztett allapot pedig tigy kaphatjuk, hogy az el6z0 szélséértékfeladatot azon mellékfeltételekkel oldjuk meg,
hogy az ¢n allapot ortogonalis az alapallapotra és az el6z6 n-1 gerjesztett allapotra is. Természetesen a feladat
altalanos megoldasa altalaban lehetetlen, ezért gyakorlati alkalmazasokban csak a Hilbert-tér egy leszlikitésén oldjuk
meg, valamilyen probafiiggvényt feltételezve, majd a paraméterei szerint elvégezve a szélséértékproblémat.

Ritz-féle variaciés modszer (*)

Akkor beszéliink Ritz-féle variaciés mdodszerrdl, ha a probafiiggvény valamilyen bazisfiiggvények linearis
kombinacidja:

¢ = Zﬂsﬁf’i

Ekkor az energia varhato értéke:
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N N
{Z_:l C; @i | H| 2—31 Cfﬁf’z'}

o N I _
{; c;i ] ;Cz‘@bz‘}

Ennek a c-k vagy c*-ok szerinti derivalasa egy linearis egyenletrendszerhez vezet, melynek megoldasi feltétele a
kovetkez6 altalanositott szekularis egyenletet adja:

det|/H — eS| =0
ahol az atfedési matrix:
Sz'j = {Gf’z'\ﬁf’j}
Problémak a kvantummechanika kozelito modszereivel

A perturbacioszamitas gyakorlati(pl. molekulafizkai) alkalmazasakor néha problémak meriilnek fel. Egyrészt
eléfordul, hogy az egyre ijabb rendekben kapott energiak oszcillalnak, masrészt pedig eléfordul, hogy gy tiinik,
mintha mar bekonvergalt volna a sor, de még néhany tag kiszdmolasa utan ismét elindul. Ezek a probléméak nem
allnak fenn a variacios modszernél, ott legalabb az irany mindig egyértelmii. De ott is el6fordul, hogy az energia mar
nagyon kozel van a jo(kisérleti) értékhez, de a hullamfiiggvény még meglehetésen messze.

Azonos részecskék, Pauli-elv

A Hamilton-operator szimmetrikus két azonos részecske(elektron) felcserélésére. Ezért a Hamilton-operator
kommutal a részecskék felcserélésével. Kovetkezésképpen valaszthato olyan energia sajatfliggvények, amelyek a
felcserélés operatoranak is sajatfliggvényei. Mivel kétszeri felcserélés utan az eredeti allapotba jutunk vissza, a
felcserélés sajatértéke csak 41 lehet, vagyis a felcseréléssel szemben a sajatallapot lehet szimmetrikus vagy
antiszimmetrikus.

Ha attériink az id6fiiggd Schrodinger-egyenletre, akkor a permutacioé operatora megmaradé mennyis€¢g(mivel a
Hamilton-operatorral felcserélhetd), igy a kezdeti szimmetria az id6fejlédés soran is megmarad.

Mint kidertilt, a hullamfliggvény szimmetridja a részecske fajtajabol kovetkezik:
m Feles spint részecskék(fermionok) hullamfiiggvénye antiszimmetrikus. Ebbdl az allitasbol rogton kdvetkezik,
hogy az atom elektronjai koziil semelyik ketté nem lehet azonos allapotban.

m Egész spinii részecskék(bozonok) hullaimfiiggvénye szimmetrikus.

Mivel nincsenek vegyes szimmetriaju részecskék, ezért minden részecskének tartozni kell valamelyik kategoriaba.
Azonos részecskék megeserélése az el6z6tdl megkiilonboztethetetlen allapotot hoz létre. Az azonos részecskék
megkiilonboztethetetlenek.

Atlagtérkozelités
Nem kolcsonhato azonos részecskék

Nem kolcsonhatd azonos részecskék esetében a Hamilton-operator egyrészecske Hamilton-operatorok dsszege:

N
— (1)
H-Y
=1
Ezesetben a Schrodinger-egyenletnek mindig 1éteznek szorzatalaki megoldasai:

¢(1!2!3! ) = ¢a(1)¢b(2)---
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ahol:
H¢,(1) = E.¢a(1)

Ezen szorzatok viszont még nem teljesitik a Pauli-elvet. Ennek kielégitésére az egyrészecske-allapotokbdl Slater-
determinans képezheto:

¢1(1)  92(1) on(1)
1(2) a2 (2
U(1,2,... N) = \/;_” ¢ ( ) & ( ) ¢ E( )
P1(N)  ¢2(N) on(N)

Ennek latszanak a megfeleld tulajdonsagai:

m Ha két részecskét(sort) felcseréliink akkor eldjelet valt.
= Ha két oszlop azonos akkor nulla lesz, vagyis nem lehet két részecske azonos allapotban.

Atlagtérkozelités

Tovabblépve a nemkodlcsonhato részekektol a kovetkezo kozelitést alkalmazhatjuk. Egy részecske helyén sok mas
részecskétol eredd erdt érez, ezt kiilsé térnek tekintjiik, és beirjuk az egyrészecske Schrodinger-egyenletbe. Ezt
megoldva Uj egyrészecske sajatfiiggvényeket kapunk, amelyek 6j teret adnak, ezzel Gjraszdmoljuk az egyenletet stb.
Addig iteralunk, amig a tér be nem konvergal, ezzel megkapjuk az 6nkonzisztens teret, vagy atlagteret.

Hartree-Fock madszer

Azt az atlagtérkozelitést, amikor egyetlen Slater-determinans alakjaban keressiik a megoldast, és ezzel végziink
onkonzisztens-tér kozelitést Hartree-Fock mddszernek hivjuk. Kicsit részletesebben is megnézziik.

A variacios elvbdl indulunk ki. Eszerint | = {¢|H ¢) minimalis. Ha a megoldast szorzatalakban keressiik: ¢ =

......

z 2
H+ ) (0|6 — B | 1 =0
k=1 th

Az egylenrendszert pedig szukcessziv aproximacioval oldjuk meg, els6 kozelitésben ¢k-kat hidrogénszertinek
feltételezve, és innen inditva az dnkonzisztens tér kozelitést. Ez a Hartree-médszer. Itt még lathatdan nem vettiik
figyelembe a Pauli-elvet.

A Hartree-modszer tovabbfejlesztése a Hartree-Fock médszer, amely Slater-determinans alaki megoldast keres:

¢1(1)  @2(1) ¢n(1)
1(2 39 (2 v (2
(1,2, N) = |71 %) o
v NI : : :
¢1(N) ¢2(N) On(N)
Ekkor I variacidjanak eltiinése a kovetkezo egyenleteket adja:
Z E'E Z E'E
H, + | — o)y — Ep | o — | —| @ 1=0
I ;{ﬁf’drmwa} 1] ¢ ;{ﬁmrm\ﬁbf}

Ezt ugyanugy szukcessziv approximacioval oldjuk meg.
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A periodusos rendszer

A kvantummechanika korai sikereinek egyike a periddusos rendszer megértése volt a Hartree-modszer alapjan. Az

eljaras a kovetkezd. A megoldasokat szorzat alakban keressiik: = H u’i, ¢s a Pauli-elv miatt nem enged;jiik meg,

J
hogy egy Uj elektronpalyat ketténél tobb elektron toltson be(két ellentétes spinii elektron). Az egyrészecske
Schrodinger-egyenletekben szerepld atlagos potencial mindig radialis szimmetriajiva atlagoljuk vissza, igy a kapott
egyrészecske allapotok jellemezhetdk az n fokvantumszammal és 1 mellékkvantumszammal. Az 1 fékvantumszamok
hasgyomanyos jelolése: s,p,d.f,...

Az elektronok learnyékoljak a mag potenciajat, igy ha egy elektron tavolabb van a magtol, akkor kisebb potencialt
érez. Az, hogy egy elektron milyen messze jar a magtol elsésorban a mellékkvantumszamatol fiigg, hiszen ahogy pl. a

hidrogénatomnal lathato, a radialis hullamfiiggvény r! hatvannyal indul. Masképp megfogalmazva, nagy I-re az
1(1+1)-el aranyos centrifugalis potencial miatt az elektron kintebb lesz. igy a magasabb 1 kvantumszamu allapotok
gyengébben kotottek, €s megsziinik a hidrogénatomnal még meglévo | szerinti degeneracid. Azonos fokvantumszamra
az I=0-tdl (n-1)-ig tart6 allapotok energiasajatértéke monoton nd.

A Hartree-kozelités megadja az elektronpalyak betoltésének sorrendjét:
Is, 2s,2p, 3s,3p, 4s,3d,4p, 5s,4d,5p, 6s,41,5d,6p, ...

Erdemes megfigyelni, hogy a betoltott legmagasabb fokvantumszama allapotok mindig s és p allapotok. Az atom
kiilsé hataran a fokvantumszam hatarozza meg, hogy egy elektronpalya meddig terjed ki. gy azt talaltuk, hogy a
kiils6 elektronpalyak s és p palyak. Marpedig a kiils6 palyak azok, amelyek meghatarozzak a kémiai tulajdonsagokat.
n=1 kiils6 héjjal 2 elem létezhet. n=2 kiilsé héjjal 2 - 3 - 2 = H n=3-assal ismét 8 és igy tovabb. A kémiai
tulajdonsagok az s,p palyak fokozatos betoltésébel valtozik, hogy aztan a kovetkezd fokvantumszammal Ujra kezdje.
Igy megértettiik a periédusos rendszert.

Virial-tétel(*)

A kvantummechanikai viridltétel mondja, hogy ha egy rendszer Hamilton-operatora:

2
H=T+V=) 2% 4V
ahol a potencialis energia k-adredii homogén fliggvény:
V(M) = NV (7)
akkor fennall a kovetkezé egyenloség:
k{V) = 2(T)
A leggyakoribb potencialokra:

= Coulomb-potencial k=-1
= Harmonikus oszcillator k=2

A Born-Oppenheimer kozelités

A molekulak elméletében kiemelt jelentOségli az a tény, hogy az atommagok tomege sokkal nagyobb az
elektronokéndl, ezért azok sokkal lomhédbban mozognak, mint az elektronok. Ez teszi lehetdvé, hogy a molekula
elektronproblémajat rogzitett magkoordinatakkal megoldva, azokat paraméternek tekintve, majd az igy kapott
energiafeliilet minimumat megkeresve megkapjuk a molekula alapallapoti energiajat(és hullamfiiggvényét). Ezt az
eljarast nevezik Born-Oppenheimer kozelitésnek. Az elektronprobléma megoldésa tobb energiat ad, ezekbdl tobb
potencialfeliiletet kapunk. Akkor alkalmazhat6 a kozelités, ha ezek a feliiletek szeparalva vannak egymastol.
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Kicsit részletesebben, a Born-Oppenheimer kozelitésben a hullamfiiggvény:
U = Uy (7, R) U oy (R)

ahol J ; (ﬁ R') a magkoordinataktol is fiiggd elektrondllapot, llfmg ( j‘_{') pedig a magok kozelit6 allapota. A

Hamilton-operator:
H=H,+H;,,

ahol az elektron Hamiltonja a kinetikus energiajuk, a magok vonzasa és az elektronok egymas kozti taszitdsanak
0sszege:

H.(R) =T+ V(r,R)
¢s a magok Hamiltonja a kinetikus energiajuk és egymas kozti taszitasuk 0sszege:
A lassan valtozé magkoordinataktol fliggd elektron sajatérték probléma:

H.(R)U.; (7. R) = U;(R)¥. (7, F)

Adiabatius kozelitésben az a kozelitd potencial, amelynek minimuma a kémiailag kotott allapotot jelenti:

— —

Vinag (F) + U;(R)

Ezen minimum koriil alakulnak ki a molekularezgések, amelyek kis gerjesztésnél harmonikusak, nagyobb
gerjesztésnél anharmonikusak. Még nagyobb gerjesztés disszociaciohoz, kémiai reakcidohoz vezet.

Formalisan gy kaphato meg a kozelités, mint az (me / mmag)1 "4 kis paraméter szerinti sorfejtés vezetd tagja. Akkor

romlik el a kozelités, ha az elektronok is lassan mozognak. Ahol egy [J; ( R) és Uj ( R) szint keresztezi egymast, ott

van lassi mozgas, ott keveresnek a molekula kiilonb6z6 gerjesztései. Az ilyen levert gerjesztési modust polaritonnak
hivjak.

Hellmann-Feynman tétel (¥)

A Hellmann-Feynman tétel szerint:

o 016

ax — VTIOA
ahol E a ¢ hullamfiiggvényhez tartozé energia, A pedig valamilyen paraméter. Ezen tétel segitségével ki tudjuk
szamolni a molekulaban a magokra hato eréket, amibdl lehet egyensulyi magtavolsagokat szamolni, ekkor A helyére a

magkoordinatakat kell irni és ekkor tulajdonképpen a potencial helyszerinti derivaltja all a képletben, ami mint tudjuk
az erd (-1 szerese).

A kémiai kotés
A kvantummechanika egyik nagy sikere volt a kovalens kotés megmagyarazasa. A kotés azért johet 1étre, mert a

kotott rendszer energidja alacsonyabb, mint az atomok energidjanak 0sszege. Ez azért van, mert az elektronok
hullamfiiggvénye besiiriisddik az atomok kodze. Ekkor:

= Coulomb-potencialban a viridl-tétel miatt:

B = () +(V) = —(V)
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Ha a magok kozott az elektronok 6sszestirisodnek, akkor a magok vonzoé potencialja 6sszeadodik, ami mélyebb
ereddt eredményez.

m Egy helyrdl lehet két magot egymas felé vonzani.(Hellmann-Feynmann tétel)
Vannak olyan effektusok is, amelyek a strlisodést akadalyozzak:
m Kisebb helyre szorulas a kinetikus energia novekedésével jar.
m Az elektronok kozotti Coulomb-taszitas
» Pauli-elv akadalyozza sok azonos spinii elektron 0sszegyiilekezését kis helyre, emiatt egy-egy molekulapalyan

ellentétes spinti elektronokbol parok alakulhatnak ki

Ez kvalitativ kép. A kvantitativ szamolasok nehezek.

A hidrogén atom

A Schrodinger-egyenlet megoldasa Coulomb-potencialban

A szOgfiiggd tagok levalasztasa utan:

1 RII+1) e
— f— T —
OMrdr? T 2MiZ dmeor

) Ri(r)=E - Ri(r)

Bevezetve U = rR-t:

B2 RAI+1) e
———ul — —F =0
23" F ( M2 dmer T )M
R , , dmegh®
Ezek utan dimenziotlanitunk. Legyen p =r/rg és ¢ = E/ Ry, ahol a Bohr-sugdr y p = T és a Rydberg-
e
et M,
alland6 Ry = ——————— Ekkor:
(dmeq)?2h
d? (1
dp? o’ p

A sziikséges hatarfeltételek:
m [ — 23-ben u=0.
» o — ()-ban?

Hap — a ?5 () akkor i ox p~ 1, erre hattatva a Laplace operatort az origdban Dirac-deltat kapunk, vagyis nem
elégitjiik ki a Schrodinger-egyenletet. Ezért itt is u=0 lesz a hatarfeltétel.

Az egyenlet megoldasi modszere Sommerfeld féle polinom médszer:

m Megoldjuk az egyenletet aszimptotikusan.

Az aszimptotikus megoldas f —+ OO-ben +F ahol v = , / |£| A norma miatt csak a negativ eljel jo.

= A megoldast f (T) . t,f,rﬂ(r) alakban keressiik, ahol f ('r) = Z @, T hatvanysor. Az f(r) eredeti egyenletbe

valod visszahelyettesitése utan kapunk egy rekurziot az an-ekre.
= A rekurzidé megoldasa elrontja az aszimptotikat, az egyetlen megoldas, ha a hatvanysorunk véges, vagyis
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valamilyen n-re ap = 0. Ebbdl a feltételbdl kozvetleniil kapjuk az energiaszinteket. Az egyiitthatok
kiszamolasaval pedig a sajatfliggvényeket.

Az energiaszintek:

1
€= ——
n?
n—1
Minden energiaszint Z 21+ 1) = n2-szeresen degeneralt.
=0

Atomi energianivok termjelolése

Az atomi energianivokat jellemz6 kvantumszamok:

n - fokvantumszam (1,2,3.4,... vagy K,L,M,N,...)

1 - mellékkvantumszam, az eredd palyaimpulzusmomentum kvantumszama (0,1,2,3... vagy S,P,D,F,...)
s - ered6 spinkvantumszam

j - 0sszes impulzusmomentum, értéke |1-s|-t6l I+s-ig valtozhat

m_j - magneses kvantumszam: j,j-1,...,-j

A hagyomanyos jelolés:

nZS + lIJ
Pl.: a natrium alapallapota 3281 /2

Magneses momentumok

Az elektron palyimpulzusédhoz tartozé6 magneses momentum:

i = G ;’B I
Az elektronspinhez tartozé magneses momentum:
}'Is — _gs?{jB S;
A magspinhez tartoz6 magneses momentum:
i = -2 T
Itt L az elektron palyamomentuma, S a spinje, I a magspin. A Bohr-magneton:
_¢eh
HB = E
A magmagneton:
_eh
U = m,

10/ 15
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A kiilonboz6 g-faktorok értéke elektronpalyara 1, elektronspinre 2(pontosabban 2,00232). Ez els6 adodik a
klasszikus kvantummechanikabdl, a masodik a Dirac-egyenletbdl. A kiilonb6zé atommagok g-faktorai, vagy
giromagneses faktorai tablazatban megtalalhatéoak. A mag-giromagneses faktor:

_ 9n
h

Finomfelhasadas

A spektrumvonalak els6 korrekcidja a relativisztikus hatasok figyelembevétele miatt keletkezik. Ez a hidrogén

crer

nagysagrendje: (Za)z, ahol Z a rendszam, o a finomszerkezeti-allando, igy a nagysagrend kb. ~ 1()~". Ez az effektus
tobb hatas Osszegése, tartalmazza a spin-palya kolcsonhatast, a relativisztikus energiakorrekciot és egy kiatlagolt
elektronmozgasi potencialt.

Spin-palya kolcsonhatas

A finomfelhasadast részben okozo spin-palya kdlcsonhatéas ugy tekinthetd, mint a spin magneses momentumanak
energidja az atom bels6 magneses terébe, mely az elektronok mozgasabol ered. A belso tér a palyaimpulzus-
momentummal, a spin magneses momentuma a spinnel aranyos, ezért:

H =¢(r)LS
Mivel:
1

LS = i(ﬁ — L - 8%

és S=1/2, ezért két energiaszint lesz, az j=1+1/2 energiaja nagyobb mint a j=I-1/2 szinté. A felhasad4s nem
szimmetrikus.

Hiperfinom felhasadas

A spektrumvonalak az elektronok maggal valé magneses kolcsonhatasanak és az atommag helyén levd elektromos tér
hatésara kialakulé magelektromos kvadrup6l momentum hatidsanak kovetkeztében tovabbi felhasadasoknak lesznek
kitéve. Altalanossagban ezek a finomszerkezetnél még legalabb egy nagysagrenddel kisebb effektusok.

A magmagneses dipolmomentum hatasa

A magmagneses dipolmomentum kdlcsonhatasa a valenciaelektronok altal a mag helyén keltett magneses térrel egy
nagyon kis mértékii felhasadast okoz az atomi spektrumokban. Hasonldan a spin-palya koélcsonhatashoz, a hozza
tartozé Hamilton felirhato ilyen alakban:

HA F — :1 jf j
Abhol a teljes impulzumomentum F=I+J. A felhasadas innen:

Lamb shift

A Dirac-egyenlet szerint az azonos j-khez és kiilonb6z06 1-ekhez tartozo nivok a hidrogén spektrumaban elfajultak.

Lamb ¢és Retherford(1947) kisérletileg kimutatta, hogy a hidrogén 2281 /2 és 22P1 /2 nivol 1058MHz frekvenciaval
elkiiloniilnek. A felhasadas mashol is jelen van, de joval kisebb. A Lamb-shift az elektromagneses tér zérusponti
energiajanak fluktuacidjaval kapcsolatos, kvantumelektrodinamikaval pontosan szamolhato.
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A hélium atom

A legegyszeriibb elméleti modszer a héliumatom kezelésére a kovetkezd. A Hamilton-operatorban a két elektron
taszitasat H' perturbacionak tekintjiik, igy a Hamilton-operator két H-atom Hamilton-operator és egy perturbacio
0sszege:

H=H, +H,+ H
a két H-atom operator dsszegének sajatértékproblémaja:
(Hy + Ha) ¢p(71)0i(72) = (Ex + Ei) orlr1) 0i(72)

ahol a @j-k H-atom sajatallapotok. Ezekutan a degeneralt perturbacioszamitas képleteit hasznalva a szekularis
egyenlet:

C-EY K
K C-EW

Ami alajpan az energiaszintek:
F=E.+E+C+tK
Coulomb-integral:
P -
€ = [ 16 Plon() P —drid’rs
Kicserélddési integral:
2
- P = = -
K = [ 6im)our)si (o) —d'rid’r;

Ilyen alaku integralok folyton eldjonnek atom- és molekulafizikai szamitasoknal. A nulladrendi kozelités
hullamfiiggvényeire pedig rendre:

A0
oy =
W

(Gf’a( )0:(2) + ¢:(1)Px(2))

G- (Gf’a( You(2) — @i(1) pr(2))

%| Hﬂ

adddik. A spint és a Pauli-elvet figyelembe véve a kdvetkezdt mondhatjuk. A szimmetrikus térbeli hullamfiiggvény
antiszimmetrikus spinhullamfiiggvénnyel(szinglet) szorzodik:

T+ —1=4)

Az antiszimmetrikus térbeli hullamfiiggvény szimmetrikus spinhullamfiiggvények valamelyikével(triplet) szorzodik
szorzodik:

|+ +)

|__
251+ +[=+)

Alapallapotban csak a szinglet valosul meg, hiszen k=1 miatt a masik esetben a helyfiiggé hullamfiiggvény azonosan
nulla.

12/15
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Stark-effektus

Az atom energiajanak elektromos tér altal bekdvetkezett falhasadasat Stark-effektusnak nevezziik. Az els6 gerjesztett
allapot Stark-effektusa a perturbacié szamitas elsd kodzelitésében aranyos az elektromos térerdsséggel, ezért linearis
Stark-effektusnak nevezziik. A linearis Stark-effektus szimmetrikus felhasadast eredményez. A négyszeres
degeneracio kétszeresre csokken. A H-atom esetében:

B\ = 4£3¢Ery,0,0

A linearis Stark-effektus csak hidrogénszerti allapotokra lép fel, vagyis akkor, ha az energia csak azn
fokvantumszamtol fiigg, €s az allapotok I szerint elfajultak. Az energia mevaltozasa a perturbacioszamitas masodik
rendjében jelenik meg;

Euim = E 9 + E*(a + 3-m?)

ahol a,p allanddk, m a magneses kvantumszam.

Z.eeman-effektus

A Zeeman-effektus az aranylag kis magneses tér hatdsara bekovetkezo, egyébként degeneralt energiaszintek
felhasadasa. A magneses térnek olyan értelemben kell kicsinek lennie, hogy az az alapallapot Hamilton-hoz
perturbacidként jaruljon hozza:

H=Hy+ K

Ahol a perturbacié az atomi magneses momentum €s a magneses tér szorzata:

Az atomi magneses momentumhoz a mag is hozzajarul, azonban ez t6bb nagysagrendel kisebb az elektron
jarulékanal, igy elhanyagolhatd. A magnesesmomentum a teljes impulzusmomentumot tartalmazza. Ha a spin-palya
csatolas er6s, akkor csak a teljes impulzusmomentum marad 4llando, szemléletesen a palya- €s spin momentumok
precesszalnak az allando teljes impulzusmomentum koriil. Kiatlagolva idében a két nemmegmaradd momentumot:

_ (S
S ="t d
+_(L-J)
L=-"5"J

Ezeket beirhatjuk a magnesesmomentum kifejezésébe, megszorozva a megfeleld giromagneses faktorokkal, és igy
megkapjuk az idéatlagolt perturbaciot. Behelyettesitve, és a z-vetiiletet véve a perturbacio:

K = _#Bijgj
Ahol pp a Bohr-magnetron, és g_j a felhasadast a kvantumszamok fliggvényében megad6 Landé-faktor:

_JI+1)=85(5+1)+ L(L+1) JJ+1)+5(5+1) - L(L+1)
97 = 9 20(J + 1) s 27(J + 1)

A H; molekulaion, Kicserélédési kolcsonhatas(*)

Kétatomos molekulak

Altalanos megjegyzések
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m A tér szimmetrikus a két atommagon atmend tengelyre, ezért az impulzusmomentum ezen tengelyre vett
vetiilete megmarad. Ezt a vetiiletet A-val szokas jellni, és 0,1,2 értékei esetén rendre X — ,IT — ,d-termrdl
beszéliink.

= A molekula tengelyét tartalmazo sikre valo tiikrozés az impulzusmomentum el6jelét megforditja(axialvektor).
Kovetkezik, hogy a X-termek kivételével a tobbi kétszeresen elfajult(ezek a sajatfiiggvények az
impulzusmomentum eldjelében kiillonboznek). Egy X-term tiikrozés esetén egy allandoval szorzoédhat, mivel

kétszeres tiikrozés azidentitassal egyenlo ez az allandd 4-1, ezek alapjan szokas X " s T termekrdl beszélni.

m Két azonos atombol all6 molekula szimmetrikus az atommagokat 6sszeko6t6d szakasz felezOpontjara is. Az erre
valo tligrozés szerint beszélhetiink paros(h) és paratlan(u) allapotokrol. Ez utdbbi az elektronkoordinatak
eléjelének megvaltoztatasakor eldjelet valt. Jelolés pl.: Ty

» Empirikus szabaly: kémiailag stabil kétatomos molekulak tulnyomo6 tobbségének alapallapota teljesen
szimmetrikus(a molekula minden szimmetridjara invarians)

» Termeket abrazolhatjuik grafikusan a magtavolsag fliggvényében. Tétel: Csak kiilonboz6 szimmetriaji termek
metszhetik egymast.

A vegyérték

Tekintsiik a Hy molekulat. Ennek a legalacsonyabb impulzusmomentumu lehetséges termjei az Iy spinszinglett

allapot és a ) spintriplett allapot. A spintriplett szimmetrikus spinhullamfiiggvényt jelent, ami a Pauli-elv miatt
antiszimmetrikus helyhullamfiiggvényt. Azonban egy antiszimmetrikus helyhullamfiiggvény |'f'1| = |’r_'2 |—nél eltlinik,

igy nem lehet az alapallapot. Kémiaban szokasos kifejezés szerint csomoésikja van az elektronpalyanak. Részletes
szamolas szerint valoban a 'S termnek a magtavolsagfiiggvényében minimuma van, mig a 3% termnek nincs(lazité

allapot), igy az alapallapot a IS term. Vagyis alapallapotban a spin 0. Mind kidertil, a fécsoport elemeinek majdnem
minden kémiailag stabil molekulaja rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Azt, hogy az ilyen tipusu, tisztan
kvantummechanikai kotés(kovalens kotés, azaz mindkét atomra kiterjedé molekulapalyak altal alkotott kotés) a
spinnel kapcsolatos, Heitler ¢s London felfedezése volt. Ez teszi lehet6vé a vegyérték fogalmanak bevezetését. Egy
atom vegyértéke egy atom spinjének kétszerese, ami a koriilotte talalhato elektronok spinjének 0sszege. Atomok
egyestilése soran pedig a vegyértékeknek kolcsonodsen telitddnie kell, vagyis egy atom minden vegyértékkotésének
meg kell feleljen egy masik atom vegyértékkotése.

A Hz molekula(*)

Molekulak rezgési és forgasi spektruma

Az eddigi leirasok az 416 molekuldkra vonatkoztak. Egy molekula azonban végezhet forgd mozgast is, amely szintén
kvantalt, azaz csak diszkrét energiakat vehet fel, és csak diszkrét kvantumokban gerjeszthetd. Ezenfeliil a
molekuldkban, ha megfeleld a potencialfeliilet és az molekula geometridjahoz képesti alapallapotbeli eltérések
harmonikus oszcillatorként kozelithetdek, akkor ezek a kotések is gerjeszthetdek a rezgés modusanak megfeleld
energiaju fotonokkal. Tipikusan a rezgési gerjesztési hullimhossz a kozép-infravoros (30—2.5 um) tartomanyaba esik,
az ennél kisebb energidji forgasi gerejsztések kisebb energian, a tavoli-infravorosben (1000-30 pm) vannak. Mivel
ezek a kisenergiaju gerjesztések igen érzékenyek és specifikusak a molekula geometriajara, illetve az elektronok
potencialfeliileteire, ezért egyediilalloan pontos szerkezet- és anyagmeghatarozasi lehetdségeket biztositanak. Ez
vezetett a megfeleld spektroszkopiak kialakuldsahoz.

Kis gerjesztések esetén a rezgési spektrum kozelithetd harmonikus oszcillatorként, kétatomos molekulakra:

1
Ere:g = M(H—F §)

ahol

7
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ahol p a molekulatomeg, k a kémiai kotés erdsségére jellemzo eréallandé. Tobbatomos molekulakra a rezgési
spektrum elsd korben tobb fiiggetlen oszcillatorral kozelithetd:

1
Ers: = hwt'(”z’"’ _)
) _ 9
T
A forgasi energia pedig els6 korben merev rotatorként képzelhetd el. Mivel a forgasi energia lényegesen kisebb a
rezgesinél, ezért elsd korben a kettd tekintheto fiiggetlennek.

IR- és Raman-spektroszkopia

Az IR (infravords) spektroszkopia dsszefoglalo neve a forgasi és rezgési spektrumok tanulmanyozasara szolgalod
spektroszkopiai modszereknek. Az egyes rezgések igen hatarozottan specifikusak az egyes molekularis csoportokra,
illetve kotésekre, sot a spektrumvonalak finomszerkezete az izotopokra is érzékeny. Az elméleti szamolasok itt igen
elbonyolodnakm sokszor nem élhetiink az energiaszintek adiabatikus kozelitéssel sem. A forgasispektroszkopianak
tovabbi hatranya, hogy csak gazfazisban hasznalhatd, mert folyadékban és gazokban az {itk6zések elnyomjak a
hatasat. Tovabba sziikséges hozza (elso kozelitésben), hogy legyen a molekulanak eredé dipélmomentuma.

Az fenti modusok gerjesztésének egyik mas modszere a Raman-spektroszkopia, ez a fotonok rugalmatlan szorasa a
kiilonb6z6 gerjeszthetd részeken (fononokon, molekularis elektronfelhdn, kémiai kotéseken), aminek kdvetkeztében
energiat ad at az adott modusnak, amialtal megvaltozik a besugarzott foton frekvenciaja és az észlelt spektrumban
vonalak jelentkeznek. Ezzel parhuzamosan a felgerjesztett modus egy id6 utdn visszatér az alapalapothoz kozeli, de
gerjesztett szintre. Az alapveto kiilonbség az infravords és a Raman-spektroszkopia kdzott, hogy az infravorosnél
beusgarzott foton elnyelddik, és kozvetleniil csak a rezgést gerjeszti, mig a Raman spektroszkdpidnal egy joval
magasabb szintre torténd gerjesztés utani visszaallas vezet ugyanarra az energiaszintre.

Ha az alapallapotbol torténé gerjesztés utan a visszatérés az alapallapotba torténik, az a klasszikus Rayleigh folyamat.
Ha a visszatérés magasabb szintre torténik, példaul az el6bb részletezett esetben, akkor Stokes-folyamatrdl, ha kicsit
gerjesztett allapotbol mélyebb allapotba tériink vissza, akkor anti-Stokes folyamatrdl beszéliink.

Alagut-effektus

Tekintsiink egy rendszert, ahol a hullamfiiggvénynek az egyik kdzegben exponencialisan lecsengd megoldasa van, de
a kozeg két végén oszcillald megoldasa. Ha a kozeg egyik oldalan példaul felvesziink egy hullimcsomagot, ami adott
sebességgel halad az exponencidlisan lecsengd régio felé, akkor véges valdsziniisége lesz annak, hogy a
hullamcsomag atjut a kdzegen, és a masik oldalon folytatja utjat. Ilyen jelenség van példaul az atommagban az
alfarészecskékkel.
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