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Az egyensulyi statisztikus fizika feltevései

I. posztulatum: A magukra hagyott makroszkopikus rendszerek kellden hossza id6 utan a termodinamikai egyensuly
allapotaba kertlnek.

Az egyensuly beallasaban fontos a rendszer részrendszerei kozotti kdlcsonhatas, ha az egyensuly mar beallt, akkor
viszont a kdlcsonhatas az esetek tobbségében elhanyagolhato.

II. posztulatum: Egyensilyi allapotban 1év6 rendszer minden olyan mikroallapotat egyenld valosziniiséggel veszi fel,
amely a rola szerzett, nem teljes informacioval (tipikusan makroszkopikus allapotjelzével) Osszeegyeztetheto.
Masképp fogalmazva, ha a rendszerrdl kevesebb informacionk van, mint amennyi az 6sszes mikroallapotot rogzitené,
akkor az altalunk megfigyelhet6 allapotot a rendszer egynél tobb mikroallapottal tudja megvaldsitani, és ezeket
egyforma valdszinliséggel fogja felvenni.

Ez a posztulatum azt jelenti, hogy nem vetitlink a rendszerre olyan informaciot, amelyet nem tudunk réla. Ez pedig a

statisztikus fizika kivételével minden mas tudomanyagra jellemzd! A feltétel matematikai megfogalmazasa az entropia
maximalizalasat jelenti.

A Gibbs féle sokasagfogalom

Egy makroallapothoz nagyon sok kiilonb6zé mikroallapot tartozik. Ezt gy mondhatjuk, hogy a makroszkopikus
tulajdonsagok ismerete nem egy makroszkopikus testet hataroz meg, hanem azok egy sokasagat. Ezt a halmazt
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nevezziik Gibbs féle sokasagnak.

Termodinamikai egyensulyban I€vo rendszerek esetében a rajtuk végzett mérések eredménye fliggetlen a mérés
idejétdl, igy a mért érték a mennyiség idobeli atlaganak tekinthetd. A mérés ideje alatt azonban a rendszer sok
mikroallapotat megvalositja, igy azt varjuk, hogy a sokasagra vett atlag megegyezik az idébeli atlaggal. Ha ez teljesiil,
akkor a bonyolult idébeli atlagtol eltekinthetiink.

A sokasag megadasa eloszlasfiigvénnyel torténik. p(i) azt adja meg, hogy milyen valosziniiséggel van a rendszer az i.
allapotaban. A normalast a

> p(i) =1

feltétel adja. Egy A fizikai mennyiség sokasagatlaga pedig:

>_A@@)p(d)

Kvantumos rendszer esetén ez a rendszer allapotaira valé szummazast jelenti, azonos részecskékbdl allo klasszikus
fizikai rendszer esetén pedig

dqdp

Z - f N3N

helyettesités alkalmazandé. Az N! és a h3N tag sziikségességére késobb talan még visszatériink. Egyelore annyit
emlitiink meg, hogy nyilvanvalé modon, egy klasszikus fizikai rendszer végtelen sok allapotban lehet, hiszen
folytonos értékeket vesznek fel mind a koordinatak, mind az impulzusok. Ahhoz, hogy meg tudjuk szamolni az
allapotokat, a fazisteret valahogy diszkretizalni kell, példaul kis hiperkockakra kell bontani. Ha a rendszer egy adott
kockaban van, az tekinthetd egy allapotnak. Dimenzidanalizis adja, hogy a képletben szerepld h-nak hatasdimenzioju
mennyiségnek kell lennie. Az, hogy ez ténylegesen a Planck-allandd, pedig a kvantumstatisztikak klasszikus
hatardtmenetének elvégzésekor olvashato le. Az N! szorzo kvantummechanikai esetben szintén természetesnek hat,
hiszen az azonos részecskék megkiilonboztethetetlenek, azonban a klasszikus fizikaban ez nem igaz, ez vezetett a
Gibbs-paradoxonhoz, amely 1ényegében azt jelenti, hogy ahhoz, hogy az entrdpia extenziv mennyiség legyen,
szilkség volt az N! bevezetésére.

Az entropia

Definici6 szerint az entropia:

Sz—k/p-ln,ﬂ

Az entropia maximalizalasa jelenti a II. posztulatum teljesitését. Miért?

Az igy definialt entrépia a Shannon féle informaciéelméleti entropia:

Sing = — sz'lﬂgz(ﬁ'z')’

ahol pj altalanositott valosziniiségeloszlas. Ennek a kdvetkez6 tulajdonsdgai vannak:

» Biztos eseményre minimalis.
= Ha pj = p minden i-re, akkor maximélis.
m Fliggetlen eloszlasokra additiv.

Ezek pont azok a tulajdonsagok, amiket az entropidtol elvarunk. Tehat mindig az entropia szélséértékét kell keresni, a
makroszkopikusan adott mennyiségeket mint mellékfeltételt figyelembevéve. Ennek matematikai modszere a
variacioszamitas alkalmazasa az S funkcionalra, a mellé¢kfeltételek pedig Lagrange-multiplikatorok segitségével
vehetdk figyelembe.
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A mikrokanonikus sokasag

A mikrokanonikus sokasag a zart rendszer statisztikus modellje. Itt az ismert makroszkopikus feltétel az, hogy a
rendszer teljes enerigaja E és E + 6E kozott legyen. Az eloszlasfiiggvény:

1

pli) = mhaff < F; < F 4+ E, mashol pedig 0.

Ahol mikroallapotok szama:
UESE)= Y 1
E<E;<E+43E

illetve klasszikus esetben

1 .
V(E,0E) =~y f dadp
E<E(§p)=E+4E

Itt hallgatolagosan kihasznaltuk, hogy a fazistérbeli stirliség csak az energiatol fiigg. Ennek hatterében az all, hogy
dp

stacionarius megoldast keresﬁnk(d_ = (). Ebbdl a Liouville-egyenlet szerint kdvetkezik, hogy a fazistérbeli siiriiség
ot

csak additiv mozgasallandoktol fiigghet. Megfelel6 koordinatarendszert valasztva az impulzus és az
impulzusmomentum 0, igy a fazistérbeli stirliség valoban csak az energiatdl fiigg. Ez a hatalmas redukci6 a
paraméterek szamaban(p ]\ —s 1) a statisztikus fizika egyik legfontosabb elméleti pillére.

crer

amely zart rendszerre érvényes:
S =k-InQ(E,6E)

Innen még gy tlinhet, hogy az entropia még fligg a kis OE megvalasztasatol is, ez azonban nagyon jo kozelitéssel nem
igaz, sOt, gyakorlati alkalmazasokban Q(E,0E) helyettesitheto:

QE) = Z Lg

O<Ei<E

illetve klasszikus esetben a:

1 .o
(B, 0E) = f dydp

0<E(gp)<E
fiiggvénnyel.

Az S természetes valtozoi az extenziv allapotjelzok: S(E,V,N).

Ha x egy fizikai mennyiség, akkor annak a valdszintisége, hogy egy Xk értéket vesz fel

O(E,SE, x3)

b= —qEm)

ahol Q(E,d5E xk) azon allapotok szama, amelyek az energia (E,E + SE) kozotti értéke mellett még rogzitett X = Xk
értékkel is rendelkeznek.

A homérséklet

Tekintsiink egy zart rendszert, amely két alrendszerbdl all, melyek kozott energia aramolhat. Ekkor az sszes
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allapotok szama egyenld a részrendszerek allapotszamainak szorzataval:

Q(E,SE) = O4(Ey, 8E)W(E — E,, 0F)

Ekkor az egyenstly feltétele (az entropia szélsoértéke: = () a kovetkez6hoz vezet

¥

‘1
05, _ 05,
OE, 0F,

mivel tudjuk, hogy az egyensulyi feltétel a fenomenologikus termodinamikaban a hdmérsékletek egyenldsége, ezért
dimenzidanalizissel adodik, hogy a T homérsékletet érdemes a kovetkezéképpen definidlni:

1_05
T~ 9E

Kés6bb majd latjuk, hogy ez valoban ugyanaz, mint a termodinamikai hdmérséklet.
A nyomas

Tekintsiink egy olyan zart rendszert, melynek egyik alrendszere E| energiaja, N részecskét tartalmazo gaz, a masik
alrendszere pedig egy E» energiaju rugo, a két alrendszert dugattyu valasztja el. Itt ismételten keresve az entropia
széls6értékét, a mechanikai egyensuly feltételével (erdk egyenldsége) Osszeegyeztethetd egyenldséget kapunk, ha a
gaz p nyomasat a kovetkezéképpen definialjuk:

p 0S8

T IV

A kémiai potencial

Ha egy olyan rendszert tekintiink, melyek két alrendszere részecske €s energiacserére képes, térfogata viszont

allando. Ekkor szintéén kapunk egy egyensulyi feltételt, amely a kémiai potencialok kiegyenlitédését adja, ha a
kémiai potencial a kovetkezOkppen definialjuk:

no 05

T 8N
Fundamentalis egyenlet

Az el6z6 harom pontban leirtak szerint az entropia teljes differencialja:

1 P B
dS = =dE + ZdV — =d\

ennek atrendezése adja a fundamentalis egyenletet:

dE = TdS — pdV + pdN

Az elso fotétel

Legyen egyelore a részecskeszam allandd. Hasonlitsuk 6ssze a termodinamika elso fotételét a fundamentalis
egyenlettel! Az els6 szerint:

dE = 6Q + 6W
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a masodik szerint:
dE = TdS — pdV

Vonzo otlet a két egyenlet egyes tagjait azonositani, de ez a legaltalanosabb esetben nem helyes. Persze a bal oldalak
azonos kezdo- és végallapotok esetén egyenloek. Az els6 egyenlet az energiamegmaradast fejezi ki, a test
energidjanak megvaltozasa egyenl6 a munka €s a hokozlés dsszegével. A masodik egyenlet csak egyensulyban
értelmezhetd, hiszen T és p egyébként nem értelmes mennyiségek, tehat ez az egyenlet csak két egyensulyi allapot
energiakiilonbségérol szol. De altalanosan nem igaz, hogy TdS = 8Q. Példaul tekintsiink egy olyan zart rendszert,
amely egy V,T,p allapotjelzokkel leirhatd gaztol egy elvalasztoval elvalasztott dV térfogati vakuumot tartalmaz még.
Ekkor ha a valaszfalat a feliilet normalisara meréleges iranyban kirantjuk, akkor 8W = 0, hiszen merdleges az
elmozdulas és az erd. Ugyanakkor a rendszert zart, tehat 6Q = 0. Ekkor dE=0. Ugyanakkor pdV nem 0, és TdS=pdV.
Ezért () # T'dS. Ugyanakkor, ha a folyamat olyan lassan megy végbe, hogy a valtozas kozben a rendszert
pillanatnyi paramétereivel jellemzett egyensulyi allapotban 1évonek vehetjiik (kvazisztatikus folyamat), akkor az
egyenlet két tagja valoban egyenld, hiszen térfogati munkat tekintve:

SW = —pdV
Ebbdl kovetkezik, hogy:

_ 99
T

Belattuk, hogy a termodinamikai és a statisztikus fizikai entropia fogalom ekvivalens.

dsS

A masodik fotétel

A masodik fotétel szerint spontan folyamatokban az entrépia mindig nd. Ez az allitas kovetkezik az

S =k - Q(E, V, N) definiciobdl, ugyanis spontan valtozasokban az llapotok szima mindig nd. Példaul, ha egy
hoszigetelt edényt valaszfallal két részre bontunk, és az egyik felében gaz van, a masikban vakuum, akkor a valaszfal
elhiizasa utan a gaz kitolti az egész edényt, megvan minden korabbi allapota, de nagyon sok mas is, igy az entropia
no.

Nem zart rendszer esetén a masodik fotétel:

oQ

ds > —
ez is konnyen belathato, ha az A rendszerbol és az A' tartalybol allo zart rendszert tekintjiik, a tartaly ugyanis nagy,
benne a valtozas kvazisztatikus ezért entropivaltozdsa — ——, a teljes rendszerre pedig igaz a zart rendszerre

0

vonatkoz6 f6tétel.

A harmadik fotétel

A harmadik f6tétel azt mondja ki, hogy 0 hémérséklethez tartava az entropia is 0-hoz tart. Ez nem igazolhato
altalanosan, csak a konkrét rendszer tulajdonsagait figyelembe véve.

Kanonikus sokasag

A kanonikus sokasag a hotartalyban 1év0 test statisztikus modellje. A szokasos normalési feltétel mellett adott az
energia varhatoértéke:

fE-p-dr:{H):a.don

A Lagrange multiplikator mddszerrel ezt a kényszert figyelembe véve az eloszlasfiiggvényre a kovetkezd adodik:
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1
pli) = e "

ahol B mint Lagrange-multiplikator jelent meg, ahol az allapotosszeg:

Z = Z e B

illetve N klasszikus részecske esetén:

1 —3BGA) § 7
e | ¢ 0P

B dimenzidanalizis miatt energia mértékegységli. Hogy pontosan micsoda, az a kovetkezoképpen dontheto el.
Tekintsiink egy zart rendszert, amely all a kérdéses kanonikus rendszerbdl és a hétartalybol. A kettd egyiitt a
mikrokanonikus sokasaggal irhato le, a rendszer Osszenergiaja E. Ekkor annak a valosziniisége, hogy a kis méretii
rendszer energiaja Ej:

O (E-E)
pt) = @)

7 =

ahol T a hotartalyt jelenti. Feltételiink szerint £; < F, vagyis ha In p-t sorbafejtjiik, akkor:

Inp =~ konst. + nQr(E) — (M> E; + ..
dEr Br—E

Innen mar leolvashato, hogy

1

Az ekviparticio tétele

Ha egy klasszikus rendszer Hamilton operator H = ax® + Hy alaku, ahol Hy nem fiigg x-t61 (ami tetszdleges impulzus
: 1 . .
vagy koordinatakomponens), akkor {a 3;2} = § kT, azaz a Hamilton ezen részére atlagosan § kT energia jut. Ez az

ekviparticio tétele. A kanonikus formalizmus alapképleteit hasznalva kdnnyen belathato.
Az ekviparticiotétel sok egyszerli eredményt ad, ilyen pl.:

Egyatomos idealis gaz energiaja:

3
E = §NkT

Dulong-Petit szabaly: Eredetileg empirikus Osszefiiggés a szilardtestek hokapacitasarol. Akkor kaphatéo meg, ha
feltételezziik, hogy a szilard test N fliggetlen 3 dimenzios oszcillatorbdl all. Ekkor

Cy = 3NE.
Egyensuly koriili fluktuaciok

Az energia varhato értéke:

_l e AR ld_Z
B =z 2B =753
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hasonléan
() = L &z
A
Az energiafluktuaciok négyzete:

1077

) - (27 = 355 (

= ;C]ﬂ@ = kT?Cy

107\* __o(E)
98 oT

Z 93

Kihasznalva, hogy a h6kapacités és az energia extenziv mennyiségek révén aranyosak N-el relativ fluktudciok:

JELEE

i

E? N

ami, mivel N nagyon nagy szam (1023) arra utal, hogy a fluktuaciok makroszkopikus testek esetén nagyon kicsik.
Kérdéses azonban, hogy mekkora az aranyossagi tényez0, ez ugyanis fazisatalakulasok kozelében nagyon megnohet.

A szabadenergia
Ha E energidhoz Q(E) allapot tartozik, akkor az allapotosszeg:
Z=3 Q(E)e "

a termodinamikai limitben az energiaeloszlas Dirac-delta szer(i, ezért

E
klnZ = 5 — T

crer

F=F-T5=-kTlnz

A szabadenergia szemléletesen egy zart rendszerbol kinyerhet6 hasznos munkat méri allando hémérsékleten és
nyomason.

Annak a valosziniisége, hogy egy x extenziv mennyiség értéke X legyen:

Plz) = % % Q(E, z)e F

kihasznalva, hogy a makroszkopikus testek esetén E eloszlasa nagyon keskeny a szummat egyszeriien a
legvaloszinlibb értékkel helyettesithetjiik:

L om 7_ 1 , 1
P(I) =~ EQ(E,.’E}E_'&E — EES{E)."‘&—.&E — EE_'IjF{EJ

vagyis az egyensuly (a legvaldszintibb allapot) feltétele F minimuma.

Nagykanonikus sokasag

Ha a kis rendszer a nagy rendszert6]l nem csak hét vehet at, hanem a részecskék is "atmehetnek a falon", akkor
nagykanonikus sokasagrol beszéliink, ekkor az energia €s a részecskeszam atlagértékét tekintjiik adottnak:

[E-p-dr = (H)

7/10
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fN-p-dF:{N)

A Lagrange-multiplikator mddszer szerint az eloszlasfiiggvény:

1 —3E+aN

pli) = 5¢

ahol — B, a a kiilonbozoé mellékfeltételekhez tartozo Lagrange-multiplikatorok. A kanonikus eloszlasnal leirthoz
hasonlo6 elemzés szerint pedig

. 1
P =T
L

kT

a normalashoz sziikséges Q tényezo pedig:
Q= Z Z E-ﬁ(ﬂv (i)—p-N)
N i

illetve a klasszikus esetben:

—BEN—p-N) JT

Q= Zf h3NN|

A nagykanonikus potencial

ph

Q=> Q(E,N)e” T
termodinamikai hataresetben az eloszlasok élesek:

r
k-lnqzs—%+“;

crer

&=FE_TS - uN = —kThQ
A nagykanonikus potencial (vagy Landau-potencial) minimuma lesz az egyenstly feltétele nagykanonikus sokasag
esetében. Ez a szabadenergidnal leirthoz hasonlé gondolatmenettel belathat6. Kémiai egyensulyban tehat ©
minimalis.

A Kklasszikus idealis gaz

Az eddigiek alkalmazasaként lassuk a klasszikus részecskékbdl allo nem kolesonhatd gaz példajat.

Bernoulli-formula(*)

Tekintsiink egy nagyon egyszertii modellt. Egy valamilyen edényben 1év6 klasszikus idedlis gaz esetén, feltéve, hogy
er6 csak a fallal val¢ iitkdzéskor lép fel, a virial:

f Frds = —p f AFdS = —p f VidV = —3pV
= 1o

8/10
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Tovabba:

d : :
dt Zﬁfﬁ = ZP{G + Zﬁfﬁ
egyenlet idéatlagolasaval:

0={> Fr)+2N{e)

ahol € egy részecske energidja. A két egyenlet dsszeolvasasaval

2
pV = gf\r{é}

Maxwell gondolatmenete

Maxwell gyakorlatilag még a statisztius fizika megsziiletése elott levezette az idealis gaz sebességeloszlasat. Annak a
valoszintisége, hogy egy atom sebessége d?v-be esik:

f(@)d*
Maxwell gondolatmenete a kdvetkezo volt:

® Nincs kitiintetett irany

vagyis f (‘ 1,1|) szerint fligg, vagyis f-nek v szerinti gradiense parhuzamos v-vel:

10f(@) _ 10f(0) _ 19f(3)

v, v, v, duy, v. Ov.

m Vy,Vy,V; fliggetlen
f('{!) = Q(UE}Q(UH)Q(U:}
ezért:

o) o) o)
veg(vz)  vug(vy)  vig(v:)

Ennek a differencialegyenletnek a megoldasa:

ahol mar g normaltsagat is kihasznaltuk. a értékét megkaphatnank az ekviparticié felhasznalasaval, hiszen
2
U =
(2) = 5-

allapotegyenletének kombinalasaval jutott arra a kdvetkeztetésre, hogy cv = ——. A sebesség abszolut értéke

2KT

, de ez Maxwell idejében még altalanosan nem volt ismert. Helyette a Bernoulli-formula €s az idealis gaz

szerinti eloszlas:

m

3
T :I'.Iu)?
1 1= | ——— BT 12 31
F(v)dv (QTTR:T) e dmv*du

Kanonikus sokasagban

9/10
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Természetesen a kanonikus sokasag ismeretében a sebességeloszlas rogton leolvashatd az alapképletbol. Tobb is
megtehetd azonban. Megkaphato ugyanis az idealis gaz allapotegyenlete. Az allapotdsszeg 3N Gauss-integral
kiszamitasa utan:

7= (2rmkT)*?
3N N
A szabadenergia:
3N

F = —kTnZ = —kT(NInV — 3NInh — InN! + =~In (2mmkT))
A nyomas:

dF N
P=pv =My
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