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A mechanika elvei

A klasszikus mechanika alapvetd torvényeinek megfogalmazasat Newton megtette. Azonban ugyanezek az elvek megfogalmazhatoak
szamos, a Newton-i axiomakkal ekvivalens, azonban matematikailag mas alakban, ami sokszor szemléletesebb, illetve egyszeriibb tud lenni.
Ezek a mechanika elvei, amelyek nem bizonyithatd axiomak, ezek helyességét a tapasztalatok adjak.

A virtualis munka elve

Vegyiink egy N anyagi pontbdl all6 mechanikai rendszert, amelynek koordinatai Xi, Vi, zj, a hato er6t pedig Fi jeloli. Legyen drj az i-edik
anyagipontnak a kényszerek altal megengedett infinitezimalis és virtualis elmozdulésa. Itt a virtualis alatt azt értjiikk, hogy nem tartozik ezen
elmozulasokhoz id6tartam. A targyalt rendszer akkor lesz egyensulyban, ha a hato erdk virtualis munkéja zérus:

X
S Fiér; =0
i=1

Szabad mozgas esetén minden orj tetszéleges, tehat az erdvektoroknak kell zérusnak lenniiik. Ha van N pontunk, akkor azokhoz 3N darab
koordinata tartozik, és ennél kevesebb kényszerfeltétel lehet adott, kiilonben nincs mozgas. Itt most feltessziik, hogy a kényszereink egy
feliiletre korlatozzak a rendszert, és ezért alakjuk igy irhato:

t}‘f’(?‘l, Ta, ...,TN) = D

A kényszerfeltételek a virtualis elmozdulasok alatt is kell, hogy teljesiiljenek, ebbdl valamint egy infinitezimalis elmozdulashoz tartozo
Taylor-sorfejtésbol belathato, hogy a kényszerfeltételek a kovektezd altalanos alakba irhatoak:
N
) gradggdr; =0k =1,..,5 <3N
i=1
Ezeket a Lagrange-multiplikatorok modszerével vehetjiik figyelembe: egy ismeretlen Ak szorzoval hozzaadjuk dket a virtualis munka

egyenlethez:

N

&
D | Bt ) Mgradigy | ori =0
i=1 k=1
Most a szabad esettel szemben csak (3N-s) darab egyiitthat6 lesz zEérus, de a tobbinél a Lagrange-multiplikatorokat valasztjuk Gigy, hogy a

maradék egyiitthatok is eltiinjenek. Ekkor ugy tekinthetjiik, mintha a virtualis elmozdulasok fiiggetlenek lennének, ezért az egyenldség
teljesiiléséhez az erdk dsszegének kell zérusnak lennie, ezért:
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Fi+ Z Aegrad;gp =0

k=1

A masodik tagot elnevezhetjiik kényszereréknek, és ekkor a az egyensily feltétele, hogy a szabad és kényszererok dsszege zérus legyen. A
Agrade-s definiciobdl az is lathatd, hogy feliileten mozgasnal a kényszerer$ meréleges a feliiletre (mivel grade a feliileti normalis iranyaba
mutat).

d'Alembert elv és a Lagrange-féle elsofaju egyenletek

Jean le Rond d'Alembert a virtualis munka elvéhez hasonlo kifejezést vezetett be, de az nem csak az egyensulyt irja le, hanem egyben
mozgastorvény is:

Z(Fs _Ij'z') or; =0

=1

A mechanikai rendszer az elv értelmében Gigy mozog, hogy a fenti kifejezés minden id6pillanatban teljesiil. Szabad rendszerre ez a Newton
mozgasegyenletet adja, hiszen tetsz8leges :d1;-re el kell tlinnie a zérdjelnek, azaz F; = p-a Ha kényszerek is jelen vannak, akkor ismér a
Lagrange-multiplikatoros atalakitast végezziik el:

N

Z F;: + Z Avgrad,gr — p; | or; =0

=1 k=1

A virtualis munka elvéhez hasonldan itt is formalisan fliggetlenként kezelheték a megvaltozasok, igy

pi = Fi+ > Mgradey

k=1

Ha feltessziik, hogy a tomeg 4llando, akkor [j%- = m;T;, tehat:

m;r; = F; + Z Argrad; oy

k=1

Ezt az egyenletet nevezziik a Lagrange-féle els6faju egyenleteknek (N darab van bel6liikk). Mivel ezek vektor egyenletek, igy
tulajdonképpen 3N darab egyenletiink van, és ezenkiviil az s darab kényszeregyenlet. Ez éppen annyi, mint az ismeretlenek szama: 3N
darab térkoordinata az id6 fliggvényében, és az S darab multiplikator.

A Gauss-féle legkisebb kényszer

Gauss bevezette a kényszer mértékét:

aN 1

Z = Z (125 — Xt)2

Itt Xj szabaderd. A zardjelben tehat a szabad mozgastol valo eltérés all a kényszerek hatasara. Gauss elve a kovetkezot mondja: a
kényszerek altal megengedett gyorsulasvaltozasok koziil a legkisebb valosul meg. Variacios modszerrel alakithato ez tovabb, amikoris csak

AN a aN a
a gyorsulast varialjuk. Holonom-szkleronom kényszerekre Z qb'l"ﬁ = (). Ez id6derivalas utan: Z t;mb = (). Ugyanakkor a
i=1
kényszert is megvarialjuk:
3N
QZ(’B’L&xa —Xt-)c?:i:'t- =10
i=1

Ehhez hozzaadva a szokdsos modon Lagrange multiplikatorral a kényszereket:

AN

z@@ X, - ZM )mz

i=1

Ismét a megszokott modon a megvalasztas fiiggetlen, illetve ahol nem, ott a Lagrange egyiitthatokat valasztjuk meg, tehat:

= 0oy
= Xz' - /\
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Altalanos koordinatik és a Lagrange-féle masodfaji mozgastorvény

Az eddigi targyalasokban a kényszerek, mint fiiggetlen egyenletek voltak figyelembe véve. Ha azonban olyan koordinatakra tériink at,
amelyek illeszkednek a kényszerekhez, akkor ezekben ezek a feltételek eltiinnek, igy egyszeriibb alakot kapunk a mozgasegyenletekre. Az
allitas az, hogy ilyen transzformaciok 1éteznek, az ilyen attéréssel kapott 0j koordinatakat altalanos koordinataknak nevezziik, és qk-val
jeloljiik, az altalanos sebességeket pedig g'k-val. Itt kell megjegyezni, hogy ezek nem feltétlen hossziisag illetve sebesség dimenzioju
valtozok.

A koordinata transzformacios fiiggvények derivaltjaival és kis megvaltozasaival atirhat6 a d'Alembert-elv variociés modszerrel. Ha

3N a
T
bevezetjik a (), = Z X; — altalanositott erSt, amely nem feltétlen erd dimenzioju, de a
=1 Tk
D Qidai
i
aN
munka dimenzidju. Tovabba bevezetjiik a mozgasienergiat: K = o) Z mﬂi;ﬁf. Ezekkel atirva a d'Alembert-elv a kdvetkez0 alaki lesz:
i=1

I (dOK 0K 0, ) 8q. = 0

L a- - a. T wk k=

dt dqx  Oqx i
Itt f a szabadsagi fokok szama (a 3N szabadsag az S darab kényszerrel csokkentve). A tetszdleges variacio miatt:
d oK 0K
dt Ogy,  Ogqx

k=1

:Qk,‘k: 1|1f

Ezek a Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenletek. Ha az er6k konzervativak, akkor felirhatok potencial derivaltjaként, és ekkor minden K
helyére K-V irando, amelyet elnevezhetiink Lagrange-fliggvénynek, igy a képlet a jol ismert alakot olti:

d dL 9L

e —0k=1,..f

dt g, Oqi

Ezek felhasznalasaval altalanos modszert adhatunk a mechanikai problémak megoldasara: Ismerjiik fel a rendszert jellemzo6 altalanos
koordinatakat, és irjuk fel a transzformacios fliggvényeket. Az igy definialt altalanos koordinatakkal fejezziik ki a potencialt (V), az
altalanos sebességekkel pedig a kinetikus energiat (K). Végiil irjuk fel a Lagrange-fiiggvényt (L = K - V), és beldle a Lagrange-féle
masodfaji mozgasegyenleteket. Az igy kapott mozgasegyenlet pedig elvileg megoldhato.

Hamilton-féle variacios elv és az Euler-Lagrange egyenletek

A Hamilton altal kimondott variacios elv, az eddigieken azért mutat tal, mert nem csupan a mechanikai problémak altalanos
megfogalmazasaban hasznalhato, hanem az optika és a kvantummechanika toérvényeit is egyszeriien meg lehet altala fogalmazni.
Konzervativ rendszerre az allitas a kovetkezo:

2

5= f Ldt =extrémum
tl

Itt S a hatas, L a Lagrange-fiiggvény. Az allitas az, hogy ebbdl gk(t) meghatarozhatd. A problémat variaciészamitasi modszerekkel lehet
megoldani, amely egy funkcionalt sz¢élséértékbe vivo fiiggvényeket hatarozza meg. Ez pont az itteni probléma, hiszen a Lagrange az
altalanositott koordinataktol, sebességektol és esetleg az id6tdl fligg, €s mi az altalanositott koordinatakat keressiik. A variacios modszerbol
adodo egyenletk a kdvetkezoek:

JL d dL

= 0 k=1,..f
dq,  dt O

Ezek az Euler-Lagrange egyenletek.
Kanonikus egyenletek, Hamilton-fiiggvény

Az eddig hasznalt Lagrange leirasban masodrendi differencialegyenletket kaptunk. Az Ggynevezett kanonikus egyenletek azzel szemben
elsorendii differencialegyenleteket szolgaltatnak, amelyek a masodrendiiekkel egyenértékiiek, azonban kétszer annyi van bel6liik.
Bevezetjiik a kanonikusan konjugalt impulzust:
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Es bevezetjilk a Hamilton-fiiggvényt:

I
H=3 pugs—L

k=1

Az Euler-Lagrange egyenletek figyelembevételével, és a Hamilton-fliggvény teljes differenciajanak felhasznalasaval kapjuk a kanonikus
egyenleteket:

. OH

= O

. OH

P = _5‘—%
Tovabba:

OH oL

Faar

Ha a rendszer konzervativ, és az altalanositott koordinatakra valo attérés idofiiggetlen, akkor a Hamilton-fiiggvény a mechanikai energiat
adja. Ennek a formalizmusnak kiemelkedd szerepe van a kvantummechanika és a kvantumtéreleméletek tagyalasanal.

Ciklikus koordinatak, kanonikus transzformacio

Ha a Hamilton-fliggvény nem fiigg valamely koordinatatdl, akkor az ahhoz a koordinatahoz tartoz6 konjugalt impulzus allandé a kanonikus

egyenletek miatt, €s azonnal megoldast szolgaltat a mozgasegyenletre ('-]’k(f-) =fgp-t+ec= 5 -t + ¢). Az ilyen tulajdonsagi

k
koordinatat ciklikus koordinatanak nevezziik. Ertelemszertien minél t5bb ciklikus kooridnatank van, annal egyszer(ibb megoldani az adott
problémat. Ezért érdemes foglalkozni azokkal a transzforméciokkal, amelyek valtozatlanul hagyjak a kanonikus egyenleteket, de ciklikus
koordinatakra térhetiink at segitségiikkel. Ezek a transzformaciok tehat olyan koordinatak kozott visznek at, amelyek teljesitik a kanonikus
egyenletket tovabba a variacios elvnek is eleget tesznek (a kanonikus egyenletek is abbdl szarmaztathatdak). Ezek alapjan belathato, hogy a
varialt funkcionalban van egy szabadsagunk egy tetszoleges fiiggvény idGszerinti derivaltjanak erejéig. Ezt a fliggvény nevezziik alkotd
figgvénynek, mert segitségével kifejezhetdek a transzformacios szabalyok. Az alapjan, hogy az alkot6 fiiggvényt melyik két valtozoval
fejezziik ki a négy (régi és 1j koordinata, régi és j impulzus) koziil, kiillonbdz6 osszefliggéseket kapunk a koordinatak és az alkoto fiiggvény
kozott, valamint megkapjuk a Hamilton-fiiggvény transzformacajat is.

Maupertuis-elv (*)

A Maupertuis-elv energiamegmarad6 rendszerekre vonatkozik, vagyis a Lagrange-fiiggvény nem fiigg explicite az id6t6l. Az elv kimondja,
hogy a rendszer altal megtett Ut olyan, hogy a roviditett hatas

So = fpdg = min.
ahol az integralt a palyara vett vonalintegralként kell érteni.

A Hamilton-Jacobi egyenlet

A mozgasegyenletek megoldhatoak egy szélsdséges tanszformacioval is, amennyiben a a Hamilton-fliggvényt zérusra transzformaljuk.
Ekkor mind a koordinatak, mind az impulzusok derivaltjai nullaval egyenléek a kanonikus egyenletek értelmében. A Hamilton-fliggvényre
vonatkozo transzformacios egyenlet az alkotofliiggvénnyel kifejezve a kovetkezo:

— oW
H —H-i-ﬁ

Mivel a végs6 Hamiltonnak zérust szeretnénk, ezzel a feltétellel egy specialis alkotofiiggvényt definialhatunk, amely a kovetkezo egyenletet
elégiti ki:

as

ot

A Hamilton-fiiggvény a koordinatak, az impulzus és az id6 fiiggvénye lehet. Ezek koziil az alkoto fiiggvénnyel az impulzus is kifejezheto,
ezért:

0=H+
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Ez a Hamilton-Jacobi egyenlet, és S a hatasfiiggvény, amelyet mar korabban bevezettiink a Hamilton-féle variacios elvnél. A Hamilton-
Jacobi egyenlet abban kiilonbozik az eddigiektdl, hogy parcialis differencialegyenlet, ezért hatarfeltételek is kellenek hozza, és nehezebb
megoldani, ennek ellenére ha nem kozvetleniil a mozgasegyenletet akarjuk megkapni, csak dsszefiiggéseket a hatas és a koordinatak kozott,
akkor sokfel¢ jol hasznalhato.

A Liouville-tétel(*)

A Hamilton-i mechanikai rendszerekre kimondhat6 a Liouville-tétel, ami azt fogalmazza meg, hogy nem-disszipativ rendszerre a
fazistérfogat allando marad. Ha p a fazistérbeli eloszlas fliggvény, és a rendszer d dimenzids:

dp _dp  E(Bp -  Op
_P:_ﬁuz(sﬂ_miﬂ_pz):g
i=1

dt Ot gt dpt

Ez azért fontos egyenlet, mert nem csak egyensulyi szitudciokban hasznalhatd, hanem sokrészecskés bonyolult dinamikai problémakra is,
ezért alapvetd fontossagl a statisztikus jelenségek targyalasaban.

Megmaradasi tételek, mint szimmetriak kovetkezményei

A kozismert és a klasszikus mechanikaban elobukkan6 megmaradasi tételek igen egyszeriien kdvetkeznek a Hamilton-fliiggvényes
formailzmusbol.

Impulzusmegmaradas

Az impulzusmegmardas a targyalasi koordinatarendszer eltolasaval szembeni invarianciabdl vezethetd le. Ez tulajdonképpen a tér
homogenitasa: mindegy hogy hova tessziik a mechanikai rendszert, a Hamiltonja ugyanaz, és az események ugyanugy zajlanak.

Impulzusmomentum megmaradasa

Az impulzusmomentum megmaradasa a koordinatarendszer elforgatasaval szembeni invarianciabol vezetheto le. Ez tulajdonképpen a tér
izotropiaja: mindegy hogy hogyan forgatjuk el a mechanikai rendszert, a Hamiltonja ugyanaz, és az események ugyanugy zajlanak.

Energiamegmaradas

Ez az id6beli eltolasbol kovetkezik, azaz mindegy, hogy egy adott kisérletet mikor végziink el, a lefolyasa ugyanaz, a Hamiltonja ugyanaz.

Noether-tétel(*)
A Noether-tétel azt mondja, hogy a Lagrange-fiiggvény szimmetridihoz hogyan lehet megmaradd mennyiséget rendelni.

Allitas:Ha a Lagrange-fiiggvénynek szimmetridja a:

g — ¢; = ¢ + €fi(q, q)
gi — ¢; = g; + Efz‘(‘?.- '1]’)

akkor a kovetkezd mennyiség megmarado:

JL
> 3_tﬁfé

Bizonyitas:
. ) d (0L
L(gi+efi, git+efi)—L(gi, 6;) = Z Efri-z =) — It ( ) eft +Z = (Efz) =0
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