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Zarovizsga tematika
A TételWiki wikibol

Eziton is szeretnénk koszonetet mondani mindenkinek, aki vette a faradtsagot és szerkesztéssel, vagy
megjegyzésekkel segitette a tételek kidolgozasat. Tovabba gratulalunk mindenkinek a zardévizsgak
eredményeihez

A szerkesztok nevében: Jeffrey

Altaldnos bevezetd:

Az itt szerepld tematikus bontast régebbi zardvizsgak anyagai alapjan probaltuk meg osszeallitani, illesztve a
BSc-n elhangzottakhoz, és a valoszinii elvarasokhoz.

Az itt talalhato tételcimeket gyakorlatilag véglegesnek tekintjiik. Az egyes tételekben felsorolt fogalmak
azokbol keriiltek 0sszevalogatasra, amelyeket szerintiink illik tudni, akar tanultuk, akar nem, ugyanis igen
nagy valoszindséggel kérdezhetik. Ezen feliil a felsorolt fogalmak csak tajékoztatod jellegliek, az egyes tételek
lapjain tovabbi fogalmak is szerepelhetnek ezeken tul, amiket kell vagy érdemes tudni.

A tételeket nem lehet diszjunktan és egyértelmiien szétvalasztani, tovabba sok helyen a modern és a
klasszikus rész sokban atfed, ezért van, hogy ugyanaz a lap all két témakor mogott, illetve ugyanaz a fogalom
tobb helyen is eldkeriil. Leginkabb a logikai egységre torekedtiink a besorolasokkor €s a cimek
megfogalmazasakor.

Megjegyzés: Ahol nem voltunk biztosak benne, hogy egy rész a kotelez6 tananyag része, vagy kitekintésként
gondoltuk, hogy a megértést segiti, de szinte biztos, hogy nem kérik szamon, azon szakaszok cimébe (*)-ot
tettlink.

FONTOS! Szerkesztés elott mindenkit nyomatékosan megkérek, hogy olvassa el a zardvizsgara vonatkozo
tételszerkesztési iranyelveket.

Valamint figyeljétek a szerkesztési idobeosztast!

Tartalomjegyzek

1 A klasszikus mechanika alapjai

2 A klasszikus mechanika elméleti targyalasa
3 A relativitas elmélet alapjai

4 Egzaktul megoldhato fizika problémak
5 Folytonos kézegek mechanikéja

6 Fenomenologikus termodinamika

7 Elektro- és magnetosztatika, aramkorok
8 Elektrodinamika

9 Hullamegyenlet és hullamoptika

10 Geometriai optika ¢s alkalmazasai

11 A kvantumelmélet alapveto kisérletei
12 A kvantummechanika elméleti hattere
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13 Atom- és molekulaszerkezet

14 A magfizika alapjai

15 A termodinamika statisztikus alapozasa

16 Kvantumstatisztikak

17 Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok
18 Kristalyos anyagok fizikaja

19 Nemegyenstlyi folyamatok leirdsa

20 Az asztrofizika alapjai

A klasszikus mechanika alapjai

= Mérés, mértékegységek, dimenzidanalizis

= Kinematikai alapfogalmak, mozgas leirdsa kiilonb6z6 koordinatarendszerekben.

m Statika, dinamika, Newton-torvények, er6fogalom, mozgasegyenlet, tehetetlen és sulyos tomeg,
Eotvos-kisérlet.

» Gyorsulo koordinatarendszerek, jelenségek a forgd Foldon, tehetetlenségi erék, Foucault-kisérlet.

= Munka tétel.

m Pontrendszerek. Merev testek: statika: egyensuly feltétele, tipusai, dinamika: forgasok, tehetetlenségi
tenzor, porgettyiik

A klasszikus mechanika elméleti targyalasa

Virtualis munka elve, d'Alembert-elv

Gauss féle legkisebb kényszer

Hamilton-elv.

Legkisebb hatas elve {Maupertuis-elv}

Lagrange-féle elséfaju mozgasegyenletek.

Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenletek.

Hamilton fliggvény, kanonikus egyenletek.

Kanonikus transzformaciok, ciklikus koordinatak.

Hamilton-Jacobi egyenlet. { Hatasvaltozok, invarians térusz, Poisson-zarojelek}
Szimmetridk és megmaradasi tételek.

Klasszikus energia, impulzus és impulzusmomentum megmaradasi tételek tomegpontra és
pontrendszerre {Liouville-tétel}.

A relativitas elmélet alapjai

Inerciarendszer, Galilei-, Lorentz-transzformacio, relativisztikus hatasok, paradoxonok.

A relativitaselmélet kisérleti alapjai: Michelson-Morley kisérlet.

Relativisztikus kinematika, relativisztikus dinamika.

Négyesimpulzus, energia-impulzus megmaradas a relativitaselméletben. {Energia-impulzus tenzor}
Energia és tomeg ekvivalencia, tomegdefektus.

Egzaktul megoldhato fizika problémak

Csillapitott- és kényszerrezgések, rezgések Osszetétele, csatolt rezgések, linearis lanc
Kepler-probléma (bolygdémozgas, kupszeletek, kozmikus sebességek).
Potencialvolgy, oszcillator, rotator, Coulomb-potencidl (hidrogénatom).

Klasszikus hataresetek. Eltlintetd és keltd operatorok.

Folytonos kozegek mechanikaja
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Rugalmas ¢és képlékeny alakvaltozdsok, Hooke-torvény, specidlis deformaciok.
A deformaciéval kapcsolatos mennyiségek (Young-modulus, Poisson-szam, {Lamé-allandok},
energiastiriség, fesziiltség- és deformacios tenzor)
Hulldmterjedés deformalhat6 testekben, Doppler-effektus
Folyadékok tulajdonsagai, hidrosztatika, Torricelli-kisérlet, iszas feltétele és stabilitasa, feliileti
fesziiltség Laplace-torvények, felhajtoerd.
Aramlasok jellemzése, Bernoulli-egyenlet, tokéletes folyadék aramlésa, Euler-egyenletek, viszkozus
folyadék aramlésa, orvények, turbulencia. {Navier-Stokes-egyenletek}

Fenomenologikus termodinamika

Kinetikus modell, idealis gazok.

Termodinamikai allapotjelzok, hétagulas, idedlis gaz és folyamatai, allapotegyenlet.

Géazok munkdja, nyilt és zart folyamatok, Carnot-folyamat, bezin- és dizelmotor.

Fotételek.

Termodinamikai potencialok, fundamentalis egyenlet.

Fazisatalakulasok jellemzdi, tipusai, Gibbs féle fazisszabaly, fazisdiagramok. {skéalatérvények}
Kémiai potencial, fazisegyensulyok.

Elektro- és magnetosztatika, aramkorok

Coulomb- és Gauss-torvény, szuperpozicié elve, stacionarius aram.

Vezetok, szigetelok, dielektrikumok, elektormos polarizdcid, magnetosztatika.
Anyagi jellemzdk hatdsa a kapacitasra (kondenzator) és a permeabilitasra.
Stacionarius aram, aramkori torvények: Kirchhoff-torvények, Ohm-térvény.

Elektrodinamika

Maxwell-egyeneltek alakja, jelentése, Lorentz-erd.

Nyugalmi-, 6n-, kélcsénds-, mozgasi indukcio.

Elektromagneses tér energidja, impulzusa, impulzusmomentuma.

RLC elemek, és a beldliik felépitheté aramkorok, rezonancia, transzformator.
Valtakozo6 aram: elektromos aram eloallitasa, szallitasa, felhasznalasa, motorok.

Hullamegyenlet és hullamoptika

» Hullimegyenletek szarmaztatdsa, megoldasai, EM-hullamok el6allitasa.

Hulldmok vakuumban, dielektrikumban, hullamjelenségek, diszperzid, csoport és fazissebesség,
Doppler-eftektus.

Retardalt potencialok.

Antenndk. {hullamvezetdk, iiregrezonatorok}

Dipolsugarzas, szoras szabad toltésen (Rayleigh-szoras). {multipolsugarzasok}

Hulldmjelenségek: torés, visszaverddés, interferencia.

Polarizacio, Fresnel-formulak, diffrakcio (skalaris elmélet, Fraunhofer és Fresnel), nemlinearis optika.

Geometriai optika és alkalmazasai
» Fény, fénysugar, eikondl, Fermat-elv, analdgia a klasszikus mechanikaval. Paraxialis kozelités.

m Optikai eszk6zok (tavesd, mikroszkdp), matrix reprezentacio, leképezési torvények, felbontoképesség.
» Optikai jelenségek a természetben, kausztikak.

A kvantumelmélet alapveto kisérletei
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Hoémérsékleti sugarzas, foto-, Compton-effektus.
Rutherford-kisérlet, atommodellek.
Davisson-Germer-kisérlet, Stern-Gerlach-kisérlet, Einstein-de Haas-kisérlet, Zeeman-effektus.
Az elektron adatainak mérése (Millikan-kisérlet).

A kvantummechanika elméleti hattere

= A kvantummechanika matematikai hattere, kvantummechanikai reprezentaciok, Schrodinger és
Heisenberg kép.

Fizikai mennyiségek operatorai, sajatfiiggvények, sajatértékek.

Hatérozatlansagi elv, szuperpozicio.

A hullamfiiggvény valoszintiségi értelmezése, a fizikai allapot leirasa.

Szabad részecske hullamfiiggvénye, anyaghulldmok.

Impulzusmomentum operator, sajatértékei, sajatfiiggvényei.

Schrodinger-egyenlet, a Schrodinger-egyenlet szeparalasa sugar és szogfiiggd részekre.
Spin, Pauli-egyenlet

Korrespondancia elv, Ehrenfest-tétel.

EPR paradoxon, Bell-egyenldtlenség.

Atom- és molekulaszerkezet

» Kvantummechanikai kozelité modszerek {Perturbacioszamitas, Variaciészamitas, Hartree-Fock
kozelités}

Atomi energiaszintek, emisszios-, abszorpcios spektrumok.

A hidrogénatom spektruma, felhasadasok, Lamb-féle eltolodas

Spektrumvonalak felhasadasa kiils6 térben: Stark- és Zeeman-effektusok

Szoras centralis térben, hataskeresztmetszet, Rutherford-kisérlet.

Kvantumatmenetek: alagutjelenség, Raman- és infravords spektroszkopia.

He-atom, Kétatomos molekulak, Pauli-elv.

Periodusos rendszer, kémiai ismeretek kvantummechanikai alapjai.

A magfizika alapjai

» Az izotdp térkép, atommagok tomege, mérete, kotési energidja.

A cseppmodell és a félempirikus kotési formula.

Maghasadas, magfuzid, radioktivitas, sugarzas €és anyag kolcsonhatasa.
Radioaktiv bomlasok, magatalakulasok.

Elemi részecskék és alapvetd kolesonhatasok.

Kisérleti eszkdzok (GM csd, buborékkamra, szcintillator)

A termodinamika statisztikus alapozasa

Egyensulyi feltételek

Termodinamikai potencidlok, allapotjelzékre és az entropidra vonatkozd dsszefiiggések.
A termodinamika fétételei.

Az egyensuly stabilitasa, fluktuaciok.

Maxwell-féle sebességeloszlas

Mikroallapotok foglama, Boltzmann entropia.

Mikrokanonikus, kanonikus, nagykanonikus targyaldsmod, egyszerii alkalmazasok.

Kvantumstatisztikak

m Bose-Einstein-eloszlas, idealis Bose-gaz, klasszikus hatareset, Bose-Einstein kondenzécio.
» HOmérsékleti sugarzas, Stefan-Boltzmann torvény.
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» Fononok, szildrdtestfizikai alkalmazasok (diszperzids relacio).
m Fermi-Dirac-eloszlas, Idedlis Fermi-gaz, klasszikus hatareset. Degeneralt Fermi-gaz.
m Elektronfajh6, kvantumkorrekciok. {Bethe-Sommerfeld sorfejtés, Landau-paramagnesség}

Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok

Ritka gazok allapotegyenlete, virial sorfejtés, Van der Waals gazok.

Magnesség statisztikus elmélete: Ising modell.

Atomi paramagnesség, atomi diamagnesség, Pauli szuszceptibilitds, Landau diamagnesség.
Ferro-, antiferro-, ferrimagneses anyagok, ferromagneses domainek, hiszterézis.
Curie-Weiss-torvény.

Specialis anyagok: spiniiveg, magneses ellenallas, szupravezetés.

Kristalyos anyagok fizikaja

Pontcsoportok, Bravais-racsok, szimmetriak.

Bloch tétel, adiabatikus szétcsatolas.

Diffrakcio, kinetikus elmélet. Ewald-szerkesztés. Elektron- és rontgendiffrakcio sajatossagai.
Elektronoptika, elektronmikroszkop.

Racsrezgések termikus hatasai.

Nemegyensulyi folyamatok leirasa

Irreverzibilis folyamatok. {az idd nyila}

Master egyenlet, részletes egyensuly.

Entropia és szabadenergia.

Ingadozasi jelenségek: Brown-mozgas, diffiizio, Langevin-egyenlet, Brown-mozgas potencialban
(Drude modell).

m Vezetési jelenségek

» Kereszteffektusok

Az asztrofizika alapjai

= Newton-féle gravitacios er6torvény.

= Az Osrobbands elmélet alapvetd feltevései, a Hubble-térvény, Friedmann-egyenletek szemléletes
értelme.

Galaxisok kialakulasa, morfologidja.

A HR diagram ¢és a csillagfejlodés szemléletes képe, csillagok energiatermelése.

Kompakt objektumok: fehér torpék, neutroncsillagok, fekete lyukak.

Megfigyelés alapjai: luminozitds, magnitido, voroseltolodas.

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Z%C3%A11r%C3%B3vizsga tematika”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 14., 16:44
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A Kklasszikus mechanika alapjai

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

= 1 Mérés, mértékegységek, dimenzidanalizist']
m 1.1 Mérés
= 1.2 Mértékegységek
= 1.3 Dimenzi6analizis

» 2 Kinematikai alapfogalmak, mozgas leirasa kiilonb6z6 koordinatarendszerekben!?!

= 2.1 Kinematikai alapfogalmak
m 2.2 Mozgsas leirasa kiilonb6z6 koordinatarendszerekben
m 3 Newton torvények, statika, dinamika, er6fogalom, mozgasegyenlet, tehetetlen és stlyos tomeg, Eotvos-
kisérlet
3.1 Statika
3.2 Dinamika
3.3 Er6fogalom
3.4 Newton torvények, tehetetlen tomeg
3.5 Mozgasegyenlet
3.6 Tehetetlen és sulyos tomeg
3.7 Eotvos-kisérlet
4 Gyorsul6 koordinatarendszerek, tehetetlenségi erék
5 Jelenségek a forgd Foldon
= 5.1 Foucault-kisérlet
6 Munka tétel
m 6.1 Impulzus-tétel
® 6.2 Impulzusmomentum-tétel
7 Pontrendszerek
= 7.1 Pontrendszerek tételei
= 7.1.1 Impulzus-tétel
= 7.1.2 Tomegkozéppont-tétele
= 7.1.3 Impulzusmomentum-tétel
= 7.1.4 Munka-tétel
8 Merev testek
m 8.1 Sztatika: az egyensuly feltétele
= 8.1.1 Az egyensuly tipusai
» 8.2 Dinamika: forgasok
= 8.3 A tehetetlenségi-tenzor
n 8.4 Porgettytik
= 8.4.1 Er6mentes porgettytl
» 8.4.2 Erémentes aszimmetrikus porgettyl
m 8.4.3 Szimmetrikus sulyos porgettyli
m 8.4.4 Gyors porgettyii

Mérés, mértékegységek, dimenzi6éanalizis!"!
Mérés

A fizikai fogalmakat (at, id6, sebesség, tomeg stb.) mérhetd mennyiségekkel tessziik egyértelmiivé (egzaktta). A
merés altalaban valamilyen onkényesen megvalasztott egységgel torténd dsszehasonlitas. A mérés eredményét a
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meértékegység és a méroszam egylitt fejezi ki. Azt, hogy milyen mennyiség mértékegységérol van szo, az illetd
mennyiség mértékével, dimenzidojaval adjuk meg (példaul a sebesség dimenzidja a hossziisag dimenzidjanak és az idd
dimenzidjanak a hanyadosa). A mértékegység megvalasztasa megallapodas kérdése.

Mértékegységek

Ebben a szakaszban f6leg az SI mértékegységrendszerben hasznalt alap mértékegységekre (alapmennyiségekre),
illetve azok definicioira térnék ki. A mértékegységre definiciot az el6z6 szakaszban lathattunk. Alapmennyiségnek
nevezziik azokat a mértékegységeket, melyek nem vezethetdk vissza korabban értelmezett mértékegységekre.
Amelyek visszavezethetOk, azokat szdrmaztatott mennyiségeknek hivjuk. A fizikai mennyiségek 6sszessége a
meértékegységrendszer, melynek alapjat az alapmennyiségek képezik. Megallapodas kérdése, hogy mit valasztunk
alapmennyiségnek.

A mértékegységek egységesitésére tett legsikeresebb probalkozas az SI (Systéme International d'Unités) nemzetkozi
mértékegységrendszer. Alapmennyiségei: hosszasag, ido, tomeg, elektromos aramerdsség, termodinamikai
hémérséklet, anyagmennyiség, fényerdsség. Az SI mértékegységrendszer az alapmennyiségekbdl, kiegészitd
mennyiségekbdl, és az egységek tobbszordsét vagy tortrészet kifejezni segitdé prefixumokbdl (elétagokbol) all.

SI alapmennyiségek

Az idd mértékegysége a masodperc, jele: s. A masodperc az alapallapot cézium-133 atom két hiperfinom
energiaszintje kozotti atmenetnek megfeleld sugarzas 9 192 631 770 periddusanak idotartama.

A hosszusdag mértékegysége a méter, jele: m. A méter annak az utnak a hossziisaga, melyet a fény vakuumban

1

209792458

A témeg mértékegysége a kilogramm, jele: kg. A kilogramm az 1889. évben Parizsban megtartott 1. Altalanos Suly-
¢és Mertékiigyi Ertekezlet altal a tdmeg nemzetkdzi etalonjanak elfogadott, a Nemzetkdzi Suly- és Mértekiigyi
hivatalban, Sévres-ben 6rzott platina-irridium henger témege.

masodperc alatt megtesz.

A villamos dramerdsség mértékegysége az amper, jele: A. Az amper olyan alland6 villamos aram erdssége, mely két
egyenes, parhuzamos, végtelen hossziisagu, elhanyagolhatéan kicsiny kor keresztmetszetli €s egymastol 1 méter
tavolsagban, vakuumban elhelyezkedd vezetdben fenntartva, e két vezetd kozott méterenként 9 . {()~ ' newton erdt
hoz Iétre.

A termodinamikai hémérséklet mértékegysége a kelvin, jele: K. A kelvin a viz harmaspontja termodinamikai

hémérsékletének -SZOrosa.

1
273,16

Az anyagmennyiség mértékegysége a mol, jele: mol. A mol annak a rendszernek az anyagmennyisége, amely annyi
elemi egységet tartalmaz, mint ahany atom van 0,0012 kilogramm szén-12-ben. (A mol alkalmazasakor meg kell
hatarozni az elemi egység fajtajat; ez atom, molekula, ion, elektron, mas részecske vagy ilyen részecskék
meghatarozott csoportja lehet.)

A fényerdsség mértékegysége a kandela, jele: cd. A kandela az olyan fényforras fényerdssége adott iranyban, amely
540 - 1012 hertz frekvencidju monokromatikus fényt bocsat ki és sugareréssége ebben az irinyban ——-ad watt

per szteradian.

SI kiegészito mennyiségek

1 fok a teljes szognek 360-ad része. 1 fok = 60 szdgperc, 1 szogperc = 60 szogmsodperc. 1 radian annak a kozépponti
5

b

szognek a nagysaga, melynek ivhossza egyenld a kor sugaraval. A szog ivmértékben kifejezett nagysaga: (0 = —

ahol s a koriv hossza, r a kor sugara. A teljes szog ivmértékben 2 , mivel a sugar a kor keriiletére 2 n-szer mérhetd
fel. 360 fok = 2 m radian.

A térszoget szteradianban mérjik (jele: sr). A szteradian a gdmbsugar négyzetével egyenld teriiletii

"y

gombfeliiletrészhez tartozo kdzépponti térszog. Képlete: ) =

> ahol A a gombfeliiletrész teriilete, r a gomb
r
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dmr?

sugara. A teljes térszog a kovetkez6 formula alapjan adhaté meg: () —

=dr

TE
SI prefixumok

A kovetkez6 prefixumok hasznalatosak 10 18 to110! 8—ig sorrendben felirva, két szomszédos prefixum kozott
1000-szeres a kiillonbség: atto, femto, piko, nano, mikro, milli, egy(ség), kilo, mega, giga, tera, peta, exa.

Dimenzioanalizis

A mérések célja a vizsgalt jelenségek minél pontosabb megismerése. A mérés tobbszor elvégezhetd, kiilonbozo
személyek altal reprodukalhato, ezaltal az adott jelenséget iranyit6 torvények megismeréséhez keriilhetiink egyre
kozelebb. A torvényszeriiségek megfogalmazasa tobbnyire matematikai képletekkel, egyenletekkel torténik. A
jelenség megértését az eredményekbdl kapott torvényszeriiségek elméleti értelmezése teszi teljessé.

A kisérletezés és az adatkiértékelés soran nagyban megkdnnyitjiik sajat dolgunkat, ha figyelembe vessziik, hogy a
legtobb fizikai mennyiség mérdszammal és mértékegységgel rendelkezik, s a kiilonbdzo fizikai torvényeket leiro
egyenletek két oldalan allo kifejezéseknek azonos dimenzidjunak kell lennie. A fizikai mennyiségek dimenziojat ugy
értelmezziik, hogy mint az adott mennyiség mérésekor hasznalatos alapmennyiségek 0sszességét. A mechanikaval
kapcsolatos problémakban leggyakrabban a hosszisag (L), tomeg (M) és id6 (T) dimenzid szerepel. A szarmaztatott
mennyiségek (pl. v - sebesség, F - erd, p - siiriség) dimenzidja minden esetben az alapdimenziok hatvanyanak

szorzataként jelenik meg: Jimpy = LT L dimF = M LT L dimp = M L2
Legyen x bizonyos x1,x2,...,xy paraméterek X fiiggvénye, azaz: x = X(x1,X2,...,XN).

A paraméterek koziil néhany kisérletileg is valtoztathato. A fenti fiiggvénykapcsolat feltérképezése jelenti a fizikai
torvény megismerését, a ra vonatkozo matematikai dsszefiiggések felallitasat. A fizikai torvények gyakran
hatvanyalakban jelennek meg. Ekkor: & = (21, Xg, ..., Tx) - (2] - 252 - ... - &} ) alaky, ahol

tp(;r,l_, Lo, ey ;r,N) dimenzi6 nélkiili fliggvény. A fenti egyenletbdl tehat a dimenzidkra vonatkozoan a kovetkezo
egyenletet kapjuk:

dimz = dim(z{! - 5% - ... - 23" ).
Mechanikai mennyiségek esetén: dima = LPMYT" dimz; = L M*T" (1 =1,2,...)

A fenti egyenletbe torténd behelyettesités utan: egyrészt:
1 = [ppre1—pas—..—pyan) § rlg—gio1—@az—..—gyay)plr—rie1—rar—..—Tyay),

masrészt:

p=pial +p2o2 + ...+ pNoN
p=qial +q202 + ...+ gNoN
r=rio] +rpon + ...+ ryoy

egyenletekre jutunk. (Az alapegységek dimenzioi a vektortér bazisvektoraihoz hasonléan viselkednek.) A fenti
linearis egyenletrendszerben az ismeretlenek az a,0,...,0y mennyiségek. Az egyenletrendszernek altalaban tobb
megoldasa van, ezek koziil lehet kivalasztani azokat, melyek fizikailag realisan irjak el a keresett torvényt. Ez a
dimenzidanalizis alapgondolata, mellyel bizonyos sejtések tartalmilag realis formaban fogalmazhatok meg.

Kinematikai alapfogalmak, mozgas leirasa kiilonbozo
koordinatarendszerekben!”!

Kinematikai alapfogalmak
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» A mozgas az ember legGsibb élménye. A mozgas soran a testek egymashoz viszonyitott helyzete valtozik.

= Ahhoz, hogy egy test mozgasat leirhassuk, célszerii kivalasztani egy masik testet - vonatkoztatasi rendszert - ,
amelyhez viszonyitva megadjuk a szoban forgo test hely-, illetve helyzetvaltozasat. Vonatkoztatasi rendszer
lehet példaul a tanterem, mint rogzitett test, amelyhez viszonyit leirjuk a kisérletekben felhasznalt testek
mozgasast.

m Az anyagi pont mozgasat vonatkoztatdsi rendszerhez rogzitett koordianta-rendszerben irjuk le. A
koordidntarendszer kezddpontjabol (orig6jabol) az anyagi ponthoz huizott szakaszt (amely idofiiggo is)
helyvektornak nevezziik, r(t)-vel jeloljiik.

m Palya: az a gorbe, amelyet az anyagi pont mozgasa sordn leir.

= A pélya teljes hosszanak, vagy egy részének hossza az ut, jele: s.

= A palya két, kezd6- és végpontjat 6sszekotd iranyitott szakasz az elmozdulas, jele: Ar. Az elmozdulés hossza
altaldban nem egyezik meg a két pont kdzott megtett Gt hosszaval.

m A palya alakja fligg a vonatkoztatasi rendszertdl (pl. egy a megfigyelt anyagi ponthoz képest mozgo
vonatkoztatasi rendszerben egész mas alaku a palya, mint egy nem mozgoban).

= A sebesség altalanositott definicioja: tetszéleges gorbén mozgo test esetén képezziik az elmozdulas és a kozben
eltelt id6 hanyadosat:

Ar r(to + At) — r(t)

At At
. Ar . r(t) — r(tp) dr :
Ebbél pillanatnyi sebesség: w(tp) = lim | — | =lim | ————— | = | — | =r(iy
(to) At—0 \ Al t—tp t —to dt (to)
A fentiekben a helyvektorbol vezettiik le a sebesség definiciojat. Most vezessiik le az elmozdulas-vektorbol:
Ar  ArAs
At As At

Belathato, hogy a fenti képlet jobb oldalanak elsd tagja az egységnyi hossziisaga érintd iranyt ¢ (tangencialis)
vektorhoz tart, mig a bal oldalat egyszertien v-vel jelolhetjiik. A fentiekbdl lathato, hogy a helyvektorbol és az
elmozdulasvektorbol szamolt pillanatnyi sebesség kozotti Gsszefliggés:

v = vt

Egy mozgd pont sebessége derékszogii koordinata-renszerben: v(tﬂ) = \/ T2 (f_ﬂ} + E}? (tﬂ) + 22 (fﬂ}.

m A gyosrulds altaldnositott definicidja: tegyiik fel, hogy v(t) sebességet minden iddpillanatban ismerjiik. Ekkor a
pillanatnyi gyorsulasvektor:

it =lim (5) = (F), == (55) =7

A gyorsulas meghatarozasa derékszogii koordinata-rendszerben: a(tl}) = \/ T2 (fﬂ) + 3}2 (f_ﬂ} + z2 [t_ﬂ).

m Hajitas: fiiggbleges: egyszerii gyorsulasi feladat, a gyorsulas nagysdga g. vizszintes és altaldnos: mindig
felbonthatd a mozgas egy egyenes vonalu egyenletes mozgast és egy szabadesést leird komponensre. A test

crer

» Ko6rmozgas: kényszerfeltétel: a test egy rogzitett, r sugara palyan, egy adott (rogzitett) kozéppont koriil
mozoghat. F6bb mennyiségek:

m Periodusido: egy korilfordulas ideje, jele: T, mértékegysége: masodperc. (Fordulatszdm = 1/T).

® Szogelfordulds: adott id6 alatt a kiindulasi helyzetbol torténé elfordulas szoge. Jele: i, vagy Ao (ha két
idOpont kozotti szogvaltozast nézziik).

» [vhossz: adott id6 alatt befutott palyaszakasz (ivhossz, mert ez a kor keriiletének tortrésze), jele:

5= Ap-r.
9/209
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5
m Sebesség: idOegység alatt befutott ivhossz: v = ?

m Szogsebesség: egységnyi id0 alatti szégelfordulést-adja meg; jele: w = .
. iy ks 2rm 2m
m A sebesség €s a szogsebesség kozotti kapesolat: 3y = —— 4 (7 = T

m A fentiek alapjan a kdrmozgas sebessége, a keriileti sedbesség: v = rm

A kormozgast végzo test sebességének iranya pillanatrol pillanatra, valtozik, ezért a kormozgast végzo test gyorsul. A
gyorsulas érteke:

. [Ap - Y
|Av| = 2wusin (Tif) Kis szogekre azonban: Ay < 1 — Sin&i‘“ ~ &i‘“. Ennek alapjan a fenti kifejezést
a kovetkezoképpen irhatjuk at:
1 ] 'I2
a= lim |&L| = vlim Ay = vw = Tw® = L_ A gyorsulas irdnya megegyezik a sebességvaltozas

Aft—0 Af At—0 AT

r
iranyaval, ami A — () hataresetben merleges a sebbességre, és a kor kozéppontja felé mutat. Ezért az egyenletes
kormozgast végzo test gyorsulasat centripetalis gyorsulasnak nevezziik., amelyet a fentebbi kifejezéssel adhatunk
meg. Vektoros alakban pedig:

2
— rwn = —n = vwns 8hol 7 a kor kdzéppontja felé mutatd (normalis) egységvektor.
Acp r

Egyenletesen gyorsuld kdrmozgas esetén mind az ivhossz, mint a szogelfordulas az id6 négyzetével aranyos, és
bevezetjiik a szoggyorsulast, amely a szogsebesség id6 szerinti elsé derivaltja:

Szogsebességvektor: vegyiink egy Q pontot a kormozgas sikjara merdlegesen, amibdl kiinduld, a kdrmozgas rogzitett
pontja felé iranyuld egységvektor és a szogsebesség értékének szorzata a szogsebességvektor. Valasszunk egy r
vektort, mely a Q pontbol a test aktualis helyére mutat, és a rendszert tigy alakitsuk ki, hogy (e,r,v) jobbsodrasu
rendszer legyen. Ekkor a pillanatnyi sebesség: v — 7 % r

A harmonikus rezgések a kormozgas adott egyenesre levetitett valtozatai.

Mozgas leirasa kiilonboz6 koordinatarendszerekben

Kiindulasi alapként a Descartes-koordinatakat haszndlom (DK - x, y, z), ehhez irom fel a kiilonb6z6 egyéb
koordinatarendszerekre torténd atszamitast oda €s vissza.

Hengerkoordinatak (HK) Gombi koordinatak (GK)
P¥, 2 r, 19, e
DK — HK DK — GK

P:,Ill'x?_l_yﬂ T:,Ili'xg_’_yﬂ_l_z?
@ = arctg (E) w = arctg (E)
T T

VT +y?
z=2z 1 = arctg (Ty)
DK + HK DK +— GK
T = pcosip T = rsintdcosyp
Yy = psing Y = rsinvsing
=z Z = Tcosp

A sebességek/gyorsulasok kiszamitasa a Descartes-koordinatak alapjan torténik, csak x, y, z helyére mindig a masik
koordinatarendszerbeli megfeleldjét kell behelyettesiteni (természetesen a derivaldsi szabalyok figyelembevételével).
10/209
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Simulosik és simulokor

Simulokor szerkesztése

Legyen egy mozg6 pont t iddpillanatban a palyagorbe P pontjaban. Ehhez felvessziik egy kis iddvel korabbi, majd egy
kis idével késobbi (P'(t") és P"(t")) pontokat. A P', P, P" pontharmas egy sikot hataroz meg, illetve ezen a harom
ponton keresztiik kor rajzolhato, melynek kozéppontja a P'P és a P"P szakaszok felezomerdlegeseinek metszéspontja.
Ha t'—t és t"—t, akkor a fent nevezett sikot simulosiknak, a kort simulokormek nevezziik, melynek sugara R(P). A

1
térgdrbe P pontbeli gorbiiletét a g( P) = m Kis sugarhoz nagy gorbiilet tartozik, az egyenes gorbiilete minden
pontban nulla. A sikgorbe gorbiileti sugara egyébként minden olyan pontban, ahol 1 (;r,ﬂ) <& 1, ott koriilbeliil:
1

R(xq) =y (@)

A természetes koordinatarendszer

A térgorbe a P pont kornyezetében belesimul a simulosikba. A gorbe adott pontbeli t érint6 egységvektora a
simulokor kozéppontja felé mutatd n egységvektorra merdleges. A fenti két vektor a simulosikban van. Erre a sikra
valasszunk egy merdleges egységvektort, amely a P pontbol indul ki, méghozza tigy, hogy a (t, n, b) jobbsodrasu,
derékszogli rendszer legyen. A (t, n, b) koordinatarendszert természetes koordinatarendszernek nevezziik. Sebesség:

2
v:v-tz[Rt,.b)-t,gyorsuléS:a:{f:tﬁ-t+v-{::t}-t—|—vt,£1-n:t}-t—|—(%)n

Specialis térbeli mozgasok

Csavarmozgas Ciklois mozgas Spiral Logaritmikus spiral
z(t) = Reos(wt + ) x = R(p — sing)r(t) = vt + 1o r(t) =70 — (ot
y(t) = Rsin(wt + p)y = R(1 — cosp) p(t) = wet + o o(t) = —tga - (

_ N (P~ Fo o e
z(f)_Cf+z'D T(tﬂ"‘)_tﬂ (T) +TD_H"'1V+E)T(|F):TDE (tgn

A sebességek kiszamitasa itt is az id0 szerinti els6 derivaltakkal torténik.

Newton torvények, statika, dinamika, eréfogalom, mozgasegyenlet,
tehetetlen és sulyos tomeg, Eotvos-kisérlet

Statika

A statika a mechanikdnak az az 4ga, mely a kiilonb6z6 rendszerekre hato, vagy azokban ébredo erdket,
forgatonyomatékokat/momentumokat vizsgalja statikus egyensulyban, azaz olyan allapotban, ahol a testek
egymashoz viszonyitott helyzete idében nem valtozik, vagy ahol a komponensek és strukturak allandé sebességgel

mozognak. Statikus egyensulyban a rendszer nyugalomban van, vagy a tomegkozéppontja egyenes vonalu egyenletes
mozgast végez. A mozgo testeket a dinamika vizsgalja.

Dinamika
A kiilonbozo fizikai jelenségek idébeli fejlodését vizsgalja.
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Erofogalom

= Empirikus: Az eré barmi olyan hatas, mely egy tomeggel rendelkezo testet gyorsulasra késztet. Rugos
eréméronél a rugd azért nem gyorsul, mert benne ellenerd ébred.

= Dinamikai: Adjuk meg a mozgasallapot-valtozast a sebességvaltozas és a tomeg segitségével. Ha két teljesen
egyforma kocsit iitkdztetiink, azok "sebességet cserélnek” az {itk6z€és utan. Ha kiilonbozéeket, akkor a
sebességvaltozasok nem lesznek egyenloek, de megfeleld (6nkényes) szorzok bevezetésével egyenlévé
tehetdek: myAv4p = mpAvp4. A m; szorzok az iitkdzo kocsik tulajdonsagat fejezik ki. Belathato, hogy harom
testet paronként iitkoztetve a fenti egyenlet mintajara kapott harom egyenletbdl allo tilhatarozott
egyenletrendszer megoldhato, a testekre jellemzd egylitthatot talaltunk. Vezessiik be az impulzusvaltozas
(Iendiiletvaltozas) mennyiségét: Ap = mAv, ahol m a fentebb megismert szorzo, a test tomege. A kocsikat
kiilonb6z6 mindségii rugds erdmérdkkel ellatva tapasztalhatd, hogy ugyanaz a mozgasallapot-valtozas
kiilonbo6zo 1d6 alatt is végbemehet, a mechanikai kolesonhatas folyamatanak elemzésére szolgalo erét ezért

dp

célszerli az ' — = alak felirasa (ezt az 8sszefiiggést impulzustételnek is nevezik).

Newton torvények, tehetetlen tomeg

1. Tehetetlenség torvénye: er6hatas mentes inerciarendszerben minden test nyugalomban van, vagy egyenes
vonall egyenletes mozgast végez.
2. Mozgas torvény (dinamika alaptorvénye): kiilonb6z6 erdk, kiilonbozo gyorsulasokat hoznak 1étre a testeken, de

F

az arany jellemz0 a testre, ez a tehetetlen tomeg. F' =111 -a — m = —.

a
Hatas-ellenhatés torvénye: Ugyanakkora, de ellentétes irdnyt er6 ébred minden parkdlcsonhatasban.
4. Erdhatasok fliggetlenségének elve (szuperpozicid): A test gy mozog, mint a rahato erdk altal egyenként

ZFFF

W

létrehozott mozgasok ereddje.

Mozgasegyenlet

A dinamika alaptdrvénye a testre hato eredd er6 €s a test gyorsulasa kozott allapit meg kapesolatot. A torvény
segitségével, ha az erdket ismerjiik, akkor a test mozgasara kovetkeztethetiink, ha a test kinematikai jellemzdit
ismerjiik, akkor az er6krdl nyerhetiink informaciokat. A tapasztalat azt mutatja, hogy az erék igen sokszor a
kolcsonhatas természetétol fliggetleniil, pusztan az erdt kifejto test meghatarozott paramétereinek (pl. a
helykoordinatainak) fiiggvényében megadhatok. Az ilyen fiiggvényeket erdtérvényeknek nevezziik. Azt az
egyenletet, amit akkor kapunk, ha a dinamika alaptorvényébe beirjuk az erétérvényeket, valamint a gyorsulas
helyébe a helyvektor masodik derivaltjat, mozgdsegyenletnek nevezziikk. Az i, - ¥ — B mozgasegyenlet altalaban a
mozgas palyajat meghataroz6 masodrendi differencialegyenlet. Ahhoz, hogy a mozgas pontos leirasat megadjuk, az
erok mellett valamely pillanatban ismerniink kell a mozgas kinematikai jellemzdit is (vagyis a kezddfeltételeket).

Tehetetlen és sulyos tomeg

Newton masodik térvényében - mint fentebb lathato - a tomeg, mint a tehetetlenség mértéke jelenik meg. A
tehetetlen tomeg szamértéke alapjan a testek sorrendbe rakhato aszerint, hogy mennyire gyorsulnak az adott erd
hatésara.

Newton gravitacios térvényében azonban a testeknek az a tulajdonsaga nyilvanul meg, hogy mennyire vonzzak
egymast. Ez egészen tavolinak tiinhet a tehetetlen tomeg fogalmatol, megkiilonboztetésiil nevezziik el sulyos
tomegnek, €s helyettesitsiink be a mozgasegyenletbe:

- MygMas I'
myt = —G———-—
re r
A fenti mozgasegyenletben az egyes test mindkét tulajdonsaga szerepel. A kérdés az, hogy a sulyos, és a tehetetlen
tomeg egyenl6-e, egyszertsithetiink-e m1-gyel? Newton fonalinga-kisérletekben vizsgalta ezt a kérdést, ahol adott

. . ” r r r r o r : 14 ' m
fonalhosszisag mellett valtoztatta a lengd test anyagi mindségét és mérte a periddusidot. 7' = P, | — —E, ahol B
Mg
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a Fold sugarara és tomegére jellemzo allando, 1 a fonal hossza, m; és mg pedig a stlyos és tehetetlen tomeg. Ha a kettd
eltérd lenne, akkor az anyagi mindségtol fiiggéen valtozna az inga lengésideje. Newton mérési pontossagon beliil ilyet
nem tapasztalt, azaz a tehetetlen és a sulyos tomeg aranya allando, az anyagi minéségtoél fiiggetleniil. A sulyos és
tehetetlen tomeg ardnyat igen nagy pontossaggal E6tvos Lorand mérte.

Eotvos-kisérlet

iy
E6tvos az — aranyt az altala kifejlesztett torzios ingaval mérte (1889-ben). A mérés a kovetkezd elven alapult: a
]
forgd Foldhoz képest nyugvo testre - inerciarendszerbdl szemlélve - hat a Fold gravitacids vonzasabol szarmazo F_g,,

erd, valamint a talaj altal kifejtett K kényszererd. A két erd tartja korpalyan a testet: 78, = Fgr + K,
. 0o a?
(ep = Tw” = Reosy -w”).

A test G sulyvektora a Fold kozéppontjabdl huzott sugarral € szoget zar be. Ez a sz6g megadhato az F_q.,, FCP, G
vektorokbol all6 haromszogre:

1=

Az E6tvos-inga mogotti elképzelés

A fenti egyenlet teremt kapcsolatot a

sine  |Fep|  myReosy) -w? (mt> Rw?cost)
sin(Vv+e€) |Fgl Mg Goge Joge

sulyos és a tehetetlen tomeg kozott. A y = 45° foldrajzi szélességen a stlyos és a tehetetlen tdomeg megegyezésége

g

esetén € = 357”. Ha ¢ adott helyen, kiilonb6z0 testekre mas €s mas lenne, az azt jelenteni, hogy a sulyos és tehetetlen
tomeg aranya anyagi mindségtol fligg.

Eo6tvos modszere a kovetkezo volt: A torzids inga vizszintes radjara azonos magassagban fliggesztett testeket. A rad
egyik végére platina hengert, a masik végére pedig kiilonboz6 anyagu testeket. Ha a két test stilyanak iranya
kiilonbozik, akkor a torzids szal kissé elcsavarodik. Ha az inga radjat K-Ny iranyba allitva egyensulyba allitjuk, akkor
nem lehet megallapitani, hogy a torzids szal csavarodasmentes allapotaban hol lenne az ingarad egyensulyi helyzete.
amennyiban azonban az egész ingatestet, a torzidszalat tartalmazd miiszerhdzzal és a felfiiggesztéssel egytitt
szaznyolcvan fokkal elforgatjuk, akkor az elsé helyzetben hat6 forgatonyomaték ellentétes iranyuva valik, emiatt az
ingarudnak az els¢ mérési helyzethez képest el kellett volna fordulnia. Ilyet azonban E6tvis nem tapasztalt, pedig a
357" milliomod részét is képes volt kimutatni a miiszere. A tehetetlen és sulyos tomeg kozotti eltérés Eotvos

méréseiben: A < 1 : 20000000 =5 - 107

Gyorsulo koordinatarendszerek, tehetetlenségi erok

Ha egy egyenes vonalon egyenletesen gyorsuld koordinatarendszerben végziink kisérleteket, akkor azt tapasztaljuk,
hogy:
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= A magara hagyott test gyorsul,
= A nyugalom fenntartasdhoz er6 kell.

Ezek alapjan a Newton-torvények nem tarthatéak fenn eredeti alakukban. Ez azt jelenti, hogy a gyorsulé rendszer
nem inerciarendszer. Ebben az esetben a szamitasok tigy végezhetoek el, ha bevezetiink egy fiktiv er6t, amely a
mozgastorvényben a hato erdkbdl vonddik le, és értéke a koordindtarendszer gyorsuldsa szorozva a tekintett test
tomegével:

f I
F—F =ma
a' ekkor a relativ gyorsulas.
Ha a koordinatarendszeriink forgd mozgast végez, akkor az szintén nem lesz inerciarendszer. Belathato, hogy ekkor

tetszOleges V vektor nyugalmi rendszerben vett idoderivaltjara €s a forgorendszerben vett derivaltjara a kdvetkezo
kapcsolat all fennt:

dv_cfvwxv
dt  dt

Ezt alkalmazva a helyvektorra kétszer, megkapjuk a gyorsulasokat és a tomeggel beszorozva a fiktiv erdket. A
kifejezés ekkor:

dw

= x R| = md

F —mag —mw x (w xR)]—Qm(wxvf)—m(

Az els6 korrekcios tag az egyenes gyorsulasnal is fellépett transzlacios tag, a masodik a centrifugalis erd, a harmadik
a Coriolis-er0, a negyedik az Euler-erd.

Jelenségek a forgo Foldon

A fentiek egy életszerli alkalmazasa a forgd Foldon megfigyelhetd jelenségek szamolasa. A Fold gyakorlatilag
egyenletesen forog, igy az Euler-eré nem 1ép fel. A centrifugalis erd a kettds keresztszorzat hatasara a forgasi
tengelytdl kifelé mutat. Ennek hatdsara a nehézségi eré csokken, tovabba irdnyat is megvaltoztatja egy kicsit. A
centrifugalis er6 hatasa a Fold lapultsaga is. Igen kis mértékben a nehézségi erd vektora érzékeny a kdzelében levo
anyagslriiség eloszlasara. Ezt igen érzékeny miiszerekkel, példaul az E6tvos-ingdval ki lehet mérni, ennek
segitségével probaltak tobb helyen az orszagban kdolajat keresni.

Mozgo testek esetén jatszik szerepet a Coriolis-erd. Célszerii lehet a szogsebességet a lokalis felszinre merdleges és
érint6leges komponense bontani. Ekkor a Coriolis-erOnek harom tagja lesz amelyek harom rokon jelenségért
felelosek:

m A vizszintesen elinditott test az északi féltekén jobbra, délen balra tériil el,
m A lefelé mozgo testek keletfelé, a felfelé mozgd testek nyugatra tériilnek el,
m A kelet felé mozgo testekre az erd fliggdlegesen felfelé hat, a nyugatfelé mozgokra lefelé.

A masodik pont igen nagy jelentdségii a mérsékeltovi ciklonok leirdsdban, amelyek mozgédsara igen nagy hatassal van
a Coriolis-erd.

Foucault-kisérlet

Szintén az elobbiekhez tartozik a Jean Foucaoult altal demonstralt kisérlet, amelyben egy felfiiggesztett és lengésbe
hozott inga lengéssikja lassan elfordul, ahogy a lengés vizszintes sebessége miatt a fenti elsd pontban leirt erd hat ra.

Munka tétel

Definialjuk F eré munkdjdt ugy, mint az erd €s az er6 iranyaba es6 elmozdulas szorzatat: J§7 = F' . 5. cosey, ha F
erd a szoget zar be az elmozdulds iranyaval. Az eré azonban helyrdl helyre valtozhat, vezessiik be az elemi munkat,
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amelyen olyan kis szakaszokon nézziik az erét, ahol az allandonak tekinthetd. Az elemi munka definicidja:

oW; = F; Cﬂﬁﬂtﬁﬂg I A teljes munka ekkor: ¥ Z oW; = Z FiAs;cosay; As = 0
W = f ) (Ficosay) ds;— W = / F - ds (ahol F és s vektorok).
o

Eddig egyenes palyaval és valtozo erdvel foglalkoztunk, most nézziik a teljesen altalanos, gérbe vonala palyat (g).
Ezen felvehetiink tetszdlegesen kicsiny ivdarabokat, amelyeket az ivdarab kezdopontjabol a végpontjaba mutatd
elmozdulasvektorral helyettesitiink. Az ivdarabok hosszaval a nulldhoz tartva a kdvetkezot kapjuk (egyébként az F

B
erd (g) gorbe mentén vett vonalintegraljat): 17 = / F.-dr= / F - dr. A munka skalirmennyiség,
(g) A,(g)

értéke pozitiv és negativ is lehet. Dimenzioja: ML? /T, mertekegysége: 1| J = 1N -m=1—— kg - m®

52

dp

A munkatétel leirdsahoz induljunk ki az impulzustételbdl: | — —, és szorozzuk meg az egyenletet a palya kicsiny

szakaszat megado Ar = v /At elemi elmozdulassal. Ekkor az elemi munka:

d d dv
Ly v - At = m—v vAt = mv - Av, mivel Ay = — At

oW =F- - Ar = — I 7 7

Es haszndljuk fel azt is, hogy: A (%m\rz) = %m(v + Av)? — %ﬂw2 =mv-Av + %m(&v)g,

amibdl elemi sebességmegvaltozas esetére az kdvetkezik, hogy:

1 . 1
A (ﬁm\rz =mv-Av = W =A §mv2 . Az elemi munkéra adodo jarulékokat a teljes palyara
Osszeadva a kovetkez6t kapjuk: J§7 = —m\f% — %m\;%, ahol V3 és V1 rendre a test sebessége a palya

2

végpontjaban €s kezd6pontjdban. Ez a munkatétel.

2

1 :
Az F, = ﬁmv mennyiséget kinetikus, vagy mozgasi energianak nevezzik.

Impulzus-tétel

2 -
Pontosabb megfogalmazasa Newton masodik térvényének: | — mﬂ = md_\-’ — d(m V) = dp azaz az

dt? dt ot dt

erd az impulzus - lendiilet - id6 szerinti els6 derivaltja. Ezt az 0sszefiiggést impulzustételnek nevezik.

Impulzusmomentum-tétel

[rjuk fel a dinamika alaptorvényét pontszerii testre és szorozzuk balrél vektorialisan a test helyvektoraval:

r«<F—r1x% d_p Az egyenlet jobb oldalat alakitsuk 4t a differencialasi szabalyok figyelembe vételével a

d dr

kovetkezoképpen: p _P = T % p) = d XPp+TX Eji_p Mivel r id0 szerinti els6 derivaltja, azaz a
{ i

dt  dt |

sebességvektor parhuzamos p impulzusvektorral, ezért a vektorilis szorzatuk nulla, a jobb oldal els6 tagja ezért
zérus.

Vezessiik be az impulzusnyomatékot (perdiiletet): N =1 X p =1 X mVv. Ami a forgatonyomatékkal a

kovetkezd kapesolatban 4l N = p « F = d
t

A dinamika alaptorvényének kozvetlen kdvetkezményeként kapott 0sszefiiggés azt fejezi ki, hogy a pontszerii testre
15/209
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hato erdk forgatonyomatékainak ereddje megegyezik a test impulzusnyomatékanak idéderivaltiaval. Ezt az
Osszefliggést nevezik impulzusmomentum-tételnek, vagy mas néven perdiilettételnek.

Pontrendszerek

Pontrendszerrdl akkor beszéliink, ha tdmegpontoknak olyan halmazat tekintjiik, amelyek kozott csak centralis erdk
hatnak. A tdmegponok kozotti erbket belsé erdknek, a kdrnyezetbdl eredd erdhatasokat kiilso erdknek nevezzik.

Pontrendszerek tételei

Az egyes tomegpontok mozgasegyenleteinek 0sszegzésébol kaphato a kdvetkezd osszefligges:
(k) .
DLAED RIS Wt
i ij i

A hatas-ellenhatas torvénye miatt a belso erdk teljes szummaja zérus.
Impulzus-tétel

A fenti szummabol egy idoderivaltat kiemelhetiink:

ZFEH = %Z%V:

I3

Az id6derivalas mogott a pontrendszer teljes impulzusa all, ez a pontrendszer impulzus-tétele.
Tomegkozéppont-tétele

Egy pontrendszer mozgésa jellemezhetd dinamikai szempontbol egyetlen pont mozgasaval, amely pontban egyesiil a
pontrendszer 6sszimpulzusa. Masképp megfogalmazva, barmely pontrendszer tomegkdzéppontja igy mozog, mintha
benne a rendszer 0ssztomege lenne egyesitve, €s ra a rendszerre hatd erék ereddje hatna. Ennek a pontnak a
helyvektora:

> LT

I'rrp =
2
Impulzusmomentum-tétel

Ha az N darab tdmegpont mozgasegyenleteit vektorialisan megszorozzuk a helyvektorral, és 6sszeadjuk 6ket, akkor a
belso erdk forgatonyomatékai megfeleld felbontasok utan kiejtik egymast, hasonloan az impulzustételben latottakhoz.
A végeredményben az idéderivalats hasonldan kiemelve:

ZréxFi?mzézrg-XPé

Baloldalon a rendszerre hat6 erdk ered6 forgatonyomatéka all, jobboldalon a derivalas alatt pedig a rendszer
osszeimpulzusnyomatéka (perdiilete). Ez a pontrendszerre vonatkozd impulzusmomentum-tétel.

Az impulzusmomentum felbonthat6 egy sajat- és egy palyadsszetevore. A palyadsszetevo idobeli megvaltozasa a
tomegkozéppontra hato kiilsé erdk forgatonyomatéka. A sajatdsszetevore a valtozas a tomegkdzépponti rendszerben
felirt helyvektorokkal felirt forgatonyomatékok Osszege a kiilsé erék hatasara.

Munka-tétel

A mozgasegyenleteket most kis elmozdulasokkal beszorozva az erdk altal végzett munkak osszegét kaphatjuk meg. Itt

16/209



A klasszikus mechanika alapjai - TételWiki

12/16

17/209
nem esnek ki az erék, ezért az eredményben is megmarad a kiils6 er6k 6sszmunkaja, és a belsé erék 6sszmunkaja. A
kettd Osszege egyenld a kinetikus energia megvaltozasaval:

i 7 1 2
W, + W, = % vai

Az energiakifejezés atirhato a tomegkdzéppont mozgasabdl szarmazo jarulék és az akoriili mozgasbol szarmazod
jarulék Gsszegare:

|t} (Em) ke ST

ahol g;-k a tomegkdzépponthoz viszonyitott sebességek.

Mereyv testek

Merevnek nevezziik azt a testet, amelyre tetszéleges kolcsonhatas soran fennall, hogy kézben barmely két pontjanak
tavolsaga allandd. Matematikai alakban ezt a kovetkezoképpen fejezhetjiik ki: legyen a merev test tetszoleges két
pontjanak valamely O vonatkoztatasi pontbdl huzott helyvektorar A ésr B (A és B pontba mutatnak). Ekkor a két
pont kozotti

ry—rg| =d(4, B)

tavolsag allandd. A merev test helyzetét harom, nem kollinearis pontjanak koordinataival jellemezhetjiik. A test egy
A pontjanak rogzitése utan a merev test pontjai a rogzitett pont koriili gombfeliileten mozoghatnak. Ha a testnek egy
masik, B pontjat is rogzitjiik, akkor a test az A és B ponton atmend tengely koriil még elfordulhat. A tengely
egyenesén kiviil fekvo, egyébként tetszéleges harmadik, C pontjanak rogzitésével mar az egész test helyzete
megadhatd. A harom pont helyének megadasahoz kilenc koordinata sziikséges. A merev kotés miatt azonban ezek
ko6zott harom 6sszefiiggést irhatunk fel; példaul azt, hogy a harom pont koziil barmely kettdnek a tavolsaga allando.
Mivel a kilenc adat koziil harom nem fiiggetlen, a merev test helyzete altalaban 6 fiiggetlen adattal jellemezhetd. Ezt
ugy mondjuk, hogy a szabad merev testnek 6 szabadsagi foka van (ebbdl harom egy tetszéleges pont X,y,z
koordinataja, a masik harom pedig az Euler-szogek).

Sztatika: az egyensuly feltétele

Ha egy szabad merev test mozgasat le akarjuk irni, két ut all rendelkezésre. Az egyik az, hogy bevezetjiik a merev test
helyzetét jellemzd 6 fiiggetlen koordinatait, s ezekben, mint altalanos koordinatakban a Lagrange-féle egyenleteket
felirjuk; a masik pedig az, hogy kiindulunk a barmely pontrendszerre érvényes tomegkdzéppont-tételbol és
impulzusmomentum-tételbol:

N
mity =Y F; 1]
i=1
N N

%Z?ﬂq‘(l‘t‘ b4 ]E't') :ZI'E' * Ft' [2]

i=1 i=1

Egy anyagi pontnal az egyensuly sziikséges és elégséges feltétele, hogy a pontra hatd 6sszes erdk ereddje zérust
adjon. Merev testnél az ennek megfeleld feltétel nem elegendd, mert [1] szerint csak a tomegkdzéppont
gyorsulasanak hianyat jelenti, igy a kortilotte torténd forgd mozgasok lehetségesek (pl. erdpar). Tehat a forgdbmozgas
akkor nem lép fel, ha az erdk forgatonyomatékanak ereddje is zérus. Az Osszes egyensulyi feltételt megkaphatjuk a
virtualis munka elvébdl:
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N
Z Fr; = 0
i=1

Ez a d’Alembert elv specilis esete i:z- =) fgy szabad merev testre az alabbi feltételek adodnak:

N N

ZFizoéSanFézo

Egy nem szabad merev testnél ugyanezek a feltételek érvényesek, ha a kiilsé erékbe beleértjiik azokat a kiilsé
kényszererdket is, amelyek a kényszerfeltételekbdl — az adot testnek mas testekkel vald érintkezésébdl- szarmaznak.
Tehat: Merev test egyensulydnak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a testre hato 6sszes kiilso erdk ereddje és a
kiils6 erdk (tetszéleges pontra vonatkozo) forgatonyomatékainak ereddje zérus legyen.

Az egyensuly tipusai

Az egyensuly tipusai alatt az egyensulyi helyzet stabilitasat értjiik. Ez Gigy vizsgalhato, hogy a testet kissé kimozditjuk
egyensulyabol és magara hagyjuk. Ha a test a kitérités utan eredeti helyzetének kornyezetében marad (esetleg
visszatér kiindulo helyzetébe), akkor az egyensuly stabilis. Ha a test a kimozditas utan eltavolodik az egyenstlyi
helyzetébdl, és nem tér oda vissza, az egyensulyi helyzet labilis. Abban az esetben, amikor a test az 0 helyzetben is
egyensulyban marad, indifferens egyensulyrdl van szo.

Dinamika: forgasok

A merev testek forgasanak vizsgalatahoz két koordinatarendszert vesziink fel: az abran pirossal jelolt
koordinatatengelyeket tartalmazd K’-t és a kékkel megrajzolt K koordinata-rendszert. Az dbran lathat6 szogeket
Euler-szogeknek nevezziik. Segitségiikkel (és a koordinatakkal) egy merev test helyzete egyértelmiien megadhato a
Descartes-koordinatarendszerben. Az N vonal az in. csomovonal, azaz az a vonal, ami a két sik metszéspontja.

A
Y
b e !
: *-__\ Qp:’ji_’ l|"ll lll .,
'. K—ra ™
. AT/H] ;S
) a
- N
Forgéasok

Az alabbi 0sszefoglalasban az egyes szogek mellett az altaluk felvett szogintervallum lathato, ill. az, hogy melyik
tengely koriili helyzetvaltozast irja le.

B [0,m] csomovonal
v [0,2x] piros Z
a [0,27] kék z

A forgasi szogsebesség pedig kifejezhetd a K és K’-beli koordinatak, ill. az adott tengelyek és csomovonal iranyu
egységvektorok segitségével:

w=03 N+ 7Nz +é-n,

Az egységvektorok K-beli €s K’-beli koordinatai pedig leolvashatéak az abrarol.
18/209
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A tehetetlenségi-tenzor

Részletesebb leiras:

Merev test impulzusmomentuma:
o = - — — 4 oy 7
E TiXp; = E T XU; = E mT; X (XT3 ) = E my(r;d—(rid) ;) = E m; (Ir; —7;
i i i i i
Ahol (& a tehetetlenségi tenzor. A forgdmozgas egyenlete:

AN "
— =M
dt

ekkor a kovetkez0 alaku:

AO5) -
— =M

Rogzitett tengely koriili forgas esetén a tengely iranyaba mutato egységvektorral az arra a tengelyre vontkoztatott
tehetetlenségi nyomaték:

B = B¢

A rogzitett tengely koriili forgdmozgas egyenlete:
Ow =M
Porgettyiik

Porgettytinek hivunk minden olyan merev testet, amelynek csak egy pontja (a tAmaszpontja) van rogzitve, vagy
altalanosabban, amelynek az alatdmasztasi pontja koriili mozgasa ennek a pontnak mozgasatol elkiilonitve
targyalhatd. A porgettylinek 3 szabadsagi foka van. A mozgasegyenletek felirasahoz a porgettyiit belehelyezziik egy
forgo és egy nyugvo koordinatarendszerbe. A két koordinatarendszer origdja megegyezik, a forgd rendszer nem
feltétleniil forog egyiitt a porgettyiivel.

Legyen — valamely A vektor véltozasanak sebessége a nyugvo koordinata-rendszerben (K). Ha a forgd

rendszerhez képest A nem valtozik, a nyugvo rendszerben a valtozas csak a forgasbol all:

dA
dt

Amennyiben a porgettyli a forgd rendszerhez képest mozgast végez, az egyenlet igy modosul (K’-ben):

=wx A
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dA _dA
a  dar Y
Ha A = N, akkor az egyenletiink:
d' N
—IEE— =M-wxN

Ha K fétengely-rendszer: N} = wifl;; w' = (wl,wg _,Edg)

A fenti egyenletbdl a forgatonyomatékot kifejezve és a keresztszorzas elvégezve komponensenként megkapjuk az
Euler-egyenleteket:

1y + wows(tly — t3) = M,
Bawa + waw, (B — f3) = M,
Oaws + wiwa(fy — 61) = M;
Erémentes porgettyii

M = 0; két fétehetetlenségi nyomaték megegyezik :01 = 02, ezek pedig nem egyeznek a harmadikkal. Igy
Baws = 0 = wq = all. = wy. Jo kozelitéssel a Fold is ez.

B3 — b1
Ha bevezetjiik az (x = ———); mennyiséget, €s ezt, valamint az eldbbi feltételeket behelyettesitjiik, linearis

b1

oszcillatort leird eredményt kapunk:

w = (Acos(at + §), Asin(at + 8),wp)

A szdgsebesség az Euler-szogekkel is kifejezhetdk. A felirdskor fel kell irni a szogsebesség komponenseit az Euler-

szogekkel kifejezve nyugvo koordinata-rendszerben. Ezutan az egyes komponenseket egyenlové tessziik az

oszcillator rezgését leird megfelelé komponensekkel, és a kapott egyenletrendszer megoldjuk.

Er6émentes aszimmetrikus porgettyii

03> 02> 01

az energiamegmaradas:

2F = Byw? + Oaws + Baw? [1]

impulzusmomentum:

N2 = wi?g% + wg g;* + w§5'§ [2] = ng + j‘-.,T22 + Ng — gombfeliilet

Az o1 és o3 az alabbi Knorr rafinériaval hatarozhat6é meg:

0y - [1] - [2] — w3

0 - [1] - [2] — wi

A masodik komponens pedig a 2. Euler-egyenletbdl fejezhetd ki.

Szimmetrikus sulyos porgettyii

Ennek a porgettylinek a mozgasat csak abban az esetben vizsgaljuk, amikor a porgettylinek van szimmetriatengelye, a
20/209
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rogzitett O pont ennek egyik pontja, és az S tdmegkdzéppont is a szimmetriatengelyen van, O-tol OS=s tavolsagra. A
térben rogzitett koordinatarendszer Z tengelye mutasson fiiggblegesen felfelé, a testhez rogzitett X Y’Z’ £6
tehetetlenségi rendszer (amelynek tengelyeire rendre az A,A,C {6 tehetetlenségi nyomatékok €s a p,q,r szogsebesség-
komponensek vonatkoznak) helyzetét jellemezziik az Euler-szogekkel. A probléma megoldasahoz felhasznalhatjuk a
mozgasegyenletek elsd harom integraljat (harom elsérendii differencialegyenlet a szogekre). Az egyik integralt a
T+V=const. energiatétel adja. Ha m a porgettyl tomege, a potencialis energia (az Euler-szoges abra! a TKP a 7’
tengelyen van):

1
2 2 2 .

5 (Ap™+ Ag” + Cr”) + mgscos3 = const.

A masik két integralhoz ugy jutunk, hogy tudjuk azt, hogy a nehézségi erd forgatonyomatéka a Z és Z’ altal alkotott

tengelyre merdleges, ezért a forgatonyomaték z komponense 0. Az impulzusmomentum tétele alapjan N; = const.;

N: = const.

A tovabbi szamitasok: N, = N - n,, felirjuk, majd az energiatételbe p,q,r-et az Euler-szogekkel és derivaltjaival
felirva behelyettesitjiik. Végiil megoldjuk az egyenletrendszert (a megfeleld kezdeti feltételek felirdsa utan: 3 — ();

& = 0,7 = 1)

Gyors porgettyi

Ez a fajta porgettyli az elobbinek egy specialis esete: ilyenkor 1y ~3-

2m_g::1 Ha a mozgast teljesen leirjuk, azt

kapjuk, hogy a szimmetriatengelynek a fiiggdlegessel bezart szoge periodikusan ingadozik a kezdeti és egy ettdl kicsit
eltérd érték kozott. Ezt az ingadozast nutacionak nevezziik. Az ingadozasok annal kisebbek, igy egyuttal annal
gyorsabbak, minél nagyobb a porgettyii kezdeti ro szogsebessége. A szimmetriatengely vizszintes vetiilete pedig
allanddan meghatarozott iranyban forog. A szimmetriatengely e mozgasanak, a precesszionak a szogsebessége
periodikusan valtozik 0 és egy maximalis érték kdzott. A precesszio €s a nutacio egylittesen az un. pszeudoregularis
precessziot eredményezi: a szimmetriatengely végpontja az O rogzitett pont koré irt gdmbfeliilet két paralel kore
kozott cikloisszerli gorbét ir le.

1. 1 Tasnadi-Skrapits-Bérces: Mechanika 1., 4, 8, 10. §

2. 1 Tasnadi-Skrapits-Bérces: Mechanika 1., 12, 17, 18, 21, 29. §

3. 1 A 6W jelolés arra utal, hogy kicsiny munkavégzésrol beszéliink. Mivel a munka nem a vizsgalt rendszerre
jellemz6 mennyiség, ezért a megvaltozasarol nem beszélhetiink, innen a megkiilonboztetés.

Zarovizsga tematika

A Kklasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet
alapjai | Egzaktul megoldhat6 fizika problémak | Folytonos kézegek mechanikdja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapveto kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- €¢s molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | K6lcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/A_klasszikus mechanika alapjai”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 14., 16:47
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A Kklasszikus mechanika elméleti targyalasa

A TételWiki wikibol

Tartalomjegyzék

1 A mechanika elvei
2 A virtualis munka elve
3 d'Alembert elv és a Lagrange-féle els6faji egyenletek
4 A Gauss-féle legkisebb kényszer
5 Altalanos koordinaték és a Lagrange-féle masodfaji mozgastorvény
6 Hamilton-féle variacios elv és az Euler-Lagrange egyenletek
7 Kanonikus egyenletek, Hamilton-fiiggvény
8 Ciklikus koordinatak, kanonikus transzformacio
9 Maupertuis-elv (*)
10 A Hamilton-Jacobi egyenlet
11 A Liouville-tétel(*)
12 Megmaradasi tételek, mint szimmetriak kdvetkezményei
= 12.1 Impulzusmegmaradas
= 12.2 Impulzusmomentum megmaradésa
» 12.3 Energiamegmaradas
= 12.4 Noether-tétel(*)

A mechanika elvei

A klasszikus mechanika alapvetd torvényeinek megfogalmazasat Newton megtette. Azonban ugyanezek az elvek megfogalmazhatoak
szamos, a Newton-i axiomakkal ekvivalens, azonban matematikailag mas alakban, ami sokszor szemléletesebb, illetve egyszeriibb tud lenni.
Ezek a mechanika elvei, amelyek nem bizonyithatd axiomak, ezek helyességét a tapasztalatok adjak.

A virtualis munka elve

Vegyiink egy N anyagi pontbdl 4ll6 mechanikai rendszert, amelynek koordinatai Xi, Vi, zj, a hato er6t pedig Fi jeloli. Legyen drj az i-edik
anyagipontnak a kényszerek altal megengedett infinitezimalis és virtualis elmozdulésa. Itt a virtualis alatt azt értjiikk, hogy nem tartozik ezen
elmozulasokhoz id6tartam. A targyalt rendszer akkor lesz egyensulyban, ha a hato erdk virtualis munkéja zérus:

X
S Fiér; =0
i=1

Szabad mozgas esetén minden orj tetszéleges, tehat az erdvektoroknak kell zérusnak lenniiik. Ha van N pontunk, akkor azokhoz 3N darab
koordinata tartozik, és ennél kevesebb kényszerfeltétel lehet adott, kiilonben nincs mozgas. Itt most feltessziik, hogy a kényszereink egy
feliiletre korlatozzak a rendszert, €s ezért alakjuk igy irhato:

d’(rly TE, ...!T‘r\,—) = D

A kényszerfeltételek a virtualis elmozdulasok alatt is kell, hogy teljesiiljenek, ebbdl valamint egy infinitezimalis elmozdulashoz tartozo
Taylor-sorfejtésbol belathatod, hogy a kényszerfeltételek a kovektezd altalanos alakba irhatoak:

N
) gradggdr; =0k =1,..,5 <3N
i=1
Ezeket a Lagrange-multiplikatorok modszerével vehetjiik figyelembe: egy ismeretlen Ak szorzoval hozzaadjuk dket a virtualis munka

egyenlethez:

N

D | Bt ) Mgradigy | ori =0

i=1 k=1

Most a szabad esettel szemben csak (3N-s) darab egyiitthat6 lesz z&rus, de a tobbinél a Lagrange-multiplikatorokat valasztjuk tigy, hogy a
maradék egyiitthatok is eltiinjenek. Ekkor ugy tekinthetjiik, mintha a virtualis elmozdulasok fiiggetlenek lennének, ezért az egyenldség
teljesiiléséhez az erdk dsszegének kell zérusnak lennie, ezért:
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Fi+ Z Aegrad;gp =0
k=1

A masodik tagot elnevezhetjiik kényszerer6knek, és ekkor a az egyensily feltétele, hogy a szabad és kényszererdk dsszege zérus legyen. A
Agrade-s definiciobdl az is lathatd, hogy feliileten mozgasnal a kényszereré meréleges a feliiletre (mivel grade a feliileti normalis iranyaba
mutat).

d'Alembert elv és a Lagrange-féle elsofaju egyenletek

Jean le Rond d'Alembert a virtualis munka elvéhez hasonlo kifejezést vezetett be, de az nem csak az egyensulyt irja le, hanem egyben
mozgastorvény is:

Z(Fs _Ij'z') or; =0

=1

A mechanikai rendszer az elv értelmében Gigy mozog, hogy a fenti kifejezés minden iddpillanatban teljesiil. Szabad rendszerre ez a Newton
mozgasegyenletet adja, hiszen tetsz8leges :d1;-re el kell tlinnie a zérdjelnek, azaz F; = p-a Ha kényszerek is jelen vannak, akkor ismér a
Lagrange-multiplikatoros atalakitast végezziik el:

N

Z F;: + Z Avgrad,gr — p; | or; =0

=1 k=1

A virtualis munka elvéhez hasonldan itt is formalisan fliggetlenként kezelheték a megvaltozasok, igy

pi = Fi+ > Mgradey

k=1

Ha feltessziik, hogy a tomeg 4llando, akkor [j%- = m;T;, tehat:

m;r; = F; + Z Argrad; oy

k=1

Ezt az egyenletet nevezziik a Lagrange-féle els6faju egyenleteknek (N darab van bel6liik). Mivel ezek vektor egyenletek, igy
tulajdonképpen 3N darab egyenletiink van, és ezenkiviil az s darab kényszeregyenlet. Ez éppen annyi, mint az ismeretlenek szama: 3N
darab térkoordinata az id6 fliggvényében, és az S darab multiplikator.

A Gauss-féle legkisebb kényszer

Gauss bevezette a kényszer mértékét:

aN 1

Z = Z (125 — Xt)2

Itt Xj szabaderd. A zardjelben tehat a szabad mozgastol valo eltérés all a kényszerek hatasara. Gauss elve a kovetkezot mondja: a
kényszerek altal megengedett gyorsulasvaltozasok koziil a legkisebb valosul meg. Variacios modszerrel alakithato ez tovabb, amikoris csak

AN a aN a
a gyorsulast varialjuk. Holonom-szkleronom kényszerekre Z qb'l"ﬁ = (). Ez id6derivalas utan: Z t;mb = (). Ugyanakkor a
i=1
kényszert is megvarialjuk:
3N
QZ(’H’L&xa —Xt-)c?:i:'t- =10
i=1

Ehhez hozzaadva a szokdsos modon Lagrange multiplikatorral a kényszereket:

AN

z@@ X, - ZM )mz

i=1

Ismét a megszokott modon a megvalasztas fiiggetlen, illetve ahol nem, ott a Lagrange egyiitthatokat valasztjuk meg, tehat:

= 0oy
= Xz' - /\
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Altalanos koordinatak és a Lagrange-féle masodfaju mozgastorvény

Az eddigi targyalasokban a kényszerek, mint fiiggetlen egyenletek voltak figyelembe véve. Ha azonban olyan koordinatakra tériink at,
amelyek illeszkednek a kényszerekhez, akkor ezekben ezek a feltételek eltiinnek, igy egyszeriibb alakot kapunk a mozgasegyenletekre. Az
allitas az, hogy ilyen transzformaciok 1éteznek, az ilyen attéréssel kapott 0 koordinatakat altalanos koordinataknak nevezziik, és gk-val
jeloljiik, az altalanos sebességeket pedig g'k-val. Itt kell megjegyezni, hogy ezek nem feltétlen hossziisag illetve sebesség dimenzioji
valtozok.

A koordinata transzformacios fiiggvények derivaltjaival és kis megvaltozasaival atirhat6 a d'Alembert-elv variociés modszerrel. Ha

aN a
T
bevezetjik a (), = Z X; — altalanositott erSt, amely nem feltétlen erd dimenzioju, de a
=1 Tk
D Qidai
i
aN
munka dimenzidju. Tovabba bevezetjiik a mozgasienergiat: K = o) Z mﬂi;ﬁf. Ezekkel atirva a d'Alembert-elv a kdvetkez0 alaki lesz:
i=1

I (dOK 0K 0, ) 8q. = 0

L a- - a. T wk k=

dt dqx  Oqx i
Itt f a szabadsagi fokok szama (a 3N szabadsag az S darab kényszerrel csokkentve). A tetszdleges variacio miatt:
d oK 0K
dt Ogy,  Ogqx

k=1

:Qk,‘k: 1|1f

Ezek a Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenletek. Ha az er6k konzervativak, akkor felirhatok potencial derivaltjaként, és ekkor minden K
helyére K-V irando, amelyet elnevezhetiink Lagrange-fiiggvénynek, igy a képlet a jol ismert alakot olti:

d dL 9L

S —0k=1,..f

dt dge  Ogy

Ezek felhasznalasaval altalanos modszert adhatunk a mechanikai problémak megoldasara: Ismerjiik fel a rendszert jellemz6 altalanos
koordinatakat, és irjuk fel a transzformacios fliggvényeket. Az igy definialt altalanos koordinatakkal fejezziik ki a potencialt (V), az
altalanos sebességekkel pedig a kinetikus energiat (K). Végiil irjuk fel a Lagrange-fiiggvényt (L = K - V), és bel6le a Lagrange-féle
masodfaji mozgasegyenleteket. Az igy kapott mozgasegyenlet pedig elvileg megoldhato.

Hamilton-féle variacios elv és az Euler-Lagrange egyenletek

A Hamilton altal kimondott variacios elv, az eddigicken azért mutat tal, mert nem csupan a mechanikai problémak altalanos
megfogalmazasaban hasznalhato, hanem az optika és a kvantummechanika toérvényeit is egyszeriien meg lehet altala fogalmazni.
Konzervativ rendszerre az allitas a kovetkezo:

2

5= f Ldt =extrémum
tl

Itt S a hatas, L a Lagrange-fiiggvény. Az allitas az, hogy ebbdl gk(t) meghatarozhatd. A problémat variaciészamitasi modszerekkel lehet
megoldani, amely egy funkcionalt sz¢élséértékbe vivo fliiggvényeket hatarozza meg. Ez pont az itteni probléma, hiszen a Lagrange az
altalanositott koordinataktol, sebességektol és esetleg az id6tdl fiigg, €s mi az altalanositott koordinatakat keressiik. A varidcios modszerbol
adodo egyenletk a kdvetkezoek:

JL d dL

a — - =0k=1..f
dqr  dt Ogy,

Ezek az Euler-Lagrange egyenletek.
Kanonikus egyenletek, Hamilton-fiiggvény

Az eddig hasznalt Lagrange leirasban masodrendi differencialegyenletket kaptunk. Az Gigynevezett kanonikus egyenletek azzel szemben
elsorendii differencialegyenleteket szolgaltatnak, amelyek a masodrendiiekkel egyenértékiiek, azonban kétszer annyi van bel6liik.
Bevezetjiik a kanonikusan konjugalt impulzust:
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_ oL
PE= 34,

Es bevezetjilk a Hamilton-fiiggvényt:

I
H=3 pugs—L

k=1

Az Euler-Lagrange egyenletek figyelembevételével, és a Hamilton-fliggvény teljes differenciajanak felhasznalasaval kapjuk a kanonikus
egyenleteket:

g =22
M
Pr = _5‘—%
Tovabba:
oH _ oL
ot ot

Ha a rendszer konzervativ, és az altalanositott koordinatakra valo attérés idofiiggetlen, akkor a Hamilton-fiiggvény a mechanikai energiat
adja. Ennek a formalizmusnak kiemelkedd szerepe van a kvantummechanika és a kvantumtéreleméletek tagyalasanal.

Ciklikus koordinatak, kanonikus transzformacio

Ha a Hamilton-fliggvény nem fiigg valamely koordinatatdl, akkor az ahhoz a koordinatahoz tartozo konjugalt impulzus allandé a kanonikus

egyenletek miatt, €s azonnal megoldast szolgaltat a mozgasegyenletre ('-]’k(f-) =fgp-t+ec= 5 -t + ¢). Az ilyen tulajdonsagu

k
koordinatat ciklikus koordinatanak nevezziik. Ertelemszertien minél tobb ciklikus kooridnatank van, annal egyszer(ibb megoldani az adott
problémat. Ezért érdemes foglalkozni azokkal a transzforméciokkal, amelyek valtozatlanul hagyjak a kanonikus egyenleteket, de ciklikus
koordinatakra térhetiink at segitségiikkel. Ezek a transzformaciok tehat olyan koordinatak kozott visznek at, amelyek teljesitik a kanonikus
egyenletket tovabba a variacios elvnek is eleget tesznek (a kanonikus egyenletek is abbdl szarmaztathatdak). Ezek alapjan belathato, hogy a
varialt funkcionalban van egy szabadsagunk egy tetszoleges fiiggvény idGszerinti derivaltjanak erejéig. Ezt a fliggvény nevezziik alkotod
figgvénynek, mert segitségével kifejezhetdek a transzformacios szabalyok. Az alapjan, hogy az alkot6 fiiggvényt melyik két valtozoval
fejezziik ki a négy (régi és 1j koordinata, régi és j impulzus) koziil, kiillonbdzo osszefliggéseket kapunk a koordinatak és az alkoto fiiggvény
kozott, valamint megkapjuk a Hamilton-fliggvény transzformécojat is.

Maupertuis-elv (*)

A Maupertuis-elv energiamegmarad6 rendszerekre vonatkozik, vagyis a Lagrange-fiiggvény nem fiigg explicite az id6t6l. Az elv kimondja,
hogy a rendszer altal megtett Ut olyan, hogy a roviditett hatas

So = fpdq = min.
ahol az integralt a palyara vett vonalintegralként kell érteni.

A Hamilton-Jacobi egyenlet

A mozgasegyenletek megoldhatoak egy szélsdséges tanszformacioval is, amennyiben a a Hamilton-fliggvényt zérusra transzformaljuk.
Ekkor mind a koordinatak, mind az impulzusok derivaltjai nullaval egyenléek a kanonikus egyenletek értelmében. A Hamilton-fliggvényre
vonatkozo transzformacios egyenlet az alkotofiiggvénnyel kifejezve a kovetkezo:

— oW
H —H-i-ﬁ

Mivel a végs6 Hamiltonnak zérust szeretnénk, ezzel a feltétellel egy specialis alkotofiiggvényt definialhatunk, amely a kovetkezo egyenletet
elégiti ki:

as

ot

A Hamilton-fiiggvény a koordinatak, az impulzus és az id fiiggvénye lehet. Ezek koziil az alkoto fiiggvénnyel az impulzus is kifejezheto,
ezért:

0=H+
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oS 08
0=H ,—. t
(G’k Dar ) dt

Ez a Hamilton-Jacobi egyenlet, és S a hatasfiiggvény, amelyet mar korabban bevezettiink a Hamilton-féle variacios elvnél. A Hamilton-
Jacobi egyenlet abban kiilonbozik az eddigiektdl, hogy parcialis differencialegyenlet, ezért hatarfeltételek is kellenek hozza, és nehezebb
megoldani, ennek ellenére ha nem kozvetleniil a mozgasegyenletet akarjuk megkapni, csak dsszefiiggéseket a hatas és a koordinatak kozott,
akkor sokfelé jol hasznalhato.

A Liouville-tétel(*)

A Hamilton-i mechanikai rendszerekre kimondhat6 a Liouville-tétel, ami azt fogalmazza meg, hogy nem-disszipativ rendszerre a
fazistérfogat alland6 marad. Ha p a fazistérbeli eloszlas fiiggvény, és a rendszer d dimenzios:

dp _dp  E(Bp -  Op
_P:_ﬁuz(sﬂ_miﬂ_pz):g
i=1

dt Ot gt dpt

Ez azért fontos egyenlet, mert nem csak egyensulyi szitudciokban hasznalhatd, hanem sokrészecskés bonyolult dinamikai problémakra is,
ezért alapvetd fontossagl a statisztikus jelenségek targyalasaban.

Megmaradasi tételek, mint szimmetriak kovetkezményei

A kozismert és a klasszikus mechanikaban elobukkan6 megmaradasi tételek igen egyszeriien kdvetkeznek a Hamilton-fiiggvényes
formailzmusbol.

Impulzusmegmaradas

Az impulzusmegmardas a targyalasi koordinatarendszer eltolasaval szembeni invarianciabdl vezethetd le. Ez tulajdonképpen a tér
homogenitasa: mindegy hogy hova tessziik a mechanikai rendszert, a Hamiltonja ugyanaz, és az események ugyantgy zajlanak.

Impulzusmomentum megmaradasa

Az impulzusmomentum megmaradasa a koordinatarendszer elforgatasaval szembeni invarianciabol vezetheto le. Ez tulajdonképpen a tér
izotropiaja: mindegy hogy hogyan forgatjuk el a mechanikai rendszert, a Hamiltonja ugyanaz, és az események ugyanugy zajlanak.

Energiamegmaradas

Ez az idébeli eltolasbol kovetkezik, azaz mindegy, hogy egy adott kisérletet mikor végziink el, a lefolyasa ugyanaz, a Hamiltonja ugyanaz.

Noether-tétel(*)
A Noether-tétel azt mondja, hogy a Lagrange-fiiggvény szimmetridihoz hogyan lehet megmaradd mennyiséget rendelni.

Allitas:Ha a Lagrange-fiiggvénynek szimmetridja a:

g — ¢; = ¢ + €fi(q, q)
gi — ¢; = g; + Efz‘(‘?.- '1]’)

akkor a kovetkezd mennyiség megmarado:

JL
> 3_tﬁfé

Bizonyitas:
. ) d (0L
L(gi+efi, git+efi)—L(gi, 6;) = Z Efri-z =) — It ( ) eft +Z = (Efz) =0
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A relativitas elmelet alapjai

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

1 Vonatkoztatasi rendszer

2 Galilei-transzformacio

3 A Lorentz-transzformacio

4 A Michelson-Morley kisérlet

5 A Lorentz transzformaciok kdvetkezményei
® 5.1 Az inerciarendszerek relativ sebessége
m 5.2 Sebességek Osszeadasa
= 5.3 Paradoxonok

6 Relativisztikus fizika

7 Az elektrodinamika relativisztikus formaja (*)

Vonatkoztatasi rendszer

crer

felvesziink egy koordinatarendszert (origo, és bazisvektorok, illetve a rendszer idofejlodése, pl.: mozgasa, forgasa) és
ebben targyaljuk a mozgdsokat. Vannak kitiintetett vonatkoztatasi rendszerek, ezeket Newton els6 torvényével
tiintetjiik ki: ahol a tehetetlenségi axidma teljesiil, azok inerciarendszerek. Kiilonb6z6 mozgasu
koordinatarendszerekben fellépnek egyéb nemfizikai erdk is, az inerciarendszerekben definiciobdl kifolyolag ilyenek
nincsenek. A tobbi Newton-tdrvény is inerciarendszerekre érvényes.

Galilei-transzformacio

Newton masodik axidémaja a mozgasokra vonatkozik, azonban az itt targyalt differencidlegyenletben van egy szabad
konstans, amely a derivalasok miatt kiesik, ezért erre invarians a masodik axioma. Ez az invariancia a Galilei-
transzformacidban foglalhato 6ssze:

=14 vt
V=1t

Szavakban elmondva az egymashoz képest egyenes vonali egyeneltes mozgast végzo koordinatarendszerekben a
mechanikai jelenségek azonosan mennek végbe. Az egyes rendszerek kozott a Galilei-transzformaciéval térhetiink at.

A Lorentz-transzformacio

Amikor a XIX.-XX. szdzad fordul6jan a megprobaltak egységes képbe dsszehozni a mechanikéat és az
elektrodinamikat, egyre problémasabb lett az a felismerés, hogy a hullamegyenlet nem invarians a Galilei-
transzforméaciora. Ugy tiint, mintha az elektrodinamikaban lenne kitiintetett koordinatarendszer, szemben a
mechanikaval. A korabeliek harom feloldasat képzelték el a problémanak, csokkend valoszinliség szerint:

» A Maxwell féle elmélet hibas, a valodi elmélet Galilei-invarians.

= A mechanika Galilei-invarians, az elektrodinamikaban van kitiintetett koordinatarendszer, amelyben a fény
terjedését lehetévé tevo éter nyugszik.

m [étezik egy mind a mechanikara, mind az elektrodinamikara érvényes relativitasi elv, ami nem a Galilei-féle, és
ez egyben azt is jelenti, hogy a mechanika térvényeit kell megvaltoztatni.
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A Maxwell-féle leirast rengeteg kisérlet tdmasztotta ala, €s minden joslatat sikeriilt ellendrizni. A masodik lehetdséget
nem sikeriilt alatamasztani kisérletekkel, azonban egyre irredlisabb megszoritasokat lehett ra adni, amik végso soron
tarthatatlanna tették az elméletet. Az 1j relativitasi elmélet kidolgozasat Einstein végezte el, két posztulatumra épitve:

= A természet torvényei, és a kisérleti eredmények azonosak az egymastol csak egyenes vonall egyeneltes
mozgasban kiilénb6z6 inerciarendszerekben.
= A fénysebessége véges, és forrasanak mozgasatol fiiggetlen.

Ha feltessziik, hogy a tér izotrop, tovabba az 4j transzformdacio is csoportot alkot a Galileihez hasonldan, és
megenged;jiik, hogy az id6 is transzformalddjon az attéréskor (€s nem szeretnénk véges sebességekbdl kiindulva
végtelen sebességeket kapni a transzformaciok és sebességosszeadasok soran), akkor a 2. posztulatumbol és az
izortopiabol kovetkezik az ivelemnégyzet allandosaga (dS2 = dt?> — dx? - dy2 - dzz), a tobbi feltételbdl pedig
levezethetd a Lorentz-transzformaciok alakja (1+1 dimenzidban):

. v

t = ~(t - C_QI)

' =~z — vt)
1

ahol Y = ~—7———= a Lorentz-faktor.
Ji-%

A c konstans értékét a kisérletek adjak meg, itt csak az deriil ki, hogy hatarsebesség, mégpedig felsd, az kisérleti tény,
hogy ez egyezik a fénysebességgel.

A Michelson-Morley kisérlet

A relativitas elmélet kialakulasa felé az egyik nagy 16kést ez a kisérlet szolgaltatta azzal, hogy nem mutatta ki az éter
hatasat. Az elméletileg feltételezett éter a fény terjedésének kdzege lett volna. Ha ez igaz lenne, akkor a kozeghez
képest relativ mozgast végz6 megfigyelé masnak méri a fénysebességet. A kisérletet ezért felév kiilonbséggel
megismételték, ekkor ugyanis a Fold éppen ellenkezd irdnyban halad a feltételezett éterben, akarmilyen mozgast is
végez az. A kisérleti elrendezés egy fényforrasbol allt, annak a fényét egy féligatereszto tiikorrel kettéosztottak, majd
az azonos utakon visszaverddo fénysugarakkal interferenciat hoztak létre. Ez az elrendezés ha az azonos utakon mas
a fénysebesség eltérést tesz lathatova az interferencia segitségével. Az elméletileg megjosolt eltérések a vizsgalati
idopontokban nem jelentkeztek, ezért erdteljesen kétségessé valt az éter elmélet tarthatdsaga.

A Lorentz transzformaciok kovetkezményei

A Lorentz-transzformaciok képleteibdl tobb a klasszikus gondolkodéssal szembenallo jelenség vezethetd le. Ezeken
feliil hasznos, a kiilonb6z6 rendszerek kozotti 6sszefliggések is levezethetdek.

Az inerciarendszerek relativ sebessége

Ahogy korabban lattuk, a Lorentz-transzformaciok is csoportot alkotnak. Belathatd, hogy a transzformacio csak a
sebességtol fiigg, ezért egyparaméteres a csoport, ekkor van ugynevezett kanonikus paramétere. Ez azt jelenti, hogy
ha egymasutan csoportelemeket hattatunk, akkot az ered6 transzformacio eléallithato az egyes elemek
paramétereinek Osszegeként (analogiaként gondoljunk 2D-s forgatdsokra: az ered6 forgatasi matrix eldallithato a
részforgatasok szogeinek Osszegeként). é& Lorentz-transzformaciok ezen paraméterét rapiditdsnak nevezziik, ez tehat

osszeadodik. Definicioja: y = arcth—
e

Levezethet6 a transzformacios szabalyokbol, hogy barmely két inerciarendszer (amelyek kdzott a y paraméterii
Lorentz-transzformacio visz at) relativ sebessége:

V =c-thy
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amibél az is kovetkezik, hogy ez a sebesség nem lehet c-nél nagyobb. VIGYAZAT Ez az egész csak 1id6 és 1 tér
dimenzioban igaz, amikoris a tér-tengely egyiranyu a sebességgel. Az dltalanos eset bonyolult, azt érdemes
megjegyezni, hogy két egymas utani, de kiilonbozo iranyu rendszerbe vald attranszformacio (boost) eredéje egy
megfeleld iranyu boost és egy forgatas. Ennek ellenére a rapiditas paraméter az egyiranyt boostok kezelésére igen
alkalmas, példaul egy kisérletben a nyalab és a labor rendszer kozotti transzformaciokra, amikor a lényeges mozgasok
egy iranyba esnek.

Sebességek Osszeadasa

Az el6z6 formulabdl a tangens-hiperbolikusz szogdsszeadasi formuldjat felhanszalva:
_ i+ W
1 + ch |

Ennek kis sebességli (v << c) hataresete visszaadja a klasszikus V3 =V + V3 formulat.

V3

Paradoxonok

A paradoxonok az egyidejliség relativitasara vezethetdek vissza: ha egy koordinatarendszerben adott egy két
esemény, akkor létezik olyan koordinatarendszer is, amelyekben ezek egyidejliek, illetve olyanok is, ahol az egyik, €s
olyanok is, ahol a masik torténik hamarabb.

Az egyidejliség relativ, fiigg attdl, hogy a koordinatarendszerek mekkora
sebességgel mozognak egymashoz képest!

A legfontosabb paradoxonok a kovetkezdek:

» Az allo megfigyel6 a mozgo targyakat rovidebbnek latja: Lorentz-kontrakcio

m Az allo megfigyeld a hozzaképest mozgo rendszerekben elteld id6t hosszabbnak latja: idédilatacio.

» Jkerparadoxon: két iker koziil az egyik a F6ldon marad, a masik egy gyorsuld tirhajoban elmegy, majd visszajon
a Foldre. Ez utobbi személy fiatalabbként ér vissza. A gyorsuld rendszerekben inerciarendszervaltas torténik,
ezekben a pillanatokban valtozik az egyidejliség is.

Relativisztikus fizika

A relativitaselméletben csak olyan mennyiségeket engediink meg, amelyek invariansak a Lorentz-transzformaciora.
Ez azt jelenti, hogy a klasszikusan ismert mennyiségeket valahogy at kell alakitani, hogy ne a Galilei-transzformaciora
legyenek invariansak, hanem a Lorentzre. Az altalanos an levezethetd 3+1 dimenzids Lorentz-transzformacio az
ivelemnégyzetet valtozatlanul hagyja:

ds’ = dt* — da® — dy* — d2°

Ez gy interpretalhato, hogy a relativitaselméletben a tér és az id6 egyiitt alkot egy kovarians mennyiséget. Hasonlot
lathattunk a klasszikus geometriaban, az ottani transzformaciok a térbeli tdvolsdgnégyzetet (skaldrisszorzatot)
tartottak valtozatlanul, ezzel definialtuk a vektorokat. Ezzel az analogiaval élve vezetjiik be itt is a vektorokat,
melyeket megkiilonboztetésképpen négyesvektornak neveziink, a négyesvektorok skaldrisszorzatat a Lorentz-
transzformacid valtozatlanul hagyja. A klasszikus mennyiségekbdl tehat négyesvektorokat kell létrehoznunk. Példaul:
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k= (i,kl,kg,ka)
.

E
pP= ( !pl!pE!pEr)

C
Ez utobbi kiilondsen jelentds, hiszen ennek a hossznégyzete a részecske nyugalmitomegével all kapcsolatban:

E_Ez

2 22
P —F—|P| =mec

Ebbdl az is kovetkezik, hogy ez minden rendszerben ugyanaz. Belathato, hogy az itt definialt négyesimpulzussal
egybefoglalhat6 az energia €s az impulzusmegmaradas, mert a négyesimpulzus maga a megmaradé mennyiség a
relativitaselméletben. Ezt atrendezve az E-p 0sszeiifggést kaphatjuk meg, ami diszperzios relacioként is felfoghato:

E = m?c* + p*c?

Ez pedig 4ll6 részecskére a hires:

2
E = me

képletet adja. Nemrelativisztikus esetekben tovabbra is visszakapjuk a klasszikus képleteket. A relativisztikus
dinamika alaptorvényeként a Newton-torvény relativisztikus megfogalmazasat vehetjiik. A klasszikus F = ma-val
egyenértékil kis sebességekre az

d
P
dr
ez utdbbi azonban relativisztikusan is igaz, itt T a részecske nyugalmi rendszerében mért id6 (sajatid6), ami kis

sebességekre a mindenkori idovel helyettesithetd. Fontos, hogy az id6derivalas alol a tomeg nem emelheto ki, hiszen
ez is fligg a sebességtol, tehat sebességvaltozaskor ez is valtozik.

F =

A fenti energia kifejezésnek van még egy fontos kovetkezménye. Ha egy rendszer két allapota kozotti atmenet
energia kisugarzassal, vagy elnyeléssel jar, akkor az a rendszer tomegét is megvaltoztatja. Ennek legékesebb példaja a
periddusos rendszerben megfigyelheté molaristomegek értéke. A periddusosrendszerben szereplé magok mélyebb
energiaszinten vannak, mint az alkotoik kiilon-kiilon 6sszeadva, ezért a két allapot kozotti kiilonbség valamikor
felszabadult, és ekkor tomeget is elvitt, tehat a periodusos rendszerbeli tomegek mindig kisebbek, mintha a protonok,
¢s neutronok szabad tomegét adnank 6ssze. Ezt az effektust nevezik toémegdefektusnak.

Az elektrodinamika relativisztikus formaja (*)

Az elektrodinamika mar eleve egy relativisztikus diszciplina, igy a Maxwell-egyenletek relativisztikus altalanosara
nincs sziikség. Ez tigy fejezheto ki, hogy a Maxwell-egyenletek atirhatok szembedtloen kovaridns egyenletekké.

—

divB =0

Kovetkezésképpen B felirhatdo mint egy vektorpotencial rotacidja:
B =rotA

A

ot

rot E—I— =0

igy a zarojelben 1évo kifejezés felirhato, mint egy skalartér gradiense:
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L aA |
E+ o = —gradg
Ez a ¢ skalar- és _i' vektorpotencialok szokasos definicidja. Konnyen belathatd, hogy a potencialok egyértelmiien
meghatarozzak a térerdsségeket, de ez forditva nincs igy. A potencialok rogzitéséhez mértéket szokas eldiri. Ezt a
feltételt pedig érdemes tigy megadni, hogy maga is szembeotléen kovarians legyen. Olyan megszoritast érdemes
megtenni, hogy a skalar- és vektorpotencialokbol egy (Cb‘ 4_1) négyesvektort lehessen csinalni.

—

Belathato, hogy a j# = ( P, _’.1‘) aramslriség egy négyesvektor. Ekkor az elektrodinamika kontinuitasi egyenlete:

>j, =0
Most emlékezziink vissza Lorenz-mérték definiciojara:
Do v
— +VA=0
ot

¢s arra, hogy ezen mértékben a négyespotencidlokra a kovetkezd hullimegyenletek adodtak:

0 2\ . _ P
(a?“"’)“a

oy =
7 J
2 _v2lai=21
(Eﬂtz €0
Namost, mivel a jobboldal négyesvektor, és a d'Alembert operator a koordinatarendszer megvaltozasaval nem
valtozik, ezért az 4 a= ((p‘ 4_1) is négyesvektor. Négyesvektor jeldlésben a hullamegyenlet:

0,0" A, = Ju

£Q
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Rezgések

Harmonikus oszcillator

Az egész kvantitativ fizika legalapvetébb megoldhat6 rendszere a harmonikus oszcillator. Ez egy olyan tomegpont

mozgasa, amely V{ 3;) = § L alaka potencidlban végez csillapitatlan rezgémozgast. Ekkor:

av.
==

Es a mozgasegyenlet:

Flz) = —ka

F=mz=—kx
Az altalanos matematikai alak:
T = —ar
Ennek megoldasa:
z(t) = Acos(wt + ¢)
A kezdofeltételek hatarozzak meg A-t és ¢-t, a korfrekvenciara:
w=Va
Csillapitott és gerjesztett harmonikus oszcillator
33/209
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A fenti probléma két tovabbi, bonyolitott valtozata is egzaktul megoldhato. Hozzaadhatunk az egyenlethez, egy
sebességgel aranyos csillapitast:

r=—ar — Bz

Ekkor a megoldas:

() =exp |3 (~6+ VA —da) .

Harom elkiiloniilé régié van, a négyzetgyok alatti mennyiség eldjele alapjan:

» Ha negativ: alulcsillapitott, 1étrejon oszcillacio, ami lecseng,
= Ha nulla: kritikusan csillapitott, egy félhullam lehet az egyensuly felé tartasban, de nincs nullatmenet,
= Ha pozitiv: tulcsillapitott: a kitérés mindig az egyensulyi helyzet felé hiz, hullamok nélkiil.

A fenti differencial-egynlethez alland6 periodikus gerjesztoerdt is hozzaadhatunk:

I =—ax— 3t + F(wp)

Az el6bb részletezett harom régid most is ugyanaz, a kezdeti allapotbol a rendszer a csak csillapitottnal megfigyelhetd
relaxacidval kertiil be a gerjesztési amplitido €s frekvencia altal megszabott oszcillacidhoz. Az explicit megoldasokat
lasd itt (http://mathworld.wolfram.com/DampedSimpleHarmonicMotion.html) .

Regések osszetétele

Egyszerii trigonometriaval belathatd, hogy azonos frekvenciaju, de tetszdleges amplituddji és fazist harmonikus
rezgdmozgasok ereddje is harmonikus rezgdmozgas, ugyanazzal a frekvenciaval. Az amplitudéra az dsszegzés
eredménye:

A% = A3+ A2 424, 45c08(¢hy — )
¢s a fazisszogre:

_ Aysingy 4 Assing,
~ Ajcosdy + Aycosds

tegd

Ezek a formuldk tetszdleges szdmu, azonos frekvencidjii harmonikus rezgés 6sszeaddsara altalanosithatoak.

Két eltéro frekvenciaju, de azonos amplitudoju €s fazisu rezgés 0sszetételének eredménye pedig:

z(t) = 2Acos (wl—;m?‘t) - sin (ﬂ_—mg

Az ered6 amplitudo pedig:
W) — W
Ag(t) = 2Acos (%1‘)

Az ered6 amplitudo id6beli harmonikus valtozasa a lebegés jelensége.

Csatolt rezgések

Csatolt rezgésrol akkor beszéliink, hogyha a testeket nem csak az egyensulyihelyzetiikh6z, hanem egyméshoz is
harmonikus erd koti. A mozgasegyenletek ekkor:

m1i:1?1 = —Dyxy + k(zy — )
gy — —Dg$2 — JIC(IQ — $1_)
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Megfelel6 valtozocserével a csatolas kitranszformalhato, és két fiiggetlen harmonikus rezgdmozgast kapunk
eredménytil. Ezek Osszege és kiilonbsége adja a helyfiiggvényeket. Az itt megjelend frekvencidkat
normalfrekvenciaknak nevezziik. Ha megvizsgaljuk az energiaviszonyokat, akkor azt tapasztaljuk, hogy a két test
. . 1 : .
harmonikus energidjan (F = —mup® + § D) kiviil fellép egy csatolasi energia is:

2
1

Ecsat = ﬁk(:l:? _1:1}2

A teljes energiamegmaradas ennek a harom energianak az 0sszegére érvényes. Az idéfejlodés soran periodikusan
valtozik az egyik és a masik test rezgési amplituddja, szemléletesen az energia oda-vissza vandorol a két test kozott.

Linearis lanc

Tekintsiink egy N tomepontbol allo sorozatot, amelyet idealis rugok kotnek 6ssze. Tekintsiink el a kiils6 erétértol.
Ekkor az egyes mozgéasegyenletek a kovetkezd alakuak:

’m»1i:1?1 = ku(i‘»z — 131)

My = —kio (11?2 - 1?1) + kza(i?a - Iz)
’:’?11%':1515&'—1 = _kN—E,N—I(IN—l - T»N—z) + kN—1,N($N - IN—I)
myry — —kN—LN(IN - IN—1)

Osszunk at a tomegek négyzetgyokével és vezessiik be a kovetkezd jeldlést: iy; = x; - +/11;. Az egyszeriiség
kedvéért, csak szemléltetésiil az egyik kozépso egyenlet igy alakul:

i = ké—l,t' ( Ui Yi ) i Jic1;',q;'+1 ( Yit1 Yi )
= — — —
VAL RV 3/ i—1 VI A /i v/ T
Az igy kapott egyenletrendszer sokkal attekinthet6bb, ha matrixos alakba irjuk.
Y = MY

Az itt bevezetett M matrix tartalmazza a tomegekbdl, és rugdallandokbol adoédd konstansokat. A fenti valtozocserére
azért volt sziikség, hogy ez a matrix szimmetrikus legyen, igy a sajatértékei valosak. Ez pedig azért jo, mert ekkor a
sajatértékprobléma megoldasdval megkapott sajatértékek a normalfrekvencidk négyzeteit adjak, a sajatvektorok
pedig a rezgési modusokat (azaz, hogy az egyes pontok mekkora amplitidoval, milyen irdnyba rezegnek). A
matrixnak mindig lesz egy 0 sajatértéke, ez a transzlaciot irja le. Az altalanos megoldas most is az egyes
meghatarozott frekvenciak és amplitadok altal definialt harmonikus rezgémozgasok ereddje, amiben a szabad
paramétereket (6sszesen 2N darab) a kezdofeltételek szabjak meg.

A Kepler-probléma

A Kepler-probléma a Newtoni-gravitacios erdtorvény hatasara mozgo test mozgasegyenletének vizsgalata. Ez
tulajdonképpen egy centralis er6térben torténd mozgas, azonban kitiintetett jelent6sége volt a csillagiszat
fejlodésében, hiszen jo kozelitéssel irja le a Bolygdk mozgasat a Nap koriil.

A bolygok mozgasa

Adott a Newton-i gravitacids er6tdrvény, itt most vektoros alakban felirva:
mM r

¢ r

F=—v

itt m az adott bolygd, M a Nap tomege. Ez az er§ centralis, azaz a tekintett testek kozéppontjan keresztiil hat. Ebbol
kovetkezik, hogy a mozgas sikmozgas, amihez tartozik egy megmarad6 mennyiség, az impulzusmomentum:
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rlw =\
A mozgasegyenleteket polarkoordinatakban felirva a gyorsulas radialis egyenlete:
mr — mro® = —y 3

Es a sikszoghoz tartozo egyenlet:

- ld .
mqb—m;E(rqb}—U

hiszen az erének nincs ilyen irany komponense. Ezt az egyenletet az impulzusmomentum allandosaga megoldja,
tehat csak az els6 egyenlet megoldasa marad hatra. Ennek érdekében az id6 szerinti derivaltakat atirjuk szogszerinti
derivaltakra, azaz attértiink a szogre, mint paraméterre. Az eredményiil kaphato differencial-egyenlet:

Loy (oo
do? \r X/ \r X

ami nem mds, mint egy harmonikus oszcillator egyenlete. Ennek ismert a megolddsa, amelybdl a sugar kifejezhetd:
s 1
- i AxZ -

TM 1 + 23rcos(é + a)

r(¢)

A koszinuszos tag szorzofaktora az ekcentricitas, a kiils6 tort szorzofaktora a palya paramétere. A kapott egyenlet
egy kupszelet egyenlete.

A Kepler-mozgasok és a kipszeletek kapcsolata

Az elozéekben bemutattuk, hogy a Kepler-probléma kipszelet egyenletre vezet, amelyek altalanos alakja:

_ P
1 + ecos(¢ + a)

r(o)
Ekkor harom alapvetden kiilonbozé mozgas johet 1étre, amelyeket az excentricitas kiilonboztet meg:
m ¢ < 1: Ellipszis (specialisan, 0 esetén kor),
m ¢ = ]:Parabola,
= ¢ > 1: Hiperbola.
Ezek kifejezhetdek az energiaval is:
0: Ellipszis,

E<
E = 0: Parabola,
E > 0: Hiperbola.

Kozmikus sebességek

A fenti energiak fontosak az tirkutatasban. Ha a Foldrdl inditunk egy testet, akkor a legkisebb energiaju stabil palya a
valamely ellipszis palya elérése. Els6 kozmikus sebességnek nevezziik a fold sugaraval egyezo6 korpalya eléréséhez
sziikséges sebességet, ez kb. 7,9 km/s. A mésodik kozmikus sebesség a Fold gravitacios terének elhagyasa, azaz a
fenti esetek koziil a parabolikushoz tartozo sebesség, ez kb.: 11,2 km/s. A harmadik kozmikus sebesség az €16z0, de a
Napra viszonyitva, azaz ebben az esetben a naprendszer elhagyasardl beszéliink. Ez megkdzelitdleg 42,1 km/s.

Kvantummechanikai problémak

Potencialvolgy
36/209
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Oszcillator Sommerfeld-modszerrel

A linearis harmonikus oszcillator energia operatora:

2 2
!
g P, W
21 2
Az X operator helyére az x szerinti szorzast, a P helyére pediga — d_—t irva a sajatérték-egyenlet:
1 ar
R d?yp w?
- v _|_ _JH'IE = E‘i}i’a ebbol:
21 dx® 2
&y 2 1 5,
d? T R He =)
Bevezetvea f; — — jelolést és x-rol attérve a § = ?;r, valtozora az egyenlet a kdvetkezOképpen néz ki:
&2
2y 0 —
2,1, 5 5
. . . a . . —£2/2 '
Az egyenlet aszimptotikus alakja: dfz — &7t = 0. Ennek megoldasa: UV, — € £°/2, Az eredeti egyenlet

megoldasat a Sommerfeld-féle polinom-modszer segitségével szeretnénk megkapni, ezért a pontos megoldast
i = E_‘ng'f 2 U(f) alakban keressiik. Ezt beirva a differencidlegyenletbe kapjuk:

d*v dv

— —2%— 4+ (k-1v=0

gz~ Lgg t (k=1

v(€) = & alakban felirva képezzik v(E) elsd és masodik derivaltjat:
r=0

dv

d_€ = ngfgr_l,

dv

el =Y "r(r—1)e

T
T _
Ezt beirva v differencialegyenletébe: Z ((T +2)(r+ 1) — (2r+1 - k)ﬂr) & =0
T
Ez akkor igaz, ha & minden hatvanyanak egyiithatdja 0. igy egy rekurziv osszefliggést kapunk a cr egyiitthatok kozott:
2r+1—k
r+2)(r+ 1)

Cr42 — ( Cp-

Belathat6, hogy r = n fokszamtol kezdve az Gsszes egylitthatonak azonosan 0-nak kell lennie, ezért 2n + 1 = k. AzE

¢s k kozotti 6sszefliggés alapjan igy az energia sajatértékek: F — ficw (n + %) = hi (ﬂ + %)

Az egyes energia sajatértékekhez tartozo sajatfiiggvények: U, = E—igﬂr Qvﬂ ( 5), ahol vp(&) = Hn(§) un. Hermite-

polinom.
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Oszcillator 1épteto operatorokkal

A harmonikus oszcillator Hamilton-operatora némi alakitgatas utan:

mw 1 1 mw i mw i 1Y
H:h ] — 2 — :h ] R — —_ — _— [ —
“n (I +m2w2+2> “’( oh (I ’mwp> oh (IJ“mup)Jrz)
A 1éptetéoperatorok:
B m( i )
““Von $+ﬂu;,:p

= (L)
VR Tt

ezek természetesen egymas adjungaltjai. A felcserélési relacio:

[a,a'] =1

Legyen f 3 — \ a részecskeszam-operator. Koncentraljunk ennek a sajatallapotaira:
N|n) = n|n)
Koénnyen megmutathatd, hogy ha |n} sajatallapota N-nek, akkor a.| n} ésal |ﬂ} is:

Na;r\n} = (n — 1)aln)
Na'|n) = (n+ 1)a|n)

az igy kapott sajatallapotok nem normaltak. Mivel a.|n} normaja n, ezért a normalt allapotok:

aln) = Vitln - 1)

¢és hasonldan:

a'ln) =vn+1n+1)

Tehat elindulva egy n sajatérékrdl, az a eltiintetd operator n-1,n-2,... sajatértékkel general 0j N sajatallapotokat. Ezek
sorozata viszont nem mehet negativba, hiszen az N sajatérétke egyben a :a.‘ n) normaja ami nem negativ. Ez csak ugy
lehet, ha n egész értékérdl indulunk, majd elériink n=0-hoz és akkor:

al0) =0

Ebbol az egyenletbdl rogton adodik az alapallapoti hullamfliggvény, a keltd operator alkalmazassal pedig a gerjesztett
allapotok hullamfiiggvényei. A spektrum is azonnal leolvashato.

Rotator

A forgd mozgast végzd tomegpontot rotatornak nevezziik. Szabadon forgd tomegpont energia sajatérték egyenlete:

—2— At = E). A problémahoz leginkabb a térbeli polarkoordinata-rendszer illeszkedik, ugyanis a forgas
I

centrumatol mért r tavolsag allando.

A Laplace-operator polarkoordinata rendszerben:
NP 20 1(32 )2 1 39)
o2 Trar T \aE TG Tt Gin(v))2agr/)

r = allando, ezért 1y = 10(1}, () csak a szogektol fiigg:
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d% dtﬁf 1 9% 2pur?
5 + cot d— , Y
R o (5111(19)) dyp fi

Ey.

Legyen urz = O (a tehetetlenségi nyomaték a forgas centrumara vonatkozoan). Az egyenlet a kdvetkezo alakra
modosul:

&2 np 1 oy 20
a2 T %5+ G2 ogr T

P(10, ) = F(1)G(p) alakban keresve a megoldast:

i 20
F'G tNF'G+—FG"+ —FEFG =0.
+etNFC+ oGt 2

Arskiva: = (sin(9))? + cos(9) sin(9) T + 2 B(sin(0))” + o = 0

A 73-t01 és a -6 fiiggd részek kiilon-kiilon allandok kell, hogy legyenek:
Gf

— = _m2 azaz (} = 'm¥.

G

Et,.,_[]

Az azimutszoget 2n-vel novelve ugyanabba a pontba jutunk vissza, ezért meg kell kovetelniink, hogy elm2m — |

legyen.

Az F-et meghatdrozo egyenletnél érdemes a £ = cﬂs(ﬂ) valtozora attérni, igy az eredeti egyenletet F / (1 — &2)-tel
megszorozva ((1 — £ 2) # ()) kapjuk:

PF 20 m?
1-)2E 92 + (7B - ) F =0
3 dE (1-¢&2)
A &= 1-ben a differencidlegyenletnek szingularitasa van, hogy a megoldas itt is véges legyen, ezért
F( 5} — ( 1— 59) ]%LU( 5} Ezt visszairva és a kapott egyenlet megoldésat a polinom-modszer alapjan
v(é) = Z Crir
alakban keresve kapjuk:

Z ((T+2)(T+ 1)c,po — [[’r—|— Im|)(r + |m| + 1) — 2?5'}@) £ =0

(r + [ml) (r+ |m] +1) — 5

Ez alapjan a Cr egyiitthatokra egy rekurzios képletet kapunk: ¢,  » =
(r+2)(r+1)

-
Ahhoz, hogy a sajatfiiggvény regularis legyen egy bizonyos fokszamu egyiitthatotol kezdve az 6sszes értéke azonosan
2
0 kell hogy legyen. A lehetséges energia-sajatértékek igy: E, = h_g(g + 1), ahol k + |m‘ = (-t jeloltiik I-el (1
20
=0,1,2,..).
A differencialegyenletet kielégitd polinom neve modositott Legendre-polinom, amit ij szimb6lummal jeldlink. A

forgd mozgast végzo tdmegpont sajatfiiggvényei tehat: ¢fy, - = (sjn(qﬂ))|m| P;“(cgs(qf]) ) etmE.
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A Schrodinger-egyenlet megoldasa Coulomb-potencialban, H-atom

A szogfiiggd tagok levalasztasa utan:

1 RII+1) e
— f— T —
OMrdr? T 2MiZ dmeor

) Ri(r)=E - Ry(r)

Bevezetve U = rR-t:

R RA(I+1) €
———ul — —F =0

23" F ( M2 dmer 7))

o , , dmegh®
Ezek utan dimenziotlanitunk. Legyen p=r/rg és ¢ = E/ Ry, ahol a Bohr-sugar y 5 = T ¢és a Rydberg-

A EE
et M,
alland6 Ry = ——————— Ekkor:
(dmeq)?2h
d? (1
dp? o’ p

A sziikséges hatarfeltételek:
m 0 — 20-ben u=0.
= o — (-ban?

Hap — a 75 () akkor i ox p~ 1, erre hattatva a Laplace operatort az origoban Dirac-deltat kapunk, vagyis nem
elégitjiik ki a Schrodinger-egyenletet. Ezért itt is u=0 lesz a hatarfeltétel.

Az egyenlet megoldasi modszere Sommerfeld féle polinom médszer:

= Megoldjuk az egyenletet aszimptotikusan.

Az aszimptotikus megoldas f — ©O-ben +F ahol v = / |£| A norma miatt csak a negativ eljel jo.

= A megoldast f(7) - 11, (r) alakban keressiik, ahol f(7) = Z @, 7" hatvanysor. Az f(r) eredeti egyenletbe
valo visszahelyettesitése utan kapunk egy rekurziot az an-ekre.

= A rekurzié megoldasa elrontja az aszimptotikat, az egyetlen megoldas, ha a hatvanysorunk véges, vagyis
valamilyen n-re ap = 0. Ebbdl a feltételbdl kozvetleniil kapjuk az energiaszinteket. Az egyiitthatok
kiszamolasaval pedig a sajatfiiggvényeket.

Az energiaszintek:

1
€= ——
?1?
n—1
Minden energiaszint Z 21+ 1) = n2-szeresen degeneralt.
=0

Klasszikus hataresetek

Zardvizsga tematika
A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
Tételek | Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
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hullamoptika | Geometriai optika ¢s alkalmazasai | A kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- €s molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Egzaktul megoldhat%C3%B3_fizika probl%C3%A9m
%C3%A1k”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 14., 16:51
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Folytonos kozegek mechanikaja

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

m | Rugalmas és képlékeny alakvaltozasok
= 1.1 Nyujtas
m 1.2 Térfogati 6sszenyomas
m 1.3 Nyiras
m 1.4 Csavaras
m 1.5 Hajlitas
2 Fesziiltség- és deformacios tenzor
m 2.1 Fesziiltség tenzor felirasa
m 2.2 Deformacios tenzor felirasa
®» 2.3 Altalanos Hooke-féle torvény
m 2.4 A kompresszibilitas és a hangsebesség

3 Hullamterjedés deformalhat6 testekben, Doppler-effektus. [2]
m 3.1 Transzverzalis hullamok terjedési sebessége:
m 3.2 Hullamfliggvény
= 3.3 Hullam-tulajdonsagok
m 3.4 Doppler-effektus
4 Folyadékok tulajdonsagai
= 4.1 Hidrosztatika
= 4.2 Felhajtoerd
m 4.3 A testek uszasa €s annak stabilitasa
m 4.4 Feliileti fesziiltség
m 4.5 Torricelli-kisérlet
5 Aramlasok
m 5.1 Lagrange-féle leiras
n 5.2 Euler-féle leiras
5.3 Tokéletes folyadék aramlasa
5.4 A Bernoulli-egyenlet
5.5 Viszkozus folyadék aramlasa
5.6 Turbulencia
5.7 Aramlasok hasonlosaga
5.8 Orvények
5.9 A Navier-Stokes-egyenlet(*)

Rugalmas és képlékeny alakvaltozasok

Nyujtas
'{— —r T 1 ':E
III‘II'I"I'I"II'(i
g Ll
1+ L
Huzal nyujtasa

Ha egy homogén, A keresztmetszetl, | hosszisaga huzalt terheliink megfeleléen (nem tul) kicsi F erével, akkor a
megnyulasra a kdvetkezo aranyossag (illetve egyenldség) fog teljesiilni:
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4F3‘§209 1 Fl
&EMI:“M:EA’

ahol £ a Young-modulus [nyomas dimenzi6ji]. Ez utdbbi nem mas, mint a nyulasra vonatkozo Hooke-torvény.

"y

Al F
Bevezetve a relativ hosszvaltozast (E = T ¢és a (mechanikai) fesziiltséget (J = —) , a Hooke-torvény a

kovetkezoképp alakul:
o= ke

Ez az 6sszefiiggés mar lokalis torvény (tetszéleges keresztmetszetre igaz). Mivel £ teljes hosszon egyenletes, ezért
homogén deformaciorol beszéliink. Ellenkezd esetben inhomogén deformaciorol van szo (pl.: sajat sulyaval terhelt
rad megnyulasa).

Munka és energiasiiriiség nyujtas kozben:

. . , EA
Ha A/ -lel megnyujtunk egy 1 hosszisagh rudat, akkor nyujtas kdzben x megnyujtasnal F( 3:) = T;;; er6 ébred a
radban. Igy a linearisan ndvekvé erd dsszes munkaja (Osszevetve a rugderével): .
o Al 1

Al EA pal T
E,-=W=f F(z)dz = f dr=D|Z| =ID(ADZ
, Floldr== ) wde [2]0 Z DA

ahol D a huzal direkcios allanddja. Mivel homogén deformaciorol van szo, ezért alkalmazhatjuk a kdvetkezo felirast
az energia siiriiségre:

2
E, 1EAADZ 1 (Al 1 1
u=—"T=2L "~ —_F|=| =-F=_0¢
V Al 2 [ 2 2
Nyujtast kiséro harantosszehtuzodas:
y L o Ad , , ,
Kisérletek alapjan nyujtas soran a harantmérték relativ valtozasa ? egyenesen aranyos a hosszméret relativ
o Al
valtozasaval T :
Ad Al
d [

ahol p a Poisson-szam. Tehat nytjtaskor harantdsszehuizodas, 6sszenyomaskor harant irdnytl méretndvekedés lesz.
Ennek kovetkeztében a rud térfogata megvaltozhat. Tapasztalat szerint az anyagok térfogata nytjtaskor altalaban
nem csokken, tehat

1
< qp < —
[]_,u,_2

Specialis anyagu testek térfogata ndhet is, ekkor a Poisson-szam negativ.

Térfogati 6sszenyomas

A test feliiletén egységesen eloszlo térfogati dsszenyomast ugy valosithatunk meg, ha példaul folyadékba tessziik, €s
ugy fejtiink ki a rendszerre nyomast:
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Tapasztalat szerint a térfogat csokkenés aranyos a test térfogataval és a testre
gyakorolt nyomdassal/nyomas valtozassal: I

AV = —sVp= -V Ap

ahonnan:
1 [AV -
E=—=| —
V\ Ap .
az anyag kompresszibilitasa. Ez utobbi megadja, mekkora a relativ térfogat
csokkenés egységnyi nyomasndvekedés hatasara. Ez 6sszefliggésben van a fentebb AV = —xVAp
bevezetett Young és Poisson szamokkal: Térfogati dsszenyomads
E
= —
3(1—2p)
Nyiras

Ha egy rugalmas hasabra lapjaval parhuzamosan erét fejtiink ki, akkor a hasab egy bizonyos vy szoggel fog
deformalddni. Ez a nyiras, és a sz0g (tapasztalatok szerint) megfelelden kis erd esetén aranyos az erdvel és forditottan
aranyos a lap teriiletével. Tovabba fligg az anyagi mindségtol:

~ = ——, ahol G az anyagi min6ségtdl fiiggé nyirasi modulus. Ha ez nagy érték,

G 7 7i—»
! .
akkor az anyag erdsen ellenallo a nyiro er6knek. e

Mindezt ugy értelmezhetjiik, hogy kiilsé F erd hatasara az erével parhuzamos
rétegek elcstisznak egymason, igy ennek megfelelden visszahuzo t nyiréfesziiltség Nyiras
¢bred. Az ebbdl szarmazé erd kiegyenliti a kiils6 erdt:

7A=F.,azazT = (.

v-t kifejezve a Hooke-torvénnyel analog kifejezést kapunk. Mindkét egyenletnek a lényege, hogy a deformacio
ardnyos a fesziiltséggel. A nyijtashoz hasonloan itt is bevezethetd (és hasonldéan szamolhat6 is) a munka (W)
valamint az energiastiriség (u).

Csavaras

Az abrakon lathaté modon deformaljuk a hengert, és a megértés érdekében felbontjuk koncentrikus
hengerekre/csovekre (2. abra).

Azr és r+ Ar falvastagsagu hengerek a csavaras soran nyirodnak egymason. (Tehat
az eredetileg hasab formaju palast paralelepipedonna torzul.) Igy a deformaciot leiro
két szOg kozott az Osszefiiggés:

T =l
Tehat y és igy vele a deformacid mértéke is r-rel ardnyos. A fentiekbdl:
C .
T 1AF 1 AF r 1 AM
f:,-f:_:_ = — _:_—,aholAMaz
G GAA G2mrArr G2mr?Ar
erényomaték.

A nyomatékot kiszamitva (integralva) a teljes hengerre, megadhat6 az elcsavarodas szoge (i), amibdl azt kapjuk,
hogy az elfordulés szoge egyenesen aranyos a szabad végen hato forgatdnyomatékkal és forditottam ardnyos a sugar
negyedik hatvanyaval. Ez utobbi tulajdonsag miatt széleskdrben alkalmaznak torzios mérlegeket.

44/209



Folytonos kozegek mechanikaja - TételWiki

4/20

45/209
Hajlitas

Rugalmas rud hajlitasa esetén a keresztmetszeti lapok mozdulnak el egymashoz képest. Az egyes raddarabok ugy
deformalodnak, hogy egy réteg felett nytlik, alatta pedig 6sszenyomodik az anyag (ezek mértéke fiigg a koztes résztol
valo tavolsagtol). A koztes részt, melynek hossza nem valtozik, neutralis zonanak nevezziik. Egyik jol hasznalhato
példa, ha egy oldalan rogzitett radnak a masik végére F er6t fejtiink ki, lasd az abrat.

Tovabba eltekintiink a rad hossztengelyére merdleges sikkeresztmetszetének
torzulasatol. Igy feltételezhetjiik, hogy mindig érvényes a Hooke-torvény (Ekkor a
neutralis réteg egy neutralis gorbe lesz csupan).

Mindezek alapjan megadhatd mekkora erd ébred az egyes tartomanyokban,
mekkora a Young-modulus, mekkora a belso fesziiltségek eredd forgatonyomatéka
stb. Tovabbi tipikus hajlitasi modszerek:

"
- mm e
Behajlas és kihajlas

Fesziiltség- és deformacios tenzor

Fesziiltség tenzor felirasa

A pontos vizsgalat céljabol vegyiink egy A4 nagysagu feliiletelemet a testben, ami
tartalmazza a P pontot. n a feliiletre mer6leges normalvektorunk.

Hajlités

Testben a fesziiltség

Ha szétvagjuk a testet A4 mentén, akkor ahhoz hogy ujra 6sszeillessziik, egy ugyanakkora, ellentétes iranyu erdre
lesz sziikségiink. Tehat

F) +Fn =0
_F)

Bevezetve a fesziiltségvektort: O(n) = A == O(_n) = —0(n)

A fesziiltségek feliileti erdok, tehat egy adott feliileten keresztiil fejtik ki hatasukat. Tovabba bels6 er6kbol szarmaznak
¢s rovid a hatdtavolsaguk. Valamint 1éteznek még térfogati erdk, melyek tetszdleges AV térfogatelemre hatnak:

F = fAV, ahol f a térfogati erbsiiriiség (amely helyfiiggs).

Ha a P pontban felvesziink egy X,Y,Z (1,2,3) iranyu egyégvektorok altal kifeszitett tetraédert, akkor a kdvetkezo
abrat kapjuk (A4;-k rendre az oldalak tertiletei):
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Egység-tetraéder

A térfogati er6kkel a 4 lapon mitk6do fesziiltségekbdl szarmazd erdk tartanak egyensulyt:
G'{_ljﬂ:ll + {T{_gj.&flg + J{_gj.&;—lg + J{_n]&:’lﬂ + fAV =10

£ (4bra fent) nem mas, mint A4, tdvolsaga P ponttol, mellyel a térfogati er6k nagysagrendje kobosen, a feliileti er6ké
pedig négyzetesen valtozik. Ezért = — () hataresetben:

J{_ljﬂ:’ll + J{_g]ﬂ:’lg + J{_gjﬂr’lg + J{_n]ﬂ:’lﬂ =10

Mivel az egyes feliiletek kifejezhetSk Ady segitségével (AA; = A A, cos Z(i,n) = AA,n,), ezért az
egyenlet a kdvetkezOképp egyszertisddik:

Tn) = O(1)T1 + O(2)N2 + O(3)N3

X=X

Fesziiltség komponensek

Tehat ha ismerjiik a koordinatasikokon fellépé fesziiltséget, akkor barmilyen n iranyban meg tudjuk hatarozni a
fesziiltséget:

Tn)i = 0(1),i71 + O(2),iN2 + 0(3),iM3 (i=1,2,3)

fgy bevezethetjiik a Ti j = O(j),i fesziiltség tenzort, amellyel a fenti egyenlet:

3
Tm)i = 0 = E Tyt
i=1

(Tenzorrdl akkor beszéliink, ha a matrix homogén, linearis vektortranszformacioban szerepel.) A fesziiltség tenzor
j-edik oszlopaban a fesziiltség komponensek allnak. A f6atldo komponensei a nytjtasi/6sszenyomasi fesziiltségek, a

tobbi elem pedig nyirasi fesziiltség. Tovabba bizonyithato, hogy a fesziiltségtenzor szimmetrikus!H.

Deformacios tenzor felirasa

Sikbeli deformaciot vizsgalva (amit kés6bb kiterjesztiink 3D-ra):
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A P pont és kornyezete elmozdulasa leirhato egy egyszeri u(r) vektor-vektor
fiiggvénnyel.

QOx elmozduldsabol Q’  helykoordinatai:

((x + Az) +u, (x + Az, y) ¥y + u, (x + Az, y))

o ae i

A p’QfX vektor x komponense: Sikbeli deformécié

(x + Az) +u, (2 4+ Az, y) — [+ u.(z,y)] ~ Az (1—|— ?;f)

A p"QfX vektor y komponense:

Yty (@ + Az, y) — [y + uy(2,9)] = A (‘L—?)

(Itt alkalmaztuk a skalar-vektor fiiggvények megvaltozasara vonatkozo 6sszefiiggést:
Ag = o(r+ Ar) — o(r) = 000z + Jy0 Ay + 0,0A2)

Az X-tengely irdnyaban fekvo szakasz relativ megnyulasa tehat:

. &x(1+a—;) — Ax _ i,
= Ax dx

) — (A kettds index mutatja a szakasz irdnyat ¢és a valtozas iranyat is)

d
Ugyanezzel a gondolatmenettel: £,,,, = (a—uy
Y

Uy

[

, ami alapjan a nyiras szoge:

A p’R’Y vektor Y tengellyel bezart szoge: ~y ~

T=" 2 = 8y 8$

Tehat a az alakvaltozast leir6é elmoztuldsfiiggvény parcialis derivaltjai kozvetlen fizikai jelentéssel birnak.

{Oug ) B 1 fOu,  Ouy\ [ du, | Car Emy
5”_(8_1:>’ Em”_gyz_ﬁ(fﬂfﬁ_x)’ Eyy_(@) — _(Eyz Eqy

b

ahol £ a deformacios tenzor.

1(3u~s Ou;

Altalanosan 3D-ban: £.; = — — + -
H 2 dﬂ: i dIE'

) 1,7 =123

Ennek foatlobeli komponensei a koordinatatengelyek iranyaban torténd hosszvaltozasokat, a vegyes indexii tagok a
hozzéajuk tartozo egyenesek kozotti szogvaltozasok felével egyenldek. A tenzor spurja a relativ térfogatvaltozast adja
meg. Fontos tétel még, hogy tetszdleges deformacio felirhatd egyenletes 6sszenyomas és egy nyiras dsszegeként.

Altalanos Hooke-féle torvény

Eremes a Hooke-térvényt olyan deforméciokra altalanositani, amelyek soran a fesziiltség-tenzor elemei a
deformécios-tenzor elemeinek linearis fiiggvényei. Mivel ezek a tenzorok szimmetrikusak, igy hat fiiggetlen elemiik
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van, ¢és helyettesithetok a kdvetkezo kifejezéssekkel:

o= (gmz_ugyyy oz Jzy_u Tz g‘g;)y &= (EmzaeyyagzaaEmyagm;ag'y:)

Es az altalanos Hooke-torvény szerint ezek kozt linearis kapcsolat van: g = (fjé’, ahol (:‘* egy 6x6-0s matrix €s a
rugalmas allandok tenzora (ez is mindig szimmetrikus). Komponensekkel felirva:

G
JJ:ZC‘GJEJ ; j:1,26
j=1

Tehat az altalanos Hooke-torvény egy 6 egyenletbdl allo egyenletrendszer, melyhez 36 rugalmas allando sziikséges.
Ha figyelembe vessziik, hogy C is szimmetrikus, a deformacio homogén és izotrop €s a koordinata rendszert is ugy
valasztjuk, hogy a tengelyek egybeessenek a fofesziiltségi iranyokkal, akkor a Hooke-torvény 3 egyenletre
egyszeriisodik:

or = Cier 4+ Cherr + Cagyyy
o = Cierr + Cocppr + Caeg
orir = Cieprp + Cogp + Cagyg

ahol o1,011,0717 a fofesziiltségek, £1,Z 51, 111 a fédilataciok, C1,C2,C3 pedig a rugalmas allandok. Mivel a oy iranyra
merdleges masik két irany koziil egyik sem kitiintetett, ezért C2 = C3. Igy bevezethetéek a kivetkezé jelolések:

Ci—Co=2u'¢Cy=Cq =N
Ezekkel a fenti egyenletek atirhatok:
or=2u'er + XN (er +err + cr)
orr=2p'err + X (er +err + €11)
orr=2per + XN (er + e+ er)

Tehat izotrop test esetén a deformacio ¢€s a fesziiltség allapot kdzott két rugalmas allandé teremt kapcsolatot, melyek
itt ;_f ¢s )'. Ezeket hivjuk Lamé-féle allandoknak. Ezek segitségével a korabban definialt deformaciok allandoi
felirhatoak, néhany példa: Young modulus:

o H2n+ 3N
w4 A
A Poisson-szam (itt most :v):
A \
V=
2(n+A)
Kis deformacidkra a kompresszibilitas:
B 3
SRS

Nyirasi modulus:
G=p
A kompresszibilitas és a hangsebesség
Erdemes még tudni két differencialis 6sszefiiggést a deformalhaté anyagokkal kapcsolatban, az egyik a

kompresszibilitas:
48/209
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10V
V Op

A masik a hangsebesség:

IH;_:

Hullamterjedés deformalhato testekben, Doppler-effektus. 121

Rugalmas hullam: ragalmas kdzegben keltett deformacio térbeli terjedése.
Attol fliggden, hogy gdmb vagy sik mentén terjed a hullam, beszélhetiink gomb- vagy sikhullamrol.
» Transzverzalis hullam: a részecskék elmozdulasa merdleges a terjedés iranyara

» Longitudinalis hullaim: a részecskék elmozdulasa megegyezik a terjedés iranyaval

Transzverzalis hullamok terjedési sebessége:
Egy kotélen levo hullam-hegy terjedését vizsgaljuk. Felfoghatjuk tigy, hogy a hullam csucsa (egy, a csucs mozgasahoz

rogzitett koordinatarendszerben) hullamsebességli kormozgast végez. Ehhez a centripetalis erdt a kotél két végén levo
feszitderok ereddje adja.

F F

A hulldm csticsa

Felhasznalva, hogy Ay <= 1 == sin Aa =) Aa

2 2

F. = 2Fsin % — FAa

Az iv tomege: RAagp, ahol g a kotél keresztmetszete, p a siir{isége.

A kormozgas dinamikai egyenlete alapjan:

F
FAa = Rﬂaqpi, ahonnan a terjedési sebesség: c; = ;[ —
R q
F o
Bevezetve a kotélben levo huzofesziiltséget: @ = — — ¢ = E
Hullamfiiggvény
49/209
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Egy kotél egyik felén T periddusidovel hullamokat keltiink. Egy periddusidé alatt a deformacio ¢T tavolsagra jut, ez a
hullimhossz: A.

Egy altalanos pont rezgésére az 0sszefiiggés:
. X
ylx,t) = Asinw (t — —) , ahol
C

xT
y a kotél kitérése, A a rezgés amplitidodja, o a korfrekvencia, — az adott ponthoz tartozo idokésés.
C

Ez a hullamfiiggvény az eddigiek alapjan atirhato a kdvetkezo alakba:

y(x,t) = Asin 27 (% — %) , ahol ha bevezetjiik a hulldmszdmot: | = 2;

y(x,t) = Asin (wt — k) egyenletet kapjuk, mint végsd format.
Hullam-tulajdonsagok

A tulajdonsagok demonstralasara jol alkalmas pl. a hullamkad...
Visszaverodés (reflexio):

Az akadalyhoz érkez0 és visszavert egyenes sikhullim ugyanakkora szoget zarnak be a fallal.

Kiilond6z6 hullamok visszaverddése

Torés (refrakcio):

P1. ha megvaltozik a medence mélysége, akkor az mas kdzegnek szamit. A mélyebb vizben gerjesztett, adott
hullamhosszusagl, egyenes hullamok a hatarfeliileten iranyvaltozast €s hullamhossz-rovidiilést szenvednek.

Egyenes hullamok torése

Interferencia:

Két pont pontszerii hullamforras a viz felszinén allando interferenciakképet mutat.

50/209
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max - :-
min ; Fz

e

B VAV YA\, S ,‘ﬁ
. L\ ‘ ‘E ""E:'b:] ¢
min i‘g‘hia‘?}r‘! A

(i

il

Interferenciakép

A létrehozott korhullamok hol erdsitik, hol kioltjak egymast. A két hullamegyenlet:

= Asin2n (- _ Asman(L_T2
yl(i‘,,ﬁ)—ﬁstW(T— )\)’ yo(x,15) = Asin 27 (T_ )\)

s —T
A két hullam faziskiilonbsége egy adott P pontban:d = 27 % , utkiilonbsége: As =r2 — rq
Erésités maximalis helye ott van, ahol § = 2n, (n c Z) illetve As = n\

Kioltas pedig, ahol § = 2(n + 1), és As = (2n + 1}%

Elhajlas (diffrakcid):

Ha hulldmvonulat tjaba akadalyt tesziink, melyen rést hagyunk, akkor azt tapasztaljuk hogy a fal mogotti
"arnyéktérben” is keletkeznek hullamok. S6t, ha a rés a hulliamhosszal egy nagysagrendd, illetve kisebb, akkor a rés
mogott kdrhullamok keletkeznek (mint egy pontforras esetén).

Elhajlas

Ez magyarazhat6 a Huygens-elvvel, mely szerint:
= A hullamfeliiletek minden pontjabol elemi hullamok indulnak ki
= Az 0j hullamfeliiletet egy késobbi idopontban az elemi hullamok burkol6 feliilete adja.
Doppler-effektus
51/209
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Ha egy hullamforras mozog a kdzeghez viszonyitva, akkor a forras el6tt a hulliamoknal hullimhossz rovidiilés,
mogotte hullamhossz ndvekedés figyelhetd meg. Ennek megfeleléen a mozgas iranyaban nagyobb a rezgés
frekvencidja, mint a mogotte levo térrészben. Ez a Doppler- effektus.

Doppler-effektus (v < c¢)

Nézziik a hangtani esetet, mert ez “latvanyos”. Ha feltessziik, hogy a megfigyelé nem mozdul, a forras kdzeledik,
illetve hogy a terjedési sebesség kisebb, mint a hangsebesség (v < c), akkor a frekvenciavaltozas a kovetkezoképp
adhaté meg:

A forrés egységnyi id6 alatt f darab hullamot bocsajt ki, melyekbdl az els6 c tavolsagra jut. Ez alatt v tdvolsagra jut a

forras, tehat az f darab hullamnak c-v hosszon kell elhelyezkednie, ami csak ugy lehet, ha megvaltozik a
hullamhosszuk:

¢ — v = fA,ahol } az észlelt hullimszam.

Az észlelt frekvencia pedig:

f C C
M Te—w

. . C

Ugyanezen gondolatmenet alapjan, ha tavolodik a forras: f* = f n
C (Y
. ., S o G ctuv
Hasonl6 gondolatmenet alapjan, ha nyugvo forrasnal kozeledik/tavolodik az észlelé: fr = f
C

Ha a hullamforras gyorsabban mozog a hangsebességnél, akkor a hanghullamok mar nem tudjak megelézni a
forrast:

Doppler-effektus (v > c)

A hang ekkor olyan kupfeliilet mentén terjed, melynek csticsaban a hangforras van. Az abra alapjan a kip
nyilasszoge:

sin cv = — (Ennek reciprokat nevezziik Mach-szamnak [M])
v

Folyadékok tulajdonsagai

52/209
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Hidrosztatika

Pascal-torvény: A nyomas a folyadékokban egyenletesen tejed, vagyis a kiilsé nyomasboél szarmazé nyomas a
folyadék belsejében és a hatarfeliiletén minden iranybban uagyanakkora.

Demonstracios példak:
* Vizibuzogany: minden iranyban egyenldé mértékben aramlik ki a viz.

* Vékonyfalu {ivegpoharban (bolognai) livegcsepp: ha megroppantjuk a csepp végét, akkor az iiveg porra esik szét és
a gyors folyamat széttori a poharat is.

. ) 1 F5
 Hidraulikus emel§: — = —
4, A,

Hidraulikus emelo

A hidrosztatikai nyomas egyenesen aranyos a felszint6l mért mélységgel és a folyadék stirtiségével:
(G = Ahpg (A - a folyadék oszlop alapteriilete, h - a magassaga, p - a siirisége)
A hidrosztatikai paradoxon: Kiilonbozé formaju, de azonos alapteriiletli edények esetén a mérleg egyensuly mutat,

ha ugyanakkora magassagl folyadék van benniik. (Ilyenkor is a folyadék oszlop nyomasa fontos... “Az edény fala
vagy tartja, vagy nyomja a folyadékot™)

MAPLS :
"TA"E] '
Hidrosztatikai paradoxon

Kozlekedo edények: Szintén a Pascal-torvény értelmében (és a fentiek alapjan is lathato), a folyadékszint az abran
lathat6 rendszerben ugyanolyan magasan lesz mindenhol. (A hidrosztatikai nyomasok egyenloek!)

ety |

| s Ty

]

|
I1
L
I_.
"
|I|

Kozlekedd edények

Felhajtoero

Egyszerii alaku testre (h magassagu, A keresztmetszeti henger siiriségii folyadékba) a felhajtoerd:

53/209
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1
=
|

§£

—»

Fl =

-

s :A'

r
1
T

-
1

Felhajetoerd

A hidrosztatikai nyomasnal az oldallapra hato erdk ereddje 0, az also és felso lapra hatdk dsszege pedig megadja a
felhajtoerdt:

Fr=Fy,— Fy = hoppgA — hyppgA = (hy — hy) psgA = hAprg = Vipsg

Ez a torvény altalanosan is igaz: barmely folyadékba meriil6 testre a test altal kiszoritott folyadék sulyaval
megegyez0 nagysagu felhajtderd hat. Ez Archimédész torvénye.

A testek uszasa és annak stabilitasa

Attol fiiggden, hogy a test stlya vagy a testre hato felhajtd eré nagyobb, a test uszhat, elmeriilhet vagy lebeghet.
Fe = Fnehezsegi — Ffelhajto = V(pt — pf)g

*Hapy = py = F. = 0: a test elmeriil

*Hapy = py = F. = 0: atest lebeg

*Hapy < pr = F. < 0): atest tszni fog.

Uszés esetén a test részben belemeriil a folyadékba ugy, hogy Vip; = Vipr feltétel teljesiiljon (ahol Vra test
folyadékban levo része).

Ahhoz, hogy stabil uszasrol beszéljiink, tovabbi feltétel sziikséges: a felhajto- és a nehézségi erd ne fejtsen ki
forgatonyomatékot. Hiszen a test sulypontja (S) €s a kiszoritott folyadék salypontja (S') nem mindig esik egybe.

Fy

Uszas feltétele

Ha a kibillentett usz6 test vissza all eredeti helyzetébe, akkor stabilis az iiszas. Ha ha kibillentve mindig ugyanugy
marad, akkor az egyensulyi helyzet indifferens (pl. homogén gdmb esetén). Ha pedig masik helyzetbe megy at, akkor
labilis volt.

Feliileti fesziiltség
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Ha megnézziik egy folyadék molekula hatasgdmbijét a folyadékon beljebb, akkor azt lathatjuk, hogy a kdlcsonhatasok
eloszlasa joforman egyenletes. Viszont a feliileten levé molekulakra ez nem igaz.

%
_@#_ﬁ

Feliileti fesziiltség

Tehat kisérletek és elméleti szamitasok alapjan a felszini réteg lazdbb, nagyobb az atlagos molekulatavolsdg, mint a
folyadék belsejében. Ezért a feliileti réteg feszitetté valik. Es ennek a felszinnek a noveléséhez/atszakitdsahoz munkat
kell végezniink.

Ha egy keretre - aminek egyik oldala mozgathato - szappanhartyat feszitlink ki, akkor azt tapasztaljuk, hogy az erd
(ami huizza az 1 hosszisagh oldalt) nem fiigg a hartya teriiletétol:

F=a-2]

Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy 0sszehuzddaskor a hartya szerkezete/strukturaja nem valtozik. Tovabba a
potencialis energiaminimum-elve kdvetkezében létrejonnek a minimalfeliiletek. Az energiaminimumot pedig a feliileti
energia minimuma adja. (pl.: szappanos vizbe martott kocka...)

Gorbiilt feliilet gorbiileti nyomasa:

Gorbiilt feliilet gorbiileti
nyomasa

Az adott hartyadarabka nyomasat a kovetkezo dsszefiiggéssel kaphatjuk meg, mely Laplace 1. torvénye:

~o(z+ %)
Ps=\R, TR,

(Ennek segitségével lehet magyarazni a kapillaris emelkedést is 3 ])
Nedvesitoé és nem nedvesité folyadékok:
Az livegre cseppentett folyadékok alakjat a nehézségi erd és a feliileti fesziiltség egyiittesen alakitjak ki.

it T T

Cseppek

Az abran lathatoak a 3 anyag érintkezési vonalaban haté feliileti fesziiltségek. (Jelmayarazat: v-viz, h-higany, li-liveg,
l-levegd) Az egyenstlyt a kovetkezd 0sszefiiggeés irja le:

Qb = Oy + Qiyp COST, 1! az illeszkedési szog. (Higanyra hasonlé az egyenlet.)

55/209
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Ezt az 0sszefiiggést nevezziik Laplace II. torvényének.

Torricelli-kisérlet

A levegd sulyabol adodé légnyomas meghatarozasahoz Torrichelli egy 1 m hossza kémcsovet megtoltott higannyal és
higgannyal telt edénybe helyezte a csd nyitott végét. A csdben a higany szintje az edényben levé higanyhoz képest 76
cm-re esett (fiiggetleniil az livegesd dolésszogétdl). Ezzel a magassadgu higannyal tud a levegd nyomasa egyensulyt
tartani (kozleked6 edények elve).

Tovabbi példak: befottes tiveg behorpadt celofannal, magdeburgi féltekék....

Aramlasok

Lagrange-féle leiras

Folyadékot a szilard testekhez hasonldan kezeljiik, és részekre bontjuk. Majd minden részelemnek kiilon megadjuk a
helykoordinatajat és a palyavonalat. De ez a feliras nagyobb idére tul kusza palydkat eredményez.

Euler-féle leiras

Nem a kozeg egyes pontjait, hanem az aramlasi teret nézziik a kdvetkez6képp: minden pontban megadjuk a
sebességet (v), a nyomast (p) €s a striiséget (p) idotdl fliggden. Ekkor nem szamit, hogy egy adott részecske éppen
hol tartozkodik. A szemléltetéshez hasznaljuk az dramvonalakat, melynek derivaltja megadja az adott pontban a
sebességvektor egyenesét.

Aramlasi cs6

Aramlasi cs6: az aramlasi térben egy elméleti zart gérbe pontjain armend aramvonalak sszessége.
Aramlasok osztalyozasa:

* Strlédasos/surlodas mentes: surlédasos, ha a folyadékrészek relativ mozgasabol szarmazo nyirder6k nem
elhanyagolhatok.

« Orvényes/drvény mentes: drvényes, ha a folyadékrészek forgdmozgast is végeznek.

» Staciondrius/nem staciondrius: stacionarius, ha v,p és p nem fiiggnek az id6tol.

Tokéletes folyadék aramlasa

Vegyiink egy AV térfogatu folyadék részecskét egy r(x,y,z) helyen. A ra hatd erék x komponense az X-tengelyre
meréleges lapjaira haté nyomasbél szarmazik. igy:

F,=[p(z,y,z,1) —plx + Az,y,z,1)| AyAz = —S—pﬂxﬁy&z
T

Felhaszndlva, hogy Am = pAV = pAxAyAz, a részecske mozgasegyenletének x komponense:

56/209
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dv ( _
I T —_ dp ugyanez felirhato az y komponensre is.
dt dx
o . L du, dp
A z komponensnél viszont figyelembe kell venni a nehézségi erdt: p— = —7— — pg
dt Jz
Vektorialisan megkapjuk az idealis folyadékokra vonatkozo dinamikai alapegyenletet(Euler-egyenlet):

dv
Py =—VP—1r8

Ahol a teljes idoderivalt kifejtésénél figyelembe kell venni azt, hogy mire kis id6 mulva odanézek, a részecske mar
nem ott lesz, ahol eddig volt, igy a derivaltat a lancszabaly szerint irhatjuk le:

dv  ov

dt ot

Ez az egyenlet még nem elég az aramlas problémajanak megoldasdhoz, hiszen ez csak 3 egyenlet mig az
ismeretlenjeink szama: 3(sebességek)+1(nyomas)+1(siiriiség) Kell még a kontinuitasi egyenlet €s egy allapotegyenlet.

+ (vgrad)v

A peremfeltételek nem surlodo folyadék esetén azt mondjak, hogy a sebesség a falakra merdleges komponense 0.
Kontinuitasi egyenlet:

Az 6sszenyomhatatlansadg miatt az dramlasi csO két tetszoleges keresztmetszetén egyenld térfogatl folyadég halad
keresztiil.

Aramlasi cs6

Uy Ay . . ST . . o

A1viAt = ApvpAt, ahonnan: — = —— adodik, ami a stacionarius aramlasra vonatkozo kontinuitasi egyenlet.
U2 A

Sziikiiletben tehat nagyobb sebességgel aramlik a folyadék.

Altalanos esetben a kontinuitasi egyenlet a kovetkezéképpen irhat6 fel:

m BEgy térfogatot kivalasztva a folyadékon beliil, a térfogaton beliili tomeg megvaltozasa:

& [ otav

= Ennek egyenlonek kell lennie a térfogat szélein(feliiletén) kidaramlott tomeggel:

- [ teyar

A feliileti integralra Gauss-Oszrogradszkij tételt alkalmazva, majd kihasznalva, hogy ez minden térfogatra igaz,
kapjuk a szokasos alaku kontinuitasi egyenletet:

[

dp
ot

A leggykrabban valasztott allapotegyenlet p = konst. vagyis az 6sszenyomhatatlan folyadék esete. Ekkor az el6z6

+ div(pv) =0

57/209
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egyenlet igy egyszerlisodik:

divt =0

A Bernoulli-egyenlet

Folyadék darab elmozdulasa

Vizsgaljuk meg az ABCD folyadék rész elmozdulasat (A'B'C'D'-be megy at At id6 mulva). Mivel az abran fehéren
hagyott rész nem valtozik az aramlds szempontjabol, ezért ugy tekintjiik, mintha ABA'B' folyadék CDC'D'-be jutott
volna at. A munkatétel szerint a folyadék mozgasenergidja megegyezik a rahatd er6k munkajanak 6sszegével.
Surlodasmentes esetben csak a nehézségi eré és a 11, P2 nyomasokbol szarmazo erét kell figyelembe venni. A
nehézségi eré munkéja:

W1 = A1viAtpg(h1 — h2)

A nyomoerdé pedig:

Wo = pr Ao At — po Agua Al

Felhasznalva a kontinuitasi egyenletet: V = A41viAt = ApvaAt, €s a munkatételt:

%V Pyg‘ _ %V pyf =V PQ( hy — hz) + V( P — P2 ), melyet atrendezve a kovetkezd osszefliggést kapjuk:

1 1
p1+ pghy + §pvf‘ = po + pghy + §,ﬂv§'

Ezt az 6sszefiiggést hivjuk Bernoulli-egyenletnek. Ez alapjan ez az 6sszeg barmely dramfonal esetén allando -
Osszenyomhatatlan folyadék surlodasmentes, staciondrius aramlasa esetén:

1
p+pgh+5p° =C

Viszkozus folyadék aramlasa

Amikor a folyadékrészek relativ sebességiik nem 0, akkor a részek kdzotti belsd surlodasi erd mar nem hanyagolhato
el altalaban.

Tapasztalat: egymasra rétegzett szines és szintelen glicerinbdl kihtizunk egy iiveglapot. Az iiveglapon 1év6 folyadékok
sebessége a legnagyobb, a tavolabbiaké kisebb. A relativ sebesség és belso surlddas miatt a lasabb rétegek lassitjak a
gyorsabbakat és forditva.

M¢égjobban vizsgalhato, ha két parhuzamos lap kdzotti folyadék aramlasat vizsgaljuk, ugy hogy csak a felsé lapot
mozditjuk el.

58/209
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dv
=+ = F
dv g - —
A

Péarhuzamos lapok kozti
folyadék aramlésa

Ekkor legfeliil a leggyorsabb a folyadék, mig legalul 0 a sebessége. Ekkor a folyadék sebességének az aramlasra
mer6legesen gradiense van. Eredményiil azt kapjuk, hogy a belsé surlodasi eré egyenesen aranyos az egymason
csuszo folyadékrétegek feliiletének nagysagaval €s a keresztmetszetben vett egységnyi tavolsagra eso
sebességvaltozassal:

dv
F:?}L @

Ezt az 0sszefiiggést Newton belso surlodasi torvényének nevezziik. (Ahol n a dinamikai viszkozitas.)
Stokes torvénye:

Aramlasi térbe helyezett kozelében réteges aramlés alakulhat ki. A bels6 surlodassal a kozeg erdt fejt ki a golyora,
ami aranyos a golyo relativ sebességével, a golyo sugaraval, és a kdzeg dinamikai viszkozitasaval:

F=6mrv
Ezt a torvényt hasznalta fel Millikan is a kisérlete soran, amikoris megmérte az elemi elektromos toltést.....

2
Tovabbi pl.: Brown-mozgaskor felhasznalt mozgasegyenlet: md_I = —b6mna d_$ + Fltetien

dt? dt
Turbulencia

Azt tapasztaljuk, hogy ha egy aramlasi cs6ben lamindris (stacionarius) aramlas sebességét noveljiik, akkor egy adott
sebességnél az aramlas kavargo, turbulens aramlasba csap at. Ugyanezt tapasztaljuk, ha a sebességet nem vatoztatjuk,
de az aramlasi cs6 méretét noveljiik. Egyes vizsgalatok alapjan a turbulenssé valas fiigg az dramlasi sebességtol (v), az
aramlasi cs6 harantméretétdl (r), a kdzeg stirtiségétol (p) és a dinamikai viszkozitastol (). Az atmenet akkor torténik
meg, ha

T
R = ?, ahol R a Reynolds-szam.

Ez a szamérték hozzarendelhetd az adott testekhez is, melyeket az aramlési csatornaba helyeziink. Két test kortili
aramlasok pedig akkor lesznek hasonloak, ha R = Ry. (Tehat pl egy 10x kisebb repiilogép modellhez 10x nagyobb
sz¢él kell...)

Aramlasok hasonlésaga

Az el6z6 pontban emlitett Reynolds-szam csak egy a hidrodinamika rengeteg dimenziétlan szama koziil. Altalanosan
elmondhat6, hogy két aramlas akkor hasonlo, ha az adott probléma szempontjabdl jelentds dimenzidtlan szamai
egyenléek. Két dramlas hasonlosaga alatt itt azt értjiik, ha dimenzidtlanitott formaban megegyez0 fliggvények irjak le
a sebesség és nyomaseloszlasukat(ha mas 1ényeges valtozdink is vannak, pl.: hdmérséklet, akkor azokat is). Ennek
oriasi jelentdsége van, mivel a hidrodinamika egyenletei nemlinearisak, ¢s sokszor megfeleld kozelité megoldas sem
talalhato rajuk, igy a mérnokok/kutatok kénytelenek modellkisérleteket alkalmazni, pl. a vizsgaland6 hajotest
kicsinyitett masan.

Orvények
Két, nem azonos sebességli laminaris aramlés hatarfeliiletén a nyiréer6k vékony savban forgasba hozzak a

folyadékot, 6rvények jonnek létre.
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Orvények két aramlas hataran

Ha egy testet (pl. hengert) helyeziink laminaris aramlasba, akkor a testtdl tavolabb az aramlas nem valtozik, de a test
kozelében a folyadéknak nagy lesz az aramldsra merdleges sebesség-gradiense. (Ez a Prandtl-féle hatarréteg.) Ez
amiatt van, mert a test feliilletén a folyadékrészek sebessége nulla, a hatarréteg masik szé1én pedig maximalis. A belsé
surl6das miatt nem tudnak elhaladni a test mellett, hogy mogé jussanak (a magas nyomasu részhez), hanem mar
hamarabb lefékezOdnek és visszakanyarodnak a kisebb nyomast rész felé. Viszont itt a nagysebességii dramlas
elkapja a visszaaramlo folyadékot és igy forgasba jon. Ez a kialakuld 6rvény egyre nagyobb lesz, majd levalik a
testrOl. Ez a jelenség periodikusan ismétlodik, és ellentétesen forgd drvényparok szakadnak le egymas utan. Ezt
nevezzilkk Karman-féle 6rvénysornak.

Karman-féle 6rvénysor

A Navier-Stokes-egyenlet(*)

Osszenyomhatatlan folyadik esetén:

p(%—:+v-vv> = —Vp+uViv +f.

Az Euler-egyenlethez képesti egyetlen uj tag a viszkozitas hatasat irja le. p a kinenatikai viszkozitas

p=-
P

41 A peremfeltételek viszkozus folyadékra azt mondjak, hogy a falak mentén a viz dramlasi sebessége nulla.

Hivatkozasok: Forras: Tasnadi-Skrapits-Bérces - Altalanos fizika 1.2.

. 1 konyv: 151§ 1. (50-51. oldal)

. 1 Tasnadi-Skapits-Bérces: Altalanos fizika 1.2. IV. C) Hullamtan
. T 171.§ 1. (110. 0)

. 1 http://en.wikipedia.org/wiki/Navier-Stokes
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Az egyensuly allapota, nulladik fotétel, homérséklet

Nulladik fotétel

A tapasztalat azt mutatja, hogy minden egyes termodinamikai kdlcsonhatashoz tartozik egy jellemz6 tulajdonsag,
amelynek a két testre vonatkozd egyenldsége az egyensuly sziikséges €s elegendd feltétele. Az ilyen tulajdonsagokat
empirikus intenzitasparamétercknek nevezziik. Ez a termodinamika nulladik fotétele.

Jellemzo intenzitasparaméterek:

Kozelhatas Intenzitasparaméter
Mechanikai Nyomas
Anyagi Kémiai potencial
Elektrosztatikus Elektrosztatikus potencial
Hoéhatas Hoémérséklet

Empirikus hémérsékleti skalak

Egy ilyen intenzitasparaméter a hémérséklet is. Ha két test termikus kapcsolatban van, akkor energia aramolhat
kozottiik. Az empirikus hémérséklet fogalom tehat:

» Termikus kapcsolatban 1év6 A és B testek energiat adhatnak 4t egymasnak. Ha az A ugyanannyi energiat ad at
B-nek, mint B az A-nak, akkor azt mondjuk, hogy egyensulyban vannak és hdmérsékletiik egyenld.

» Ha nincsenek egyensulyban, akkor annak a testnek nagyobb a homérséklete, amely tobb energiat ad at a
masiknak, mint amit a masik egyidejiileg visszaad neki. A nagyobb homérsékletli test ekkor tehat energiat
veszit.

Ezzel még csak a kisebb-nagyobb kapcsolatot és az egyenldséget allapitottuk meg, a tulajdonképpeni metrikank
hianyzik. Ezt 6nkényes valasztassal lehet megvalasztani. A legelterjedtebb empirikus skalak:

Celsius-skala: 101,325kPa légkori nyomason a viz forraspontja 100°C, a jég olvadaspontja pedig 0°C, a beosztas a
két homérséklet kiilonbségének szazadrésze.

Kelvin-skala: Mas néven idealisgaz-skala. Az idealis gaz nyomasa és hdmérséklete kdzott T=Cp linearis kapcsolatot
feltételezve a nullapont természetesen adodik 0K=-273,15°C-nak, sziikség van még egy pontra a skala
meghatarozasahoz, ez az az igen jol reprodukalhaté homérséklet lett, amikor 610,5Pa harmasponti nyomason a viz, a
vizgoz €s a jég egyensulban van, 0,01°C homérsékleten. A Kelvin fok egyenld a viz harmaspontjahoz tartozo
homérséklet 273,16-od részével. igy a Celsius és a Kelvin skala beosztasa azonos. Az atvaltas: Tk = 273,15 + T¢c

Hoémennyiség

A tapasztalat szerint a makroszkopikus testek melegitéskor/hiitésekor bekdvetkezo energiavaltozas egyenesen
aranyos a homérsékletvaltozassal:

AE = CAT
Ahol a C hokapacitas. Az itt szerepld AE = Q munkavégzés nélkiili bels6 energia valtozast pedig hdmennyiségnek
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nevezziik. Magat a folyamatot, vagyis a munkavégzés és és mozgasmennyiség atadas nélkiili energiaatadast pedig
hékozlésnek.

Elso fotétel

Az els6 fotétel az energiamegmaradast fejezi ki. Egy termodinamikai rendszer belsdenergidjat kétféleképpen lehet
megvaltoztatni, hokozléssel és munkavégzéssel. Differencialis valtozas esetén:

dE = 60} + oW
Itt 3Q > 0 ha a rendszer hot vesz fel, W > 0 ha a kdrnyezet munkat végez a rendszeren.

A fotétel kifejezésében a belso energia fiiggetlen allapothatarozok fliiggvénye, megvaltozasanak értéke csak a kezdeti
¢s a végponttol fligg, azt mondjuk, hogy a belsd energia allapotfiiggvény, vagy teljes differencial. Ezzel szemben a
munka és a héatadas utfiiggvények, értékiik fiigg a folyamat pontos lezajlasatol. A munka lehet térfogati munka -p
dV, de lehet egyéb munka is, mint példaul az elektromos aram munkaja. Allandé térfogaton a belséenergia véltozasa
egyéb munkavégzés nélkiil egyenld a hdatadéssal:

EiE - 5@1:

Entalpia, reakcioho

Az entalpia definicio szerint:

H=E+pV

Az entalpia megvaltozasa:

dH = dE+d(pV) = 6Q — pdV + 6W,.gyes + pdV + Vdp = 6Q +6W,yye, + Vip
Vagyis ha nincs egyéb munka, akkor allandé nyomason az entalpia megvaltozasa egyenld a hdatadassal:

dH = 5Q,

Ez az entalpiat kiilondsen alkalmassa teszi kémiai reakciok tanulmanyozasara, hiszen ezek altalaban allando
nyomason (I€gkori nyomason) mennek végbe.

Az elektrokémia fotétele kimondja, hogy az entalpiavaltozas csak a reakcidoban 1év6 anyagok kezdo és
végallapotatol fiigg, a reakcid lefolyasatol nem. Ez nyilvanvaloan kdvetkezménye az elsé fotételnek, de torténetileg
elébb mondtéak ki. Ez azt jelenti, hogy ha ugyanahhoz a végallapothoz a kezdeti allapotbdl tobb kiilonbdzo
reakcidlancon keresztiil is el lehet jutni, akkor az entalpiavaltozas szempontjabol mindegy, hogy melyik ment végbe.

Kiilonb6z6 anyagok hokapacitasa

Altalaban kétféle hékapacitasrol szokas beszélni, az allandd nyomason és az allando térfogaton mérhetdrdl. A
kiilonb6z6 anyagok hokapacitasanak becslése legegyszertibben az ekviparticio tétele segitségével tehetdé meg. Ez
viszont mar nem a fenomenologikus termodinamika targya, hanem a kinetikus elméleté és a statisztikus fizikaé. Ezért
ezt itt nem vezetjiik be kiilon, csak alkalmazzuk.

JE OH

qr — —CS{ ) — ——

Ear T or
Egyatomos gazok

Az ekviparticio tételbol:
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C) : Nkeés(C : Nk
g — — 4 h = =
Y2 )
A ketto kiilonbsége (Robert-Mayer egyenlet):
C, — Cy = Nk

Kétatomos gazok

A kétatomos gazok esetében valamivel bonyolultabb a helyzet. Alacsony hdmérsékleten (100K alatt) a molaris
hékapacitasuk 3R/2, vagyis mintha csak transzlaciés mozgast végeznének, szobahdmérséklet kdrnyékén a molaris
hokapacitasuk SR/2, mert ekkor mar a forgasi szabadsagi fokaik is megjelennek, magas hoémérsékleten (1000K felett)
pedig 7R/2, ekkor mar ugyanis a rezgési szabadsagi fokok is megjelennek. Ez a tapasztalat a klasszikus ekviparticio
tételnek ellent mond, értelmezése a kvantummechanika segitségével lehetséges. Lasd a Kvantumstatisztikak-nal.

Tobbatomos gazok

Szobahémérsékleten molaris hokapacitasuk kozelitheté 3R-ként. Altaliban a helyzet bonyolultabb, akarcsak az el6z6
esetben.

Szilard anyagok
Szilard anyagokat fliggetlen 3D-s oszcillatorokként elképzelve a molaris hékapacitasra 3R adodik. Ez mar az

ekviparticio eldtt ismert tapasztalati torvény, a Dulong-Petit szabaly. Azonban ez sem lesz mindig igaz, alacsony
hémérsékleten a kvantumos effektusok miatt a hokapacitas csokken, 0K homérséklethez tartva 0-hoz tart.

Allapotegyenletek
Valamilyen 0sszefiiggés a makroszkopikus paraméterek kozott.
Idealis gaz

A géz idedlis, ha pontszeriiek a részecskéi, és nem hatnak kdlcson egymdassal. Ebbdl kifolyolag a gdz anndl idedlisabb,
minél melegebb és ritkabb.

pV = NEI' =nRT

Van der Waals gaz/realis gaz

2
( p+ %) (V — ﬂb) — n BT ahol a,b anyagi dllandok, melyek rendre a gaz kolesonhatasait, illetve a

gazrészecskék méretét jellemzik.

Fotongaz
1
P = 5 H-]—q

Specialis folyamatok idealis gazzal

Izoterm folyamat

dT" =10
pV = konst.
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Q=-W= /Eﬁkv_mﬂn()
D2

Izochor folyamat

dV =10

% = konst.

Q= CV(TQ - T1)
Izobar folyamat
dp =10

; = konst.

W= —p(Vo— V1)
Q=G -T)

Adiabatikus folyamat

5Q =0
-

TVT ' = TV = konst.

W= PELE' —Pﬂ’q

v—1
Politrop folyamat

pV" = konst.

az elozok ennek spec. esetei

Joule-kisérlet

= Ez nem jo helyen van!

i
il

L

Joule egy higannyal toltott edényt lyukas falakkal részekre osztott. Az egyes térrészekben lapatok forogtak, a
tengelyre helyezett tarcsa peremén hato forgatonyomaték hatasara. A lapatok forgasba hoztak a folyadékot, amely
belso strlodas folytan felmelegedett. Joule azt tapasztalta, hogy adiabatikus valtozas esetén ugyanakkora kiilsé

66/209

5/17



Fenomenologikus termodinamika - Tétel Wiki

6/17

67/209
munka mindig ugyanakkora T2 homérsékletre melegitette fel a folyadékot T1-r6l.

Realis gazok
Gay-Lussac kisérlet

A Gay-Lussac kisérletben egy adiabatikusan elzart edényben 1év6 gazt egy elvalaszto fal hirtelen kivételével hagyjuk
szabadon tagulni. Idedlis gaz hdmérséklete ekkor nem valtozna. A realis gdzok viszont hiilnek.

Joule-Thomson Kkisérlet

A Joule-Thomson berendezés egy hoszigeteld henger, melynek két végén két mozgathatd dugattyu van, kozépen
pedig egy valaszfal. Kezdetben az egyik dugattyu a valaszfalnal van, a masik dugattyu és a valaszfal kozott pedig gaz
van. Ezek utan a gazt atpréseljiik a valaszfalon, a vége az a dugattyu lesz a valaszfalnal, amelyik az el6bb messze volt
tdle, amelyik eredetileg kozel volt, az pedig tavol lesz. A hdszigeteld edény miatt héatadas nincs:

Ey — By =p1Vi — paVs
vagyis
H = konst.

az entalpia megvaltozasa:

OH oH
0=dH = a—vdv+ B_TdT
Innen

OH
dT = —dV 5

ar

ez idealis gazra 0 lenne, ha viszont a gazrészecskék kolcsonhatasait is figyelembe vessziik(mint a VAW egyenlet),
akkor a jelenség megérthetd(a gdz melegedhet és hiilhet is).

Carnot-korfolyamat

F.Ii

=%

A folyamat szakaszai:

1-2 1zoterm
2-3 adiabatikus
3-4 1zoterm
4-1 adiabatikus
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"Elméleti" megvalositas: 1-es hotartaly T homérsékleti, innen vesz fel a hderdgép Qi-et 2-es hotartaly To < T
hémérsekletii, ide ad le a hderdgép Qa-t

A Carnot-folyamat hatasfoka:

_ W @i+@ -G T -T
L) @ @ T

az utolso6 egyenldség idedlis gazra érvényes.

Reverzibilis Carnot-folyamat: ellenkezo iranyba is végbemehet (hiitégép, hdszivattyh modellje)

Az entropia fogalma, masodik fotétel

A tapasztalat szerint a legtobb termodinamikai folyamat nem megfordithato, vagyis irreverzibilis, ezen alapul a
masodik fététel.

Clausius féle megfogalmazas

Nem hozhato 1étre olyan héer6gép, amelyben a ho kiilsé6 munkavégzés nélkiil a hidegebb test fel6l a melegebb felé
aramolna.

Kelvin féle megfogalmazas

Nem hozhat6 semmilyen géppel sem olyan folyamat, amely soran egy test hot veszit és ez a hd 100%-os hatasfokkal
munkava alakul.

A két megfogalmazas ekvivalenciaja

forditott Carnot-gép + Kelvin-gép = Clausius-gép

direkt Carnot-gép + Clausius-gép = Kelvin-gép
Kovetkezmény reverzibilis Carnot-folyamatra nézve

A masodik fotétel egyik fontos kdvetkezménye, hogy a reverzibilis Carnot-folyamat hatasfoka anyagi mindségtol
fiiggetlen.

Biz:Tekintsiink egy C direkt Carnot-gépet n hatdsfokkal és egy vele azonos hotartalyokbol dolgozo C * forditott
Carnot-gépet n < n hatasfokkal. A C gép a T hdmérsékletii tartalybol Q1 hét von el, — W = Q1 munkat végez, és
Q2=—(1—m)Q1 hét ad le a T2 < T; hdmérsékletii tartalynak. A C i gép beallitasait valasszuk megugy, hogy a T 1
hémérsékletii tartalynak éppen ()7 = —(J1 hét adjon le. Ekkor C Tgép —W* = 7" Q] = —n" Q1 munkat
végez, ésa T_2 hémérsékletil tartalybol Q5 = —(1 — 07" )Q] = (1 — 1" )}y hét vesz fel. A két gép egyiittes
munkdja ekkor —W - W "= M- : )Q1 > 0. Ellentmondasra jutottunk a masodik f6tétellel, mert ez a végzett munka
egyenld e teljes hofelvétellel. Hasonloan bealthatd, hogy n = n sem lehetséges. Az oldhatja fel az ellentmondast, ha

n=n i anyagi mindségtdl fliggetleniil, igy a korabban idedlis gazokra irt hatasfok altalanosan is helyes. Ezekszerint a
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reverzibilis Carnot-féle korfolyamatra a redukalt hék 6sszege nulla:

Q@ Qs
51,52
7. T T,

A termodinamikai homérsékleti skala

A reverziblis Carnot-folyamat hatasfokanak anyagi minéségtol valo fiiggetlensége lehetové teszi egy anyagi mindsétol
fiiggetlen termodinamikai hdmérsékleti skala definidlasat. Két alappont(a viz forraspontja T2 és a jég olvadaspontja
T1) ismeretében készithetiink egy Carnot-gépet, ennek hatasfoka megmérhetd Qg és Q2 megmérésével. A két
hémérséklet kiilonbségét Kelvin nyoiman 100 részre osztjuk. Ekkor:

=15
I

T1—T2=100K

= 0,26799

Ezek ismeretében Ty és ismeretlen T kozott a Q-k megmérésével meghatarozott hatasfokbdl meghatarozhat6 a
homérséklet:

T;

T =
l1—n

Irreverzibilis Carnot-korfolyamat

Természetesen az irreverziblis Carnot-korfolyamat hatasfoka a reverzibilisnél kisebb, kovetkezésképpen irreverzibilis
Carnot-folyamatra:

Ql T QE rr
= LA
. T

Clausius-egyenlétlenség

Tetszdleges korfolyamat sok kicsi Carnot-folyamatra bonthato, hiszen az ellentétes iranyba mutaté részek kiejtik
egymast. Ebbol kovetkezik, hogy tetszéleges folyamatra:

— <
T_D

ahol az egyenlOség reverzibilis folyamat esetén all fenn.

Az entropia termodinamikai fogalma
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00

Az, hogy ? mennyiség korintegralja reverzibilis folyamatra nulla, lehetdvé teszi egy 0j, potencial jellegli mennyiség

bevezetését. Ez az entropia:

JQT-E'U
T

B
Ss=Sa+ [
A

vagy differencialisan:

5@7‘81‘}
T

Ez a definici6 csak egy additiv konstans erejéig definidlja az entropiat, az entrépiakonstans a kvantummechanika és a
statisztikus fizika segitségével lesz majd kiszamithato. Ha tekintlink egy rendszert, amely A-bdl B pontba irreverzibilis
uton jut, illetve képzeletben jusson vissza A-ba reverzibilisen, ekkor a teljes korfolyamat is irreverzibilis:

dsS =

f( 5@1&7‘7‘ o fﬁgt'rr jJQﬂsv <0
r )T TJT
A B
vagyis
B
5@17‘7‘
Sp— S, > { T

zart rendszer esetén dQjrr = 0 ekkor irreverzibilis folyamatban a rendszer entrépidja csak néhet, az egyensuly
feltétele az entropia maximuma.

A fotétel megfogalmazasa az entropia segitségével tehat:

5@17‘7‘
T

B

Sp—54 2 f
A

ahol az egyenldség reverzibilis folyamatra teljesiil.

A fundamentalis egyenlet

Az elso fétotel:

dE = 6Q + §W

A masodik fotétel szerint

5Q < TdS

térfogati munka esetén:

SWy = —pdV
anyagtranszporthoz tartozé munka:
SWy = —udN

A fundamentalis egyenlet:
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dE < TdS — pdV + 3 pdN;

Legendre-transzformacio, termodinamikai potencialok

Ahogy korabban az entalpia esetében lattuk, bizonyos problémakat érdemes a (belsd) energia helyett mas
reprezentacioban targyalni. Ez a termodinamika statisztikus alapozasa szempontjabdl azt jelenti, hogy az egyes
problémakhoz mas-mas sokasagot érdemes valasztani. A kiilonboz6 reprezentacioknak megfeleld termodinamikai
potencialok k6zott matematikailag a Legendre-transzformacio teremt kapcsolatot.

Energia E

Entalpia H=E+pV
Szabadenergia F=E-TS
Szabadentalpia(Gibbs-potencial) G=E-TS+pV

A megfelel6 fundamentalis egyenletek:

dE < TdS — pdV + 3 1:dN;
dH < TdS + Vdp+Y_ pdN;,
dF < —SdT — pdV + Y j;dN;

dG < —SdT +Vdp+ Y pdN;

Szabadenergia

[zoterm-izochor egyensulyba a szabadenergia minimalis, ahogy az el6z0 pont megfelel6 egyeldtlenségérol
leolvashato.

Izoterm esetben:
dF < §W

ahol W a rendszeren végzett munka. igy a szabadenergia a rendszerbél kinyerheté maximalis munkat méri.
Reverzibilis izoterm folyamat esetén pedig a szabadenergia-valtozas jelentkezik munkaként.

Maxwell-relaciok

A fundamentalis egyenletek reverzibilis esetét véve(vagyis amikor egyenletek és nem egyenldtlenségek), a Young-
tételt alkalmazva, felirhato pl.:

PH  PH
IpdS — ASdp
vagyis:

oT oV

dp 08
az ilyen alaku Osszefiiggéseket Maxwell-relacioknak nevezziik. Kénnyen leolvashatok a potencialok
71/209
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differencialjaibol.

Szabadentalpia, kémiai affinitas

[zoterm-izobar egyenstlyban a rendszer szabadentalpiaja minimalis.

[zoterm-izobar folyamatokban a rendszeren végzett kémiai munka

dG ‘:_:: Z j_tfd.ﬁri

Izoterm-izobar reverzibilis folyamatban a szabadentalpia-valtozas alakul 4t munkava.
Izoterm-izobar egyensuly, kémiai reakciok

Legyenek a,b kiilonb6z6 fazisok, az anyagmegmaradas szerint:

dN? = —dN}

Ekkor a dG=0 egyenstlyi feltétel a kdvetkezdt adja:

i =p

Onként végbemend folyamatok szabadentalpia csokkenéssel jarnak dG<0, eszerint a fazisbol b fazisba akkor lesz
atmenet, ha

e >

Hasonlé modon, az, hogy egy kémiai reakcio lejatszodik-e spontan, a szabadentalpia csokkenés eldjelétdl fliigg, nem a
reakcioh6tdl(entalpiavaltozastol) ahogy ezt régen tévesen hitték.

Az Euler-féle osszefiiggés, Gibbs-Duhem reliacio

A homogén fliggvényekre érvényes Euler-tétel szerint:

OFE d JE

E
" T
E=%55* vV + 2 o5V

Innen:

E=TS—pV+3 mh;

Ezt nevezik Euler-féle osszefiiggésnek. Ennek teljes differencialja:

dE = TdS + SdT — pdV — Vdp+ S du; N; + 3 ;A N;

Ezt 6sszevetve a fundamentalis egyenlettel kapjuk a

SdT — Vdp + Y dp;N; = 0

Gibbs-Duhem relaciot.

Hoerogépek
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Gazturbina

||||::_ I:I-"]-‘\-.'.!_

Otto-motor

Munkavéezés Kipufogis
(robbands)

Harmadik fotétel

A harmadik f6tétel, vagy Nernst tétel kimondja, hogy OK-en az anyagok entrépiaja 0. Nernst alacsony hdmérsékleten
¢s allandé nyomason mért kiilonb6z6 galvanelem altal termelt AH reakciohdt, és AG maximalis hasznos munkat. Azt
tapasztalta, hogy ezek OK felé haladva egyre inkabb megegyeznek. Planck erre tAmaszkodva kimutatta, hogy
nemcsak AH és AG, de H és G is ugyanazon értékhez tartanak, méghozza gy, hogy OK-en érintik egymast. Ezért:

73/209
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lim S — 1 (H—G)_l. O0H 0GY\
oo T o\ T ) T r=e\or  ar)

ahol a 0/0 tipust hatarétékre a L'Hospital szabalyt alkalmaztuk.

A harmadik fotétel két fontos kovetkezménye:

» OK-en az anyagok hokapacitasa 0

T T

S(T):S(Tﬂzﬂfi’)+f?:fCE§T
To T

m A OK homérséklet nem érheté el a gyakolatban

Cv nagyon kicsi, ezért nagyon kis hokozlés is nagyon nagy felmelegedést okoz

Alacsony homérsékletek eloallitasa

Hutési modszerek:

Hiutokeverék alkalmazasa
Parolgas

Indirekt Carnot-gép
Gazok lehiitése tagulassal
Adiabatikus lemagnesezés

Lényeg: A kiils6 magneses tér eltavolitasakor a termikus entropia magneses entropiava valik(a magneses

momentumok rendezetlenségévé).

Fazisatalakulasok termodinamikai targyalasa

Altalanosan

El6szor azt latjuk be, hogy egyensuly esetén a G szabadentalpia konkav fiiggvénye T-nek és p-nek, az F
szabadenergia pedig konvex fliggvénye V-nek és konkav fiiggvénye T-nek. Az elsé derivaltak:

JG

o7 =S <0

oF

9T = -5<0

dG

— =V >0

dp

JF

gv — P<V

A masodik derivaltak:

PG G,

a2 =1 <"

P*F Cy

orz =~ <V
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G
C;?IV}—VWT{U
SEF_ 1 - 0
ave — VkT

Amit be akartunk latni. G-r6l és F-rél tudjuk, hogy folytonosak, de a derivaltjaik rendelkezhetnek szingularitasokkal.
El6szor nézziik azt az esetet, amikor az els6 derivaltnak szakadasa van, vagyis a térfogat V-1l V2-re ugrik. Tegyiik
fel, hogy allando hémérsékleten G szakadassal rendelkezik po-ban. G ismeretében F mar megkaphat6, hiszen:

F=G—pV=G—p(E)
PJ/r

Ny
&

F=C—p
A i

S

1

-

),
-
1
W \ [ F

\ i S

!

(
(%)

F="\av),

'
.IL -
Vi ool

Az igy kapott gorbék konzisztensek az egyensulyi feltételekkel. Ekkor a pg pontban a rendszer adott paraméterekkel
rendelkezd allapotabol egy erdsen kiilonboz6 allapotba keriil. Altaliban fazisatalakulasrol beszéliink, ha a
termodinamikai potencialok nem analitikus fiiggvények. Ha az els6 derivalt nem folytonos, akkor elsérendii
fazisatalakulasrol, ha a masodik derivalt nem folytonos, akkor masodrendii fazisatalakulasrol beszéliink. Az el6z6
abran szemléltetett fazisatalakulas elsérendii. Altalaban rogzitett p esetén is van olyan To, ahol G-nek torése van, azaz
az els6 derivalt ugras szeriien valtozik. Az elsé derivalt az entrdpia, ezért To hémérsékleten To(S2 — S1) latens ho
szabadul fel/nyelddik el. Ez az elsérendli fzisatalakuldsok jellemzd tulajdonsaga. Elsérendii fazisdtmenet a forrés, a
fagyas, és a szilard testek szerkezetvaltozasainak nagyrésze.

i
Vi
Vi

T
M

Masodrendii fazisatalakulasulasok esetén el6fordul, hogy az elso derivaltaknak torése van, vagyis a masodik derivalt

75/209
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ugrik(pl. szupravezeto anyagok fajhéjében), de sokkal gyakoribb, hogy az elsé derivaltnak fiiggdleges érintdji
inflexios pontja van, igy a masodik derivaltak divergalnak. Méasodrendu atalakulds esetén az atalakulasi pontot
kritikus pontnak(illetve A-pontnak) szoktak nevezni. A mar emlitetten kiviil masodrendi fazisatalakulas példaul a
hélium folyadék-szuperfolyadék dtmenete.

=Y
b |

A folyadék-gaz atalakulas a VAW egyenlet alapjan

A VdW egyenlet egy mol anyagra:

(p+ 375)(V —nb) = RT
Elészor tegyiik fel, hogy az egyenlet alacsony homérsékleten is homogén rendszert ir le. Ekkor a V-p diagram:

A T

allando

AA' szakaszt Ggy definialjuk, hogy A2B és B3A' teriiletek megegyezzenek. A Gibbs-Duhem relaciobdl allando
hémérséklet esetén

du=vdp

#=fﬂdp+¢(T}

Az integral vazlatosan igy néz ki a felso hatara fiiggvényében:

76/209
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Az egyensuly feltétele G minimuma, ezért A23A' nem valosul meg, csak a vastagon huzott rész. A rendszer tehat AA'
szakaszon marad egészen addig amig A'-ig nem ér. Ekkor a rendszer nem lehet homogén, és nem is a VAW egyenlet
irja le, hanem az, hogy G minimalis. Ez a Maxwell-konstrukcio:

i

Az egyenes vonalaknal tehat a rendszer nem lehet homogén, itt elsérendii fazisatalakulas van. Megmutathato
tovabba, hogy a Tc pontban a fazisatalakulds masodrend.

Fazisegyensulyok
Gibbs féle fazisszabaly

K - kémiailag egységes anyagok/komponensek szdma

Sz - szabadsagi fokok szama(pl.: a viz harmaspontjanal a szabadsagi fokok szama 0, a vizg6z szabadsagi fokainak
szama 2, mert a nyomast és a homérsékletet lehet valamennyire valtoztatni anélkiil, hogy 0j fazis keletkezne)

F - fazisok szdma

N - kiils6 allapotjelzok szama

A Gibbs-féle fazisszabaly kimondja, hogy
Sz+ F=K+N

Biz.: Az egyensitlyi allapot jellemzéséhez ismerniink kell az N kiils6 allapotjelzét(pl. nyomas, hdmérséklet), illetve a
fazisok n_i Osszetéltelét(hiszen a kiilsd paraméterek €s a kémiai potencialok egyensulyban egyenléek a fazisokra).
Egy fazis osszetételét K-1 adattal(pl. K-1 moltorttel) adhatjuk meg. Az dsszetételt jellemz6 valtozok szama tehat
F(K-1). Az 6szes fliggetlen intenziv valtozok szama F(K-1)+N. A kémiai potencialok ko6zott felirhaté K(F-1)
fiiggetlen Osszefliggés. Innen Sz=F(k-1)+N-K(F-1)=K-F+N.

Fazisdiagramok
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A képen a viz fazisdiagramja lathat6. Ez annyibol nem szokvanyos, hogy a szilard-folyadék fazisegyensulyt jelzo
gorbe derivaltja negativ. Megfigyelhet6 a kritikus pont (K), amely felett nincs fazisatalakulds a folyadék és a gaz
ko6z6tt, nem alkotnak kiilon fazist, ez a szuperkritikus folyadék tartomany.

Clausius-Clapeyron egyenlet

A Clausius Clapeyron egyenlet irja le kétfazisu rendszerek egyensulyanak feltételét. A szabadentalpia:
G = (T, p) N1+ po(T, p) Ve

A részecskeszam megmaradas miatt AN = — dN3, akkor az egyenstly DG=0 feltételébdl visszakapjuk a korabban is
emlitett pj = pp feltételt. Ebbdl az egy molnyi mennyiségre vonatkozd duj = — sidT + vidp Gibbs-Duhem relacio adja
a Clausius-Clapeyron egyenletet:

(89 — 81)dT = (vg — vy )dp

dp 53— 51 l1o

E_Ug—t‘l _T(UQ—U]_)

ahol v molaris térfogat, s molaris entropia, |12 molaris latens hé.

Za&rovizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikaja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, &ramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Fenomenologikus termodinamika”

= A lap utols6 moédositasa: 2009. augusztus 19., 17:43
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Elektro- és magnetosztatika, aramkorok

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

m | Coulomb- és Gauss-torvény, szuperpozicio elve, stacionarius aram.[!]
m 2 Vezetok, szigetelok, dielektrikumok, elektormos polarizacid, magnetosztatika.

» 2.1 Vezetskl’!

= 2.2 Dielektrikumok[*!
m 2.3 Magnetosztatika [2]
= 3 Staciondrius aram, aramkori térvények: Kirchhoff-térvények, Ohm-térvény
» 3.1 Kirchhoff torvények
= 3.2 Ohm-torvény
= 3.3 Magneses hatasok
m 3.3.1 Tekercsek

Coulomb- és Gauss-torvény, szuperpozicio elve, stacionarius aram.!

Sztatika esetén nincsen iddbeli valtozas, tehat a Maxwell-egyenletekben [2] szerepld, idoderivaltakat tartalmazo
targok 0-t adnak jarulakul. Igy a Mexwell-egyenletek: (ahol E az elektromos térerdsség, B a magneses indukcio, j az
aramsiirtiség, p az elektromos toltésstlirtiség, £ a vakuum dielektromos allandoja)

divE =2
Eo
rotl =0
rotB = Lz
Znt
divEB =

Lathato, h E és B nincsenek csatolva, tehat stacionarius esetben ezek fiiggetlenek egymastol. Tovabba az
elektrosztatikus tér olyan vektortér, melyben nincs rotacid, a magnetosztatikus pedig olyan, amiben nincs
divergencia. Elektrosztatikaban fontos, hogy E rotacioja nulla, mert ekkor felirhato ugy, mint egy skaldrmezd

gradiense:
E = —grad®
Mindkét oldal divergenciajat véve, és kihasznalva a masik E térre vonatkozo egyenletet, Laplace-egyenletet kapunk:
AP = — E
£0

Az ilyen alaku egyenletek megoldaséra ki van dolgozva a matematikai apparatus (Green-fliggvények stb.), az
altalanos megoldas:

N plr)
I(T)_4ﬁ£g/|r—?"|d%
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A potencial szokasos fizikai jelentése: munkavégzo képesség, ahol a munka itt most az egységtoltésen értendo.
Ponttoltés potencialja a kovetkezo alaku:

1 ¢
dmeg T

p (?") =

Ha két ellentétes ponttoltést helyeziink egymas kozelébe, azt dipolusnak nevezziik, és a dipdlerdsségel jellemezziik:

p =ed
itt d vektor az egyik t6létésbdl a masikba mutat. A dipdlus potencialja a kovetkezo alaki:
1 pr
i) (’r) = — pr
dmeg 13

Az egyre tobb ponttoltés egymas kdzelébe rakasahoz hasonldoan meghatarozhat6 a potencial. Ez azért j6, mert ha van
egy lokalizalt toltéseloszlasunk, akkor azt tavolrol szemlélve annak eredd potencialja eldallithato egy sorfejtésként,
amely tagjai sorra egy monopdlus + egy dipolus + egy kvadrupolus + ..., ami Iényegesen kdnnyebben kezelhetd, mint
soksok toltés tere. Ez az eljaras a multipol-sorfejtés.

Coulomb-torvény:

1 142
Két nyugvo toltés kozott fellépd erd: Iy = %elg = —F5, ahol
dmeg 175

F' a g1 toltésre hat6 erd, €12 a g2-bdl a ¢1-be mutatod egységvektor, r12 a két toltés tavolsaga, és F'y a go-re hato
erd.

Ha tobb toltésiink is van, akkor barmely toltésre hato erd egyeld az dsszes tobbi toltésekbdl szarmazd Coulomb-erdk
vektordsszegével. Ez a szuperpozicio elve.

. o , PR & S
A fenti Coulomb-térvénybél megadhaté az elektromos térerdsség: By = — = —5 €12
g1 Admegris

Egy tetszOleges A feliilere a fluxus: f E.dA = 4 (ha a toltés a feliileten beliil van)
o

A Gauss-torvény szerint pedig, ha tobb toltésiink van és egy adott zart feliiletet néziink, akkor az dsszes bent 1évo
Qbetso 2

=y o

toltés osszegét kell figyelembe venniink: f E,dA =

Ha a toltéseket a p toltésstiriiséggel irjuk le, akkor minden kis dV térfogategység pdV toltést tartalmaz. Ezekbdl is
megadhatd Q: (perso = fpdv

. 2 ,
,azaz div E = — tehat a Gauss-tétel nem mas, mint
0 =i
az elektrosztatika elsd alaptétele (az egyik Maxwell-egyenlet).

Egy ilyen kis térfogatelemen a fluxus: divE - dV =

Vezetok, szigetelok, dielektrikumok, elektormos polarizicio,
magnetosztatika.

Vezet('ik[3]

Az elektromos vezetOk - altalaban fémek - belsejében a delokalizalt elektronok dramldsa hozza 1étre a vezetés
jelenségét. Ezt okozhatja példaul kiilsé elektromos erétér. Az igy 1étrehozott aramot vagy mozgasban kell tartani egy
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kiils6 energiaforrassal, kiillonben amint az elektronok kistitik a kezdeti teret 1étrehoz6 forrasokat, megallnak. Tehat az
elektronok addig mozognak, amig ugy nem rendezddnek, hogy a belsé elektromos tér nulla legyen. Mivel a tér beliil
zérus, igy annak divergenciaja is nulla, és a Gauss-torvény értelmében akkor a toltésstiriségnek is 0-nak kell lennie.
Tehat a toltéseknek a vezetd feliiletén kell lenniiik.

Tovabba a vezetd feliilete ekvipotencialis feliilet, a térerdsségnek itt merdlegesnek kell lennie mindenhol. Ha lenne
érintdleges tag, akkor az elektronok elmozdulnanak a feliilet mentén.

Végiil bebizonyithato, hogy a vezetd belsejében levo (iires) liregben a térerdsség szintén zérus.

Dielektrikumok[4]

A dielektrikumok (vagy szigetel6k) nem vezetik az aramot, visznont van elektromos tulajdonsaguk (pl kondenzator
kapacitdsa megnd, ha szigetel6t tesziink a fegyverzetek koz¢). Ezen anyagok tulajdonsagat jellemzi - relativ
dielektromos allandd (permittivitas). A vakuumnak egységnyi ez az értéke.

Dielektrikumok kondenzatorban:

E.D:l Q

7 = E(ahol A a lemezek tertilete, d azok tdvolsaga)

Kisérleti tapasztalat alapjan, ha dielektrikumot tesziink a kondenzatorba, akkor megné a kapacitas.

A kondenzator kapacitasa: (' =

C = eperd

, ahol £; a dielektrikum relativ permittivitasa.

Mivel a toltések nem valtoznak, ezért a fesziiltségnek kell csokkennie. Viszont ez a potencialkiilonbség nem mas,
mint a fegyverzetek kozotti térer0sség vonalintegralja. Ebbdl az kdvetkezik, hogy a kondenzatoron beliil csdokkennie
kellett a térerdsségnek.
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Dielektrikum kondenzatorban

Ha alkalmazzuk a Gauss-tételt, és az dbran lathat6 (bekeretezett “dielektrikum”) feliiletre integralunk, akkor a
leutdbbi kovetkeztetésiink alapjan arra jutunk, hogy kisebb lesz a toltésstirtiség. (Olyan, mintha két kis kondenzatort
kotnénk sorba.) Ez csak akkor lehet, ha a szigeteld egyik felén pozitiv, masik felén negativ toltés indukalodik.
(Vezetd esetén tényleg ezt is varnank...)

A szigeteld semleges részecskékbol all, melyek kiilsé tér hatasara indukalt dipélmomentumok lesznek. (Egy elég jol
hasznalhat6 magyarazat: az elektronokra €s a protonokra mas iranyu erdk hatnak, igy tozul a részecske, és az
elektronok sulypotja nem esik egybe a protonéval egy részecskkén beliil. igy kialakul egy dip6lus.) Ha egy dip6lban a
két toltés tavolsaga & (ami a polarizacios vektor), akkor egy atom dipolusnyomatéka: ¢8. Igy bevezetheté az
egységnyi térfogatra esé dipolmomentum siiriiség: P = Ngd (ha a térrészban N részecske van)

Ez az érték egyenesen aranyos a térerdsséggel: P = yegI ahol y az anyagra jellemz6 elektromos szuszeeptibilitas.
Az elektromos indukci6 felirdsa:

D =cE = ¢, E = 20(1 + x)E = 5E + xeo E = zE + P [1] (http:/en.wikipedia.org
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/wiki/Electric_displacement_field)

Fontos tudni, hogy a polarizaci6 NEM azonos a megosztas jelenvégével. Ez utobbiban valddi toltések keletkeznek, és
vandorolnak el a vezet6ben, ezzel szemben a polarizacioban csak atomi méretl toltésszétvalas torténik!

Szamos anyag van amelyre a fenti linearis 6sszefiigés nem igaz, a legérdekesebbek talan az elektrétek, amelyek
allando6 elektromos teret tartanak fennt, hasonldéan az allandé magnesek magneses teréhez.

Magnetosztatika [2] (http://en.wikipedia.org/wiki/Magnetization)

A Magnetosztatikat leir6 Maxwell-egyenletek:
_J . B
rotB = ——; divB =10

B a magneses indukcid vektora. Ezt a térerdsséggel (H) a permeabilitas p kapcsolja Gssze:

B = pH = pop, H = po(1+4 xm)H

Az utolso Iépésben definidltuk a magneses szuszceptibilitast (y;) is, ez az adott anyag hatasira megjelend
térnovekedést jellemzi. Bevezetjiik tovabba M-et, ez a magnesezettség, a térfogategység magneses momentuma.
Osszefiiggése H-val:

M = y,.H

Tovabbi Osszefiiggések:

H=ccIB-M

Jol lathat6 az analogia ) és B kozott.

- Magneses térben mozgo toltésre erd hat: Lorentz-er$ - ' = g[v x B)

- Nyugalmi indukci6 (Fluxus-szabaly) [3] (http://csega.homeip.net/wiki/index.php
/Elektrodinamika#Nyugalmiindukci.C3.B3) :

U, = % Fds = — d‘d—]?df = _% Bdf = _gjahol(p a magneses tér fluxusa.

Mozgasi indukcional a Lorentz-er6 alapjan kell integralnunk, de szintén visszakapjuk a Fluxus-szabalyt.

Stacionarius aram, aramkori torvények: Kirchhoff-torvények,
Ohm-torvény

A stacionarius aram kifejezés arra utal, hogy nincsen iddbeli valtozasa az aramnak. Ez allandé magneses teret hoz
létre maga koriil. Gyakran hasznaljuk a linearis vezet0 kifejezést. Ez hasonlo absztrakcid, mint a ponttdltés
bevezetése sztatikaban. Itt arra kell gondolni, hogy adott egy gorbe a térben, és ennek a gérbének minden pontjaban
egy j aramslriiség van, amely parhuzamos a gorbe iranyvektoraval. Az aramot valamilyen potencialkiilonbség hajtja
korben az aramkdrben. Ezt valamilyen hatassal (kémiai, mechanikai, stb.) létre kell hozni, és fenn kell tartani. Erre
bevezetjiik az elektromotoros erdt: ez azzal a térerdsséggel egyenld, amely a toltésszétvalasztas soran 1étrejott teret
kompenzalja, ha nem folyik aram.

Kirchhoff torvények

Kirchhoff L.-1I. torvénye eldinbdl:itt (http://csega.homeip.net/wiki/index.php
/Elektrodinamika#RLC elemek.2C .C3.Alramk.C3.B6r.C3.B6k)
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= Huroktdrvény: Egy zart aramkori hurokban a fesziiltségek el6jeles dsszege zérus (feltéve, hogy nincs kiilsé
magneses tér).

m Csomopont-torvény: Az egy aramkori csomopontban dsszefutd aramok eléjeles 0sszege zérus.
Ohm-torvény
, U
Altalaban: } = —
I
A lokalis Ohm-torvény:

j=ocE

ahol j az aramsiiriség, |, az elektromos térerésség, — = ¢ a fajlagos vezetoképesség és p a fajlagos ellenallas.

Fontos megjegyezni, hogy ezt sem tartalmazzak a Maxwell-egyenletek, tulajdonképpen ez is anyagi egyenlet. Lasd a
kereszteffektusoknal talalhato levezetést.

Erdemes megyjegyezni, hogy a kontinuitasi egyenlet miatt az aramsiiriiség normalis komponense a hatarfeliileteken
egyenld, azonban ha két olyan anyag van a két oldalon, amelyek vezetéképessége (ellenallasa) mas, akkor a
térerdsség is kiilonbozo kell, hogy legyen, €s az eredmény az, hogy a feliileten toltésfelhalmozodas alakul ki.

Magneses hatasok

Az egyenarammal atjart linearis vezetd egy infinitezinalis darabja altal 1étrehozott magneses teret a Biot-Savart-
torvény adja meg. Ez egyszerlien levezethetd a stacionaruis allapotot leird6 Maxwell-egyenletekbdl. Az eredmény:

o [30r7) < (r— TJ)dan

B=1r e

Ennek egy specialis alkalmazédsa, amit igen sokszor hasznal a fizika, az egyetlen kis aramhurok altal latrehozott
magneses tér. Ha a hurokban I 4ram folyik, akkor bevezetjiik a madgneses momentumot (hasonl6 az elektromos
dip6lhoz):

mzf/ﬂ

ahol az d&ramot a hurok altal behatarolt feliilet nagysagaval szoroztuk meg, az iranyt a jobbkéz szabaly adja. Ennek
sehitségével a kis hurok magneses tere:

B= H (M)_E

A7 o 3

Az igy létrehozott térben a toltésekre természetesen hat a Lorentz-erd. Ennek kdvetkezménye az is, hogy két
parhuzamos linedris vezetd kozott erdhatas ébred, ha benniik dram folyik. Ennek mérteke:

F=ILxB
Ha egy iranyba folyik az aram a két vezetdben, akkor vonzzak egymast, ha ellentétesen, akkor taszitjak egymast.
Tekercsek
Ha feltekeriink spiralba egy vezetot, s aramot folyatunk at rajta, akkor az egyes hurkok magneses tere dsszeadodik,

tovabba jo kozelitéssel a tekercsen beliil homogén teriink lesz, ami a szélek felé egyre jobban leromlik. A létrehozott
B tér egyenesen aranyos az aramerdsséggel, €s a menetszammal (n).
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A Maxwell-egyenletek

A teljes Maxwell-egyenletek differencialis alakban a kovetkezoek:

crotB = 6, F + 1

€0
diveE = 2
£0
rotEl = -, B
divEB =10

Az els6 egyenlet az &ram magneses hatasat fejezi ki: azaz magneses hatast a valtozo elektromos tér, illetve a folyo
aram kelt. Az masodik egyenlet azt fejezi ki, hogy az elektromos tér forrasai a toltések. A harmadik egyenlet szerint a
valtozo magneses tér elektromos teret kelt. A negyedik egyenlet szerint a magneses térnek nincs toltése (nincs
magneses monopolus). Az egyenletek kissé varidlhatoak kihasznalva, hogy:

1
=
€p

Ezek az egyenletek térrészenként érvényesek. Megfogalmazhatoak a fenti egyenletek integralis alakban is, azok a
hatarokon is leirjak a térmennyiségeket, mig a differencidlisokhoz ezeket kiilon hozza kell kapcsolni. Tovabba a
Maxwell-egyenletek nem tartalmazzak az anyagi hatasokat, azokat kiilén egyenletekkel kell csatolni, amelyek E és D
tovabba B és H kozotti kapcsolatokat irjak le. Ezen feliil a Lorentz-eré sem vezethetd le klasszikusan a fentiekb6l:

F=q(E+vxB)

Az egyenletek implicite tartalmazzak a toltésekre vonatkoz6 kontinuitasi egyenletet, amit példaul az elsd egyenlet
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divergenciajabol vezethetiink le:
Indukcio

Stacionarius aram kozelités: feltessziik, hogy nincs jelen valtozo elektormos tér, igy az ennek megfeleld tag hianyzik a
harmadik Maxwell-egyenletbdl.

Nyugalmiindukcio

Az id6ben valtozo magneses tér elektormos teret kelt. A harmadik Maxwell-torvény integralis alakjat hasznalva:

*:fE@:— @— &fBﬂ——id

Ahol U az indukalt fesziiltség, @ a magneses fluxus.
Mozgasiindukeio
A magneses térben mozgd vezetoben aram indukalodik a Lorentz-eré miatt.

Ha vesziink egy magneses térben levo téglalap alaka aramkort, amelynek egyik éle L hosszisagh, és ezt a részét
mozgatjuk v sebességgel, igy a masik €1 hossza x(t) szerint valtozik. Ekkor ez d&ramot tud hajtani az &ramkdrben:

d
U; = ‘%waﬁh—vBL Boa(t)L

Itt felismerhetjiik az aramkor keresztmetszetét, igy voltaképpen ismét a fluxusvaltozas jelenik meg:

[

D
U= —5®

Kolcsonos- és onindukcio
Vegyiink egy aramkornek egy hurkat (k-dikat) hurkot, és integraljuk korbe az elektromos térerdsséget. Kirchhoff

huroktdrvénye miatt az 6sszes fesziiltség nulla lenne, ha nem lenne valtozé magneses tér. Azonban ha ez mégis jelen
van, akkor az megjelenik a jobboldalon:

fE@:-f&Bg

A baloldalra beirjuk az Ohm-torvényt, és az elektromotoros erdt, a jobboldalra a vektorpotencialt:

f @_fﬁﬁ__ /mHﬁ

Mivel a teljes korre integralunk, az Ohm-térvényt beirhatjuk a klasszikus formaban az aramerdsséggel kifejezve, az
elektromotoros er6t pedig az dsszes potencidljaval helyettesitjiik. A jobboldalon alkalmazzuk a Stokes-tételt, igy a
feliileti integralt vonalintegralra irjuk at:

I,:; R&—E: _8fff1d5

A jobboldalra beirhatjuk a linearis vezetd vektorpotencialjanak képletét:
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A(r) = /|’r—’r‘|

Visszairva:

fs.ds’
onme s f [
p—

Az integralokra a konstansokkla egybeolvasztva bevezetjiik az indukcios egyiitthatot, L-et:

Iy Ry —Ep == LLy

i=1

Amennyiben L-nek a két indexe azonos, akkor az aramkorben folyo aram altal keltett magnesestérnek az aramkorre
valo visszahatasanak egyiitthatdjardl, azaz az 6nindukcios egylitthatordl beszéliink. Ellenkezo esetben kolesonds
indukciorol van szo, azaz egy masik aramkorrészben foly6 valtozo aram kelt ebben az aramkorben fesziiltséget a
magneses hatasa révén.

Az elektromagneses tér makroszkopikus mennyiségei
Energia

Tekintsiik els6 és a harmadik Maxwell-egyenlet. Az elsét szorozzuk meg — goE-vel, a harmadikat 8002 B-vel, adjuk
0Ossze, és integraljuk ki térfogatra:

_g [%ﬁ afBﬂﬂf /EﬁV—@E/&ﬂBxEMV

Itt kihasznaltuk a jobboldalon, hogy div(B x E) = BrotE + ErotB. A baloldali integrandus az

energiastiriség (jel.: u). A jobboldali elsé tag tartalmazza a konvektiv toltéseken végzett munkat, a Joule-hét, a telep
altal szolgaltatott energiat. A masodik tag a tekintett térfogat feliiletén atdramlott elektromagneses energiat jelenti,
példaul hullamok formajaban. Ez alapjan definidljuk a Poyinting-vektort, masnéven energiastiriség-vektort:

S =ec’E x B
Impulzus
Definialhatjuk az impulzussiiriséget is:
g=¢6(E x B)

Ha az impulzus megmaradast is fel akarjuk irni:

fd
d_ (Pmchamkm + -Pm,_,g) = \% Tndf
't p

Itt S egy feliilet, amely egy V térfogatot hatarol, n a feliilet kifelé mutaté normalvektora, a jobboldalon feliileti
integral van az S feliiletre, az integrandusban a Maxwell-féle fesziiltségtenzor jelent meg (részletesebben lasd itt
(http://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnetic_stress-energy tensor) ). A Tn szorzat az S feliilet egységnyi részén
egységnyi id6 alatt a V térfogatba aramlo impulzus. Az igy definialt impulzus segitségével értelmezhetd egyszeriien
példaul Lebegyev fénynyomasos kisérlete.

Impulzusmomentum

Definidlhatjuk az elektromagneses mez6 impulzusmomentum-siirtis€gét is:
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m = egr X (E x B)

Az impulzusmomentum fluxusa megint a Maxwell-fesziiltésgtenzorral fejezhetd ki:
M=Txux
Vigyazat: M mar harmadrendii tenzor! Komponensenként kiirva:

f'rfz'jk = Tz‘jirrk - Tékifj

RLC elemek, aramkorok

RLC kornek nevezziik az olyan aramkort, amelyben ellenallas, induktivitas, és kapacitas is talalhato. Az
induktivitasban az d&ramerdsség nem valtozhat ugrasszeriien, a kondenzatoron a fesziiltség. Altalanosan a kdvetkezd
differencial egyenletet irhatjuk fel:

& d . Q
L—Q+R-Q+ 5=c¢
dt? @ dt @ C
A jobboldalon az dramforrasok elektromotoros erejei allnak 6sszevonva. Ez a differencial-egyenlet teljesen analog a
mechanikai kényszerrezgésekkel, ezért a megoldasa is hasonlo eredményekre vezet, exponencialis lecsengésre, vagy
periodikus, de csillapitott rezgésre.

Az dramkdorokre fontosak tovabba a Kirchhoff-térvények, amelyek nem 6nalloak, levezethetéek a Maxwell-
egyenletekbdl.

» Huroktérvény: Egy zart &ramkori hurokban a fesziiltségek eldjeles 0sszege zérus (feltéve, hogy nincs kiilsé
magneses tér).
= Csomopont-torvény: Az egy dramkori csomopontban dsszefutd aramok eldjeles 0sszege zérus.

Rezgokor

Tekintsiink egy RL-kort, amelyet egy periodikus fesziiltségforras taplal. Mivel most nincs kapacitas, az el6z6 pontban
felirt differencialegyenletbol elhagyhato a kapacitasos tag, és atirhato az egyenlet aramerdsségre, igy csupan egy
elsérendi egyenletet kell megoldanunk. A megoldasra egy tranziens lecsengd, €s egy stacionarius tagot kapunk.
Mivel az aramkorokben gyakorlati szempontbdl igen gyorsan beall az egyensily, elég ha a stacionariust vizsgaljuk.
Ebbdl lathato, hogy a megoldas aramerdsség frekvenciaja ugyanakkora, mint a fesziiltségforrasé, azonban ahhoz
képest késik:

[(t) = [gcos (wt — §)

£Q
1, 0=
!f}{E + “JEILZ

5 4 wL

= arctg——-—

R
Erdemes megjegyezni, hogy a Joule-hé dsszefiigg a rezgdkor paramétereivel:

- €0l
el = %casﬁ

Altalanos RLC korben azt érdemes tudni, hogy az aramkdérbe tett kapacitas hatdsara az aramerésség sietni,
induktivitas hat4sara késni fog az elektromotoros er6hoz képest. Az altalanos formula:

J, — L
5= a,rct-gmiR“"G

Transzformator

88/209



Elektrodinamika - Tétel Wiki

5/6

89/209
A transzformator feltalalasat Nikola Tesla nevéhez kotik. A transzformatorban két induktiven csatolt tekercs van,
azaz a barmelyik tekercs magneses fluxusa atmegy mindkét tekercsen. Az eredmény az, hogy ha valtakozo
fesziiltséggel taplaljuk meg az egyik tekercset, akkor az valtozo magnesesteret kelt, az pedig a masik tekercsben
valtoz6 aramot indukal. A valtakozas frekvencidja ugyanaz mindkét &ramkdrben! Egyediil az aramerdsségek
értékeiben lesz killonbség. A szekunder és primer korok kozotti amplitudo aranya:

Ig . U..-‘ng
R+ w3,

Ahol L13 a két aramkor kolesonds indukceios egyiitthatdja, Lop a szekunder tekercs 6nindukcids egylitthatoja, R a
szekunder oldal ohmikus ellenallasa, azaz a nevezében a masodik kor impedancidja szerepel. Tehat az atfolyd aramot
a kolesonds indukcid erdssége €s a kor impedancidjanak mértéke szabja meg. Fellép egy faziskésés is a két tekercs
kozott, ennek mértéke:

Ry

Ll.-‘ng

tg (0 — 6y) = —

Valtakozoaram

Mivel a Joule-ho veszteség az aramnak négyzetes fiiggvénye, ezért az elektromos aram szallitasat célszeri minél
kisebb aramerdsséggel tenni, ez az allando ellenallas mellett nagy fesziiltséget jelent. Azonban a felhasznalas soran
altalaban kisfesziiltségre és nagy aramra van sziikség. Ezért az elektromos tavvezetékek két végén transzformatorok
vannak, amelyek a fesziiltséget (aramot) konvertaljak. Az egész rendszer tradicionalisan a XIX. szdzad végén alakult
ki. Az egész eljaras csak aranylag nagy tavolsagokon éri meg, kis tavolsagokra, és specialis helyeken (példaul tengeri
kabelekben) nagyfesziiltségli egyendramot hasznalnak szallitasra.

Elektromos aram a mindennapokban
Eloallitas

Az elektromos aramot a kisszami félvezetd elven miikodd naperémiitdl eltekintve valamilyen forgémozgasbdl nyerik,
ahol ezt a mozogast periodikusan valtozoé magnesestérrel elektromos aram indukalasara hasznaljak fel. A kezdeti
forgomozgast példaul a széllel meghajtott lapatkerék, vizzel meghajtott turbina, vagy g6zzel meghajtott turbina
szolgaltathatja. Az els6 két esetben a mozgd kozeg természetesen rendelkezésre all. A gbzzel hajtott esetben a géz
eléallitasahoz valamilyen hdforras sziikséges, ez vagy valamilyen éghetd anyag felhasznalasaval (t6zeg, lignit, kdszén,
olaj, gaz), vagy atomenergiaval torténik. A felsorolt tiizeldanyagok korlatossdga miatt egyre nagyobb figyelem
forditodik ezek kivaltasara megujuld vagy alternativ (flizids erdmil) energiatermelési eljarasok alkalmazasaval.

Szallitas
Lasd feljebb.
Felhasznalas

Igen sokrétii, mivel mind magneses, kémiai, biologiai hatasa van, ezenfeliil konnyen és egyszeriien szabalyozhato, és
sok nagysagrenden keresztiil megbizhatoan alkalmazhato.

Motorok

A motorok az aram magneses hatdsat alkalmazzak foritva, mint a generatorok, itt a bejovo aram hatisara a magneses
forgorész keriil mozgasba. Megkiilonboztetlink egyenaramu €s valtoaramu motorokat, valamint Iépteté motorokat.
Kiilonboz6 alkalmzasokra és kiilonbozo arra kiillonb6zo tipusu motorokat alkalmaznak. lasd: itt
(http://en.wikipedia.org/wiki/Electric_motor#Comparison_of motor_types) .

Zardvizsga tematika
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A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapveto kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Elektrodinamika”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 17:59
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Hullamegyenlet és hullamoptika

A Tétel Wiki wikibol
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Az elektromagneses hullimegyenletek

A valtoz6 elektromos tér, mint tudjuk, magneses teret kelt, a valtozé magneses tér elektormos teret kelt. Ebbdl
érezhetd, hogy ez egy 6nmagat fenntartod folyamat tud lenni, amelyet az id6ben tovaterjedd valtozas jellemez.

Szarmaztatas a Maxwell-egyenletekbol

Ismertek a teljes Maxwell-egyenletek:

crotB = 9, F + 1

£0
dive = 2
£Q
rotll = —: B
divB =10

Vegyiink egy toltés és arammentes térrészt. Ekkor az els6 egyenlet jobboldalanak mésodik tagja, és a masodik

egyenlet jobboldala nulla lesz. Osszuk le az atalakitott els6 egyenletet c2—el, és vegyliik a rotaciojat. A baloldal ekkor:
rotrot5 = graddivB — divgradb = —AB
91/209
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Itt kihasznaltuk a negyedik Maxwell egyenletet, valamint egy vektoranalitikai azonossagot. A rotaciot a jobboldalon
is elvégezve a kovetkezd egyenletet kapjuk (figyelem, a rot helyszerinti derivalast tartalmaz, az idéderivalassal
felcserélhetd!):

1
~AB = —d0tE
C
Itt behelyettesithetjiik a harmadik Maxwell-egyenletet, és ekkor homogén hullamegyenletet kapunk B-re:
1
AB - 0B =0
c
Teljesen analog modon levezethetd E-re is:
1
AE - S9?E =0
c

A hullamegyenlet megoldasai

Két alapvetden kiilonb6zé megolddsa van a hullimegyenleteknek: sikhullam és gombhullam.

A sikhullam megoldas

Ez a megoldas azért sikhullam megoldas, mert a hullamhoz tartozo6 térmennyiség egy sik mentén veszi fel adott

pillanatban az azonos értékeit. Teha ezeken a helyeken a térmennyiség argumentuma ugyan az. Tehat az altalanos
alaku hullamegyenlet és sikhullam megoldésa a kdvetkezd:

1
ﬂf—§$fzﬂ

flet) = f (t+—)

Természetesen a megoldas egy konstans amplitidoval megszorozhaté tetszés szerint. Belathato, hogy az iddszerinti
masodik derivalt megegyezik f argumentum szerinti masodik derivaltjaval (itt kihasznaljuk, hogy n egységnyi hosszi),
tovabba ez valoban kielégiti a hullamegyenletet. Ha a megoldast, a térmennyiségekre felirva a Maxwell-egyenletekbe
visszairjuk, akkor kideriil, hogy n, E, B, paronként merdleges, azaz az elektromagneses hullam transzverzalis.

A gombhullam megoldas
1,
ﬂf—ﬁdfzﬂ

f&i%=f@i£).%

Ekkor a megoldast polarkoordinatdkban érdemes felirni, ennek megfelelden a Laplace-operatort is polarkoordinatas
alakban kell tekinteni (bar abbol csak a sugarfiiggd részre van sziikségiink).

Elektromagneses hullAimok eléallitasa, a Hertz-kisérlet

Maxwell csak elméletileg josolta meg az elektromagneses hullamok 1étezését, azonban Hertz-nek sikertilt kisérletileg
is kimutatnia 6ket. A kisérletekben Hertz dipdlantenndkat hasznalt adoként, vevokeént, illetve szikrakdzokkel
lathatova is tudta tenni a hullamok altal a forrastol tavolabb okozott valtozasokat.

A dipblantenna azoéta is alapvetd eleme a hullimtechnikanak. Ez tulajdonképpen egy valtdarammal taplalt szétnyitott
kondenzator. A benne oda-vissza mozg6 toltések keltik az elektromagneses hullamokat.
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Hullamok terjedése, Doppler-effektus

Mint lattuk a gdmbhullam megoldéasban 1 / r-es lecsengés van jelen, ebbdl kifolyolag a szallitott energia (amit a
Poynting-vektoradmeg: § = F w« B) 1/ r-es lecsengést mutat.

A klasszikus hullamjelenségekhez hasonloan az elektromagneses hullamoknal is frekvenciaeltolodas 1ép fel ha a
forras és az észlel6 egymashoz képest mozognak. Ha kozelednek egymas felé, akkor az észlelt frekvencia nagyobb,
ha tavolodnak, akkor kisebb a kibocsajtottnal.

Hullamok jellemzoi

A hullamokat két fontos jellemz6 fizikai mennyiség jellemzi a fazis és a csoportsebesség. A definiciok:

Ve = E‘

1f__
— O

U{:s—s—ﬂ

Az elektromagneses hullamok csoportsebességére kell teljesiilnie annak, hogy az adott kozegbeli fénysebességgel
terjednek. A fazissebesség ettdl igen eltérd is lehet, akar tobb is, mint a csoportsebesség. Igen szemléletes az abra itt
(http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wave_group.gif) !

A fenti jellemzok csak kevés informaciot adnak a hullimok terjedésérol. A kozeg torésmutatdja fiigghet a
frekvenciatol, igy a terjedési sebességek is valtozhatnak attol fiiggden, hogy milyen frekvenciaju hullamot vizsgalunk.
A hullam terjedését homogén kdzegben legjobban az o - k dsszefliggés, masnéven a diszperzids fiiggvény jellemzi. Ez
hatérozza meg, hogy adott hullamszamu hulldm milyen frekvenciaju. Ha az anyag nem homogén (anizotrop), akkor a
diszperzio lehet iranyfiiggo is.

Fontos tovabba, hogyha a részecskéket is hullamként kezeljilk de Brogile hipotézise értelmében akkor a diszperzios-
relacid az energia és az impulzus kapcsolataként jelenik meg.

Retardalt és avanzsalt potencialok

Tekintsiik a negyedik Maxwell-egyenletet. Ha egy térmennyiség divergenciaja nulla, akkor az valamilyen méasik
térmennyiség rotaciojaként irhato fel (legalabbis gdombbel topologiailag izomorf struktiran, Rs—ban). Ezért bevezetjiik
az A vektorpotencialt:

B =rotA

Ha ezt visszairjuk a harmadik Maxwell-egyenletbe, akkor abban két rotacié fog szerepelni, melyeket dsszevonhatunk,

igy:
19A
t| B+ — =10
m( +c3t)

Ha egy vektormez6 rotacidja nulla, akkor az a mez6 felirhato egy skalartér negativ gradienseként, ezért bevezetiink
egy skalarpotencialt is:

104
E+ P —gradd
Ez atrendezve:
1904
E = —prad® — -
grade c ot
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A két potencialt egylitt elektromagneses potencidloknak nevezziikk. Megjegyzendd, hogy ezekben van egy
mértékszabadsag a kovetkezd transzformaciora:

A'= A+ grady
1dx

P = - — =2

c ot

Azaz, ugyanahhoz az elektromagneses B és E térerdsségekhez tetszoleges y tartozhat, masképp fogalmazva a
Maxwell-egyeneltek a fenti mértéktranszformaciora invariansak. A bevezetett potencialokat a t6ltés és
aramelrendezés meghatdrozza. Mivel a fenti mértékvalasztas tetszdleges, ezért célszerli olyan mértéket valasztani,
ahol a potencidlokat meghatarozo egyenletek a legegyszeriibbek. Erre a Lorentz-feltétel alkalmas (ennek nincs fizikai
jelentése, csak a szamolast teszi egyszeriibbé):

1 09
divd+ -—— =10
Ttz Jt
Ekkor a kovetkezd differencidlegyenletek vezethetdk le a Maxwell-egyenletekbdl:
1 52A j
AA—F—5 =——73
c (gt €0C
1 4P
A — —a — _£
c? Jt? €0

Itt i az aramsiriiség, p a toltéssiriség. Az ilyen tipusu differencialegyenleteket d'Alembert tipustiaknak nevezziik,
belathato, hogy megoldasuk:

A(r,t)z/i(ﬂthjl)dvf

dmeqc?|r — 1|

_ =]
(Ii(r,t):fp(ﬂt ) v

dmeg|r — 7|

V= ——

NG

Ezek a formulak ugy értelemzhetéek, hogy egy adott r pontban mérhetd potencialok értékeit a tér tobbi pontjaban
talalhato toltés- és aramelrendezés hatarozza meg, DE nem az ugyanazon pillanatbeli, hanem a kozegbeli
fénysebesség szerinti idovel korabbi allapot altal létrehozott. Masképp megfogalmazva, ha egy toltést valahol
megmozditunk, akkor annak hatasa, csupan a kozegbeli fénysebességgel terjed, ezért a valtozas késve észlelhetd csak
tavolabbrol. Az itt felirt, ilyen tulajdonsagu potencialokat retardalt potencidloknak nevezziik. A d'Alembert
egyenleteknek egy masik formalis megoldasat kapjuk akkor is, ha a fenti egyenletekben az id6fiiggésben megforditjuk
a pozitiv eldjelet negativra. Ezek az avanzsalt potencidlok Ebben az esetben az adott pillanatbeli potencidlokat a
késobbi toltés és aramelrendezés hatarozzna meg, ez fizikailag azonban altalaban nem relevans megoldas.

Hullamvezetok, és iiregrezonatorok

Mint tudjuk a vezetok belsejében az elektromos és magneses térerdsség nulla, tovabba a térerdsség a feliileten
merdlegesen fog mutatni (feltettiik, hogy a hatar masik felén szigetel6 van). Ha valamilyen valtozas van, és azt a
toltések kovetni tudjak, akkor gy tekinthetjiik 6ket, hogy olyan aramokat és toltéselrendezést hoznak 1étre, hogy a
fentiek tovabbra is teljesiiljenek. Az ismert térerdsségek a feliiletekben exponencialis lecsengést mutatnak. Az erre
idoben valtozé terek azonban kicsi, de véges érintd iranyt teret is adnak az elektormos térnek, ez felelés a Joule-
héveszteségert.

Hulldmvezetdnek nevezziik az olyan iireges elektromosan vezetd anyagbol késziilt csovet, ami két végén nyitott, igy a
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hulldamok tudnak benne haladni. Ha le van zarva a két vége is, akkor liregrezonatorrol beszéliink. Ezeknek
megfelelden a megoldasokat a hosszanti szimmetria tengely (z) mentén halado, vagy 4ll6 sikhullamok alakjaban
kereshetjiik. A hatarfeltételeken az el6z6ekben ismertetett effektusokkra is figyelni kell, de a héveszteségtol most
eltekintiink. A hulldmegyenlet dsszefoglalva a kdvetkez6 alaku lesz:

632 2 2
(ﬂ 5,z e k ) [E,B] =0
Figyelembe véve a hatarfeltételeket (Az E z komponense a feliileten 0, a B z komponensének normalis irdnyu
derivaltja szintén 0) sajatértékegyenletet kapunk. Azt mondhatjuk, hogy a feliilet teljes hosszara kir6tt hatarfeltétel
megkvantalja a megoldasokat, azaz adott frekvencidhoz csak diszkrét hullimszamok megengedettek. Mivel eltérdek a
hatarfeltétlek a két térre, ezért altalaban kiilonbozok a sajatértékek is a két térre, ez két féle kategoriat jelent a
megoldasoknak: Transzverzalis Magneses hullamokrdl, illetve Transzverzalis Elektromos hullamokrél beszélhetiink.
A megoldasoknal az vehetd észre, hogy a megengedett frekvencianal kisebb frekvenciaju hullimok lecsengenek, és
csak a megengedett és annal nagyobb frekvenciaja, hullamok tudnak benne terjedni, ezkb6l azonban véges sok van,
az elozo kvantalasi okokbol kifolyolag. Ez a jelenség igen fontos a telekommunikacioban.

Hasonloan egy megfelelden elkészitett iiregrezonatort, ha elkezdiink rezgetni, akkor az is csak diszkrét frekvenciakat
tart meg, a tobbi lecseng, igy kivaloan alkalmas frekvenciak kivalasztasara és erdsitésére. Egy igen fontos
tiregrezonatort alkot a Fold az ionoszféraval. Ezt a rezonatort példul a villamlasok gerjesztik, és ezek hatasa igen éles
csucsok jelentkeznek a zajspektrumban, amelyek jol leirhatoak elméleti alapon. Tovabba ezek a frekvenciak
érzékenyek bizonyos globalis valtozasokra, igy példaul az éghajlatvaltozasra.

Antennak, dipolsugarzas

Vegyiink egy idében periodikusan valtozo dipolt, amely példaul a Hertz-féle dipdlantenna is lehet. Kivancsiak vagynk
arra, hogy a térerdsség hogyan valtozik id6ben, kiilonboz6 tavolsagokra az antenndtol. A toltéssiiriiséget és az
aramsirtiséget egyszeréenszarmaztathatjuk a dipolstirtiségbol:

p= —divP
1= E&I)

Ezekutan a fentieket behelyettesitjiik a retardalt potencidlokba, és a korabban kifejezett elektromos és magneses
térerésséget derivalasokkal kiszamitjuk beldliik. Az eredménybdl a nagysagrendek érdekesek, ha a rezgd dipol
fekvenciaja o:

w 2
Eoc@—i—m—z-kpﬂw
cr

3 czg
Dow  pow
Bocl+ c2r? ™ Ar

Az elektormos térerdsség tagjai: sztatikus dipol tere + polarizacios aram tere + sugarzasi (kifuté gombhullam) tér. A
magneses indukcid tagjai: aram magneses tere + kifuté6 gdbmbhullam.

Ha felirjuk E és B komponenseit, lathatd, hogy mindkettd szogfiiggd, azonban a Poynting vektor, amely a kettdre

merdleges, radidlis lesz, azaz a kisugrazott energia radialisan terjed tova, tovabba S abszolut értéke #? szerint cseng le,
azonban még ez a mennyiség is szogfliggd: a dipdl irdnyaban minimalis (0), attol 90 fokban oldalt maximalis a
kisugarzott energia mértéke.

Szorodas

Elektromagneses szorodas akkor jon létre, amikor egy toltésrendszerre elektromagneses hullam érkezik, és az
megrezgeti a toltéseket (p elektromos, és m magneses dipolusokat indukal). Ekkor a mozg6 toltések rezgésbe jonnek,
¢s maguk is sugarozni kezdenek (dipdlsugarzas ez is). Ennek eredményeként a bejovo sugarzas energiajanak egy
része a beeséstdl kiilonbozo iranyban keriil kisugarzasra. Az dsszes energia azonban megmarad, igy rugalmas
szorasrol beszélhetiink. Ha ezek a szoérocentrumok a hullimhosszhoz képest kis méretiiek, akkor Rayleigh-féle
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szorasrol beszéliink. Tetszoleges méretre a Mie-féle szoraselmélet ad leirast, ennek specialis esete a Rayleigh-féle
leiras.

Szorodas szabad toltésen

Itt is a dipdlstirliséget irjuk be a retardalt potencidlokba, és kiszamoljuk az elektromos térerdsséget, és a magneses
indukciot, majd ezekbdl a Poyinting-vektort. Az erdmény:

1€t 2_: 2
S x T—EE|E}3€| sin“#

Szorodas toltott gombon, avagy miért kék az ég

Ahogy lattuk a dipo6lsugarzasnal, a kifutogémbhullam E-je és B-je is a frekvencia négyzetével aranyos, ez azt jelenti,
hogy a kisugarzott S a frekvencia negyedik hatvanyaval ardanyos. Egy adott térrészben kisugrazott energia és az
elnyelt energia hanyadosabdl kiszamithato a hataskeresztmetszet. Ezt felintegralva a teljes hataskeresztmetszet
megkaphat6, ebben valtozatlanul a negyedik hatvanyon fog szerepelni a frekvencia. Ez azt jelenti, hogyha kétszer
nagyobb frekvencidju (fele akkora hullamhosszi1) hullamot szérunk, akkor az eltériilés valoszintisége 16-szor lesz
nagyobb. A lathat6 spektrumban a kék hullamhossza kozel fele a vords hullamhosszanak ( kb 380 és 750 nm), tehat a
kék fény lényegesen jobban szorodik, mig a vords gyakorlatilag megtartja korabbi iranyat. Ezért domindl a kék szin az
égbolton, és ezért vords a naplemente (hatha még a varosi szmog is odakertil).

Hullamoptika, polarizacio
Tekintsiik a szabad hullamegyenletet dielektrikumban:

poep PE D
e o2

Ennek megoldasa egy periodikus sikhullam:

AE

E‘(f) — ED . E—t'{wt—kr]
Legyen k z iranyu, és jeldlje + = (o — kz. Ekkor E vetiilete az x-y sikban egy masodrendii gorbét definial:
E = (aycosT, ascos(T + «),0)

2
—2—|— 5 = —COS8 — Sl ¥

Ez egy kupszelet egyenlete, hogy milyen azt a kovetkezd formula adja meg:

.:1.11—.:1.2 (1 — c::is?‘a) =0

Ha a szdg 7 egész szamu tobbszorose, akkor a gorbe egy egyenes part alkot, ekkor beszéliink linearis polarizaciorol.
Ha a szog 90-foknak péaratlan tobbszorose, €s a két méretszorzo egyezik, akkor cirkularis a polarizacid. Egyéb
esetben altalanos, elliptikus polarizaciordl beszéliink. Az elektromagneses hullam polarizacioja befolyasolja a
kolcsonhatasat a hatarfeliiletekkel, és az optikailag aktiv kdzegekkel. A kdzegben terjedd valtozasokat a kdzegbeli
Maxwell-egyenletekbdl szamolhatjuk, a hatarfeliileteken a hatérfeliileti torvényeket kell alkalmazni (ezek is
levezethetoek a Maxwell-egyenletek inegralis alakjaibol hataratmenetekkel), nevezetesen:

Az elektromos térerdsség érintd iranyi komponense valtozatlanul megy at a hatarfeliileten,
A magneses indukcio normalis irany(l komponense valtozatlanul megy at a hataron, tovabba
H érint6 irany komponense és

D normalis komponense is.
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A polarizacios jelenségekrdl rdviden illik tudni, hogy kiilonbozé anyagok rendelkezhetnek optikai aktivitassal, ezaltal
befolyasolhatjak a polarizacio szogét, esetleg a kiilonbozo polarizaciokra eltérd torésmutatokat mutatnak, stb.

Erdemes még megjegyezni a Faraday-effektust, ahol magneses tér altal lehet az anyag optikai aktivitasat befolyasolni.
Kristalyoptika

Amint lathat6 a hullamoptika igen alapveto kapcsolatban van az anyagiegyeneltekkel, azonban ezek az 6sszefiiggések
csak elsd kozelitésben tekinthetdek linearisnak. Az anyagi egyenletek masodik kozelitésben 3x3-as szimmetrikus
tenzorokkal jellemezhetd Osszefiiggést tartalmaznak, amelyek jelentdsen megvaltoztatjak a diszperziods relaciot:
iranyfliggdvé teszik azt, azaltal anizotrop anyagokhoz jutunk, amelyekben a terjedési sebesség fligg az iranytol. Ezek
a mindennapokban példaul a kettdstoré anyagokban figyelhetéek meg.

Torés és visszaverodés

A fentiekbdl levezethetd a jolismert Snellius-Descartes torvény, amely a kiilonb6zo torésmutatoji kdzegek hataran
bekdvetkezo torést és visszaverddést irja le. A fenti hatarfeltételeket rojuk ki a feliilet teljes részére minden
idOpillanatban. Ha a beérkezd hullam »] torésmutat6ji kdzegb6l, a normalishoz mért 01 szoggel érkezik, €s a megtort
sugar kozegében ny a torésmutatd, akkor a 02 az ellentett normalishoz mért szogre fennall:

sinfy  ns

sinfl, Ny
A viszavert hullam szoge teljesen szokdsos moédon megegyezik a visszaverttel.

Fresnel-formulak

A fenti egyenletek csak a terjedési iranyokat adjak meg. Ha az amplitidokra is kivancsiak vagyunk, akkor
sziikségiink van a Freshnel-formulakra, tovabba a beérkez6 sikhullamot fel kell bontani a kétiranyt transzverz
polarizaciokra. Ezekb6l meghatarozhatok a visszavert €s a megtort amplitidok, amelyek 6sszege ki kell hogy adja a
beérkezd hullamét. A formulakat 1asd itt (http://en.wikipedia.org/wiki/Fresnel equations) .

Interferencia

Két sikhullam talalkozéasakor a térmennyiségek tekintetében semmi kiilonleges nem torténik, hiszen a Maxwell-
egyenletek linearisak, igy mindkét hullam Iétrehozza sajat hatasat, és ezek 6sszegzédnek. Azonban a megfgyelhetd
intenzitasok (és energidk) az amplitidok négyzetével aranyosak, és a négyzetek nem adédnak 6ssze. A hullamok
Osszegének négyzetremelésekor marad egy vegyes tag, ami a sikhullamok faziskiilonbéségtol fiigg. Attol fiiggden,
hogy a hullamok milyen fazisban talalkoznak, erdsithetik, vagy gyengithetik egymast, azaz a megfigyelt intenzités
nagyban valtozhat. Ezt a jelenséget nevezziik interferencianak. Ahhoz hogy tartds interferenciat tudjunk megfigyelni,
a kovetkezo feltételeknek kell teljesiilniiik:

» Azonos frekvenciaji legyen a két hullam. Masképp a vegyes tag id6atlaga (két koszinusz szorzatanak
iddintegralja) kozel nulla lesz.

= Ne legyen merdleges a polarizacio, azaz minnél hasonlobb polarizacioji hullamokat ejtsiink egybe.

m A fényforrasokbol kibocsajtott hullamfronok faziskiilonbsége idében allando kell legyen. Random fazistényezo
esetén az interferencialis hatasok kiatlagolodnak, és nem latunk interferenciat.

Ez utobbi feltételt koherencia feltételnek is nevezhetjiik. Vagy 1ézerekkel, vagy egy koherens hullamvonulat
kettéosztasaval, majd egyesitésével teljesithetd.

Diffrakcio

A Maxwell-egyenletek megoldasaval elvileg tetszéleges elrendezésben kitudjuk szdmolni a hullamok terjedését,
azonban ez mar igen egyszerii helyzetkeben is elbonyolodik. A diffrakci6 a fény akadalyokkal valé kolesonhatasat
irja le, azonban itt mar kozelitésekkel éliink.
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Huygens-Fresnel-elv

A kisérleti eredmények igen jol leirhatoak a kovetkezo allitas segitségével:

m A fény akadallyal valo talalkozasa soran a hullam az akadaly helyén zérus amplitidot vesz fel, a hatarfeliilet
minden pontja pedig gdmbforrasként tekintendd. A tovahalad6 hullam a sok gdmbhullam szuperpozicioja.

Az akadalyokrol tovahaldé hullamfrontot igy az egyes gdmbforrasok integraljaként lehet kezelni, az ezt leird skalaris
elmélet alapképlete:

—3 Et'kr
Ulp)= — / d’rU(r) —cosf
A Jg T bejove hullim
Itt U(p) a p-pontbeli amplitudd, U(r) a bejovo hullam a résnél.

3 1 e 1o s . . (4]
ennek bizonyos gyakori kozelitéseit érdemes ismerni: L

m A réshez kozel, vagy tetszoleges tavolsagban de szembdl nézve A
Freshnel kozelitést kell hasznalni: :
s pés, akaddly

_ _ ikr?
U(p) o fdz’rb'(:r)e IR
A diffrakcios integral paraméterei

= A réstol tavol, és ferdén nézve Fraunhofer kozelitést kell hasznalni:

Ulp) ox fdg?"U[T)E_“”"

Erdemes tudni a féltér elhajlasi képét, és a kerek rés képét, az itt fellépd Poisson foltot (koralaku kitakaras mogott
fényes folt) az els6hdz, a masodikhoz a vékony rés, ¢és a kornél fellépd Airy-korongot. Képek az optika jegyzet 3-as
pdf-jében.

Fourier-optika

Belathato, hogy amikor elhajlasi képeket szamolunk, akkor a fellép6 integral a sikhullambol 6rokdlt expinencialissal
egyiitt voltaképpen a diffraktiv feliilet Fourier-transzformaciojat irja le. Ezek utan Iényegileg a kétdimenzios Fourier
transzformacio apparatusaval targyalhato tetszéleges elrendezés elhajlasi képe, ami nagyban megkonnyiti és
egységesiti a targyalasmodot, kiilondsen szabalyos, illetve racsszerkezetli diffraktiv feliiletek esetén.

Nemlinearis optika alapjai

Nemlinearis, elektrooptika

A kozeg polarizacidja tovabba nem csak az iranyfliggésben lehet bonyolult, hanem a dielektromos allandd, és ezen
keresztiil a torésmutato térerdsségfiiggésében. Ez azt jelenti, hogy kelléen nagy energiaju sugar (lézerfény)
megvaltoztatja a kdzeget maga kortil, és ez utdna visszahat a sajat terjedésére. Ezt a terjedést és visszahatast a
nemlinearis optika targyalja, itt a szuszceptibilitashoz magasabb rendl korrekciokat is figyelembe kell venni.

Ha a sugar energiaja kicsi, de mi kapcsolunk kiilsé erés sztatikus teret a kozegre, akkor ugyanigy befolyasolhatjuk a
terjedést, ez az elektrooptika. A térerdsség elsé hatvanyaval torténd megvaltozas a Pockels effektus, a négyzetével
aranyos a Kerr-effektus.

Tovabbi effektusok a Cserti Jozsef Optika 10. jegyzetében talalhatdak.

Zarbvizsga tematika
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A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullaimegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Hull%C3%A1megyenlet %C3%A9s_hull
%C3%Almoptika”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 20:16
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Bevezeto, fény, fénysugar

A geometriai optika nem foglalkozik a fény hullam, vagy részecske tulajdonsagaval. Pusztan a fény viselkedését irja
le olyan tavolsag- és idoértékeknél, melyek joval nagyobbak, mint a fény néhany mennyiségi jellemzdje.

Alapfeltevései 1],

a fény egyenes vonalban terjed, ha homogén kozegben halad és semmi sincs az itjaban
kozeghatarokon megtorik és/vagy visszaverddik

visszaverddésnél a beesési €s visszaverddési szog megegyezik

torésnél a beesési €s torési szog kozotti Osszefliggést a Snellius-Descartes torvény adja meg:

sinty, = nsiniy, ahol 1, a beesési, 1J; a torési (transzmisszids szog), n egy aranyszam, az adott kozeg
(vdkuumbhoz viszonyitott) torésmutatoja.

m a fénysugarak kozt egymasra hatds nem mutatkozik

A Fermat-elv

A Fermat-elv, vagy legrovidebb id6 elve azt mondja ki, hogy két pont kozott a fény az 6sszes lehetséges t koziil azt

valasztja, aminek megtételéhez a legrovidebb id6tartam sziikséges.[z]

C
Kozegben a fény sebessége: —{', ahol n a fent emlitett torésmutato (mely fiigghet anyagtol, helytdl, vagy a fény
n
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1

£ofio

szinétol), co pedig a vakuumbeli fénysebesség, értéke a Maxwell-egyenletek alapjan: Cgp = , ahol

2
€n = 8_851[}‘12C_’2 a vakuum dielektromos allanddja. 1y = 471077 1 ® avakuum permeabilitasa. A
Nm Am
m
fentiek alapjan: ¢y = 299792458 —.
5

A Fermat-elv tehat azt mondja ki, hogy a fény két pont kdzott a legrovidebb id6 alatt megtehetd utat teszi meg. Kicsit

pontosabban a fénysugar palyajat sok mas szomszédos, csaknem azonos id6t igényld terjedési it koziil Vélasztja.[3]
Ennek kiszamitasa a kovetkezoképpen torténik:

~ds B
™~

/[ n(r)

A fenti palyara vett integralnak (ahol n(r) helyfiiggd valtozo) szélséértéket kell adnia.
B

/ n(r) s = extremun, aholra helyvektor[4]. Pl.:
A

, minumum P-ben
ellipszis alaku tikor P — _
maximum P-ben

Az eikonal kozelités

Homogén eset Inhomogén eset
, Po(r,t) o, Polr,t) .
HullamegyenletT =c" Ao o = c(r) Ao

Megoldisa  (r,t) = Ae'™™ D g (rt) = A(r,t)e"
Az inhomogén esetben felirt megoldas csak a lassan valtozé amplituddji (A), és gyorsan valtozo fazisa (¢ - A
tavolsagon 2m-t valtozik) sikhulldmokra vonatkozik. Lassan valtozé alatt azt értem, hogy a karakterisztikus hossz (

L~ v_) joval nagyobb, mint a hullamhossz (A). Tehat inhomogén esetben, lassan valtozé amplitud6 €s gyorsan
n

valtozo fazis esetén ( r, f.} hordozza az informacidt, ez a geometriai optika. [3]
A fenti inhomogén megoldast beirva a hullimegyenletbe a kdvetkezot kapjuk:
[ . 2
Fort) _ 4 (99 Lietn)
ot? at
A(r)Ag = A (r) (gradyp)e
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A fentiek alapjan tehat:

Ez az eikonal-egyenlet.

Ay ’ 2 2
3f =c (I') (g?‘ﬂd"‘ﬁ')

C
Ahol c(T) = Fﬂ;‘)’ n(r) pedig a lokalis (helyfiiggd) torésmutato.

. . do Oy
Fejtsiik sorba a fazist: if-_j(r f_) =g+ =T+
’ dr at

Majd irjuk be qﬁ(r, t) helyére: (,‘.‘fi(r_, f_) AP — J_lez'aﬂuez'[?-,aw%ﬂ ~ A pillr—wt)

£+

A fentiek fényében:
k(r,t) = grade(r. )
O
ot
- Az eikonal-egyenlet egyszeriisodik, ha o allando, ekkor: (1, 1) = —wt + 1(r). Az jobb oldal utolso tagjanak
neve "roviditett eikonal".

al"l
a—t = —w(r,1)

2 (Q) )2
o (@)

gradiyp = gradi
Az eikonal kozelités korlatai

A levezetés soran a kovetkezo kozelitéseket hasznaltuk ki:

Az amplitudo valtozasa a hullamhosszal szorozva kisebb az amplitudonal,

A hulldmfeliilet gorbiileti sugara sokkal nagyobb a hullamhossznal,

Az amplitudofeliilet gorbiileti sugara €s a hulldimhossz aranya sokkal nagyobb a hullimhossz ¢s az ampliduto
aranyanal,

A hulldmfront linedris méretei sokkal nagyobbak a hullimhossznal.

Ezek fényében az eikonal kozelités nem hasznalhat6 példaul fényforrasok illetve fokuszpontok kdzelében,
fény-arnyék hataran. Tovabba mindezen feltételek erdsen fliggenek a tekintett hulldm hullimhosszatol.

Analogia a klasszikus mechanikaval

A fentiek fényében itt csak egy rovid tablazatban foglalnam 6ssze a legfontosabbakat[6]:

Pontmechanika Geometriai optika
P
Hatasintegral S(r,t) = / L(r,t)dt o(r,1)
Py

p = gradS k = gradyp
p~k
p = kk
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ds dy
E = —-}55- w = __}§E_
E~w
E = hw

Hamilton- 95 -
Jacobi _C?— = H(r, p= _gTa.dS) —@ = Q(r! k = g’radqf:)
egyenlet ot ot

E = H(r,p) w = Q(r k)
E
mozgasallando S(r,t) = —Et + Sp(r) w(r,t) = —wt + Y(r)
Roviditett
Hamilton-
Jaircr)ltl)iton E = H(r,p = gradS) w = Q(r, k = grady)
egyenlet
Hamilton-féle ‘ )
kanonikus T = M ;o= dﬂﬁ([‘, k)
egyenletek dp ok
Hamilton-féle : ) ;
kanonikus p= _M L= _ dﬂgr! k)
egyenletek or or
Maupertius-elvt?/ pdr =10 J/kd?“ =0= Eﬁ/n[r)eﬂ ~ J/R(r)dl =

o

A Hamilton-féle sugaregyenletekbdl paraxialis kozelitésben levezethetd a lencsetdrvény.
Ami az analégiabol hianyzik

Pontmechanikaban a Lagrange-fliggvény:

. . JdL dL
L \ = — H, ahol = és e r— e —_
(r,T) = pr p=gr&H=pi-L=—--1L
Keressiik meg ugyanezt az optikéban:
<) k
L(r, 1) = kit — Q. ahol Q = ¢(r) |k|ésT = g_k = c(k)m

A fentiek alapjan a Lagrange-fliggvény az optikaban:
: k L o
L(r, r) = c(r) m k — c(r) |k| = () A Lagrange-fiiggvény az optikaban azonosan nulla.

A mechanikai torésmutaté meghatarozasanal figyelni kell arra, hogy az analdgiat ne a Fermat-elvbol levezetett

1 1
wd / ——dl és ennek mintajara felirt & | ——dl egyenlet kozott vegyiik, mert c(r} a fazissebesség, a

c(r v(r
1
mechanikai analogidban latott ( )—ben a v(r) a csoportsebességnek feleltethetd meg, melynek értéke az optikaban:
wr
dw : : : :
v, = 8_1( A helyes analogia a Fermat-elv és a Maupertius-elv kozotti megfeleltetés. Ezt végigszamolva a

mechanikéban a térésmutato értékére a kdvetkezot kapjuk:

2
0= pr(r)dr = 5/ |p| dl = 5/ \/Qm(E _ V[I‘})tﬂ, mivel i/ — 213_ _ V(I’)- Ennek nyoman a
Tr

torésmutatd analogonja a mechanikaban: g3 ( 1-) =/ F — V( [-) . V(r) — EU(I‘) alkalmas megvalasztasaval
103/209




Geometriai optika és alkalmazasai - TételWiki

104/209
elektrosztatikus lencsék/tiikrok készithetdek.

Részecske Optika

n(E, r)figga részecske energiajatol, diszperziv kozeg n(w, r) diszperzio

Eles képhez monoenergetikus nyalab kell. Eles képhez monokromatikus fény kell.
n(r)-re nincs korlat n> 1, mert ¢ < ¢

Paraxialis kozelités
Paraxialis kozelitésben hengerszimmetrikus, tengelykozeli rendszereket Vizsgélunkm.

= A tengelytdl valo tavolsag kisebb, mint barmilyen relevans fokusztavolsag, vagy rendszerméret.
= A sugarak szogei kicsik a tengelyhez képest. (’ﬂ <& 1)

Ebben a kozelitésben: 51721 == f.g’!ﬂ = 1)

A fénysugarakat az optikai tengelytdl mért (eldjeles!) y tavolsaggal, és szintén az optikai tengellyel bezart
(el(')'jeles![g]) szoggel jellemezziik.

Matrix reprezentacio, leképezési torvények

TetszOleges paraxialis rendszerben a fény terjedése leirhatdé matrix-, és vektormiiveletekkell!

()= (ot )= (ol )= ()

Harom alapesetre vonatkozo terjedési matrix:

Szabad terjedés Torés gombfeliileten Visszaverddés gombfeliiletrol

{ 4 1 0 1 0
R

A matrix reprezentacional a fénysugarat kovetve a matrixokat balrol jobbra szorozzuk 6ssze, igy megkapjuk a teljes
rendszert leird optikai matrixot. (Fontos, hogy a fénysugarat kovessiik, mert menet kézben pl. meg is fordulhat.)
Tetsz6leges paraxialis optikai rendszerre igaz, hogy det M = +1.

A leképezés fogalmai
= Féokuszpont: minden parhuzamos fénysugarat egy pontba gytijtiink dssze, y y'-tol fliggetleniil valahol nulla lesz.
m Leképezés: egy pont leképezése soran a pontbol kiinduld fénysugarat 13-tdl fiiggetleniil egy masik pontba
gyljtjiik Ossze.
A gombtiikor fokusza
A rendszer leképezési matrixa egy szabad terjedési matrixbol és egy visszaverddési matrix szorzatabol all, balrol
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jobbra t')sszeszorozva:( 9 ) =M ( 0 ) M = ( ot ™ )(Theta azért nulla, mert a tengellyel

parhuzamosan érkeznek a sugarak:

B=0

, 2d .
( g ) — ( (1+27.:?)y ) — Y= (1—|— %) yEsmivelaf()kuszpontbany'=0,ezértd; f: _g

A gombtiikor leképezési torvénye

A rendszer leképezési matrixa most egy targytol a tiikkorig tartd szabad terjedésbol, egy visszaverddésbol, és egy
tiikortol a leképezésig tartd szabad terjedésbol all. A terjedési matrix e harom szorzata:

M:(1+% Ic+(1+;ﬁ“]t>

2

R i

Mivel y' a leképezésnél fiiggetlen 19-t0l, ezért a matrix elsé soranak masodik eleme nullat ad, igy (a gdmbtiikor
fokuszara voantkozé Osszefiiggés felhasznalasaval) megkapjuk a mar ismert leképezési torvényt:

2k k 1 1 1
+(+R) +( f) AR

Vékony lencse fokusza

Egy vékony lencsénél két toréfeliiletrdl beszélhetiink, melyek két, R és Rz sugara gombfeliiletbdl allnak. A lencse
anyaganak torésmutatdja n, a lencsét koriilvevd kdzege 1. A bal oldali térdfeliilet matrixa My, a jobb oldalié Mg:

1 0 1 0
ML:(H_—l 1)MR:(1—_'-1 1)
2 fiy

Ezek szorzata a rendszert leird matrix ezek szorzata (balrdl jobbra haladva, eléjelesen):

1 0
M=MpMp=| (4 (i - L) X
Ha Ry

105/209
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Az optikai tengellyel parhuzamosan beérkezo fénysugar valtozasa a rendszeren valo athaladas utan:

(6)=4(5)= (k)

Es mivel:

fgy My = —%, tehétafékusztévolség:% =My = (ﬂ — 1) (% — Ri)
1 2

Vékony lencse leképezése

A vékony lencse leképezésének leirasahoz harom matrixot kell figyelembe venniink, egyszer a képtavolsagnyi szabad
terjedés matrixat, egyszer a torés matrixat (a fent megismert 6sszefliggés alapjan), egyszer pedig a lencsétdl a
képtavolsagig terjedd szabad terjedés matrixat. Ezeket 0sszeszorzova kapjuk meg a teljes optikai rendszer matrixat,
ami a kovetkezOképpen néz ki:

1 0 . L P
w=(o0) (5 7) (o 1)-(5 57)
f - f i

kit 1 1 1
Mivel leképezésnél y- fiiggetlen ¢3-tol, ezért My, =0 — kK +1t — — =10 = — 4 e Azaz itt is igaz a

F Tk

leképezési torvény.
Osszetett optikai rendszerek

Osszetett optikai rendszereknél nem mindig igaz elsére a leképezési térvény, de mint latni fogjuk, kis triikkkel Gjra
igazzé tehetjiik.

1
= Sok egymas melletti vékony lencse esetén esetén a dioptriak (D = ? [1 / m] Osszeadodnak.

m Vastag lencsék esetén sziikség van az igynevezett fosikok bevezetésére. A fOsikok (lasd lejjebb) hasznalataval
a leképezési torvény Ujra igazza tehetd:
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Fosik Fasik

A targy-, és a képtavolsagot a f0sikoktol mérve a leképezési torvény ismét igaz lesz. A fOsikok kiszamitasa a
kovetkezoképpen torténik:

dn-—1 dn-—1

A A

A fokusztavolsagot vastag lencsék esetén a kovetkezo 0sszefiiggés adja meg (ez a lencsekészitok alapképlete).
Egyébként ez harom matrix dsszeszorzasabol ered: a vékony lencse jobb-, és bal oldali tordmatrixa kozé be kell
iktatni egy n torésmutatoju kdzegben torténo szabad terjedés matrixat (ezzel jelezziik, hogy vastag lencsérdl van szo).
E hérom matrix szorzatabol lehet megkapni a vastag lencse, mint optikai rendszer matrixat.

A fokusztavolsagot lencsékre a rendszermatrix masodik soranak elsé elemébdl lehet megkapni (mint fentebb
: 1 1 1 n—1
lathattuk): — = (1 — ﬂ) — — 4 d—
f Rl RQ ﬂ-Rl RQ

Altalanos leképezés

My, My,
My Mss
lehet tudni, hogy hol a rendszer eleje és vége. igy modositjuk egy kicsit:

2
M = ( 1 ko ) ( My M ) ( 1 o )ko és to alkalmas megvalasztasaval (és kihasznalva azt a

Teljesen altalanos leképezés esetén a leképezési matrix: M = ( ) Ezzel az a probléma, hogy nem

0 1 My My 0 1

tényt, hogy tetszoleges paraxialis optikai rendszer leképezési matrixanak determinansa det \f — +1):

fo = — (detM — M) = —— (1 — M) . L (dethd — My) = —— (41 — My)
-ﬂ’ffﬁl -f?l ’2 fbf?l

fgy M a kovetkezOképpen egyszeriisddik:

1 1—detM 1 0
M = M3l ,ami - mivel det M = L+1- M . Lattuk, hogy vékony lencséknél a
.Ln-ffgl 1 ﬂ’f‘}fl 1
matrix éppen igy néz ki, igy meg tudjuk mondani a fokusztavolsagot: — = — My;.

Optikai eszkozok (taveso, mikroszkop), felbontoképesség

Az optikai eszkdzok koziil néhanyrdl csak emlités szintjén, €s a cimben szerepld tavesérol €s mikroszkoprol
részletesebben fogok irni.

Vetit6, fényképezo, nagyitolencse, szemiiveg

m Vetitd: egy egyszerl lencse (€s egy tiikor) segitségével a targyrol tavoli, nagyitott képet allit elo.
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» Fényképezo: tavoli targyrol készit kicsinyitett, valodi képet tiikkrok, lencsék €s blendék (fényerdszabalyzok)
hasznalataval. A képek felvétele fényérzékeny anyagra, vagy ujabban CCD-chipek segitségével valamilyen
digitalis taroloegységre (altalaban memoriakartya) torténik.
» Nagyitolencse (lupe): nagyitott, virtualis (k < 0) képet készit a fokusztavolsagnal kozelebb 16vo targyakrol:

Kep

szabadszemmel:

lupéval: ‘

A lupe nagyit6 tulajdonsagat két szempontbdl is érdemes megvizsgalni, az egyik a lateralis nagyitas
L
t

(képméret/targyméret): N = = ——— A masik a szognagyitas:
—k Ly Lo

Yi

O 9O  yr/(—K) Ly .

— = = = — =~ —, 1k > L ==
0, tgo; yt}{ Ly t —k t f e 0> )= !

-N-s shg —
A lupe azért hasznos, mert a tisztanlatas tavolsaga korilbelill [y ~ 25em (viszonylag szubjektiv adat), a lupe
segitségével pedig ennél nagyobb tavolsagh targyakat is tisztan lathatova tehetiink.

m Szemiiveg: korrekcids lencse a szemlencse elé (a szemlencse kb. 60-64 dioptrids). Rovidlatas esetén a
fénytorés til erds, a kép a retina elétt fokuszalodik, szordlencse kell (D < 0). Tavollatas esetén a fénytorés
nem elég erds, a kép a retina mogott fokuszalodik, gyujtdlencse kell (D > 0).

Mikroszkop és felbontoképesség

A lupe - bar sokmindenre j61 hasznalhat6 - alapproblémaja az, hogy nem tudjuk elég kzel helyezni a szemiinket.
Ennek megoldasara hasznaljuk két lencsét, az egyik levetiti a képet (objektiv), a masik pedig a lupe (okular).

fok ~2cm ¢

objektiv = 4
Targy "
i - F: F -
Y, f‘ ’ s B oy ok o th_l //.f
| e A
Fﬂbj "---.-.____- _:-._-\- "rk H/ L _F;*
t ftﬂ."j I -._.___-.-:..\_:-_-.:.-- ""__." . L ﬁ"'} .r“h.:
k < okular

Jovj ~ 0.1 mm .
. o

Egy mikroszkopban az objektiv és az okular fokuszsikjai egymastol a mikroszkop felépitése altal meghatarozott,
108/209
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allando6 tavolsagban vannak. Ez az optikai tubushossz (F ob J-F ok — .f'l). Egy mikroszkdpban ennek szabvanyos

értéke 160 mm. 0!

.k k= fopi
Az objektiv lateralis nagyitésa: Nop; = g _ T _ ﬁ
Yt t f obj

Ouvi _ t90; _ /S _ Lo _ A Lo
0 gt yt//LD Y fok fobj fok

A tipikus nagyitas nagysagrendileg 1000 * 10.

. A mikroszkop szognagyitsa:

T —
..!“'\- sty —

Felbontéképesség

Az optikai eszk6zok felbontoképességét a hullamoptika kozelithetdsége hatarolja be. Tokéletes leképezést
feltételezve a Fermat-elv szerint minden képalkotasban résztvevo fényut optikai ithossza megegyezik. A
hullamoptika szerint mindenféle palyan haladhat a fény, de ott lesz nagy az amplitudo, ahol koriilbeliil azonos
fazisban érkeznek a hullamok.

Tokéletesen leképezo lencse Elmosodott
o keppont _
R (Airv—korong)
e 1
, o= Ernvo
Pontszeni
fénviorras
2D B 2 8
Jellemzd
keépmeret

. R,

L (lenese és kép tavolsaga)

A : A : : o
Szognagyitas: E < —. Azaz minden lencse megfelel egy résnek, amely — nagysagu diffrakciot okoz. Ez azt jelenti,

: L A ) : .
hogy a mikroszkép maximalis felbontasa: f— A lencsére jellemz6 — hanyadost numerikus aperturanak nevezik.

(Vannak mas definiciok is a numerikus apertirara, pl: 3 57711, ahol tgcx = —. D/f tipikus értéke 0,3 korili, de a

maximalisan elérhetd felbontoképesség akar a hullamhossz nagysagrendjébe esik.

Tavceso

A tavcsovek konfokalis (egybeesé fokuszponttal rendelkezd) Gsszetett lencserendszerek. A targy a végtelenben van,
a kép is egy végtelen tavoli pontban keletkezik. Lateralis nagyitasrol tehat nincs értelme beszélni, csak
szdgnagyitasrol.

Matrixoptikaval ugy lehet leirni, hogy egy fokuszalas, majd szabad terjedés, majd még egy fokuszalas megy végbe, ez
harom matrix szorzataként irhat6 fel. Formalisan a fokusztavolsag végtelen, ha a két lencse kdzotti tavolsag d = f1 +

f2.
fo

Szégnagyités:|ﬂ,j'22| = —

fi

A : o .
Taveso felbontasa: —, ahol D a tavcsd lencséjének atmérdje (csillagaszati tavesdveknél 10 m nagysagrendit).

A kiilonb6z6 tipusu tavesovekrol:

109/209
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= Kepler taveso (csillagdszati tdveso): két gytijtlencse, d = fopj + fok

= Galilei-féle taveso (szinhazi tivesd): az objektivje gylijtdlencse, az okularja szérdlencse, és d = fopj — fok,
egyébként ugyanaz, mint az el6z0.

= Newton-taveso: hasonlo elvi elrendezésa fentiekhez, am ezittal tiikrokkel megvalositva.

parabola tiikor

» Cassegrian-taveso: szintén tiikkros taveso, az alabbi elrendezéssel.

— 1
L —— )

A tiikrds tavesdvek elonyei a lencsésekkel szemben, hogy olcsdbban, nagyobb atmérdji tiikrok allithatdak eld, ezaltal
jobb felbontast lehet elérni. Valamint ugyanolyan felbontast kisebb méretii tavcsovel lehet elérni.

Optikai jelenségek a természetben, kausztikak

El6szor ejtsiink néhany szot a kausztikakrol. A kausztika jelentése: gorbesereg burkoldja. Az optikaban kausztikak
akkor alakulnak ki, ha (kézel) parhuzamos fénysugarak esnek egy nem sik feliiletre. Emiatt alakul ki a szivarvany, a
tavakon naplementekor lathato fényes savok, valamint a henger alaku livegalkalmatossagok aljan lathato furcsa
fényfoltok.

Kausztika egy pohar aljanal

m A szivarvany: feltételezziik, hogy a vizcseppek gomb alaktak (nem teljesen igaz, de a jelenség lényegileg nem
valtozik sokat a gombtdl eltérd cseppalak esetén sem). Ha sok parhuzamos fénynyalab érkezik ra egy iranybol,
110/209
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akkor ezek a csepp hataran megtdrnek, majd a cseppben haladnak, annak falan (akar tobbszor is)
visszaverddnek, ezaltal (mivel a kiilonb6z6 szinii (frekvenciaju) fénysugarak egy kicsit eltéréen tornek
ugyanolyan térésmutatoji kdzegben is) a kiilonb6zo szinek szétvalnak, mashol Iépnek ki cseppbdl néhany
visszaverddés utan. Ha sok ilyen cseppre esnek ugyanolyan iranybol érkez6 parhuzamos fénysugarak, akkor a
cseppekbdl a fény nagy része ugyanolyan iranyban jut ki, ezt 1atjuk szivarvanynak.

f/ﬂ?--_-m .

kitk o viris

A szivarvany kialakulasanak vazlatos képe és egy
lathat6 szivarvany

® Nagyobb tavaknal, példaul mar a Balatonnal is lehet latni naplementekor a kdvetkezo jelenséget: ha a vizre
néziik, fényes csikot latunk rajta, mintha a Nap rafolyt volna a vizre egy savon. Ennek oka, hogy a viz
hullamzik, igy a fénysugarak kiilonb6z06 iranyba verédnek vissza a feliiletérdl, ahogy azt az alabbi abra is
szemlélteti:

A fényes savot azért latjuk, mert minden hullimnak van olyan része, ami a szemiink irdnyaba veri vissza a fényt, igy
a sok kiilonb6zd helyrdl szemiinkbe jutd napfényt egy Osszefliggd fényes sdvnak latjuk.

1 Feynman: Mai fizika 3., 7-8. old.

1 Feynman: Mai fizika 3., 10-12. old.

1 Feynman: Mai fizika 3., 16-17. old.

1 Optika és relativitaselmélet, 1. eldadas, 16. oldal, [1] (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O SpR-1.pdf)
1 Optika és relativitaselmélet, 6. eldadas, 2. oldal [2] (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O SpR-6.pdf)

1 Optika és relativitaselmélet, 6. eldadas, 4. oldal [3] (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O SpR-6.pdf)

1 Optika és relativitaselmélet, 7. eldadas, 5. oldal [4] (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O SpR-7.pdf)

1 Negativ: oramutato jarasaval megegyez0, pozitiv: dramutatd jarasaval ellentétes.

1 A teljes fejezet az Optika és relativitaselmélet 7. orajanak foliaibol lett dsszealltva

. 1 Havancsak Karoly: Mérések a klasszikus fizika laboratoriumban, 188. old.

COXNNN B W=

—_—

Zardvizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet €s
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- €s molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Geometriai_optika %C3%A9s alkalmaz%C3%A1sai”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 20:19
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A kvantumelmélet alapveto kisérletei

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

1 Homérsékleti sugazas és a Planck-torvény

2 Fotoeffektus

3 Compton-eftektus

4 A Frank-Herz-kisérlet

5 A Rutherford-kisérlet

6 Atommodellek

7 A de Brogile hipotézis ¢s a Davisson-Germer-kisérlet

8 A Stern-Gerlach-kisérlet

9 Az Einstein-de Haas-kisérlet

10 A Zeeman-effektus

11 Az elektron adatainak mérése
m 11.1 Az elektron fajlagos toltésének mérése: a Thompson-kisérlet
m 11.2 Az elektron toltésének és tomegének mérése: A Millikan-kisérlet

Homérsékleti sugazas és a Planck-torveény

A felmelegitett testek sugaroznak, mégpedig minnél nagyobb hémérsékletiiek, annal jobban. Az mar sejthetd volt a
XIX. szazad végén is, hogy a hdsugarzas is az elektromagneses sugarzas egy formaja, ezaltal ra is a Maxwell-
egyenletek érvényesek. Ez alapjan probalta meg Rayleigh €s Jeans levezetni a sugazas energiasiiriiségének frekvencia
szerinti eloszlasat. Ehhez egy zart dobozban elhelyezett test altal kisugrazott elektormagneses allohullamok
egyenleteit irtak fel, és kihasznaltdk az ekviparticio tételét is, mint a kiilonb6z6 frekvenciaknak megfeleld
oszcillatorokra jutd energiat leiré formulat. Az eredmények azonban nem voltak fényesek. A mérésekkel csak kis
frekvencian egyeztek, tovabba a kapott eloszlas a nagy frekvenciak felé divergalt, nem volt normalhato. Ez az
ugynevezett ultraibolya-katasztrofa.

Max Planck-nak volt azaz 6tlete, hogy az oscillator energia esetleg nem folytonosan vehet fel értéket, hanem csak
diszkrét csomagokban, ezaltal hibas az ekviparticio kihasznalasa. A Planck altal levezetett frekvenciaeloszlas:

8th °
A eBhv _ |

Ezjol irja le a kisérleti eredményeket, tovabba normalhato, és kihozhat6 beldle masik két fontos 0sszefiiggés a
Stefan-Boltzmann-térvény, amely a teljes kisugarzott teljesitményt irja le:

u(v) =

4
T

B 8okt
~ 15R34

Tovabba kihozhato beldle a sugarzasi gorbe maximumanak hémérséklet névekedés hatasara bekovetkezo eltolodasa
a nagyobb frekvenciak felé, ez a Wien-torvény:

kT

Ty s

T =

Fotoeffektus
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Tobbek kozott Lénard Fillop is vizsgalta azt a jelenséget, amelyben egyes fémek UV fénnyel torténd
megyvilagitdsanak hatasara elektronok lépnek ki a fémbdl. A kovetkezd megallapitasokat sikeriilt tenni:

m A kirepiil6 elektronok sebessége nem az intenzitastol, hanem a frekvenciatol figg.
m A kirepiil6 elektornok szama az intenzitastol fiigg,
= Bizonyos kiiszob frekvencia alatt semmilyen effektus nem mutatkozik.

A korabeli klasszikus elmélet szeirnt a fémbe behatold fény energiajat szedi 6ssze az elektorn és ezaltal tud kilépni.
Ennek utanaszdmolva teljesen hasznalhatatlan eredményeket kapunk. A jelenséget csak ugy sikeriilt megmagyarazni,
ha a fény kvantumokban éri el a fémet, és az altal hordozott energiat egyben elnyeli az elektron, és az igy nyert
energia tobblete fedezi a kilépésimunkat és a visszamarado kinetikus energiat, ha azonban nem tudja fedezni a
kilépésimunkat, akkor semi nem torténik. A jelenség energiamérlege:

1
hvy =W + ﬁmvg

A jelenséget Einstein magyarazta meg.

Compton-effektus

Nagyfrekvenciaji elektromagneses sugarzasok anyaggal valo kdlcsonhatasat vizsgalva Compton arra a megfigyelésre
jutott, hogy a sugarzas frekvenciaja megvaltozik az anyagon val6 athaladaskor. A targyalt sugarzasok energiaja olyan
nagy, hogy azok a kotési energiat messze feliilmiljak, ezért a folyamat szabad elktronon valé szorédasként
targyalhato, teljesne klasszikus részecske szemléletben is. Felirva az energia és az impulzusmegmaradast,
kiszamolhat6 a hullimhosszvaltozas:

A
AN = 2,\Osin27¢

, h
Ahol Ag a foton elteriilésiszoge, ), — —— a foton Compton-hullimhossza, amely annak a fotonnka a hullamhossza,

amelynek energiaja megegyezik az elektron.nyugalmi energidjaval. A fenti formula a kisérletekkel jo egyezést mutat,
¢s ezzel a fény korpuszkularis természetét tamasztja ala.

A Frank-Herz-kisérlet

Ebben a kisérletben gyorsitott elektronokat {itkdztettek ritka gazzal. Az iitkdzés térmentes kornyezetben tortént, az
elektronokat repiilésiik végén galvanométerrel mérték, azaz gyakorlatilag a beérkezett elektronok szamat hataroztak
meg. A kisérletben a gyorsito tér nagysaganak fliggvényében vették fel a mért aramerdsséget. Az eredmények szerint
bizonyos helyeken az daramerdsség maximumokat, majd erds visszaeséseket mutaott, és ezek a maximumok szabalyos
kozonként kovették egymast. A jelenséget igy lehetett magayrazni, ha feltessziik, hogy az energiaatadés csak
bizonyos energiaknal torténik meg az atomok és az elektronok kdzott. Ha nincs energia atadas, az titk6zés rugalmas,
ha van akkor rugalmatlan. Ebbél az a kovetkeztetés vonhato le, hogy az atomok elektronjai nem lehetnek tetszéleges

cre

A Rutherford-Kisérlet

Ebben a Rutherford altal vezetett kisérletben arany foliat bombaztak alfarészecskékkel és vizsgaltak azok eltériilését
kezdeti iranyuktol. Egyszer a vizsgalatokat az alfarészek érkezésének iranyabol is megvizsgaltak, és arra a
megdobbentd eredményre jutottak, hogy ugyan ritkdn, de eléfordul, hogy az alfarészecskék visszapattannak a
foliardl. Ismert volt hogy az atom kiviilrdl elektromosan semleges, ugyanakkor tartalmaz elektronokat, amib6l az
kovekezik, hogy valamilyen pozitiv toltésnek is jelen kell lennie a magban, hogy milyen forméban, az még vitatott
volt. Rutherford eredményei alapjan azt lehettt kiszamolni, hogy ez a pozitiv toltés az atom mretéhez képest kis
helyen, és nagyon slirlin koncentralodik az atomban. Egyszerii Coulomb-téren (sztatikus elektromos téren) valo
szorodasi szamolasokbdl értelmezni lehetett a jelenséget.
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Atommodellek

Rutherford kisérlete alapjan maga is kidolgozott atommodellt az altala leirt szerkezettel 6sszhangban. A Naprendszer
elektromos erd tartja 6ket palyan. Ez a feltevés azonban igen rovidéleti volt, hiszen a klasszikus értelmezésben az
elektron korpalyan haladva sugaroz, aminek kovetkeztében energiat veszit, €s egy id6 utan beleesik a magba, tovabba
az igy kisugarzott spektrum folytonos kéne legyen, a valdsagban azonban vonalas spektrumokat figyeltek meg.

Ezen vonalas spektrumok leirasara tapasztalati torvényt sikeriilt felirni:

1 1
v=R (3~ s)

Ezeket a vonalakat nem sikeriilt megnyugtatéan megmagyarazni, azonban Niels Bohr-nak sikeriilt ezeket 6sszhangba
hoznia a Rutherford-kisérlet eredményeivel és egy atommodellbe egyesitenie a jelenségeket. Feltette a kovetkezd
posztulatumokat:

m Az atomban mozg6 elektronok csak diszkrét palydkon mozoghatnak, a palyakhoz tartoz6 impulzusmomentum
csak diszkrét értékeket vehet fel.

m Ezeken a palyakon tartozkodo elektornok nem sugaroznak, sugarzas csak két fentebb definialt palya kozotti
atmenetkor torténik.

® Az atmenetkor kisugarzott foton energiaja a két palya energidjanak kiilonbsége.

Ezeknek a feltételezéseknek Bohr nemtudott hatteret biztositani, azonban szamos jelenséget meg tudott veliik
magyarazni annak ellenére, hogy a klasszikus gondolkodastol teljesen idegennek hatottak. A vazolt elmélet azonban a
Hidrogén, és az ahhoz hasonlo alkalifémek spektrumait igen jol leirta. Ertelemzni lehetett vele a Frank-Hertz-kisérlet
eredményeit is. Azonban az elméeltnek igen jelentds korlatai voltak: gyakorlatilag kvantitative csak a hidrogénre
adott jo leirast a tobbi atomra nem, €s a spektrumvonalak intenzitdsa sem jott ki. Tovabba a spektrum
finomszerkezetét sem magyarazta meg, és az impulzusmomentum fliggését a kvantumszamoktol is rosszul adja meg.
Ennek elelnére alapveto jelentésage volt a mikrovilag kutatdsanak fellendiilésében.

A de Brogile hipotézis és a Davisson-Germer-kisérlet

Planck foton hipotézise alapjan de Brogile arra az elméleti feltevésre jutott, hogy nemcska a fény, de az anyagi
alkotok is hullamtulajdonsaggal rendelkezhetnek, és a hozzajuk rendelhetd hullamhossz:

Ezt az elméleti Otletet tamasztotta ald Davisson és Germer kisérlete, amelyen a kistalyos anyagok vizsgalatanal
jolbevalt Bragg-féle diffrakcios képletet tudtak igazolni elektornokra is:

nA = 2dsinf

A feltétel alapjan n egész értékeire erdsitést kell latni az interferenciaképben. A kisérleteket Nikkel kristalyon
végezték, amelynek simert volt a d racsallandoja, és de Brogile hullamhossz képletét felhasznalva ismert energiaju
elektronokra valdban jo egyezés mutatkozott. Ez a kisérlet alapvetd fontossag az anyag hullamtermészetének
igazolasaban.

A Stern-Gerlach-kisérlet

Ismert volt klasszikus elektrodinamikabol, hogy a toltot részecskék eltériilnek magneses térben. Ismert volt az is,

hogy a kéraramokhoz magneses momentum rendelhetd, igy azok is kdlcsonhatnak a méagneses térrel. Stern és Gerlach

tulajdonképpen a Bohr-elméletet kivanta tesztelni, ugyanis a joslat értelmében az elektron palyaihoz tartozé

impulzusmomentum csak diszkrét értékeket vehet fel, amibol az is kovetkezik, hogy ehehz diszkrét magneses

momentum tartozik. A kisérletben eziist atomokat inhomogén magneses térben téritettek el. Eredményiil azt kaptak,

hogy az atomok a klasszikus folyontos eltériilés helyett diszkrét savokba rendezddtek, ami a Bohr-féle kvantéaltsagot
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tamasztotta ala.

A késobbiekben megvizsgaltak a kisérletben, hogy mitorténik ha elektornokkal (vagy hidrogén atomokkal) végzik el a
kisérletet. Ekkor is kvantaltsag jelentkezett az elhajlasi képben, ami arra vezetett, hogy a részecskéknak van
valamilyen sajat magneses momentumként viselkedd jellemzoje is. Ez vezetett a spin fogalmanka kialakulasahoz. A
kés6bbiekben megmutattak, hogy az atommagnak is van kvantalt magneses momentuma, ami a magspinb6l
szarmazik.

Az Einstein-de Haas-Kisérlet

Ebben a kisérletben egy felfiiggesztett ferromagneses hengert vizsgaltak, amely egy tekercsben helyezkedett el, és
torzids forgasra volt képes a felfiiggesztés koriil. Ha a tekercsre elektormos impulzust adtak, a ferromagnes elfordult.
Azonban az impulzusmomentum megmaradasanak értelmében valaminek el kellett vinnie az impulzusmomentum
ellentétes iranyu részét. Az eredményeket csak tigy tudtak megmagyarazni, ha feltételezték, hogy az elektronok
spinje ugyanolyan természetii, mint a klasszikus impulzusmomentum, és a magneses hatasa is van. A kvantitativ
elemzésekbdl kidertilt, hogy egy kettes faktor kiilonbség van a klasszikus kdraram értelemzes €s a mérési eredmények
kozott. Ez egy Gjabb érv volt a kvantummechanikai targyalds sikeressége mellett.

A Zeeman-effektus

A spektrumvonalakat magnesestérben vizsgalva Zeeman arra a megfigyelésre jutott, hogy azok kiilonb6z6 szamu
vonalakra hasadnak fel, a térnélkiiol lathato egyes vonalakbol. A jelenséget ugy magyaraztak meg, hogy alapesetben
a vonalak azonos energiaju elektron konfiguracioknak felelnek meg, amelyek ezért nem kiilonbdztethetéek meg
egymastol. Magneses térbe helyezve azonban ez a degeneracio (egybeesés) megsziinik, hiszn nminden
kvantumszédmban kiilonbozniiik kell az elektronoknak, és a vonalak felhasadnak (altaldban paratlan szamu alvonalra).

Ha a parositatlan spinti elektronok atmeneteit vizsgaltak, akkor azonban még az el6z6 modszerrel sem lehetett

értelemzni a jelenséget, hiszen a kisérletek idején még nem volt ismert a spin, ezért ez utodbbi, paros felhasadasokkla
jaro effektust anomalis-Zeeman effektusnak neveztél el.

Az elektron adatainak mérése

Az elektron fajlagos toltésének mérése: a Thompson-kisérlet

Tegyiik fel, hogy a Vg kezddsebességli fajlagos toltésti részecske uton a Vg sebességre merdleges B
indukciovektorral jellemzett magneses térben mozog és az eltériilés kicsi. Ekkor a gyorsulas kozelitdleg allando,

merdleges a Vg-ra €s nagysaga: 5 — qvoB
m
¥ kondenzator T
| elteriiles « e/m
(+) toltes
7 I L
=
E
5 1.7
depess () toltes }l‘ Szcens

(kollimatorok) [ i
ernyé

A Thompson-kisérlet vazlatos elrendezése

A részecske kozelitleg igy mozog, mint egy: Fi = v x B E elektromos térben: Thomson 1897-ben ugy hatarozta
meg az elektron fajlagos toltését, hogy megmérte egy adott sebességli elektronnyalab eltériilését a sebességre

I 1
mer6leges elektromos térben: 3y = (i) E—lz( = + Eg)mﬂjdﬂ- < math > wvyra és F-re merdleges B
Vo

m 2
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indukcioju térrel visszaallitotta a nyalabot eredeti helyzetébe. Ekkor a keresztezett tér sebességsziiroként mikodik,

csak a: y, = — sebességii részecskék ,,jutnak at” (pontos vo mérés —+ pontos e/m mérés).

Az elektron toltésének és tomegének mérése: A Millikan-kisérlet

spray microscope

several thDusand e

ro {
Volts E\, x4 |U-I \;>

uniform electric field

A Millikan-féle berendezés vazlatos rajza

Cél: az elektromos tér valtoztatasaval és a nehézségi eré kimérésével meghatarozni az elektron toltését. Millikan
ehhez két fémlemez kodz¢€ juttatott olajcseppeket (az olajcseppek porlasztaskor toltéshez jutnak). A lemezek kozotti
fesziiltség valtoztatasaval a toltott cseppek toltését a kovetkezOképpen mérte meg:

A folyamat kezdetén — mivel ekkor még nem aktivaljuk az elektromos mezo6t — az olajcseppek szabadon esnek a
lemezek kozott. A cseppek rovid id6 alatt elérik a végsebességiiket a kamraban 1évo levegorészecskékkel valo
iitkozés kdvetkeztében 1étrejovo strlodas miatt. Ekkor aktivaljuk az elektromos mez6t, €s ha az megfeleléen nagy,
néhany részecske (a toltéssel rendelkezok) emelkedni kezdenek (mivel a rajuk hatd Fg elektromos mez6 altal az
olajcseppre kifejtett, "felfelé¢" hato erd nagyobb lesz, mint a "lefelé" hatd G nehézségi erd). Egy megfelelonek tiind
olajcsepp kivalasztasa €és a mikroszkop latomezejének kozepére mozgatasa utan a fesziiltség kikapcsolgatasaval
elérjiik, hogy a kivalasztott cseppen kiviil minden mas csepp leessen. A kisérlet tovabbi részében tehat mar csak ezzel
az egy cseppel dolgozunk.

A kivalasztott cseppet hagyjuk, hogy szabadon essen. Kis tomegébdl kifolyolag gyorsan eléri a végsebességét, amikor
mas nem hat ra erd, vagyis a gravitacios er0 kiegyenlitodik a kdzegellenallassal, ami meghatarozhato a Stokes-
torvénybol:

Fy =6mrny
ahol v1 a csepp végsebessége, 77 a levego viszkozitasa, » pedig a csepp sugara. A stlyat a kovetkezo képletbol
szamoljuk (beleszamitva a felhajtéerdt):

4
Fo= E?T?“SQ(P - Pleveg‘:')

Ezt a két erét kiegyenlitve a csepp sugarara a kovetkezot kapjuk:
2 _ Iy
29(19 - Plevego)

r

Most bekapcsoljuk az elektromos teret, €s olyan erdsre allitjuk, hogy a csepp egy 0j v2 sebességgel emelkedjen. A ra
hato erdk: gravitacio, a Stokes-erd €s az elektromos erd:

v
Fg=qll =q—
|

ahol a V' a fesziiltség, a d pedig a két lemez kozotti tdvolsag. A harom erd kiegyenliti egymast:
Fp=Fg+ Fk

ha behelyettesitjiikk az el6z6 mérés ereményét, akkor megkapjuk a csepp toltését:
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9=

Millikan azt tapsztalta, hogy a kapott q értékek egy bizonyos érték tobbszordsei, ez pedig az elektron toltése:
g=1.602-10""C

(Ul + U?.)

ZA&rdvizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullimoptika | Geometriai optika és alkalmazésai | A kvantumelmélet alapveté kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/A_kvantumelm%C3%A9let alapvet®%C5%91 k
%C3%ADs%C3%A0rletei”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 20:27
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A kvantummechanika elméleti hattere
A Tétel Wiki wikibol

A XIX. és XX. szazad forduldjan felhalmozodott kisérleti tapasztalatok abba az iranyba mutattak, hogy az atomi
szinteken mérhetd fizikai mennyiségek a klasszikus szemlélettel szemben diszkrét értékeket vesznek fel folytonos
helyett. Ez sziikségessé tette olyan matematikai formalizmus bevezetését, amelytdl nem idegen a diszkrét értékek
megjelenése. Heisenberg, Dirac és Schrodinger voltak a formalizmus kialakulasanak legnagyobb uttoroi.

Tartalomjegyzék

1 A kvantummechanika matematikai alapjai
2 Analogia a Poisson-zarojelek és a kommutatorok kozott (*)
3 Kvantummechanikai reprezentaciok
4 A hullamfiiggvény valdsziniiségi értelmezése
= 4.1 Koppenhagai axidomak
= 4.2 A kvantummechanika mértékinvarianciaja
5 A Schrodinger-egyenlet
6 Heisenberg-kép
7 Hatéarozatlansagi-elv
8 Az energia-id6 hatdrozatlansagi relacio
9 Hulldamcsomag
10 Az impulzusmomentum operator
11 A Schrédinger-egyenlet szepardlasa
12 A spin és a Pauli-egyenlet
13 Korrespondencia-elv, Ehrenfest-tétel
14 EPR-paradoxon, Bell-egyenldtlenség

A kvantummechanika matematikai alapjai

A kvantummechanikaban a fizikai mennyiségekhez operatorokat rendeliink. Az altalunk mérhetd értékeket a fizikai
mennyiség operatoranak sajatértékeivel azonositjuk. Mivel az altalunk mért értékek valosak, ez azonnal megkotést ad
az operatorokra: azoknak 6nadjungaltaknak kell lenniiik:

A=A

Az adjungilt operatorra definicio szerint:
{ Atu| y) = {u| Ay} [1] (http://hu.wikipedia.org/wiki/Braket-jelolés)
a Hilbert-tér barmely u,v elemeire. Ez matrixreprezentacioban a transzponalt komplex konjugaltjat jelenti.

A klasszikus mechanikaban a kanonikus formalizmus igen koherens és logikus targyalasmodot jelentett, ezért ezt
tovabb vissziik axidma szertien a kvantummechanikaban, és megkoveteljiik a klasszikusan fennalléo kanonikus
relaciok teljesiilését. Klasszikusan az anyagi rendszer helykoordinatakkla jellemezziik, az impulzust a a
helykoordinatadkhoz konjugalt mennyiségként vezetjiik be:

JdL
Pr = 5
g,
Axiomatikusan megkoveteljiik, hogy a hely és az impulzus operatora teljesitse a kdvetkez6, Heisenberg-féle
felcserélési relaciokat:
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[Pk, @] = ?Iﬁm
[Pmpf] =0
[E}k, E]’f] =0

Itt a [a, b] = ab - ba, kommutator, o] pedig a Kronecker-delta.

Analogia a Poisson-zardjelek és a kommutatorok kozott (*)

A klasszikus mechanikabol ismert Poisson-zardjelek szerepe nagyon hasonlit a kvantummechanikai
kommutatorokéhoz, hiszen ha visszaemléksziink:

{pi,pi} =10
{¢i.q;1 =0
{p:i, q;} = 0s;
A Poisson-zarjelekkel felirva egy mennyiség id6fejlodését a kdtekezot kapjuk:
du  Ou
—=—+{u H
a = o Tl H)
ahol a Poisson-zarojel definicioja:
dadb  da b

a‘! b — [ & [ [
ta.b} dqgdp  Opdq
ahol a és b az altalanositott kooridnatak és impulzusok fiiggvénye.

Ez kisértetiesen hasonlit a kvantummechanikai Heisenberg-képben az operatorok idéfejlodését leird egyenletre (lasd
lejjebb).

Kvantummechanikai reprezentaciok

A fenti megkotéseket tobbféle reprezentacioban ki lehet elégiteni, Schrédinger hulldimmechanikat épitett ra,
Heisenberg hermitikus matrixokkal dolgozott. Elvileg integraloperatorokat is hasznalhatnank, de azokkal bonyolult
szamolni. Tradicionalisan a differencial-egyenletek megoldasi apparatusa volt készen, ezért ezzel dolgoztak nagyon
sokaig. Késébb megmutattak, hogy a kiilonb6zo targyalasmodok ekvivalensek. A tovabbiakban a Schrodinger-féle
reprezentacioban dolgozunk. Schrodinger a kdvetkezd operatorokat vezette be:

Wy
I

q‘ ¥

i o

i dq

Ennek akkor van értelme, ha az operatorok valamilyen folytonos fliggvényre hatnak. Ezért ebben a reprezentacidban
a rendszert a koordinataktol fliggd hullamfiiggvénnyel adjuk meg. Belathatd, hogy a bevezetett felcserélési relaciokat

teljesitik a bevezetett operatorok. A bevezetett hullamfiiggvényre tovabbi megkdtéseink vannak, ha A valamilyen
fizikai mennyiség operatora, akkor fennall a kovetkezo sajatérték-egyenlet:

Av =\

=T
I

Ennek csak azon y megoldasait fogadjuk el, amelyek egyértékiick, folytonosak, és négyzetesen integralhatoak,
ezeket a fliggvényeket nevezhetjiik regularis fliggvényeknek. A tovabbiakban a regularis megoldasokra, mint
sajatfiiggvényre, az ezekhez tartozo A paraméterekre, mint sajatértékekre hivatkozunk.

A hullamfiiggvény valosziniiségi értelmezése
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A rendszer allapotara bevezettiik a hullamfiggvényt: /s (g, t). Ennek abszolut érték négyzete meghatarozza a
koordinataértékek valosziniiségének eloszlasat, masképpen | 0 (EL f_) |2d£} meghatarozza, hogy a dq elemben
mekkora a valoszinlisége a q koordinataértékek eléfordulasanak. Specialisan pontrendszerek esetén visszakapjuk a
klasszikus koordinatavektorokkla valo jellemzést: g = (’rl, cees ?"N) = 7. Ez az értelmezés, hozzavéve azt a
tapasztalatot, hogy egy részecskét az idealis detektor valahol mindig megtalal, adja a normalasi feltételt, vagyis hogy
a hullamfliggvény teljes térre vett integralja 1.

Koppenhagai axiomak

A fentiek szerint a hullamfiiggvény valoszinliséget ir le, és a fizikai operatorok rajta sajatértéket vesznek fel
méréskor. Ezen fogalmak 6sszekapcsolasanak értelmezésére a kovetkezoket vezetjiik be:

= Ha adott fizikai mennyiséget akarunk megmérni, az eredmény csak annak valamely sajatértéke lehet.

= Ha tobbszori mérést végziink, és a rendszer a fizikai operator sajatallapotaban van, akkor a sajatallapothoz
tartozo sajatértéket mérjiik, ha nincs sajatallapotban, akkor a hullamfiiggvényt ki kell fejteni a sajatértékek
bazisan, és a kifejtési egyiitthatok négyzetei adjak az adott sajatértékek mérésének valosziniiségeit:

V) = anldn)
P(A=a,)= |r:1¢_.1|2

A kvantummechanika mértékinvarianciaja

A (q) és s (E}) X hullamfiiggvényt fizikai szempontbol egyenértékiinek tekintjiik mivel abszolut értékiik
megegyezik,  egy tetszoleges fiiggvény. Ezen transzformaciok az U(1) csoportot alkotjak.

A Schrodinger-egyenlet

(*A levezetés csak a kitekintés kedvéért szerepel itt)

Az axiomatikus felépitésben érdemes megjegyezni, hogy igen kevés alapfeltevésbol eljuthatunk a kvantummechanika
talan legalapvetébb egyenletéhez, a Schrodinger-egyenlethez. Az el6zdekben bevezettiik a hullamfiiggvényt. Erre a
sajatérték egyenlet alapjan kirottuk a regularitast, amely alapjan a fliggvény négyzetesen integralhatd. Teljesen
jogosan varhatjuk el, hogy ez minden id6pillanatban teljesiiljon a hullamfiiggvényre, azaz az idéfejlédés megtartja a
normat. Vezessiink be egy kezdetben tetszéleges G(t) idofejlesztd operatort. Ez az operator a hullamfiiggvényt t
iddvel kés6bbi allapotaba viszi at. Koveteljiikk meg, hogy ez a transzformacio fiiggetlen legyen attol, hogy ez az eltolas
milyen kezd6ponthoz képest torénik, azaz legyen iddeltolasi szimmetria. Ez teljesen analog a klasszikus
mechanikénal tapasztaltakkal. Végiil kdveteljiik meg, hogyha két egymas utani transzformaciot (id6fejlesztést, pl ty és
t2) végziink, az ekvivalens legyen egyetlen, az idokiilonbségek Osszegével jellemzett idofejlesztéssel (t3 = t] + ).
Masszoval az id6fejlodés egyparaméteres csoportot alkot. A fentiekbdl némi algebrai atalakitasokkal, és a
normafeltétel kihasznalasaval belathatd, hogy a G operator unitér, azaz az adjungaltja az inverzével egyenld. Tovabbi
algebrai atalakitasokkal, és az egyparaméteres csoportok azon tulajdonsagat kihasznalva, hogy felirhatoak egy masik
exponencializalt operator segitésével kapjuk a kdvetkezd Osszefliggést:

G(t) = e 2

G unitérségébdl belathatd, hogy Z anti-hermitikus, azaz sajatértékei tisztan képzetesek. Vezessiik be ennek az
operatornak az i-szeresét, ez mar hermitikus lesz, és a sajatértékei valdsak lesznek:

S=1-7Z

Mivel t dimenzidja s, ezért S dimenzidjanak 1/s-nek kell lennie. Onkényesen bevezethetiink egy mésik hermitikus
operatort, amelynek a dimenzidja Joule:

1
S_EH
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Ekkor G alakja:

G(t) = e M

Egy tetszéleges yo kezddfeltételbdl inditva:

b(t) = e T Hy(0)

Derivaljuk ezt le id6 szerint, és szorozzuk be ¢ f-al:

iﬁiﬁ;(t) = Hy(t)
dt
Ez az egyenlet a Schrodinger-egyenlet. Itt azonban még nem deriilt ki, hogy H micsoda. Belathato, hogy ez a
Hamilton-operatora lesz a vizsgalt rendszernek. Az igy nyert egyenlet linearis, azaz a hullamfiiggvényre érvényes a
szuperpozici elve: ha y1 és y2 a rendszer lehetséges allapotai akkor 10 = @1y + o1y is az. Tovabba feltssziik,
hogy v és @ - 1/ ugyanazt az allapotot irja le (a valos). Ezek koziil a normalassal tudunk kivélasztani egyet.

Heisenberg-kép

Az el6z6 levezetésben természetesen adddott, hogy a hullamfiiggvény iddfiiggd, és ezért nem volt sziikség arra, hogy
az operatorokrol feltegyiik, hogy id6fliggéek. Ezt a targyalasmodot, hogy az idofiiggés a hullamfliggvényben van
Schrodinger-képnek nevezziik. Vizsgaljuk meg egy A operator iddatlagat:

At) = [~ v Av(t)dt = (w(6)|Al(t))

Itt bevezettiik a bra-ket jel6lés rendszert. rjuk be az idéfiiggé hullamfiiggvényeket mint a kezdéallapot és az arra
hat6 id6fejlesztd unitér operatort G szorzatat:

A(t) = ((0)|G* (1) AG(1)](0)

A belso operator szorzatot elnevezhetjiik egy 0j id6fiiggd operatornak. Ezt az id6fiiggd operatort tekinthetjiik A

crer

dA i A
dt E[H-‘ Al + ot

Hatarozatlansagi-elv

Ha adott egy operator, amelyet hattatva a rendszer hullamfiiggvényére az sajatértéket vesz fel, akkor azt mondjuk,
hogy az az operator sajatallapota, ekkor az értéke hatarozott, a sajatérteket veszi fel. Ha ez nem teljesiil, azaz a
hullamfiiggvényen nem vesz fel az operator sajatértéket, ekkor az értéke hatarozatlan. Ha két operator kommutal,
akkor 1étezik olyan hullamfliggvény, amelyen mindkettd sajatértéket vesz fel. Azok az operatorok, amelyek
egymadssal nem kommutalnak egy igen alapvetd Osszefiiggésnek tesznek eleget. Definidljuk a kdzepes eltérést:

AO =1/(0—-0)?

Ekkor két hermitikus operatorra fennall, hogy:

1
AO;AO, > §|[01_.Dz]l

Szavakban megfogalmazva: két felnemcserélhetd operator értékét nem lehet egyszerre tetszdleges pontossaggal
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megmérni. Mérésnek tekintliink minden folyamatot, ahol klasszikus és kvantumos objektumnak torténik
kolesonhatasa. A mérésnek elvi korlatja van. Ezt az 0sszefiiggést nevezziik Heisenberg-féle hatarozatlansagi
relacionak. A leghiresebb a hely és impulzusra vonatkozo relacio:

h

Az energia-id6 hatarozatlansagi relacio

Az energia és id6 kozti hatarozatlansagi relacio az el6z6 sémaba nem illik bele, mert az idének nincs operatora. A
kvantummechanika korai alapitéinak is vilagos volt, hogy egy

B
AEAL > 3

alaku relacio fennall, de nem volt rdgton vilagos, hogy mi At. A gyakorlatban ez a relacio pl. azt jelenti, hogy egy
rovid életideju allapot energidja csak nagyon gyengén hatarozott. Az allapot élettartama azonban nem egy, az
allapothoz rendelhetd operator. Egy valamivel precizebb megfogalmazas a kovetkezd. Egy ¥ allapotban egy B
mennyiségre fennall a kdvetkez6 relacio:

AgB _ h

SeETaE = 2
dt

Hullamcsomag

A részecskék hullamtermészete a de Broglie hipotézis 6ta benne volt a leveg6ben(ldsd A kvantumelmélet alapvetd
kisérletei). A Schrodinger-egyenletnek vannak sikhullam megoldasai, de ezek nyilvan nem azonosithatoak egy
részecskével, mert egyaltalan nem lokalizaltak. A sikhulldim-megoldasokbdl azonban hullimesomag alkothato,
matematikailag egy Fourier-integral formajaban. Az egyszertiség kedvéért egy dimenzioban:

U(z,t) = f o(k) ettt gy,

Ezen integral értéke azokon a pontokon lesz nagy, ahol az exponencialis tag nem tal erésen oszcillal, hiszen ha tal
erds az oszcillacio, az integral kiegyenlitédik és nullat kap. Tehat ott lesz nagy az integral, ahol kx — ot kdzel
konstans, vagyis:

d Ow
8—k(k$—w(k)t) =T — 8—kt =0

Ez hasonlit a tdmegpont x=vt képletére, igy a klasszikus sebesség hullammechanikai megfelelje a csoportsebesség:

Uesop = grady (w)

Az impulzusmomentum operator

Klasszikusan az impulzusmomentum a kdvektezd osszefliggéssel van definialva:
L=rxp

Ezt vissziik at az operatoros reprezentacioba, a hely és impulzus operatorokat beirva. Egyszer(i behelyettesitésekkel
igazolhatdak az aldbbi képletek (amelyek nem csak a z komponensre 4llnak fennt, a tobbire csak permutalni kell az
indexeket):
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h{ 0O 7,
L.=—(2——y—
; i(xﬁy yt‘ﬂx)
L, L,] = kL,
L° =L+ L+ L2

L felcserélhetd barmelyik komponensével. Ebbdl kovetkezik, hogy van k6zos sajatfiiggvényiik. Polarkoordinatés
attérés utan a sajatérték probléma megoldhato, eredményiil megkapjuk a sajatfiiggvényeket €s a sajatértékeket. A z
komponensre:

A=mh
U = Ae™

Az impulzusmomentum négyzetére:

A=RA(1+1)

U m = sin™ 0P (cosd) ™

Itt P a modositott Legendre-polinomot jel6li, maga a sajatfiiggvény az tigynevezett gdbmbfiiggény, amely a két térbeli
sz0g, és két masik egészszam fiiggvénye. Ez utdbbiak felelnek meg magneses- és mellékkvantumszamnak a
hidrogénatom esetében.

A Schrodinger-egyenlet szeparalasa

Amikor a Schrodinger-egyenletet centralis potencialban oldjuk meg, a potencidl cska a sugar abszolutértékétdl fiigg.
Polarkoordinatas targyalasban érezhetd, hogy a sugarfiiggd rész levalaszthat6 a szogfiiggd résztol. Ez valoban igy van,
a hullamfliggvénynek van szorzatalaku megoldasa, amelyben a sugarfiiggés levalasztodik. A Schrodinger-egyenletbe
visszairva az két egyenletre esik szét. A szdgfiiggés az impulzusmomentumnal bevezetett sajatfiiggvényeket
(gombfliggvények) és sajatértékeket adja, ez tehat minden centralis eréteres problémara ugyanaz. Egy specialis
potencialra, a hidrogénatomra, az integralhatd problémaknal kidolgozzuk a megoldast.

A spin és a Pauli-egyenlet

A kisérleti bevezetdben emlitésre keriilt Stern-Gerlach-féle kisérlet, amely tulajdonképpen a benne athalado
részecskék impulzusmomentumat méri. A kisérletek csak ugy értelmezhetdek ellentmondasmentesen, ha
feltételezziik, hogy a részecskéknek van sajat impulzusmomentumuk is. Ezt spinnek nevezziik, és az S operatort
rendeljiik hozza.

Az eddigi targyalasokban nem voltunk tekintettel erre a mennyiségre. Tudjuk, hogy van a részecskéknek
impulzusmomentuma (L), ezt megkiilonboztetésiil palyamomentumnak nevezziik mostantél. A két momentum
Osszegére bevezetjik a teljes mpulzusmomentumot: J = L + S. A palyamomentumnak ismertek a sajatértékei, a

spinrdl pedig a kisérletek alapjan belathato, hogy két féle érteke lehet: 1 E €s — E

A magneses hatas leirasdhoz a palyanyomatéknal elég volt a klasszikus analogia:

e

M=- L

2me

A spinhez tartozé magneses momentumot a kisérletek alapjan:

Mg = ——S
me

definialja. Ezt a Schrédinger-egyenlet nem tartalmazza, azonban a pontos leirashoz sziikséges ennek
figyelembevétele. Mivel a spin kétféle értéket vehet fel, és érvényes a szuperpozicio elve, ezért bevezetiink két
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rész-hullamfiiggvényt amelyek linearkombinacidja adja a teljes hullamfiiggvényt, az egyiitthatok pedig a
spinsajatfiiggvények (pl.: (1, 0) és (0, 1) ha vektorkénnt reprezentaljuk dket). A magnesestérrel valo kdlesonhatast
klasszikus analdgia alapjan adjuk hozza a Schrodinger-egyenlethez. Ismert klasszikus mechanikabol a ponttdltés
mozgasegyenlete (H a magneses tér):

my = —e (E—i—lva)
C

Belathat6, hogy ezt a mozgasegyenletet eldallitdé Hamilton-fiiggvény (ez most masik H):

H = — (p+ EA)E B(r)
= — - — £ r
om \P T ¢
Ezt operatorra alakitva betessziik a Schrodinger-egyenletbe, és a hullamfliggvényként a spint is figyelembe vevo
hulldmfiiggvényt tekintjiik:

ngg00= [5 7 (0 £4))" - o0 o

Az igy kapott egyenlet a Pauli-egyenlet. Felbukkantak a Pauli-matrixok (o, pontosabban a képletben a 3 matrixbol
képzett vektor all, és a mellette zardjelben szerepld mennyiséggel skalarisan kell szorozni, hiszen az is egy vektor).
Ezek a spinnek az algebrajaban szerepet jatszo 2x2-es matrixok, veliik irhatéak fel a spinoperatorok is:

S, = %Jz
S, = f%
S. = gcr:

A matrixok explicit alakjait lasd itt (http://en.wikipedia.org/wiki/Pauli_matrices) .

Korrespondencia-elv, Ehrenfest-tétel

Az eddigiekbdl lathato, hogy a kvantummechanika miikddése ¢€s felépitése nagyban kiilonbozik a klasszikus leirdstol,
a klasszikus torvények nem alkalmazhatoak valtozatlanul a mikrovilag leirdsara. Azonban a kvantumelméletet, mint
mélyebb elméletet tekintve felmeriil a kérdés, hogy nem tartalmazza-e valamilyen modon a klasszikus torvényeket. A
valasz az, hogy igen, a klasszikus rendszerek felfoghatoak sok kvantumszamu Osszetett rendszerekként, ezért a
kvantumosan megfogalmazott torvényeknek nagy kvantumszamokra torténd (illetve a Planck-allandoval zérushoz
tartd) hataratmeneteit kell ekkor vizsgalnunk, ¢és az allitas az, hogy ekkor visszkapjuk a megfeleld klasszikus
torvényeket. Ezt az allitast korrespondencia-elvnek (megfeleltetési-elv) nevezziik, és megfogalmazasa Niels Bohr
nevéhez kotodik.

A korrespondencia-elv egyik ékes bizonyitéka az Ehrenfest-tétel. Tekintsiik egy fizikai mennyiség operatoranak
varhato értékét:

0 = (¥|0[v)

Szamoljuk ki ennek iddbeli valtozasat a Schrédinger-egyenlet alapjan. Ekkor levezethetd, hogy abban az esetben,
amikor az operator nem fligg az id6t6] (minden id6fligés a hulldmfliggvény valtozasa miatt torténik), akkor a
kovetekzo formula érvényes:

dO i
— = —(¢|[H, O]|
7 = 7 WIH,Of[¥)

Ha O helyére a hely vagy az impulzus operatorat irjuk, a kovetkezo ismerds Osszefiiggéseket kapjuk:
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dr

o —’{wl Iw}
Pr_ _y |5‘H| )
dt L L

Ezek a klasszikus mechanikabol ismert kanonikus egyenletek.

Ha egy pontrészecske mozgasat leird6 Hamilton-operatort tekintjiikk, amely potencialt is tartalmaz:

1 2 2 2
Akkor a helykoordinatakra a kdvetkez6 kifejezés adodik:

i av

m— = ———
dt? dx
A baloldalon a gyorsulas, a jobboldalon a hat6 erd ismerhet6 fel, azaz visszakaptuk a Newton-torvényt. Amennyiben
a potencial lassan valtozik, sorfejtést alkalmazhatunk AX szerint, és akkor a kdvetkezdé eredményt kapjuk:

d*T oV

"ar T " ox

azaz lassan valtozo potencial esetén elég a koordinata értékeket atlagolni. Tulajdonképpen ez felel meg a klasszikus
torvényeknek: amikor a tavolsagok kicsik a valtozo potencialvaltozashoz képest, akkor beszélhetiink klasszikus
részecskérol, mert nem kovetlink el nagy hibat (a sorfejtésben csak a vezetd tag nagy), azonban atomi mércén mar
szamos tag jelentds a sorfejtésben, ekkor a klasszikus szdmolasi menet hasznalhatatlan. Az Ehrenfest-tétel tehat az
operator varhato értékén keresztiil kapscsolatot teremt a klasszikus mechanika és a kvantummechanika kozott,
egyben behatérolva az elobbi érvényességi korét.

EPR-paradoxon, Bell-egyenlotlenség

A kvantummechanika furcsasagainak és klasszikus gondolkodéssal szembenallé mitkodésének egyik leglatvanyosabb
példaja az Einstein-Podolsky-Rosen altal felvetett gondolat kisérlet és annak interpretacidja. A gondolatkisérlet egy
Osszefonddott, eltdvolodod kvantummechanikai rendszerre vonatkozik (példaul bomlasban keletkez6 két ellentétes
spinii részecske, vagy két ellentétes polarizacioval szétrepiild foton). A felvetés arra dsszpontosul, hogy mitorténik
amikor megakarjuk mérni a valamely fizikai jelelmzdt, amelyre a teljes rendszerben megmaradasi térvény érvényes
(azaz, ha tudnank az egyik "rész" értékét, példaul spinjét, abbol meghatarozhato lenne a masiké).

A mérési problematikat Einsteinék a kovetkezo két lehetdségben foglaltak Gssze:

» Vagy az egyik rendszeren végzett mérésnek hatdsa van a masik B rendszerre, €s ezaltal egyetlen méréssel
meghatarozhatd mindkét rész allapota

® Vagy van valami olyan rejtett tulajdonsag, amelyet a kvantummechanika nem vesz figyelembe, ezért nem teljes
a leirasunk a jelenségrol, €s ez hatarozza meg, hogy mit is fogunk mérni.

Az elso lehetdség a relativitas elmélettel, és a kauzalitassal lenne ellentmondasban, a masodik rejtett paraméterek
bevezetését tenné sziikségessé, amelyek a kvantummechanikanal mélyebb elméletre utald jelek lennének.

Az els6 nyilvan tarthatatlan, a kauzalitast eddig minden tapasztalatunk igazolta, ezért a masodik allitast kezdték el

részletesen vizsgalni. Amennyiben Iétezik rejtettparaméteres elmélet, akkor annak is kell joslatokat adnia egyes

mérehet(’i mennyiségekre ugyanigy a kvantummechanika is ad j(')slatokat Levezethet(’i hogy példéul két kimenetli

felhasznalasaval), ez a limit vezet a Bell-egyenl6tlenséghez. Ugyanakkor a kvantummechanikabol is levethet6 a két

mennyiség korrelacidja. Az eredmények vizsgalataval azt latjuk, hogy egyes esetekben a kvantummechanika sérti a

rejtettparamateres moellre fennallo limiteket, azaz az elobbi nem lehet konzisztens alap a kvantumelmélet leirdsahoz!
125/209



A kvantummechanika elméleti hattere - Tétel Wiki

9/9

126/209
A gyakorlatban a Bell altal levezetett egyenloség kevésbé hasznalhatod (nehezebb ilyen kisérletet késziteni), heleytte
az altalanosabb (altalanosabb rejtett paraméteres modelleket magabanfoglalé) CHSH (http://en.wikipedia.org
/wiki/CHSH_inequality) egyenl6tlenség hasznalatosatos.

A kisérletek elvégzésével megmérhetdk a korrelaciok a valosagban is. Az eredmény: a kvantummechanikai leiras
minden esetben helyes joslatot ad.

Ezek alapjan nem konstrualhat6 rejtettparaméteres modell, és elvetettiik a tavolhatas lehetdségét is. Ezek utan
felmeriil a kérdés, hogy mi a helyzet az EPR paradoxonnal? A valasz az, hogy rossz a kérdésfelvetés. A paradoxon
oka, hogy a kvantummechanikai rendszernek NINCS részrendszere! Nem beszélhetiink a részrendszernek
allapotarol, mennyiségeirdl, a részrendszerek 0ssze vannak fonodva, csak egyiitt targyalhatok.

A torténet tovabb bonyolithato, problémak jelentkeznek abban, hogy a kvantummechanikai valoszintiség fogalom
kissé eltér a Kolmogorovi klasszikus valoszinliség fogalomtol. Ha hozzavessziik azt is, hogy a kvantummechanikai
valésziniiségek nem tekinthetok 6nalldé eseményekként, hanem valamilyen korabbi kivalté okokkal allnak
kapcsolatban feltételes valoszintiségeken keresztiil, akkor 1étesithetd olyan rejtett paraméteres modell, amelyet nem
sértenek a kisérletek, és a kvantummechanikai joslatok, ez a gondolatmenet azonban teljes determinizmushoz vezet.

Zardvizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapveto kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A
termodinamika statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kélcsonhato rendszerek, magneses anyagok |
Kristalyos anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/A_kvantummechanika elm%C3%A9leti_h
%C3%Alttere”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 20:28
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Atom- és molekulaszerkezet

A Tétel Wiki wikibol
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» 1.2 Idofiiggetlen, degeneralt eset
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= 1.4 Fermi-féle aranyszabaly
2 Variacids modszer

m 2.1 Ritz-féle variaciés modszer (*)
3 Problémak a kvantummechanika kdzelité modszereivel
m 4 Azonos részecskék, Pauli-elv
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= 5.3 Hartree-Fock modszer
6 A periodusos rendszer
7 Virial-tétel(*)
8 A Born-Oppenheimer kozelités
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= 21.3 A Hz molekula(*)
m 22 Molekulak rezgési és forgasi spektruma

m 22.1 IR- és Raman-spektroszkopia

m 23 Alagut-effektus

Perturbacioszamitas

A kvantummechanikaban eldbukkano problémak altalanossagban nem oldhatéak meg egzaktul. Sokszor van azonban,
hogy a vizsgalt rendszer Hamilton-operatora csak kicsit kiilonbdzik egy amugy egzaktul megoldhatd problématol:

H=Hy+K
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Azt varjuk, hogy ekkor a megoldas is csak kicsit fog kiillonbozni az egzakt megoldastol. Az ilyen alaka problémak
megoldasi médszerét perturbaciészamitasnak nevezziik.

Idofiiggetlen, nem-degeneralt eset

Ebben az esetben azokat a problémakat vizsgaljuk, amikor K idéfiiggetlen és a perturbalatlan probléma nem elfajult,
azaz minden sajatértékhez egyetlen sajatfliggvény tartozik. Feltessziik, hogy a perturbalatlan esethez ismerjiik a
megoldasokat, és a fentiek ismeretében keressiik a perturbalt megoldasokat:

0
Hoty, = By s

Rayleigh-tdl ered6 triikkk a perturbald operator kicsinységének figyelembevételére az, hogy egy kis A paraméter
szerint fejtiink sorba, amely majd késobb kapja vissza a A = 1 értéket:

H=Hy+ \K

A A-ban nulladrendet az ismert perturbalatlan megoldas adja. Bazisnak érdemes a perturbalatlan probléma
sajatfiiggvényeit hasznalni:

Hotn = By ¢y
(Ho)pynt = B8,

Ezen a bazison a Schrodinger-egyenlet matrixalakja
> Hpncn = Bey
n
EY —E9¢, + Ay Kpnc, =0
n

A sorfejtések:

E=EY L AW £ XE® 4
Cm = cﬂl + /\C,E;] + )\Ecﬁ] + ...

Ezt kell beirni az el6z6 Schrodinger-egyenletbe. A kiilonbozo tagok egyiitthatdirdl leolvashatok a kiilonbozo rendii
korrekciok.

A nulladrend ezt adja:
(E{GJ _ E{GJ) A —

Ennek megoldasa f% — Ejﬂ] és Cém

- Jt'm'

Az elsérendil energiakorrekciok:

E {1] - j{ﬁ
Az allapotvektorok elsérendii korrekcioi:
A1) — Ko
o] —_—
B,

Az energidk masodrendi korrekcioi:

2 |-'Eq;:1:'1ra.|2
E® = Z ED _ EO
nFEL 1L m
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A modszer alkalmazhat6, ha a kiszamol korrekciok tényleg kicsik, vagyis a perturbacié atmeneti matrixelemei sokkal
kisebbek, mint a perturbalatlan energiaszintek kiilonbségei:

f{ﬂ“

mom| <!

Idofiiggetlen, degeneralt eset

Degeneralt esetben egyetlen energiasajatértékhez tobb sajatfliiggvény is tartozhat. A perturbaco hatasara ezek az
energiaszintek fel is hasadhatnak (gondoljunk a Zeeman-effektusra). Ekkor az el6z6 modszer nem alkalmazhato. A A
nulladrendjére kapott egyenlet nem hatarozza meg a nulladrendii sajatvektorokat, mert vannak olyan
energiasajatértekek, amelyek megegyeznek. Fel kell hasznélni a kovetkezd rendet is. A kapott egyenlet:

S Ky = B® O

Ez igy rendezhetd at:

S (K — B 6,0 ) ¢ = 0

n

Ezen homogén egyenlet megoldasi feltételébol kapjuk a szekularis egyenletet amely megadja az elsérendii
energiakorrekciokat:

det| (K — EVI) | =0

Az eredeti egyenletben az elsérendii energiakorrekciokat visszahelyettesitve megkapjuk a CE::":' nulladrendii
egylitthatokat. Ezekutan mar hasznalhatok a nem degeneralt eset képletei.

Idofiiggo eset

Az idofiiggd perturbacioszamitas logikaja az eddigiektdl eltérd. Mivel kis hatasok felhalmozodhatnak hossza id6 alatt,
ezért fel szoktuk tenni, hogy a perturbacié csak rovid ideig tart. Most is hasonlo sorfejtést alkalmazunk, mint az el6bb
a perturbalatlan feladat(Hgt),, = E| 1), sajatfiiggvényei szerint kifejtve a megoldast:

Y(t) = Y calt)n

fgy a Schrodinger-egyenlet:
i

Cp = —5 mCm (1) + )\Zfi’mﬂcﬂ(t)

A megoldast hatvanysor alakban kerssiik:

em(t) = V(1) + AV (1) + ...

A tovabblépés a kozonséges differencialegyenleteknél ismert allandok varialasanak modszere. (A
kvantummechanikaban ebbdl lett a kdlcsonhatasi kép.) Legyen:

b(t) = enEmic (1)

Ez nulladrendben allandé. Ezt az alandot varialja a perturbacio jelenléte.
. i - i
by (t) = — =A S et (1)
n
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ahol hw,,,n = E,, — F,,.Az elsé rendet megkapjuk, ha a jobb oldalon bn(t) = bn(0) = cn(0) kozelitést

alkalmazzuk. A fenti differenial egyenletbol a b egyiitthatok kiszamolhatoak, segitségiikkel meghatarozhato a
végallapot hullamfiiggvénye. Ismert tehat a kezdeti és a végallapot, ebbdl felirhato a K matrixeleme:

Ko = (@l K| )

Legyen a kezdeti(i) allapot egy perturbalatlan sajatallapot: cn(0) = din. Az atmeneti valdsziniliség:

t
ey
Pri= 2 f R (7)dr

0
Fermi-féle aranyszabaly

A Fermi-féle aranyszabaly folytonos/kvazifolytonos spektrumban segit atmeneti valoszintiségeket kiszamitani. o
korfrekvencaji periodikus perturbacié esetén az idéegységre jutd atmeneti valosziniiség:

. 2w 2
H’rft' = E |Kft| (J(E‘f — Ez' + ﬁ&a‘) + J(E‘f — Et' — h&a‘))
Ez a formula megkaphato az el6z6 pontbdl kiiindulva t > > @ ! hatarérték elvégzésével. Allandé perturbacio esetén:
- 2m 2
Wi =+ [Kal 6(Ef — Ei)
Ha t6bb allapot valamelyikébe valo atmeneti valoszinliséget akarjuk tudni, akkor:
2w 5
Tri= - [Knl"p

ahol p a végso allapotok stirlisége(allapotok szama energiaegységenként)

Variacios modszer

Az energiasajatérték egyenlettel ekvivalens 4llitds az a variacios elv, amely szerint alapallapotban
/¢=*H¢= _ (6| H|6) = min. = Fy

az n. gerjesztett allapot pedig ugy kaphatjuk, hogy az el6z6 szélséértékfeladatot azon mellékfeltételekkel oldjuk meg,
hogy az @n allapot ortogonalis az alapéllapotra €s az el6z6 n-1 gerjesztett allapotra is. Természetesen a feladat
altalanos megoldasa altalaban lehetetlen, ezért gyakorlati alkalmazasokban csak a Hilbert-tér egy leszlikitésén oldjuk
meg, valamilyen probafiiggvényt feltételezve, majd a paraméterei szerint elvégezve a szélséértékproblémat.

Ritz-féle variaciés modszer (*)

Akkor beszéliink Ritz-féle variaciés mddszerrdl, ha a probafiiggvény valamilyen bazisfiiggvények linearis
kombinacidja:

¢ = Zﬂsﬁf’i

Ekkor az energia varhato értéke:
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N N
{2Ci¢i|H| gﬂsﬁf’i}

o N I _
{; c;i ] ;Cz‘@bz‘}

Ennek a c-k vagy c*-ok szerinti derivalasa egy linearis egyenletrendszerhez vezet, melynek megoldasi feltétele a
kovetkez6 altalanositott szekularis egyenletet adja:

det|/H — eS| =0
ahol az atfedési matrix:
Sz'j = {Gf’z'\ﬁf’j}
Problémak a kvantummechanika kozelito modszereivel

A perturbacioszamitas gyakorlati(pl. molekulafizkai) alkalmazasakor néha problémak meriilnek fel. Egyrészt
eléfordul, hogy az egyre ijabb rendekben kapott energiak oszcillalnak, masrészt pedig eléfordul, hogy gy tiinik,
mintha mar bekonvergalt volna a sor, de még néhany tag kiszdmolasa utan ismét elindul. Ezek a problémak nem
allnak fenn a variacios modszernél, ott legalabb az irany mindig egyértelmii. De ott is el6fordul, hogy az energia mar
nagyon kozel van a jo(kisérleti) értékhez, de a hullamfliggvény még meglehetésen messze.

Azonos részecskék, Pauli-elv

A Hamilton-operator szimmetrikus két azonos részecske(elektron) felcserélésére. Ezért a Hamilton-operator
kommutal a részecskék felcserélésével. Kovetkezésképpen valaszthatd olyan energia sajatfiiggvények, amelyek a
felcserélés operatoranak is sajatfliggvényei. Mivel kétszeri felcserélés utan az eredeti allapotba jutunk vissza, a
felcserélés sajatértéke csak 41 lehet, vagyis a felcseréléssel szemben a sajatallapot lehet szimmetrikus vagy
antiszimmetrikus.

Ha attériink az id6fliggd Schrodinger-egyenletre, akkor a permutacioé operatora megmaradé mennyiség(mivel a
Hamilton-operatorral felcserélhetd), igy a kezdeti szimmetria az id6fejlédés soran is megmarad.

Mint kidertilt, a hullamfliggvény szimmetridja a részecske fajtajabol kovetkezik:
m Feles spint részecskék(fermionok) hullamfiiggvénye antiszimmetrikus. Ebbdl az allitasbol rogton kovetkezik,
hogy az atom elektronjai koziil semelyik ketté nem lehet azonos allapotban.

m Egész spinii részecskék(bozonok) hullaimfiiggvénye szimmetrikus.

Mivel nincsenek vegyes szimmetriaju részecskék, ezért minden részecskének tartozni kell valamelyik kategoriaba.
Azonos részecskék megeserélése az el6z6tdl megkiilonboztethetetlen allapotot hoz létre. Az azonos részecskék
megkiilonboztethetetlenek.

Atlagtérkozelités
Nem kolcsonhato azonos részecskék

Nem kolcsonhatd azonos részecskék esetében a Hamilton-operator egyrészecske Hamilton-operatorok dsszege:

N
— (1)
H-Y
=1
Ezesetben a Schrodinger-egyenletnek mindig 1éteznek szorzatalaki megoldésai:

¢(1!2!3! ) = ¢a(1)¢b(2)---
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ahol:

Hﬁba(l) - Eﬂqbﬂ{]')

Ezen szorzatok viszont még nem teljesitik a Pauli-elvet. Ennek kielégitésére az egyrészecske-allapotokbdl Slater-
determinans képezheto:

¢1(1)  92(1) on(1)
1(2) a2 (2
U(1,2,... N) = \/;_” ¢ ( ) & ( ) ¢ E( )
P1(N)  ¢2(N) on(N)

Ennek latszanak a megfeleld tulajdonsagai:

m Ha két részecskét(sort) felcseréliink akkor eldjelet valt.
= Ha két oszlop azonos akkor nulla lesz, vagyis nem lehet két részecske azonos allapotban.

Atlagtérkozelités

Tovabblépve a nemkodlcsonhato részekektol a kovetkezo kozelitést alkalmazhatjuk. Egy részecske helyén sok mas
részecskétol eredd erdt érez, ezt kiilsé térnek tekintjiik, és beirjuk az egyrészecske Schrodinger-egyenletbe. Ezt
megoldva Uj egyrészecske sajatfiiggvényeket kapunk, amelyek 6j teret adnak, ezzel Gjraszdmoljuk az egyenletet stb.
Addig iteralunk, amig a tér be nem konvergal, ezzel megkapjuk az 6nkonzisztens teret, vagy atlagteret.

Hartree-Fock modszer

Azt az atlagtérkozelitést, amikor egyetlen Slater-determinans alakjaban keressiik a megoldast, ¢s ezzel végziink
Onkonzisztens-tér kozelitést Hartree-Fock modszernek hivjuk. Kicsit részletesebben is megnézziik.

A variacios elvbdl indulunk ki. Eszerint | = {¢|H ¢) minimalis. Ha a megoldast szorzatalakban keressiik: ¢ =

......

z 2
H+ ) (0|6 — B | 1 =0
k=1 th

Az egylenrendszert pedig szukcessziv aproximacioval oldjuk meg, els6 kdzelitésben ¢k-kat hidrogénszertinek
feltételezve, és innen inditva az dnkonzisztens tér kozelitést. Ez a Hartree-médszer. Itt még lathatéan nem vettiik
figyelembe a Pauli-elvet.

A Hartree-modszer tovabbfejlesztése a Hartree-Fock médszer, amely Slater-determinans alaki megoldast keres:

¢1(1)  @2(1) ¢n(1)
1(2 39 (2 v (2
(1,2, N) = |71 %) o
v NI : : :
¢1(N) ¢2(N) On(N)
Ekkor I variacidjanak eltiinése a kovetkezo egyenleteket adja:
Z E'E Z E'E
H, + | — o)y — Ep | o — | —| @ 1=0
I ;{ﬁf’drmwa} 1] ¢ ;{ﬁmrm\ﬁbf}

Ezt ugyanugy szukcessziv approximacioval oldjuk meg.
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A periodusos rendszer

A kvantummechanika korai sikereinek egyike a periddusos rendszer megértése volt a Hartree-modszer alapjan. Az

eljaras a kovetkezd. A megoldasokat szorzat alakban keressiik: = H u’i, ¢s a Pauli-elv miatt nem enged;jiik meg,
J

hogy egy Uj elektronpalyat kettonél tobb elektron toltson be(két ellentétes spinii elektron). Az egyrészecske

Schrodinger-egyenletekben szerepld atlagos potencial mindig radialis szimmetriajiva atlagoljuk vissza, igy a kapott

egyrészecske allapotok jellemezhetdk az n fokvantumszammal és 1 mellékkvantumszammal. Az 1 fékvantumszamok
hasgyomanyos jelolése: s,p,d.f,...

Az elektronok ledrnyékoljak a mag potenciajat, igy ha egy elektron tavolabb van a magtol, akkor kisebb potencialt
érez. Az, hogy egy elektron milyen messze jar a magtol els6sorban a mellékkvantumszamatol fiigg, hiszen ahogy pl. a

hidrogénatomnal lathatd, a radidlis hullamfiiggvény r! hatvannyal indul. Masképp megfogalmazva, nagy I-re az
1(I+1)-el aranyos centrifugalis potencial miatt az elektron kintebb lesz. igy a magasabb 1 kvantumszamu allapotok
gyengébben kotottek, €s megsziinik a hidrogénatomnal még meglévo | szerinti degeneracid. Azonos fokvantumszamra
az I=0-t6l (n-1)-ig tart6 allapotok energiasajatértéke monoton nd.

A Hartree-kozelités megadja az elektronpalyak betdltésének sorrendjét:
Is, 2s,2p, 3s,3p, 4s,3d,4p, 5s,4d,5p, 6s,41,5d,6p, ...

Erdemes megfigyelni, hogy a betoltott legmagasabb fokvantumszama allapotok mindig s és p allapotok. Az atom
kiilsé hataran a fokvantumszam hatarozza meg, hogy egy elektronpalya meddig terjed ki. fgy azt talaltuk, hogy a
kiils6 elektronpalyak s és p palyak. Marpedig a kiils6 palyak azok, amelyek meghatarozzak a kémiai tulajdonsagokat.
n=1 kiils6 héjjal 2 elem létezhet. n=2 kiils6 héjjal 2 + 3 - 2 = 8 n=3-assal ismét 8 és igy tovabb. A kémiai
tulajdonsagok az s,p palyak fokozatos betoltésébel valtozik, hogy aztan a kovetkezd fokvantumszammal ujra kezdje.
Igy megértettiik a periédusos rendszert.

Virial-tétel(*)

A kvantummechanikai viridltétel mondja, hogy ha egy rendszer Hamilton-operatora:

2
H=T+V=) 2% 4V
ahol a potencialis energia k-adredii homogén fliggvény:
V(M) = NV (7)
akkor fennall a kovetkezé egyenloség:
k{V) = 2(T)
A leggyakoribb potencialokra:

= Coulomb-potencial k=-1
= Harmonikus oszcillator k=2

A Born-Oppenheimer kozelités

A molekulak elméletében kiemelt jelentOségii az a tény, hogy az atommagok tomege sokkal nagyobb az
elektronokénal, ezért azok sokkal lomhabban mozognak, mint az elektronok. Ez teszi lehetdvé, hogy a molekula
elektronproblémajat rogzitett magkoordinatakkal megoldva, azokat paraméternek tekintve, majd az igy kapott
energiafeliilet minimumat megkeresve megkapjuk a molekula alapallapoti energidjat(és hullamfliggvényét). Ezt az
eljarast nevezik Born-Oppenheimer kozelitésnek. Az elektronprobléma megoldasa tobb energiat ad, ezekbdl tobb
potencialfeliiletet kapunk. Akkor alkalmazhat6 a kdzelités, ha ezek a feliiletek szeparalva vannak egymastol.

133/209
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Kicsit részletesebben, a Born-Oppenheimer kozelitésben a hullamfiiggvény:

U = U, (7, R) W, (R)

ahol \J , (ﬁ R') a magkoordinataktol is fiiggd elektronallapot, llfmg ( j‘_{') pedig a magok kozelit6 allapota. A

Hamilton-operator:
H=H,+H;,,

ahol az elektron Hamiltonja a kinetikus energiajuk, a magok vonzasa €s az elektronok egymas kozti taszitasanak
0sszege:

H.(R) =T+ V(r,R)
¢s a magok Hamiltonja a kinetikus energiajuk és egymas kozti taszitasuk 0sszege:
A lassan valtozé magkoordinataktol fliggd elektron sajatérték probléma:

H.(R)U.; (7. R) = U;(R)¥. (7, F)

Adiabatius kozelitésben az a kozelité potencial, amelynek minimuma a kémiailag kotott allapotot jelenti:

— —

Vinag (F) + U;(R)

Ezen minimum koriil alakulnak ki a molekularezgések, amelyek kis gerjesztésnél harmonikusak, nagyobb
gerjesztésnél anharmonikusak. Még nagyobb gerjesztés disszociaciohoz, kémiai reakcidhoz vezet.

Formalisan uigy kaphato meg a kozelités, mint az (me / mmag)1 "4 kis paraméter szerinti sorfejtés vezetd tagja. Akkor

romlik el a kozelités, ha az elektronok is lassan mozognak. Ahol egy [J; ( R) és Uj ( R) szint keresztezi egymast, ott

van lassi mozgas, ott keveresnek a molekula kiilonb6z6 gerjesztései. Az ilyen levert gerjesztési modust polaritonnak
hivjak.

Hellmann-Feynman tétel (¥)

A Hellmann-Feynman tétel szerint:

o 016

ax — VTIOA
ahol E a ¢ hullamfiiggvényhez tartozé energia, A pedig valamilyen paraméter. Ezen tétel segitségével ki tudjuk
szamolni a molekulaban a magokra hat6 eréket, amibdl lehet egyensulyi magtavolsagokat szamolni, ekkor A helyére a

magkoordinatakat kell irni és ekkor tulajdonképpen a potencial helyszerinti derivaltja all a képletben, ami mint tudjuk
az er6 (-1 szerese).

A kémiai kotés

A kvantummechanika egyik nagy sikere volt a kovalens kotés megmagyarazasa. A kotés azért johet 1étre, mert a
kotott rendszer energidja alacsonyabb, mint az atomok energidjanak dsszege. Ez azért van, mert az elektronok
hullamfiiggvénye besiiriisddik az atomok koze. Ekkor:

= Coulomb-potencialban a viridl-tétel miatt:

B = () +(V) = —(V)
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Ha a magok kozott az elektronok 6sszestirisodnek, akkor a magok vonzoé potencialja 6sszeadodik, ami mélyebb
ereddt eredményez.

» Egy helyrdl lehet két magot egymas felé vonzani.(Hellmann-Feynmann tétel)
Vannak olyan effektusok is, amelyek a strlisodést akadalyozzak:
m Kisebb helyre szorulas a kinetikus energia novekedésével jar.
m Az elektronok kozotti Coulomb-taszitas
» Pauli-elv akadalyozza sok azonos spinii elektron 0sszegyiilekezését kis helyre, emiatt egy-egy molekulapalyan

ellentétes spinti elektronokbol parok alakulhatnak ki

Ez kvalitativ kép. A kvantitativ szamolasok nehezek.

A hidrogén atom

A Schrodinger-egyenlet megoldasa Coulomb-potencialban

A szogfiiggd tagok levalasztasa utdn:

1 RII+1) e
— f— T —
OMrdr? T 2MiZ dmeor

) Ri(r)=E - Ri(r)

Bevezetve U = rR-t:

B2 RAI+1) e
———ul — —F =0
23" F ( M2 dmer T )M
R , , dmegh®
Ezek utan dimenzi6tlanitunk. Legyen p =r/rg és ¢ = E/ Ry, ahol a Bohr-sugar y p = T és a Rydberg-
e
et M,
alland6 Ry = ——————— Ekkor:
(dmeq)?2h
d? (1
dp? o’ p

A sziikséges hatarfeltételek:
m [ — 23-ben u=0.
» o — ()-ban?

Hap — a ?5 () akkor i ox p~ 1, erre hattatva a Laplace operatort az origoban Dirac-deltat kapunk, vagyis nem
elégitjiik ki a Schrodinger-egyenletet. Ezért itt is u=0 lesz a hatarfeltétel.

Az egyenlet megoldasi modszere Sommerfeld féle polinom médszer:

= Megoldjuk az egyenletet aszimptotikusan.

Az aszimptotikus megoldas f —+ OO-ben +F ahol v = ,/ |£| A norma miatt csak a negativ eljel jo.

= A megoldast f (T) . t,f,rﬂ(r) alakban keressiik, ahol f ('r) = Z @, T hatvanysor. Az f(r) eredeti egyenletbe

vald visszahelyettesitése utan kapunk egy rekurziot az an-ckre.
= A rekurzié megoldasa elrontja az aszimptotikat, az egyetlen megoldas, ha a hatvanysorunk véges, vagyis
135/209
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valamilyen n-re ap = 0. Ebbdl a feltételbodl kozvetleniil kapjuk az energiaszinteket. Az egyiitthatok

kiszamolasaval pedig a sajatfiiggvényeket.

Az energiaszintek:

1
€= ——
n?
n—1
Minden energiaszint Z 21+ 1) = nZ-szeresen degeneralt.
=0

Atomi energianivok termjelolése

Az atomi energianivokat jellemz6 kvantumszamok:

n - fokvantumszam (1,2,3,4,... vagy K,L,M,N,...)

1 - mellékkvantumszam, az eredd palyaimpulzusmomentum kvantumszama (0,1,2,3... vagy S,P,D,F,...)
s - ered6 spinkvantumszam

j - Osszes impulzusmomentum, értéke |1-s|-t6l 1+s-ig valtozhat

m_j - magneses kvantumszam: j,j-1,...,-j

A hagyomanyos jeldlés:

nZS + lIJ
Pl.: a natrium alapallapota 3281 /2

Magneses momentumok

Az elektron palyimpulzusédhoz tartozo magneses momentum:

L, GiHB »
Hp = — 7 L
Az elektronspinhez tartozé magneses momentum:
— JsHE 5
s = =% S
A magspinhez tartoz6 magneses momentum:
i = -2 T
Itt L az elektron palyamomentuma, S a spinje, [ a magspin. A Bohr-magneton:
_¢eh
HB = E
A magmagneton:
_eh
U = m,
136/209
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A kiilonboz6 g-faktorok értéke elektronpalyara 1, elektronspinre 2(pontosabban 2,00232). Ez els6 adodik a
klasszikus kvantummechanikabol, a masodik a Dirac-egyenletbdl. A kiilonb6zé atommagok g-faktorai, vagy
giromagneses faktorai tablazatban megtalalhatoak. A mag-giromagneses faktor:

_ 9n
h

Finomfelhasadas

A spektrumvonalak elsd korrekcidja a relativisztikus hatasok figyelembevétele miatt keletkezik. Ez a hidrogén

crer

nagysagrendje: (Za)z, ahol Z a rendszam, o a finomszerkezeti-allando, igy a nagysagrend kb. ~ 1()~". Ez az effektus
tobb hatas Osszegése, tartalmazza a spin-palya kolcsonhatast, a relativisztikus energiakorrekciot és egy kiatlagolt
elektronmozgasi potencialt.

Spin-palya kolcsonhatas

A finomfelhasadast részben okozo spin-palya kdlcsonhatés gy tekinthetd, mint a spin magneses momentumanak
energidja az atom bels6 magneses terébe, mely az elektronok mozgasabol ered. A belso tér a palyaimpulzus-
momentummal, a spin magneses momentuma a spinnel aranyos, ezért:

H =¢(r)LS
Mivel:
1

LS = i(ﬁ — L - 8%

és S=1/2, ezért két energiaszint lesz, az j=1+1/2 energiaja nagyobb mint a j=1-1/2 szinté. A felhasad4s nem
szimmetrikus.

Hiperfinom felhasadas

A spektrumvonalak az elektronok maggal valé magneses kolcsonhatasanak és az atommag helyén levo elektromos tér
hatésara kialakulé magelektromos kvadrup6l momentum hatasanak kovetkeztében tovabbi felhasadasoknak lesznek
kitéve. Altalanossagban ezek a finomszerkezetnél még legalabb egy nagysagrenddel kisebb effektusok.

A magmagneses dipolmomentum hatasa

A magmagneses dipolmomentum kdlcsonhatésa a valenciaelektronok 4ltal a mag helyén keltett magneses térrel egy
nagyon kis mértékii felhasadast okoz az atomi spektrumokban. Hasonléan a spin-palya koélcsonhatashoz, a hozza
tartozo Hamilton felirhato ilyen alakban:

HA F — :1 jf j
Abhol a teljes impulzumomentum F=I+J. A felhasadas innen:

Lamb shift

A Dirac-egyenlet szerint az azonos j-khez és kiilonb6z6 1-ekhez tartozo nivok a hidrogén spektrumaban elfajultak.

Lamb ¢és Retherford(1947) kisérletileg kimutatta, hogy a hidrogén 2281 /2 és 22P1 /2 nivol 1058MHz frekvenciaval
elkiiloniilnek. A felhasadas mashol is jelen van, de joval kisebb. A Lamb-shift az elektromagneses tér zérusponti
energiajanak fluktuacidjaval kapcsolatos, kvantumelektrodinamikaval pontosan szdmolhato.
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A hélium atom

A legegyszeriibb elméleti modszer a héliumatom kezelésére a kovetkezd. A Hamilton-operatorban a két elektron
taszitasat H' perturbacionak tekintjiik, igy a Hamilton-operator két H-atom Hamilton-operator és egy perturbacio
0sszege:

H=H, +H,+ H
a két H-atom operator dsszegének sajatértékproblémaja:
(Hy + Ha) ¢p(71)0i(72) = (Ex + Ei) orlr1) 0i(72)

ahol a @j-k H-atom sajatallapotok. Ezekutan a degeneralt perturbacioszamitas képleteit hasznalva a szekularis
egyenlet:

C-EY K
K C-EW

Ami alajpan az energiaszintek:
F=E.+E+C+tK
Coulomb-integral:
P -
€ = [ 16 Plon() P —drid’rs
Kicserélédési integral:
2
- P = = -
K = [ 6im)our)si (o) —d'rid’r;

Ilyen alaku integralok folyton eldjonnek atom- és molekulafizikai szamitasoknal. A nulladrendi kozelités
hullamfiiggvényeire pedig rendre:

A0
oy =
W

(Gf’a( )0:(2) + ¢:(1)Px(2))

G- (Gf’a( You(2) — @i(1) pr(2))

%| Hﬂ

adddik. A spint és a Pauli-elvet figyelembe véve a kdvetkezdt mondhatjuk. A szimmetrikus térbeli hullamfiiggvény
antiszimmetrikus spinhullamfiiggvénnyel(szinglet) szorzodik:

T+ —1=4)

Az antiszimmetrikus térbeli hullamfiiggvény szimmetrikus spinhullamfiiggvények valamelyikével(triplet) szorzodik
szorzodik:

B
251+ +[=+)

Alapallapotban csak a szinglet valosul meg, hiszen k=1 miatt a masik esetben a helyfiiggé hullamfiiggvény azonosan
nulla.

138/209
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Stark-effektus

Az atom energiajanak elektromos tér altal bekdvetkezett falhasadasat Stark-effektusnak nevezziik. Az els6 gerjesztett
allapot Stark-effektusa a perturbacié szamitas elsd kodzelitésében aranyos az elektromos térerdsséggel, ezért linearis
Stark-effektusnak nevezziik. A linearis Stark-effektus szimmetrikus felhasadast eredményez. A négyszeres
degeneracio kétszeresre csokken. A H-atom esetében:

B\ = 4£3¢Ery,0,0

A linearis Stark-effektus csak hidrogénszert allapotokra lép fel, vagyis akkor, ha az energia csak azn
fokvantumszamtol fiigg, és az allapotok I szerint elfajultak. Az energia mevaltozasa a perturbacidoszamitas masodik
rendjében jelenik meg;

Euim = E 9 + E*(a + 3-m?)

ahol a,p allanddk, m a magneses kvantumszam.

Z.eeman-effektus

A Zeeman-effektus az aranylag kis magneses tér hatdsara bekovetkezo, egyébként degeneralt energiaszintek
felhasadasa. A magneses térnek olyan értelemben kell kicsinek lennie, hogy az az alapallapot Hamilton-hoz
perturbacioként jaruljon hozza:

H=Hy+ K

Ahol a perturbacié az atomi magneses momentum €s a magneses tér szorzata:

Az atomi magneses momentumhoz a mag is hozzajarul, azonban ez tobb nagysagrendel kisebb az elektron
jarulékanal, igy elhanyagolhato. A magnesesmomentum a teljes impulzusmomentumot tartalmazza. Ha a spin-palya
csatolas er6s, akkor csak a teljes impulzusmomentum marad 4llando, szemléletesen a palya- és spin momentumok
precesszalnak az allando teljes impulzusmomentum koriil. Kiatlagolva idében a két nemmegmaradé momentumot:

_ (S
S ="t d
+_(L-J)
L=-"5"J

Ezeket beirhatjuk a magnesesmomentum kifejezésébe, megszorozva a megfeleld giromagneses faktorokkal, és igy
megkapjuk az id6atlagolt perturbaciot. Behelyettesitve, és a z-vetiiletet véve a perturbacio:

K = —pBBmJ—gj
Ahol pp a Bohr-magnetron, és g_j a felhasadast a kvantumszamok fiiggvényében megad6 Landé-faktor:

_JI+1)=85(5+1)+ L(L+1) JJ+1)+5(5+1) - L(L+1)
97 = 9 20(J + 1) s 27(J + 1)

A H; molekulaion, Kicserélédési kolcsonhatas(*)

Kétatomos molekulak

Altalanos megjegyzések
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m A tér szimmetrikus a két atommagon atmend tengelyre, ezért az impulzusmomentum ezen tengelyre vett
vetiilete megmarad. Ezt a vetiiletet A-val szokas jelolni, és 0,1,2 értékei esetén rendre X — ,IT — ,d-termrdl
beszéliink.
= A molekula tengelyét tartalmazo sikre valo tiikkrozés az impulzusmomentum eléjelét megforditja(axialvektor).
Kovetkezik, hogy a X-termek kivételével a tobbi kétszeresen elfajult(ezek a sajatfiiggvények az
impulzusmomentum eldjelében kiillonboznek). Egy X-term tiikrozés esetén egy allandoval szorzodhat, mivel

kétszeres tiikrozés azidentitassal egyenld ez az allandd 41, ezek alapjan szokas X Tés T~ termekrdl beszélni.

m Két azonos atombol all6 molekula szimmetrikus az atommagokat 6sszeko6t6 szakasz felezOpontjara is. Az erre
valo tligrozés szerint beszélhetiink paros(h) és paratlan(u) allapotokrol. Ez utdbbi az elektronkoordinatak
eléjelének megvaltoztatasakor eldjelet valt. Jelolés pl.: ITy

» Empirikus szabaly: kémiailag stabil kétatomos molekulak tulnyomd tobbségének alapallapota teljesen
szimmetrikus(a molekula minden szimmetridjara invaridns)

» Termeket abrazolhatjuik grafikusan a magtavolsag fliiggvényében. Tétel: Csak kiilonb6z6 szimmetriaja termek
metszhetik egymast.

A vegyérték

Tekintsiik a Hy molekulat. Ennek a legalacsonyabb impulzusmomentumu lehetséges termjei az Iy spinszinglett

allapot és a ) spintriplett allapot. A spintriplett szimmetrikus spinhullamfiiggvényt jelent, ami a Pauli-elv miatt
antiszimmetrikus helyhullamfiiggvényt. Azonban egy antiszimmetrikus helyhullamfiiggvény |'f'1| = |’r_'2 |—nél elttinik,
igy nem lehet az alapallapot. Kémiaban szokasos kifejezés szerint csomoésikja van az elektronpalyanak. Részletes
szamolas szerint valoban a 'S termnek a magtavolsagfiiggvényében minimuma van, mig a 3% termnek nincs(lazité

allapot), igy az alapallapot a IS term. Vagyis alapallapotban a spin 0. Mind kidertil, a fécsoport elemeinek majdnem
minden kémiailag stabil molekulaja rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Azt, hogy az ilyen tipusi, tisztan
kvantummechanikai kotés(kovalens kotés, azaz mindkét atomra kiterjedd molekulapalyak altal alkotott kotés) a
spinnel kapcsolatos, Heitler ¢s London felfedezése volt. Ez teszi lehet6veé a vegyérték fogalmanak bevezetését. Egy
atom vegyértéke egy atom spinjének kétszerese, ami a koriilotte talalhato elektronok spinjének 6sszege. Atomok
egyesiilése soran pedig a vegyértékeknek kolcsonodsen telitddnie kell, vagyis egy atom minden vegyértékkotésének
meg kell feleljen egy masik atom vegyértékkotése.

A Hz molekula(*)

Molekulak rezgési és forgasi spektruma

Az eddigi leirasok az 416 molekuldkra vonatkoztak. Egy molekula azonban végezhet forgd mozgast is, amely szintén
kvantalt, azaz csak diszkrét energiakat vehet fel, és csak diszkrét kvantumokban gerjeszthetd. Ezenfeliil a
molekuldkban, ha megfeleld a potencialfeliilet ¢s az molekula geometridjahoz képesti alapallapotbeli eltérések
harmonikus oszcillatorként kozelithetdek, akkor ezek a kotések is gerjeszthetdek a rezgés modusanak megfeleld
energiaju fotonokkal. Tipikusan a rezgési gerjesztési hullimhossz a kdzép-infravords (30-2.5 um) tartomanyaba esik,
az ennél kisebb energidji forgasi gerejsztések kisebb energian, a tavoli-infravorosben (1000-30 pm) vannak. Mivel
ezek a kisenergiaju gerjesztések igen érzékenyek és specifikusak a molekula geometriajara, illetve az elektronok
potencialfeliileteire, ezért egyediilalloan pontos szerkezet- és anyagmeghatarozasi lehetdségeket biztositanak. Ez
vezetett a megfeleld spektroszkopiak kialakulasahoz.

Kis gerjesztések esetén a rezgési spektrum kozelithetd harmonikus oszcillatorként, kétatomos molekulakra:

1
Ere:g = ﬁw(n—|— §)
ahol
k
w=4/—
I
140/209



Atom- és molekulaszerkezet - TételWiki

15/15

141/209
ahol p a molekulatomeg, k a kémiai kotés erdsségére jellemzo eréallandé. Tobbatomos molekulakra a rezgési
spektrum elsd korben tobb fiiggetlen oszcillatorral kozelithetd:

1
Ers: = hwt'(”z’"’ _)
) _ 9
T
A forgasi energia pedig els6 korben merev rotatorként képzelhet el. Mivel a forgasi energia lényegesen kisebb a
rezgesinél, ezért elsd korben a kettd tekinthetd fiiggetlennek.

IR- és Raman-spektroszkopia

Az IR (infravords) spektroszkopia dsszefoglalo neve a forgasi és rezgési spektrumok tanulmanyozasara szolgald
spektroszkopiai modszereknek. Az egyes rezgések igen hatarozottan specifikusak az egyes molekularis csoportokra,
illetve kotésekre, sot a spektrumvonalak finomszerkezete az izotopokra is érzékeny. Az elméleti szamolasok itt igen
elbonyolodnakm sokszor nem ¢élhetiink az energiaszintek adiabatikus kozelitéssel sem. A forgasispektroszkopidnak
tovabbi hatranya, hogy csak gazfazisban hasznalhatd, mert folyadékban és gazokban az {itk6zések elnyomjak a
hatasat. Tovabba sziikséges hozza (elso kozelitésben), hogy legyen a molekulanak ereddé dipélmomentuma.

Az fenti modusok gerjesztésének egyik mas modszere a Raman-spektroszkopia, ez a fotonok rugalmatlan szorasa a
kiilonb6z6 gerjeszthetd részeken (fononokon, molekularis elektronfelhén, kémiai kotéseken), aminek kdvetkeztében
energiat ad at az adott modusnak, amialtal megvaltozik a besugarzott foton frekvenciaja és az észlelt spektrumban
vonalak jelentkeznek. Ezzel parhuzamosan a felgerjesztett modus egy id6 utdn visszatér az alapalapothoz kozeli, de
gerjesztett szintre. Az alapvetd kiilonbség az infravoros és a Raman-spektroszkopia kozott, hogy az infravordsnél
beusgarzott foton elnyelddik, és kozvetleniil csak a rezgést gerjeszti, mig a Raman spektroszkopidnal egy joval
magasabb szintre torténo gerjesztés utani visszaallas vezet ugyanarra az energiaszintre.

Ha az alapallapotbdl torténd gerjesztés utan a visszatérés az alapallapotba torténik, az a klasszikus Rayleigh folyamat.
Ha a visszatérés magasabb szintre torténik, példaul az el6bb részletezett esetben, akkor Stokes-folyamatrdl, ha kicsit
gerjesztett allapotbol mélyebb allapotba tériink vissza, akkor anti-Stokes folyamatrdl beszéliink.

Alagut-effektus

Tekintsiink egy rendszert, ahol a hullamfiiggvénynek az egyik kdzegben exponencialisan lecsengd megoldasa van, de
a kozeg két végén oszcillald megoldasa. Ha a kdzeg egyik oldalan példaul felvesziink egy hullaimcsomagot, ami adott
sebességgel halad az exponencialisan lecsengd régio felé, akkor véges valdsziniisége lesz annak, hogy a
hullamcsomag atjut a kdzegen, és a masik oldalon folytatja utjat. Ilyen jelenség van példaul az atommagban az
alfarészecskékkel.

Zarovizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapvetod kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | K6lcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Atom- %C3%A9s molekulaszerkezet”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 20:29
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Az izotop térkép

Az anyagot az atomok alkotjak. Ezeknek a Iényegi tulajdonsagainak egyrészét az atommag Osszetétele hatarozza meg,
a masikfelét a jelenlevo elektronok szama. Az atomokat a periddusos rendszerben foglalhatjuk 6ssze a kémiai
tulajdonsagaik alapjan csoportoitva. A magfizikaban azonban célszeriibb az atommagokat, mint neutronok és
protonok kombinaciojat tekinteni. Az izotoptérképen az egyik tengelyre a neutronok szadmat, a masik tengelyre a

protonok szamat (a rendszamot) mérik fel. Ezen az abran a stabil magok az origd kozelében a 45-fokos tengely
mentén sorakoznak, tdvolodva azonban a neutron tobblet fel¢ hajlanak el.

Atommagok tomege
Az atommagok tomegét a protonok és neutronok adjak, de ennél valdjaban kicsit konnyebbek a tomegdefektus miatt.
Mérete és alakja

Az atommagok méretét és alakjat szorasi kisérletekkel lehet megmérni, mas Osszetett bombazorészecskékkel a
magerok eloszlasa is feltérképezhetd. Az atlagos méret 1 fm koriil alakul.
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Kotési energiaja

Az atommagok kotés energiajat az egy nukleonra jutd kotésienergiaval jellemezziik. Ez a mennyiség a rendszam
novelésével eldszor meredeken csokken, a vasnal minimumot ér el, utana lassan emelkedik. Ez azt jelenti, hogy a
konnyl elemek egybeolvadasa (fzid) és a vasnal nehezebb elemek bomlasa energiatermeld folyamat.

A magerok kvalitativ jellemzése

A magerOk a nukleonok kozott hatnak, ezek tartjak 6ssze az atommagot. Ez az er6hatas az er6skolcsonhatas
masodlagos megnyilvanuldsa, hasonldéan a Van der Waals-féle indukalt dipolus kdlcsonhatdshoz. Az
er6skdlcsonhatast a kvantumszindinamikaval igen jol le lehet irni - aszimptotikus esetben nagy energian. Azonban a
magfizikailag érdekes energiaskélakon az elmélet nem perturbativ, igy "ab inicio" szamitdsokat igen nehéz végezni.
Ezekbdl kifolyolag a magerdk leirasara igencsak kvalitativ, és fenomenologikus.

Kvalitativ tulajdonsagai:

Nukleonok kozott hat.

Kis tavolsagokon erdsen taszito, ettdl tdvolabb vonzo, de gyorsan lecseng.
Elektromos toltésfiiggetlen.

A kozvetitd részecskéjét a pionnal azonositjuk.

Ez utobbi allitast ugy kell elképzelni, hogy itt is gluonok kozvetitik a kdlcsonhatést, csak idonként egy kvark-
antikvark csere torténik, amely felfoghatd egy pionként is, lasd: itt (http://en.wikipedia.org
/wiki/File:Pn_scatter quarks.png) .

A Yukawa féle II-mezon(*)

Yukawa a magerok leirasara javasolta az alabbi alaka potencialt:

1
VY — __E—f',-"R
r

ahol R az a karakterisztikus hossz, amin a magerdk hatasa lecseng. Nyilvanvald, hogy ez a potencial a kozeli taszito
részt nem tartalmazza, igy egyfajta aszimptotikus kdzelitése a magerdk tényleges potencialjanak. A Yukawa-potencial
elektrodinamikai analogiaval a kovetkezo hullamegyenletb6l szarmaztathato:

19 1),
(ﬂ*—c—za?—@)‘i’—”

Ennek sikhullimmegoldasait keresve ¢ o Ef{EF—W t) a kovetkezd diszperzios relaciot kapjuk:
—k* + W/ —1/R*=0

Ez 6sszevetve a szokésos relativisztikus diszperzios relacioval
EE :mECJi —I—_PEC?'

Megbecsiilhetd a kozvetitd részecske, a [I-mezon tomege. Az, hogy a kdzvetitd részecskének van tomege, az okozza
a kolcsonhatas rovid hatotavolsagat.ii

h :
i ~ R_ ~ 197 M el/ ha R=1fm-vel szamolunk. A t6lt5tt pion tényleges tomege 140MeV, a semlegesé
C
135 MeV.

A cseppmodell
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A cseppmodell az atommagokat 6sszenyomhatatlan folyadékként képzeli el, amelynek az 6sszenyomhatatlansagat a
Pauli-féle kizarasi elv biztositja. Ebbdl és mas fenomenologikus érvekbdl kifolyolag az atommagoknak forgasi-
ellipszoidot tételeziink fel, amelynek forgasi tengelye a spinnel esik egybe.

A félempirikus kotési formula

A félempirikus kotési formula az atommagok kotottségét irja le fenomenologikus alapon, az elméltei
megfontoldsokbol bevezetett tagokat a mérésekhez fittelve. Eszerint a kotési energia a kovetkezoképpen irhato:

(N — Z)?
A

Az els6 tag a térfogati tag, ez egyenesen aranyos a nukleonok szamaval (A). Ez a tag dominalja az dsszeget, és ez
bizonyiték arra is, hogy a megerdk rovidhatotavolsaguak. Ha hosszihatotavolsaga lenne, akkor ugyanugy
négyzetesen menne a toltéssel, mint az elektromos vagy gravitacids. A masodik tag a feliileti tag, ez azt jellemzi, hogy
a feliileten levd nukleonoknak kevesebb szomszédjuk van, ezért ezek kevésbé kotdttek (hasonlo a feliileti
fesziiltséghez). A harmadik tag a Coulomb-tag, amely az elektrosztatikus taszitds miatti csokkenést irja le. A negyedik
tag a Pauli-féle szimmetria tag, ez a kizarasi elv miatt bukkan fel hiszen a nukleonok is fermionok, igy nem
tartozkodhat azonos allapotokban egy részecskénél tobb. Az 6todik tag a parenergia, a spincsatolast probalja meg
figyelembevenni, és a paros feltoltodés kedvezobb mivoltat (kedvezod helyzet, ha egy allapotban csak spinben
kiilonb6z6 részecskék vannak, ezért kedvezo a parossag, ha a protonok és neutronok szama is paratlan az negativ
eléjelet ad, az el6zd két eseten kiviil pedig 0).

—3/4

E=ad- A% 4724713 _5 — exA

Ez a latszdlag mondvacsinalt formula jol leirja a legtobb periddusosrendszerbeli magot, a legkonnyebbek kivételével,
atlagosan kb. 5% pontossaggal, csupan 5 paraméterrel, ezért széleskdrben elterjedten hasznaljak. Hatranya, hogy nem
ad szamot a magikus szamok megjelenésérol.

Maghasadas

A korabban bevezetett kotésienergia rendszam szerinti eloszlasabol kovetkezik, hogy a nehéz atommagok, ha
konnyebbekbe tudnak elbomlani, akkor energia szabadul fel, tehat ez utobbi allapot mélyebb energiajii. A nehéz
atommagok dnmaguktodl is elbomolhatnak alfa, vagy bétabomlas segitségével. Ezt a folyamatot spontan bomlasnak
nevezzilk. Az atombombaban és az atomerémiivekben indukalt bomlasrol beszéliink, itt termikus neutronokkal
bombazva bontjak szét az atommagokat, ezaltal a reakcid hevesebb, de egyben iranyithato is marad. A legfontosabb
alkalmazott hasadéanyagok a Plutonium 239-es izotopja, €s az Uran 235-0s izotopja.

Magfuzio

A kotésienergia kis rendszamok esetén a rendszam ndvelésével csokken, azaz itt energetikailag kedvezd, ha a kisebb
atommagok nagyobbakka egyesiilnek. Itt azonban le kell gyézni a Coulomb-potencial taszitdsat, igy ehehz igen nagy
hémérséklet és stirliség kell. Ez a folyamat a csillagokban szamottevd, de jelenleg folynak kisérletek erémiivi
alkalmazasok kifejlesztésére.

Sugarzas és anyag kolcsonhatasa

Részecskék és anyag kolesonhatasa
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A kiilonb6z6 energiaval haladé részecskék allo
anyaggal vald kolcosnhatdsa igen sokféle lehet,
azonban a makroszkopikus hatas kdzos: a mozgd
részek energiat vesztenek, mikozben az altaluk
leadott energia mas részecskéknek adodik at
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I"-.l. Eye ))),’
A7 Radiative
.‘_.-"d Lo

valamilyen formaban. Ebbdl kifolyolag a
legyakrabban targyalt mennyiség az egységnyi
uton leadott energia. Legegyszer(ibb kozelitésben
kiilonboztessiik meg a sugarzasos €s ionizacios
energiaveszteséget, valamint kiilonitsiik el az
elektronokat, mint konnyt, elemi részecskéket a aeil 001 .1 1 o, 10 1000
tobbi nehezebb és Osszetett részecskétol. Fontos ' ' ' ' ' ! ' ' ' !

j im h. itt részletezett foylamatok L : = e T E—
megjegyeznim hogy az i y TETE Vi Tevid
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Muon mamentum

Nehéz részecskék (itt miion) energialeadasa az impulzus fliggvényében.
= A nehézrészecskékre sokkal jelentdsebb az Figyelem: mindkét tengelyen logaritmikus skala van!
ionizacids energia leadas kis energidn
» Nagyonnagy energidn itt is szerepet jatszik
a fékezési sugarzas, és a Cserenkov-sugarzas.

= Konnyt részecsskékre (elektornokra) az fenti elkiiloniilési hatar alacsonyabban van, igy mar kisebb energian is
jelentds a fékezésisugarzasuk, de ezek is tudnak ionizalni.

Az ionizacios folyamatok altalaban az anyagban a elektonrburokkal valo kdlcsonhatas eredményei, legegyszeriibben
a mozgasienergia atadodik az elektronoknak a burokban.

Nehéz részecskék ionizacios leirasara a Bethe-formula hasznalatos, amely nemrelativisztikus energiakra a

koveketez6:

dE  4mnZ* e2 \?

1
dr .

mv2 dmeg

2mv?

A lefontosabb aranyossagok a formulabol a rendszam négyzetével (Z) €s a sebesség négyzetével forditottan valod
fiiggés. Ebbdl az kovektezik, hogy az energialeadasi gorbe a sebesség novelésével csokkend tendenciat mutat. Ezutan
mas effektusok kezdenek szerepet jatszani (polarizacio, sugarzasi energia veszteség) ezért egy minimum utan Gjra

emelkedni kezd a gorbe:

Elektronokra azt érdemes tudni, hogy az

ionizacidval leadott energia logaritmikusan fligg "‘:;: T RS T T _—
az energiatol, mig a fékezésisugarzasos % Boaltrons Lead (Z=82) -
energialeadas linearisan, ezért ez utdbbi dominal T —_— ”\H’/ ]
mar par 10 MeV felett. — Lo ~a o ous —
; ; i Y ,__-""_"-EI'(-IIISS[ICIthl\;ll Tw,
A nehéz részecskék sugarzasos energialeadasabol saie B — L
a legfontosabb jelenség a Cserenkov-sugrazas, “‘312 [ b
amely akkor jon létre, ha a nagyenergiaju toltott _II : Tonization
részecske sebessége meghaladja az adott ﬂ"’_ Moller () 1
kozegbeli fénysebességet. Fontos, hogy a kdzeg *»{/\E]mh]m (e —o.os
szigeteld legyen. Ekkor a toltott részecske altal %ﬂf{x ]
megrantott kdzegbeli dipolok sugarzast E. f;::‘llml:rf;}fi“_xe s ]
bocsajtanak ki, amely kupfeliilleti frontba i —t lll'u e 5T RS 0
rendezédik. Ennek a kipnak a nyilasszoge: E (MeV)

Co
cosfl = —
nv

Elektron energialeadisa 6lomban

ahol n a kdzeg torésmutatoja, v a részecske sebessége, Co a vakuumbeli fénysebesség. A Cserenkov-sugarzas
jellegzetes kék szinti, és intenzitdsa még a nagyobb frekvencidk felé n6, de a gamma spektrumban levag.
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Gammasugarzas és anyag kolcsonhatasa

Az elektromagneses hullamok anyaggal valo
kolesonhatasaban a kovetkezd folyamatok jatszanak
fontos szerepet: {a) Carbon (Z=6)

1Mb - . o - experimental Gy, -
= Compton-folyamat: foton fugalmatlan !

szorodasa elektrononm ekkor a foton energiat
ad le az elektronnak.

» Fotoeffektus: az elektronburokban egy
elektron éppen egy masik palyara valo
atmenethez sziikséges energiat hordozo
fotonnal talalkozik. Ekkor a foton elnyelddik,
¢és az elektron gerjesztett allapotba keriil.

m Parkeltés: egy nagyenergias foton (E > 2 x
511 keV ) elektron-pozitron part hoz Iétre.
Sziikséges hozza kiils6 tér (vakuumban nem
jon létre).

g

Cross section {barns! atom )

1b

Alacsony energian a fotoeffektus dominal, 10 mb
jellegzetes csucsokkal, hiszen keskeny

energiasavban tud csak elnyelni. Kézepes energian a ~ % o, (b) Lead (Z = 82) -
comptoneffektus dominal, ez folytonos spektrummal i = - experimental Gy,
rendelkezik, az energiaval forditottan aranyos LMy : :-,

megkozelitdleg. Nagyenergian a parkeltés kezd el
dominalni. Tovabba a rendszam fliggések is
jellegzetesek: a Compton-effektus valdsziniisége
aranyos a rendszammal, a fotoeffektusé azonban a
rendszam 5. hatvanyéval!

(barns! atom )

1 kb

Radioaktivitas

Cross section

Osszefoglaloan radioaktivitasnak nevezziik Ib
atommagbol eredd sugarzasokat. Ezek tobbnyire

. . . = ‘ A% N
valamilyen atommagatalakulasos, vagy : ;i .

A 1w -

atrendez6déses folyamat eredményei. 10 mb I 1 1 | ik I PN I |

10eV 1keV 1 MeV 1GeV 100 GeV
Amikor az atalakulés kiilsé hatas nélkiil jatszodik le, Photon Energy
akkor spontan folyamatrol beszéliink. Ezeket Gammasugarzés energialeadasa szénben €s 6lomban
teljesen véletlenszertinek tekintjiik, a bomlasok
Poisson-folyamat szerint fordulnak eld, amib6l
kovetkezik, hogy két bomlas kozott exponencialis ido6 tellik el, és a kdvetkezd bomlasig hatralevé id6 is exponencialis
eloszlasu. Ez az exponencialis bomlastorvény:

N(t) = Np- e
n2 1

ahol A = a bomlasi paraméter, T a felezésiidd. Belathato, hogy az atlagos élettartam: + — —

1/2
Radioakiv bomlasok
a-bomlas

Az atommagokra vonatkozoan emlitettiik, hogy csak igen fenomenologikus elméletek allnak rendelkezésiinkre a

magok leirasara. Ezek koziil igen jolmiikodonek tlinik az a leirasm amely az atommagokban kisebb, erdsen kotott

alrészekkel szdmol. A kotésienergia-eloszlasa alapjan ismert, hogy a hélium atommagjanak igan magas a kotési

energiaja, ezért célszerli azt feltételezni (és kis magok esetében jol miikodik), hogy az Gsszetettebb atommagok
146/209
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Ismert azonban kvantummechanikabol az alagut-effektus. Eszerint egy véges potencialgatakkozé zart részecske
bizonyos valoszintiséggel ki tud jutni a gat mogiil annak ellenére, hogy az energidja kisebb és kisebb is marad a gat
magassaganal. Ha az alfarészt, mint a magerdk potencialjaba zart részecskét tekintjiik, ugyan ez a lehetdség fennall.
Ezt a folyamatot, amelyben alfarészecske hagyja el az atommagot, a-bomlasnak nevezziik.

Az alfabomlas energidja igen behtarolt, maximum 10 MeV koriil alakul. Nagyméretii atommag révén kdonnyen
lefékezddik és leadja energiajatm igy kicsi az athatold képessége.

Az alfarészecskék energiajara Geiger-Nuttal tapasztalati torvény fontos jellemzo, amely a felezési idoket és a
kibocsatott alfarészecskék energidit kapcsolja dssze:

InA = —Ai—l— B

vE

ahol A és B konstansok, Z a rendszam, E az alfarészecske energiaja. Ez a torvény azt foglalja magaban, hogy a sok
nagysagrendet atfogd felezési idok igen kis kiilonbségeknek felelnek meg a kisugarzott alfarészecske energidjaban.

B-bomlas tipusai

B-bomlasnal egy u-d kvark alakul at egymasba, amely reakcio kdzben egy tolttt W bozon csere is lezajlik, tehat a
B-bomlasok a gyengekolcsonhatas altal vezérelt reakciok. Felszabadul tovabba egy elektron és egy hozzatartozo
neutrind (vagy ezek antirészecskéi), ezért a Bsugarzas részecskéjének az elektront tekintjiik.

A gyengekolcsonhatassal magyarazhatd, hogy ez a reakcio 1ényegesen lassabban zajlanak le, mint az erds
kolcsonhatassal vezérelt beomlasi reakciok (ilyenekkel a részecskefizika foglalkozik). Az alapvetd folyamatok:

Negativ f-bomlas: n — p+ € + T,
Pozitiv B-bomlas: p—n+ e’ + v,
Ezek a folyamatokat az ugynevezett Feynman-grafokkal érdemes jellemzni, példaul a negativ B-bomlas grafja ilyen

(http://en.wikipedia.org/wiki/File:Beta Negative Decay.svg) . A graf csticsaiban érvényes a lepton- és barionszam
megmaradas. A fenti folyamatok atrendezésével tovabbi két reakcid kaphato:

Pozitronbefogés: 1, + et — P+
Elektronbefogas: p + € — n + v,

Ezek koziil a fels6 gyakrolatilag nem jatszodik le, mert az elektronburokban a pozitron annihilalodik, igy nem tud
eljutni a neutronig. Ezzel szemben az elektronok az atommag koriil igen hossza iddt eltoltenek, és mivel a
hullamfiiggvénytik szétfolyt, bizonyos valoszinliséggel a mag helyén is tartézkodnak, igy eléfordulhat, hogy a magbeli
proton befog egy elektront és atalakul.

Egyéb gyenge kolcsonhatas altal vezérelt folyamatok:
A proton-proton ldnc kezdéreakcidja: p 4+ p — I 4 et 4+ ye(-H]! 46}1,3’51?)
v-bomlas

Ez a szerkezeti valtozassal nemjaré folylamat a magbelsd gerjesztettségét sugarozza ki egy foton formajaban. Ez a

s

Radioaktiv csaladok

A nehéz atommagok koénnyen bomlanak, azonban ekkor is csak ardnylag kis csdkkenés zajlik le benniik a
rendszamban, kovetkezésképpen a bel6liik kialakulo 1j mag is hajlamos bomlasra. Ezeket a lancokat nevezziik

147/209
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radioaktiv csaladoknak. Az atommagok tomegét csak az alfabomlas csokkenti, mégpedig néggyel, ebbdl az
kovetkezik, hogy a bomlé magok négy csoportba sorolhatéak be az alapjan, hogy 4-nek melyik maradékosztalyaba
tartoznak. Ezt a négy csaoportot a négy radioaktiv csaladnak nevezziik. Koziiliik a Neptunium-csalad lényegében
teljesen elbomlott a kezdé atommag rovid felezési ideje miatt, a masik harom a Torium, Radium és Aktinium csalad
még jelen van a Foldon. A bomlési sorok stabil elemekben végzddnek: a hérom hosszi csalad Olomban, a Neptiinium
csalad Talliumban végzodik.

Elemi részecskék

Definicio6 szeimnt elemi részecskének nevezziik azokat az alkotokat, amelyeknek nem tulajdonitunk belso strukturat.
Jelenlegi ismereteink szerint ilyenek a kvarkok (u, d, c, s, t, b) és a leptonok (elektron, miion, tau, és a hozzajuk
tartozo neutrindk). Ezeket generaciokba rendezve csoportosithatjuk, az elsébe az u, d kvarkok, az elektron és az
elektron neutriné tartozik, a masodikba a c, s, miion és neutrindja, stb.

Alapveto kolcsonhatasok

A természetben jelenlegi ismereteink szerint négy alapvetd kolcsonhatas van. Ezek toltések kozott hatnak, és
kozvetito részecskéket tudunk hozzajuk rendelni, ennek tomege alapjan pedig -jelenlegi elméleteink szerint-
kolesonhatasi tavolsagot.

» Flektromagneses kolcsonhatas: kdzvetitdje a foton, nulla tomegii, ennélfogva végtelen a hatdtavolsaga, az
elektormos toltések kozott hat, amelyekbdl két féle van, az azonosak vonzzak, a kiilonbozodek taszitjak
egymast.

» Gavitacios: a kozvetito részecskéjét (gravitron) nem sikeriilt kimutatni, ennek ellenére a kisérleti tapasztalatok
alapjan végtelen hatotavolsagot tulajdonitunk neki. A tomegek kozott hat, csak vonzo lehet. Nagyskalan
hatarozza meg az univerzum viselkedését, mert a tobbi kdlcsonhatas vagy kiatlagolodik, vagy tal gyorsan
lecseng.

m Erds kolcsonhatés: a szintdltések kozott hat, kozvetitdi a gluonok, rovidhatdtavolsagh, ugyanakkor fajlagosan a
legerdsebb kolcsonhatas. Méasodlagos kolcsonhatasként az atommagot tartja 6ssze.

» Gyengekolesonhatas: az izek kozott hat, kozvetitérészecskéia 117+ és 7% bozonok, amelyek nagy tomegfiek,
ezért a hatotavolsag igen rovid. A radioaktivitdsban és mas lassu bomlasokban jatszik szerepet.

Kisérleti eszkozok

A detektorok két tipusat kiilonboztetjiik meg:

m szamlalok - csak jelzik egy-egy részecske felbukkanasat
» részecskenyom-detektorok - a detektoron athaladoé részecske palyajat rogzitik.

A detektalas soran a részecske (sugarzas) és a detektoranyag valamilyen (altalaban EM) kdlcsonhatasat figyeljiik
meg. Semleges részecskék detektalasa altalaban kdzvetett modon torténik.

Gaztoltésu szamlalok

Ionizacios kamra - felépités: gizszigetelésii sikkondenzator. Toltott részecske athaladdsa esetén a gaz ionizalodik, a
toltott részecskék a kondenzatorra kapcsolt fesziiltség (V) hatasara mozogni fognak, az aram mérhetd. Kis V esetén a
toltéshordozok lassan mozognak, a rekombinaci6 esélye nagy, ezért nem mindegyik jut el az elektrodaig. Az
aramerdsség eleve kicsi, a kamra nagy intenzitasok esetén hasznalhaté (doziméter, kozmikus sugarzasi mérések)

Proporcionalis szamlalo - felépités: cs6 alaku katod, benne kdzépen egy anodszal, valamint a kettd kozott
valamilyen gaz. Megfelelden nagy térerdsség mellett egy szabadelektron két iitkdzés kdzott a gaz ionizacios
potencialjanak megfelel6 energiara tehet szert, a gdzmolekulaval val6 litk6zés utan pedig mar két elektron megy
tovabb. A folyamat tobbszor megismétlodik, elektronlavina alakul ki. A végso jel aranyos lesz a primer elektronok
szamaval. Tolt6gaznak metant szoktak alkalmazni, mivel nagy az abszorpcidja az ultraibolya tartomanyban
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(rekombinaciokor ilyen energidji fotonok sugarzodnak ki). Felhasznalas: neutronfluxus mérése (bor-tetrafluorid
toltégaz, bor + neutron magreakcio).

Proporcionalis kamra - felépités: a katod két siklemez, kdzotte anddszalak, kozos gaztérben, a széleken vékony
mianyagfoliaval hatarolva. Megfeleld mennyiségli anddszal esetén a részecske athaladasanak helyét akar mm
pontossaggal is megkaphatjuk.

Driftkamra - mint a proporciondlis kamra, csak a szalak k6zotti tdvolsdg nagyobb (~10 cm). Egy kiegészitd
szcintillacios szamlalo hasznalataval mérhetd a részecske azon torténd athaladasa és az anddszalon megjelenése
kozotti id6. Ha az athaladas mentén a térerd teljesen homogén, a megtett ut és az ehhez sziikséges id6 kozotti
Osszefiiggés linearis. Magneses térben nem alkalmazhat6 (elrontand a homogén teret). Bonyolultabb konstrukcio,
mint a proporcionalis kamra, de mivel kevesebb szal van benne, ezért az ehhez sziikséges elektronika joval kevesebb
(és olcsobb).

Geiger-Miiller cs6 - proporcionalis szamlald, magasabb tapfesziiltségen. Egy elektron altal meginditott kistilés
onfenntarto, igy a jel detektdlasa egyszeriibb. Energiamérésre nem alkalmas. Argon + alkohol toltégazkeverék
alkalmazésaval elérhetd, hogy a szamlalo onkiolto legyen.

Szikrakamra - proporcionalis kamra-szerliség. A siklap és a szalak kozott elegendd nagy fesziiltség esetén a kettd
kozott szikra iitne at. Ha ennél a fesziiltségnél valamivel kisebbet kapcsolunk a vezetokre, akkor egy, a detektoron
athalado ionizalo részecske nyoman a szikra kialakulasdnak valdszintisége nagy lesz. Egy korabbi részecske altal
létrehozott ionokat egy alando, nagysagrendileg 100 V-os tértisztitd fesziiltséggel tiintetjiik el. Koordinata-
detektorként hasznalhato, az egyes szalak melletti elhaladas rogzithetd elektronikusan, vagy a szikrasorozat
lefényképezésével.

Szcintillacios szamlalok

A kristalyokban keletkez6 felvillanasokat detektaljuk. Eleinte az észlelés szabad szemmel tortént, késébb
fotoelektron-sokszorozot alkalmaztak.

Felépitése:

» szcintillator - a sugarzas itt alakul 4t fényenergiava,
m fotoelektron-sokszoroz6 - fényfelvillanas elektromos impulzussa alakitasa,
m erdsités, analizalas, regisztralas elektronikusan.

Toltott részecskék és fotonok detektalasara alkalmas, utdbbi masodlagos folyamatok altal (fotoeffektus, Compton-
szoras, parkeltés). Gyakran hasznalt szcintillatorok: ZnS(Cu), Nal(Tl), CslI(TI), naftalin kristalyok, toluol (folyadék).

Félvezeto detektorok

Els6sorban Si, Ge hasznélata, Li-al szennyezve vagy nagyon tiszta formaban. Ge csak nagyon alacsony
hémérsékleten hasznalhato, viszont mivel nagyobb a rendszama, mint a sziliciumé, eldnydsebb a gamma-sugarzasok
detektalasdhoz.

A félvezetd detektorokban egységnyi dtadott energia hatasara lényegesen tobb toltéshordozo keletkezik, mint a
szcintillacios vagy a gazionizacios detektorokban. Az ingadozas kisebb, ezért a felbontoképesség jobb.

Részecskenyom-detektorok

Els6sorban toltott részecskék detektalasara alkalmas szerkezetek, ugyanis ezek azok, amelyek nyomot hagynak
maguk utan.

(Wilson-féle) kodkamra - tiltelitett gdz-g6z keverék. Ionizalo részecske nyoman a gazionokon a gézcseppek
kicsapodnak, lathatova valnak. Rozgzités: lefényképezziik. Kiegészithetd szamlalé detektorokkal, igy a felvétel
készitése vezérelhetd.

Buborékkamra - forraspont f6lé tulfiitott folyadékban a toltott részecske athaladasa utan keletkezett ionparok
buborékokat hoznak létre. Ha a folyadék nyomasat hirtelen lecsdokkentjiik, a palya mentén lefényképezhetdé méretii
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buborékok (~ 200 mikrométer) alakulnak ki. Nagy méretii, koltséges szerkezetek.
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A termodinamika statisztikus alapozasa
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m 14 Egyensuly kortili fluktuaciok
m 15 A szabadenergia
= 16 Nagykanonikus sokasag
= 17 A nagykanonikus potencial
m 18 A klasszikus idealis gaz
= 18.1 Bernoulli-formula(*)
= 18.2 Maxwell gondolatmenete
= 18.3 Kanonikus sokasagban

Az egyensulyi statisztikus fizika feltevései

I. posztulatum: A magukra hagyott makroszkopikus rendszerek kellden hossza id6 utan a termodinamikai egyensuly
allapotaba kertlnek.

Az egyensuly beallasaban fontos a rendszer részrendszerei kozotti kdlcsonhatas, ha az egyensuly mar beallt, akkor
viszont a kolcsonhatas az esetek tobbségében elhanyagolhato.

II. posztulatum: Egyensilyi allapotban 1év6 rendszer minden olyan mikroallapotat egyenld valosziniiséggel veszi fel,
amely a rola szerzett, nem teljes informacioval (tipikusan makroszkopikus allapotjelzével) Osszeegyeztetheto.
Masképp fogalmazva, ha a rendszerrdl kevesebb informacionk van, mint amennyi az 6sszes mikroallapotot rogzitené,
akkor az altalunk megfigyelhet6 allapotot a rendszer egynél tobb mikroallapottal tudja megvaldsitani, és ezeket
egyforma valdszinliséggel fogja felvenni.

Ez a posztulatum azt jelenti, hogy nem vetitlink a rendszerre olyan informaciot, amelyet nem tudunk réla. Ez pedig a

statisztikus fizika kivételével minden mas tudomanyagra jellemzd! A feltétel matematikai megfogalmazasa az entropia
maximalizalasat jelenti.

A Gibbs féle sokasagfogalom

Egy makroallapothoz nagyon sok kiilonb6zé mikroallapot tartozik. Ezt igy mondhatjuk, hogy a makroszkopikus
tulajdonsagok ismerete nem egy makroszkopikus testet hataroz meg, hanem azok egy sokasagat. Ezt a halmazt
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nevezziik Gibbs féle sokasagnak.

Termodinamikai egyensulyban lévé rendszerek esetében a rajtuk végzett mérések eredménye fliiggetlen a mérés
idejétdl, igy a mért érték a mennyiség idobeli atlaganak tekinthetd. A mérés ideje alatt azonban a rendszer sok
mikroallapotat megvalositja, igy azt varjuk, hogy a sokasagra vett atlag megegyezik az idébeli atlaggal. Ha ez teljesiil,
akkor a bonyolult idébeli atlagtol eltekinthetiink.

A sokasag megadasa eloszlasfiigvénnyel torténik. p(i) azt adja meg, hogy milyen valosziniiséggel van a rendszer az i.
allapotaban. A normalast a

> p(i) =1

feltétel adja. Egy A fizikai mennyiség sokasagatlaga pedig:

>_A@@)p(d)

Kvantumos rendszer esetén ez a rendszer allapotaira valé szummazast jelenti, azonos részecskékbdl allo klasszikus
fizikai rendszer esetén pedig

dqdp

Z - f N3N

helyettesités alkalmazandé. Az N! és a h3N tag sziikségességére késobb talan még visszatériink. Egyelore annyit
emlitiink meg, hogy nyilvanvalé moédon, egy klasszikus fizikai rendszer végtelen sok allapotban lehet, hiszen
folytonos értékeket vesznek fel mind a koordinatak, mind az impulzusok. Ahhoz, hogy meg tudjuk szamolni az
allapotokat, a fazisteret valahogy diszkretizalni kell, példaul kis hiperkockakra kell bontani. Ha a rendszer egy adott
kockaban van, az tekinthetd egy allapotnak. Dimenzidanalizis adja, hogy a képletben szerepld h-nak hatasdimenzioju
mennyiségnek kell lennie. Az, hogy ez ténylegesen a Planck-allandd, pedig a kvantumstatisztikak klasszikus
hatdratmenetének elvégzésekor olvashato le. Az N! szorzo kvantummechanikai esetben szintén természetesnek hat,
hiszen az azonos részecskék megkiilonboztethetetlenek, azonban a klasszikus fizikaban ez nem igaz, ez vezetett a
Gibbs-paradoxonhoz, amely 1ényegében azt jelenti, hogy ahhoz, hogy az entrdpia extenziv mennyiség legyen,
szilkség volt az N! bevezetésére.

Az entropia

Definici6 szerint az entropia:

Sz—k/p-ln,ﬂ

Az entropia maximalizalasa jelenti a II. posztulatum teljesitését. Miért?

Az igy definialt entrépia a Shannon féle informaciéelméleti entropia:

Sing = — sz'lﬂgz(ﬁ'z')’

ahol pj altalanositott valosziniiségeloszlas. Ennek a kdvetkez6 tulajdonsdgai vannak:

» Biztos eseményre minimalis.
= Ha pj = p minden i-re, akkor maximalis.
m Fliggetlen eloszlasokra additiv.

Ezek pont azok a tulajdonsagok, amiket az entropidtol elvarunk. Tehat mindig az entropia szélséértékét kell keresni, a
makroszkopikusan adott mennyiségeket mint mellékfeltételt figyelembevéve. Ennek matematikai modszere a
variacioszamitas alkalmazasa az S funkcionalra, a mellékfeltételek pedig Lagrange-multiplikatorok segitségével
vehetdk figyelembe.
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A mikrokanonikus sokasag

A mikrokanonikus sokasag a zart rendszer statisztikus modellje. Itt az ismert makroszkopikus feltétel az, hogy a
rendszer teljes enerigaja E és E + 6E kozott legyen. Az eloszlasfiiggvény:

1

pli) = mhaff < F; < F 4+ E, mashol pedig 0.

Ahol mikroallapotok szama:
UESE)= Y 1
E<E;<E+43E

illetve klasszikus esetben

1 .
V(E,0E) =~y f dadp
E<E(§p)=E+4E

Itt hallgatolagosan kihasznaltuk, hogy a fazistérbeli stirliség csak az energiatol fiigg. Ennek hatterében az all, hogy
dp

stacionarius megoldast keresiink(d_ = (). Ebbdl a Liouville-egyenlet szerint kovetkezik, hogy a fazistérbeli stiriiség
ot

csak additiv mozgasallandoktol fiigghet. Megfeleld koordinatarendszert véalasztva az impulzus és az
impulzusmomentum 0, igy a fazistérbeli stirliség valoban csak az energiatdl fiigg. Ez a hatalmas redukci6 a
paraméterek szamaban(fp ]\ —s 1) a statisztikus fizika egyik legfontosabb elméleti pillére.

crer

amely zart rendszerre érvényes:
S =k-InQ(E,6E)

Innen még gy tlinhet, hogy az entropia még fligg a kis OE megvalasztasatol is, ez azonban nagyon jo kozelitéssel nem
igaz, sOt, gyakorlati alkalmazasokban Q(E,0E) helyettesitheto:

QE) = Z L

O<Ei<E

illetve klasszikus esetben a:

1 .o
(B, 0E) = f dydp

0<E(gp)<E
fiiggvénnyel.

Az S természetes valtozoi az extenziv allapotjelzok: S(E,V,N).

Ha x egy fizikai mennyiség, akkor annak a valoszintisége, hogy egy Xk értéket vesz fel

O(E,SE, x3)

b= —qEm)

ahol Q(E,d5E xk) azon allapotok szama, amelyek az energia (E,E + SE) kozotti értéke mellett még rogzitett X = Xk
értékkel is rendelkeznek.

A homérséklet

Tekintsiink egy zart rendszert, amely két alrendszerbdl all, melyek kozott energia aramolhat. Ekkor az sszes
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allapotok szama egyenld a részrendszerek allapotszamainak szorzataval:

Q(E,SE) = Q4(Ey, 6E)W(E — B, 0F)

Ekkor az egyenstly feltétele (az entropia szélsoértéke: = () a kovetkez6hoz vezet

¥

‘1
05, _ 05,
OE, 0F,

mivel tudjuk, hogy az egyensulyi feltétel a fenomenologikus termodinamikaban a hdmérsékletek egyenldsége, ezért
dimenzidanalizissel adodik, hogy a T homérsékletet érdemes a kovetkezéképpen definidlni:

1_05
T~ 9E

Kés6bb majd latjuk, hogy ez valoban ugyanaz, mint a termodinamikai hdmérséklet.
A nyomas

Tekintsiink egy olyan zart rendszert, melynek egyik alrendszere E| energiaja, N részecskét tartalmazo gaz, a masik
alrendszere pedig egy E» energiaju rugo, a két alrendszert dugattyu valasztja el. Itt ismételten keresve az entropia
széls6értékét, a mechanikai egyensuly feltételével (erdk egyenldsége) Osszeegyeztethetd egyenldséget kapunk, ha a
gaz p nyomasat a kovetkezéképpen definialjuk:

p 0S8

T IV

A kémiai potencial

Ha egy olyan rendszert tekintiink, melyek két alrendszere részecske és energiacserére képes, térfogata viszont

allando. Ekkor szintéén kapunk egy egyensulyi feltételt, amely a kémiai potencialok kiegyenlitédését adja, ha a
kémiai potencial a kovetkezOkppen definidljuk:

no 05

T 8N
Fundamentalis egyenlet

Az el6z6 harom pontban leirtak szerint az entropia teljes differencialja:

1 P B
dS = =dE + ZdV — =d\

ennek atrendezése adja a fundamentalis egyenletet:

dE = TdS — pdV + pdN

Az elso fotétel

Legyen egyelore a részecskeszam allando. Hasonlitsuk 6ssze a termodinamika elso fotételét a fundamentalis
egyenlettel! Az els6 szerint:

dE = 6Q + 6W
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a masodik szerint:

dE =TdS — pdV

Vonzo otlet a két egyenlet egyes tagjait azonositani, de ez a legaltalanosabb esetben nem helyes. Persze a bal oldalak
azonos kezdo- és végallapotok esetén egyenloek. Az els6 egyenlet az energiamegmaradast fejezi ki, a test
energidjanak megvaltozasa egyenld a munka és a hokozlés dsszegével. A masodik egyenlet csak egyensulyban
értelmezhetd, hiszen T és p egyébként nem értelmes mennyiségek, tehat ez az egyenlet csak két egyensulyi allapot
energiakiilonbségérdl szol. De altalanosan nem igaz, hogy TdS = 8Q. Példaul tekintsiink egy olyan zart rendszert,
amely egy V,T,p allapotjelzokkel leirhaté gaztol egy elvalasztoval elvalasztott dV térfogatih vakuumot tartalmaz még.
Ekkor ha a valaszfalat a feliilet normalisara mer6leges iranyban kirantjuk, akkor 8W = 0, hiszen merdleges az
elmozdulas és az erd. Ugyanakkor a rendszert zart, tehat 6Q = 0. Ekkor dE=0. Ugyanakkor pdV nem 0, és TdS=pdV.
Ezért §() # T'dS. Ugyanakkor, ha a folyamat olyan lassan megy végbe, hogy a valtozas kozben a rendszert
pillanatnyi paramétereivel jellemzett egyensulyi allapotban 1évonek vehetjiik (kvazisztatikus folyamat), akkor az
egyenlet két tagja valoban egyenld, hiszen térfogati munkat tekintve:

SW = —pdV
Ebbdl kovetkezik, hogy:

_ 99
T

Belattuk, hogy a termodinamikai és a statisztikus fizikai entropia fogalom ekvivalens.

dsS

A masodik fotétel

A masodik fotétel szerint spontan folyamatokban az entropia mindig nd. Ez az allitas kovetkezik az

S =k - Q(E, V, N) definiciobdl, ugyanis spontan valtozasokban az allapotok szima mindig nd. Példaul, ha egy
hoszigetelt edényt valaszfallal két részre bontunk, €s az egyik felében gaz van, a masikban vakuum, akkor a valaszfal
elhiizasa utan a gaz kitolti az egész edényt, megvan minden korabbi allapota, de nagyon sok mas is, igy az entropia
no.

Nem zart rendszer esetén a masodik fotétel:

oQ

ds > —
ez is konnyen belathato, ha az A rendszerbdl és az A' tartalybol allo zart rendszert tekintjiik, a tartaly ugyanis nagy,
benne a valtozas kvazisztatikus ezért entropivaltozasa — ——, a teljes rendszerre pedig igaz a zart rendszerre

0

vonatkoz6 f6tétel.

A harmadik fotétel

A harmadik fététel azt mondja ki, hogy 0 hémérséklethez tartava az entropia is 0-hoz tart. Ez nem igazolhato
altalanosan, csak a konkrét rendszer tulajdonsagait figyelembe véve.

Kanonikus sokasag

A kanonikus sokasag a hotartdlyban 1év test statisztikus modellje. A szokésos normalési feltétel mellett adott az
energia varhatoértéke:

fE-p-dr:{H):a.don

A Lagrange multiplikator modszerrel ezt a kényszert figyelembe véve az eloszlasfiiggvényre a kdvetkezd adodik:
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1
pli) = e "

ahol B mint Lagrange-multiplikator jelent meg, ahol az allapotdsszeg:

Z = Z e B

illetve N klasszikus részecske esetén:

1 —3BGA) § 7
e | ¢ 0P

B dimenzidanalizis miatt energia mértékegységli. Hogy pontosan micsoda, az a kdvetkezoképpen dontheto el.
Tekintsiink egy zart rendszert, amely all a kérdéses kanonikus rendszerbdl és a hotartalybol. A kettd egyiitt a
mikrokanonikus sokasaggal irhato le, a rendszer Osszenergidja E. Ekkor annak a valosziniisége, hogy a kis méretli
rendszer energiaja Ej:

O (E-E)
pt) = @)

7 =

ahol T a hotartalyt jelenti. Feltételiink szerint £; < F, vagyis ha In p-t sorbafejtjiik, akkor:

Inp =~ konst. + nQr(E) — (M> E; + ..
dEr Br—E

Innen mar leolvashato, hogy

1

Az ekviparticio tétele

Ha egy klasszikus rendszer Hamilton operator H = ax® + Hy alaku, ahol Hy nem fiigg x-t61 (ami tetszdleges impulzus
: 1 . .
vagy koordinatakomponens), akkor {a 3;2} = § kT, azaz a Hamilton ezen részére atlagosan § kT energia jut. Ez az

ekviparticio tétele. A kanonikus formalizmus alapképleteit hasznalva kénnyen belathato.
Az ekviparticiotétel sok egyszerli eredményt ad, ilyen pl.:

Egyatomos idealis gaz energiaja:

3
E = §NkT

Dulong-Petit szabaly: Eredetileg empirikus Osszefliggés a szilardtestek hokapacitasarol. Akkor kaphatéo meg, ha
feltételezziik, hogy a szilard test N fliggetlen 3 dimenzios oszcillatorbdl all. Ekkor

Cy = 3NE.
Egyensuly koriili fluktuaciok

Az energia varhato értéke:

_l e AR ld_Z
B =z 2B =753
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hasonldan
1 8?2
() = 5o
Z 03°

Az energiafluktuaciok négyzete:

1077

) - (27 = 355 (

= ;C]ﬂ@ = kT?Cy

107\* __o(E)
98 oT

Z 93

Kihasznalva, hogy a h6kapacités €s az energia extenziv mennyiségek révén aranyosak N-el relativ fluktuaciok:

JELEE

i

E? N

ami, mivel N nagyon nagy szam (1023) arra utal, hogy a fluktuaciok makroszkopikus testek esetén nagyon kicsik.
Kérdéses azonban, hogy mekkora az aranyossagi tényez0, ez ugyanis fazisatalakulasok kozelében nagyon megnohet.

A szabadenergia
Ha E energiahoz Q(E) allapot tartozik, akkor az allapotosszeg:
Z=3 Q(E)e "

a termodinamikai limitben az energiaeloszlas Dirac-delta szer(i, ezért

E
klnZ = 5 — T

crer

F=F-T5=-kTlnz

A szabadenergia szemléletesen egy zart rendszerbol kinyerhet6 hasznos munkat méri allandé hémérsékleten és
nyomason.

Annak a valosziniisége, hogy egy x extenziv mennyiség értéke X legyen:

Plz) = % % Q(E, z)e F

kihasznalva, hogy a makroszkopikus testek esetén E eloszlasa nagyon keskeny a szummat egyszeriien a
legvaloszinlibb értékkel helyettesithetjiik:

L om 7_ 1 , 1
P(I) =~ EQ(E,.’E}E_'&E — EES{E)."‘&—.&E — EE_'IjF{EJ

vagyis az egyensuly (a legvaloszinlibb allapot) feltétele F minimuma.

Nagykanonikus sokasag

Ha a kis rendszer a nagy rendszert6]l nem csak hét vehet at, hanem a részecskék is "dtmehetnek a falon", akkor
nagykanonikus sokasagrol beszéliink, ekkor az energia €s a részecskeszam atlagértékét tekintjitk adottnak:

f E-p-dl = (H)
157/209
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fN-p-dF:{N)

A Lagrange-multiplikator mddszer szerint az eloszlasfiiggvény:

1 —3E+aN

pli) = 5¢

ahol — B, a a kiilonbozoé mellékfeltételekhez tartozo Lagrange-multiplikatorok. A kanonikus eloszlasnal leirthoz
hasonlo6 elemzés szerint pedig

. 1
P =T
L

kT

a normalashoz sziikséges Q tényezo pedig:
Q= Z Z E-ﬁ(ﬂv (i)—p-N)
N i

illetve a klasszikus esetben:

—BEN—p-N) JT

Q= Zf h3NN|

A nagykanonikus potencial

ph

Q=> Q(E,N)e” T
termodinamikai hataresetben az eloszlasok élesek:

r
k-lnqzs—%+“;

srcr

&=FE_TS - uN = —kThQ
A nagykanonikus potencidl (vagy Landau-potencial) minimuma lesz az egyensuly feltétele nagykanonikus sokasag
esetében. Ez a szabadenergidnal leirthoz hasonlé gondolatmenettel belathat6. Kémiai egyensulyban tehat ©
minimalis.

A Klasszikus idealis gaz

Az eddigiek alkalmazasaként lassuk a klasszikus részecskékbdl allo nem kolesonhatd gaz példajat.

Bernoulli-formula(*)

Tekintsiink egy nagyon egyszertii modellt. Egy valamilyen edényben 1év6 klasszikus idealis gaz esetén, feltéve, hogy
er6 csak a fallal valo titkdzéskor lép fel, a virial:

f Frds = —p f AFdS = —p f VidV = —3pV
= 1o

158/209
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Tovabba:

d : :
dt Zﬁfﬁ = ZP{G + Zﬁfﬁ
egyenlet idéatlagolasaval:

0={> Fr)+2N{e)

ahol € egy részecske energidja. A két egyenlet 6sszeolvasasaval

2
pV = gf\r{é}

Maxwell gondolatmenete

Maxwell gyakorlatilag még a statisztius fizika megsziiletése elott levezette az idealis gaz sebességeloszlasat. Annak a
valoszintisége, hogy egy atom sebessége d*v-be esik:

f(@)d*
Maxwell gondolatmenete a kdvetkezd volt:

= Nincs kitiintetett irany

vagyis f (‘ 1,1|) szerint fligg, vagyis f-nek v szerinti gradiense parhuzamos v-vel:

10f(@) _ 10f(0) _ 19f(3)

v, vy v, Oy, v. Jdu.

m Vy,Vy,V; fliggetlen
f('{!) = Q(UE}Q(UF)Q(U:}
ezért:

o) o) o)
veg(vz)  vug(vy)  vig(v:)

Ennek a differencialegyenletnek a megoldasa:

ahol mar g normaltsagat is kihasznaltuk. a értékét megkaphatnank az ekviparticio felhasznalasaval, hiszen
2
U =
(2) = 5-

allapotegyenletének kombinalasaval jutott arra a kdvetkeztetésre, hogy cv = ——. A sebesség abszolut értéke

2KT

, de ez Maxwell idejében még altalanosan nem volt ismert. Helyette a Bernoulli-formula €s az idealis gaz

szerinti eloszlas:

m

3

}- mv2
F(v)dv = (m) e~ W 4rvidy
Kanonikus sokasagban

159/209
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Természetesen a kanonikus sokasag ismeretében a sebességeloszlas rogton leolvashatd az alapképletbol. Tobb is
megtehetd azonban. Megkaphato6 ugyanis az ideélis gaz allapotegyenlete. Az allapotdsszeg 3N Gauss-integral
kiszamitasa utan:

7= (2rmkT)*?
3N N
A szabadenergia:
3N

F = —kTnZ = —kT(NInV — 3NInh — InN! + =~In (2mmkT))
A nyomas:

oF N
P=pv =My

Zarovizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémadk | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapveto kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | K6lesonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/A termodinamika_statisztikus alapoz%C3%Alsa”

= A lap utols6é modositasa: 2009. augusztus 19., 20:47

160/209



Kvantumstatisztikak - Tétel Wiki

1/9

161/209

Kvantumstatisztikak

A Tétel Wiki wikibol
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Bevezetés, idealis gazok, Fermi- és Bose-eloszlas

Egy sokrészecskés kvantummechanikai rendszert a hulldmfiiggvénye ir le, ami 0sszes részecske 0sszes
koordinatajatol, és egyéb, belsd szabadsagi fokot leird valtozojatol (pl.: spin) is fliigg. Egy fizikai mennyiség varhato
értéke az operatoraval vett szendiccsel szamithato ki: {'.II ;1 lﬂ} Bérmilyen hullamfiiggvény kifejezhet6 példaul az
idofiiggetlen Scrodinger-egyenlet megoldasaival, amik a rendszer energiasajatallapotai. Véges méretii rendszernél
ezekbdl altalaban megszamlalhatéan sok van, igy a hullimfiiggvény egy (véges vagy végtelen) 6sszeggel adhatd meg:

Y = Z cnPn
n

Ittp, = |Cﬂ| Za valosziniisége annak, hogy a rendszeren mérést végezve azt az n-edik sajatallapotban talaljuk. igy

ha megadjuk a rendszer hullamfiiggvényét egy pillanatban, akkor azzal megadtuk a rendszert leiro
valdszintiségeloszlast is. A rendszer entropiaja a klasszikus rendszerekhez hasonloan

S=-KkK Z pnh’lpn
n

A klasszikus rendszerekkel szemben, ahol a rendszer energiaja egy tartomanyon beliil folytonosan valtozhatott, itt az
energia (¢s igy a rendszert leir6 tobbi mennyiség is) megszamlalhatdan sok diszkrét értéket vehet fel. Sokrészecskés
rendszernél altalaban az energiasajatértékek degeneraltak, €s nagyon sok van bel6lilk, igy az 6sszegzést gyakran
integrallal lehet helyettesiteni.

A tovabbiakban kolcsonhatas nélkiili kvantumgazokkal foglalkozunk. Ekkor a részecskék koziil mindegyikre ugyanaz
az egyrészecskés Schrodinger-egyenlet vonatkozik, az ennek megoldasaként adodo egyrészecskés
energiasajatallapotok minden részecskére ugyanazok, igy (mivel a részecskék megkiilonboztethetetlenek) a rendszer
leirasdhoz elég azt leirni, hogy melyik egyrészecske sajatallapotban hany részecske van. Fermionoknél ehhez hozza
kell tenni még azt a feltételt, hogy egy energiasajatallapotban legfeljebb egy részecske lehet, bozonoknal akarmennyi.
A kvantumgazoknal dltaldban nagykanonikus sokasdgban érdemes dolgozni, mert igy az dllapotdsszeg €s a beldle
szamithatd mennyiségek kiszamitasakor nem kell a részecskék szamara vonatkozé mellékfeltételt figyelembe venni,
ami egyszerlsiti a szamitasokat. Ekkor a részecskeszamot és a tobbi mennyiséget is a kémiai potencial fiiggvényében
kell kiszamitani, az igy kapott eredményekbdl a kémiai potencial kikiiszobolésével lehet a gaz allapotegyenletét
meghatarozni, ez azonban analitikusan nem végezheto el.
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A Bose-Einstein-eloszlas
n; = 3{—)1 megadja az £; energiaju allapotban levo részecskék varhato értékét. Ahhoz, hogy ez sehol se
[t Sl L p—

divergaljon és a részecskék szdma pozitiv legyen, az sziikséges, hogy a kémiai potencial kisebb legyen a
legalacsonyabb energiaszintnél (igy a nevezdben mindig egy pozitiv szam lesz).

A Fermi-Dirac-eloszlas

1
edlai—nm 41

mindig egy 0 és 1 kozotti szam.

cre

n; —

Idealis gazok

RE
R (S 2 2\ 1tta
T +T, 4T )
4122m ( thoe s
harom r egész értékeket vehet fel. Az eloszlasfiiggvények segitségével kiszamithatjuk a részecskeszamot és az
energiat.

N=Zn|
I

Egy L oldali kockaba zart idealis gdznal az energisajatallapotok: = (Tl T3, ?"3) =

E = Z g
I
A nyomas a nagykanonikus potencialbol szarmaztathato:

pV = kT In (14 5)
I

A felso elbjel vontatkozik a fermionokra, az alsé a bozonokra.

A fenti 0sszegzések (azt feltételezve, hogy nagyon sok energiaszint van és ezek egymashoz kozel helyezkednek el)
integrallal kozelithetdek, az eredmények:

2V o €
N = (25 + 1)?(2’”1)3;2 A #d&'

2V o g3/2
E=1(2 1) — (2 3/2 —d3
(25 +1)—5-(2m) L e 10 P

2V
pV = £(2s+ 1) e (2m)*2kT /@ veln (1 £ e*r=0)) de
o
pE
Itt s a részecskék spinje, V a gaz térfogata, €s - ( p) — L egy részecske energiaja. A nyomas kifejezését parcidlisan
2m
integralva kapjuk, hogy:
2
V==E
Pr =3
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A klasszikus hatareset

Mindkét eloszlasnak a klasszikus hataresete a Boltzmann eloszlas. Ha a szamlaloban levo exponencialis tag nagy,
akkor mellette az 1 elhanyagolhatd, és pont a Boltzmann eloszlast kapjuk. (Természetesen ekkor mindegyik
allapotban a részecskék szamanak vérhato értéke nagyon kicsi, majdnem 0.) Legyen az alapallapot energidja £ = ()
(az alapallapoti energiat tetsz6legesen eltolhatjuk, mert nem mérhetd), a részecskék energiaja: £ > (). Ekkor annak a
feltétele, hogy az eloszlasban szerepld exponencidlis értéke minden energiaszintre nagy legyen annak felel meg, hogy

N/ B2 \¥
E—.-j-“ 5 | teljestiljon. Klasszikus idedlis gazra: efn = [
V A\ 2mmkT

T 9 3/2
Ezzel az el6z0 feltétel: | ~s» i h'—
2rmkT

Azaz az el6z6 feltétel annak felel meg, hogy elég magas legyen a hdmérséklet és elég kicsi legyen a gaz stirtisége.
Ugyanezt az eredményt kapjuk a hatarozatlansagi relacio felhasznalasaval is. Klasszikus esetben AxAp > h, a
koordinata és impulzusbizonytalansagokrél pedig feltételezziik, hogy kisebbek, mint azok atlagos értékei:

1/3
Az < R = (%) Ap < pr = V2mkT
1

Ezeket behelyettesitve a hatarozatlansagi relacioba €s mindkét oldal harmadik hatvanyat véve pont az elobbi feltételt
kapjuk.

Bose-Einstein kondenzacio

A Bose-kondenzacio lényege, hogy a hdmérsékletet csokkentve egy megmaradd szamu részecskébdl allo
Bose-gazban makroszkdpikusan sok részecske lesz a legalso energiaszinten (mivel az egy energiaszinten levo
részecskék szamat semmi sem korlatozza), a T = 0 hdmérsékletli hataresetet véve az 6sszes részecske a legalso
szinten lenne.

Legyen egy dobozba zart idealis Bose-gazunk (ahol a részecskék szama megmarad), és kezdjiik el hiiteni. Mivel a
részecskék szama megmarad, a stiriségnek is dllandonak kell lennie. A siiriiség:

N 4r /w p2dp ) (zka)” 2 /w JTda
_ = — = 2T _— _—
3 2 2 T+
3 — ! —
V h 0 e (% j.&) _ 1 h 0 £ 1
e
Itt felhasznaltuk a - = Ji ésa v = — 31 helyettesitéseket. Mivel itt a legalso energiaszintet 0-nak vettiik, igy
2m '
cr == (). Az integral szorzdja egy véges szam, ami a hdmérsékletet csokkentve egyre csokken, igy ahhoz, hogy a
stirliség allandé maradjon, az integral értékének nonie kell. Az integral az o = — P paraméter fiiggvénye, igy az

integral ndvekedése a kémiai potencial valtoztatasaval érhetd el. Megvizsgalva az integral eredményéiil adodo
fiiggvényt azt kapjuk, hogy az a-nak a monoton csdkkend fliggvénye, és o = 0-nal is véges értéket vesz fel.
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az integril &ridke

alpha

Mivel az integral el6tti szorzo tetszdlegesen kis értéket felvehet a homérsékletet csokkentve, ezért az integral
értékének novekedése ezt csak egy ideig tudja kompenzalni, egy kritikus hémérséklet alatt (ahol a eléri a 0-t) a
részecskeszam elkezd csokkenni, és a hdmérséklettel 0-hoz tartva az integrallal szamolt részecskeszam is 0-hoz tart,
ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy a rendszerben a részecskék szama megmarad.

Az ellentmondéas abbdl fakad, hogy a részecskeszam integrallal kiszdmitasa csak egy kozelités, a valésagban diszkrét
allapotok vannak, €s ezekre 0sszegzést kell végezni. A legalacsonyabb energiaszinten levo részecskék szama:

|

E.'—']{E{I'—F] —_ 1

i“\rg =

A fenti esetben £, = () és igy az exponencialis fliggvény kitevGjében pont a all. Abban az esetben, ha o 0-hoz tart

crer

levo részecskék szama akarmilyen nagy lehet. Az elsd gerjesztett allapotban levo részecskék szama mar véges,
nagysagrendekkel kisebb lesz, igy az a tobbi allapottal egyiitt integrallal kezelhetd. Igy a részecskeszam
kiszdmitasahoz a kritikus homérséklet alatt a legalso energiaszinten levo részecskék szamat kiilon kell venni, a tobbi
részecskét lehet integrallal szamolni (o = 0-val szdmolva). A részecskék szdma a kritikus hémérsekleten:

3,2
N = orV 2mkT- Vrdr
h? 0 €T —1
A kritikus hOmérséklet alatt:
h? e — 1

ImkT\*? > /zd
N:F&TO—FQWV( = ) Vade
L]

Itt No adja a legalso szinten levo részecskék szamat, az integralos tag pedig a magasabb energiaszinteken levo

részecskéket. Ha a gaz hiitése kdzben a részecskék szama megmarad, akkor a két részecskeszam megegyezik és ebbol
No kifejezheto:

3/2
Ny= N (1 _ (T_];)
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.8

Lo

TfTe

A természetben ritka alkali g6zokben (23Na és 87Rb) figyeltek meg Bose-kondenzaciot, par uK homérsékleten,

magneses csapdakban lehiitve. Az elsére szoba jovo jeldlt *He-nél azon a hémérsékleten és stiriségen, ahol
Bose-kondenzaciora lehetne szamitani, mar folyadék halmazéllapotba keriil, ahol mar nem elhanyagolhat6 a
részecskék kozotti kdlesonhatas, a Bose-kondenzacio helyett a szuperfolyékonysag jelenik meg, ami szintén egy
makroszkoépikus kvantumeffektus.

Homérsékleti sugarzas, Stefan-Boltzmann torvény

Vizsgaljuk meg egy (az egyszeriiség kedvéért kocka alaktt) kalyhaban kialakuld sugarzast! A kalyha falait tokéletesen
tiikkrozonek (tokéletes vezetd fémnek) feltételezve a Maxwell-egyenletek megoldasaként adodé allohullamok felelnek
meg a rendszer energiasajatallapotainak. A kalyhdban véges sok allohulldim mddus alakulhat ki, egy modus
frekvenciaja:

_TC a2 9

w = —\/ny + na -+ Ty
L

Itt L a kocka élhossza, C a fénysebesség (a hullamok terjedési sebessége), 11, g és n3 egész szamok. Klasszikusan
egy modus energidja barmennyi lehetne. A kvantumos targyalasban viszont az ® frekvenciaju modus energiaja 7.5,
ahol n egész szam. igy a rendszer 0 tomegii, € = CP egyrészecske energiajii bozonokként kezelhetd, melyekbol egy
modusban akarhany lehet. Ezeket a részecskéket nevezziik fotonoknak. A fotonokra nincsen részecskeszdm
megmaradast megkdveteld torvény, igy a kémiai potencialjuk 0, szamukat csak a homérséklet hatarozza meg. A
rendszer energiaja:

EzV/m w?  hwdw
0

w2cd g — |

Az integralban az els6 tag az @ és o + do kdzotti modusok szama, a masodik tag az Bose-eloszlas az oszcillator
energiajaval sillyozva. Az x = (Fhw helyettesitéssel az integralbol a homérséklet kiemelhetd, és az integral a
hémérséklettdl fiiggetleniil elvégezhetd, az eredményiil adodo energiastiriiség:

E 8 7

i — . —16 .
T (hc)a(k]“) =706 107 e T
Ez a Stefan-Boltzmann térvény. A fotongaz nyomasa:
_1E
3V

Ezaz & = €P diszperzios relacio kovetkezménye, fermionokra is fennalna, a szabadenergia felirasaval és parcialis
integralassal torténd atalakitasaval konnyen beldthato.
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Fononok, szilardtestfizikai alkalmazasok (diszperzios relacio)

Els6 kozelitésben a szilard testek rezgései is szabad Bose-gazként kezelhetdek. Az atomok kis rezgéseinek
sajatértékproblémajat (példaul az atomokat rugokkal dsszekotott golydknak képzelve, és linearis kozelitéssel
szamolva) megoldva a foton problémahoz hasonléan allohulldm modusokat kapunk, fontos kiilonbség az, hogy itt a
hulldmhossz nem lehet a racsallandonal kisebb, igy véges sok modust kapunk (szemben azzal, hogy a hdmérsékleti
sugarzas hullamhossza tetszélegesen kicsi lehet). Feltételezve, hogy egy modus energiaja 1[5, lehet, ahol n egész
szam, az atomok rezgéseit kvazirészecskékkel lehet helettesiteni, amiket fononoknak neveziink. A szamitas a
fotonokéhoz hasonlo, fontos kiilonbség, hogy az allapotsiiriség kifejezése mas (bonyolultabb) és az, hogy csak véges
g(k)z(k)d*k

efslk]l _1q

sok modust kell dsszeadni. ' = /
keBZ

A fenti integralban a g ( k) fliggvény az allapotstiriiseg és g(k) a modus energiaja. Ezek altalanos esetben fligghetnek
a k¢ hullamszamvektor iranyatol is.

Egy szilard testre az £ ( k) diszperzios relacio altalaban valamilyen bonyolult fiiggvény, de kis frekvencidkon
altalaban linearis kozelitéssel lehet élni. Alacsony hdmérsékleten csak a kis energiaji modusok gerjesztddnek, igy az
egész spektrumot vehetjiik jo kozelitéssel linearisnak, mert ahol ez mar nem teljesiilne, azok a médusok mar nem
(vagy elhanyagolhatoan keveset gerjesztodnek). A diszperzios relacionak altalaban tobb aga van, az origobol induld 3
akusztikus 4g mellett 1étezik egy optikai 4g is, amiben a 0 hullimszdmhoz is véges frekvencia tartozik. A
Bruillen-zona szé1énél az optikai és akusztikus agak talalkoznak. Az ehhez tartozo frekvenciara tehetiink egy becslést
linearis kozelitésben, o = ck diszperzios relaciot feltételezve. A kristalyracs racsallanddja g av 1)~ 1Y
nagysagrendi, a hangsebesség ¢ == 1[]3111 ,"" s, igy a maximalis frekvencia . == ¢ J,J" 1 = 1[]135_1. Az ennek
megfeleld hdmérséklet (a Debye-hdmérséklet): i, = kT — Tp =~ 100K

A Debye-hémérsékletnél joval alacsonyabb hdmérsékleten ugy tehetiink, mintha az egész spektrum linearis lenne, és
a modusokat a véges mmax helyett végtelenig szamoljuk, mert az ®max korili modusok mar nem tudnak gerjesztédni,
igy a szamolas teljesen ugyanaz lesz, mint a hdmérsékleti sugarzasnal. Vegyiik még figyelembe, hogy a
hanghullamoknak két transzverzalis és egy longitudinalis modusa is lehetséges, amiknek a terjedési sebessége

3 1

altalaban kiilonbozik, ennek a kezelésére vezessiik be az effektiv hangsebességet: g = F —+ F Ezzel a képletek
: i tr

VRO , e Va?(kT)*
a homérsékleti sugarzashoz hasonloak lesznek. Az energia és a fajhé: f! = ——————
10(fic)?
2n2UAAV
C'i_r" — —3]—‘3
5(he)

A lineéris spektrumra jellemzo, hogy a fajhé a hdmérséklet harmadik hatvanyatol fiigg, szilard testeknél alacsony
hémérsékleten a fajhé ezt a viselkedést mutatja. A fenti képletek csak alacsony (1I° < T) hémérsékleten
érvényesek, amig csak azok a mddusok gerjesztddnek, ahol még érvényes az itt alkalmazott kozelités.

A Debye-homérsékletnél joval magasabb homérsékleten mar az 6sszes modus gerjesztodik, viszont az dsszes modusra
teljesiil, hogy £(k) < kT, igy a g™ k) _ 1~ e (k) kozelitést alkalmazhatjuk, amivel az energia:

E = / fCTg(k) d°k = 3NET Felhasznaltuk, hogy az allapotsiirliség integralja az 6sszes modus szamat adja,

igy az adodott eredményiil, hogy elég magas (sok anyagra mar szobahdmérsékletnél) hdmérsékleten teljesiil az
ekviparticio, minden modusra KT energia jut, a fajhé nem fiigg a hémérséklettél.

A Debye homérséklet kozelében is elvégezhetiink egy kozelitést. Tegyiik fel, hogy a spektrum a maximalis
hulldmszamig linearis, de nem a valédi maximalis hulldamszamot hasznaljuk, hanem egy olyan effektiv értéket, ami
biztositja, hogy a médusok szama megfeleljen a valésagnak:

Emaz 2
/ kR _ o
a 2m?
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Ezzel felirva az energia:

Tp
E =3NkKTD (-2

Ebben a magas homérsékleten szamolt eredmény a Debye-fiiggvénnyel van megszorozva:

3 [* 2d
D(z) = —/ e
0

e* — 1

A Debye-fiiggvény alacsony homérsékleten a hdmérséklet kobével aranyosan indul, magas hémérsékleten viszont
1-hez tart, ez megfelel a korabban szamolt két hataresetnek.

niT

1410

A ]

] 5 in 15 ] ] 5 5 ah
1410

Degeneralt Fermi-gaz

AT s () hataresetet véve a Fermi-eloszlasfiiggvény 1épcséfiiggvénybe megy at: a kémiai potencial alatti allapotok
be vannak téltve, a felette levékben nincs részecske. Igy 0 hdmérsékleten az integralok konnyen elvégezhetéek, ez az
alacsony homérsékletli Fermi-gazokra jo kozelités lehet. A kémiai potencialt 0 hdmérsékleten Fermi-energianak is
nevezik: £ = L. A részecskeszam szamitasa:

2wV (2m)3/?

£ ATV(2 3/2
5 / Vzde = (25 + 1)& 3/2
0

N={(2s+1) 3 CF
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Az energia hasonloan szamolhato, az eredmény:
E 3
N 5

Annak a feltétele, hogy ez a kozelités jo legyen felirhato ugy is, hogy a hémérséklet joval kisebb legyen a Fermi-
energianak megfeleld Fermi-hdmérsékletnél: kT <& £ . Fémek vezetési elektronjaira a Fermi-hémérséklet

T ~ 10° K, igy ott ez egy elég jo kozelités.

Elektronfajho, kvantumkorrekciok. {Bethe-Sommerfeld sorfejtés,
Landau-paramagnesség}

Alacsony homérsékletl rendszereknél alkalmazhaté modszer a Bethe-Sommerfeld sorfejtés, aminek a 1ényege az,
hogy a Fermi-eloszlast tartalmazo integralt T = 0 koriil sorbafejtjiik. Legyen a kiszdmitando integral:

1= [y e

A fenti képletben f(z) a Fermi-eloszlas és legyen g = (5 (azaz a g fliggvény integralja ismert, ami a 0
hémérsékletii hataresetnek felel meg. Ekkor parcialisan integralva, majd a G fiiggvény a kémiai potencial koriil
sorbafejtve a kovetkezdt kapjuk:

I=- [ 6@ Ed=Go - 36w [ (- wtiee

Az elso tag a 0 homérsékletii hatareset, az 0sszegzésben a paratlan tagok 0-t adnak a paros tagokban az integral
elvégezhetd, az eredmény:

I= Glu)+ Y2 G () (KT)™ (2 - 2-%) (28) ~ Glu) + (KT) =" (1)

Sokszor elég csak a legelsd tagot megtartani, az eredeti jelolésekkel:
o0 I 2
g(e)de i 2
— g)de + — (kT
|7~ [ e+ oy )

Ezzel példaul meghatarozhatjuk a fémek fajhéjéhez az elektronok 4ltal adott jarulékat (az elektronokat szabad Fermi-
gaznak tekintve). A fémeknél a szobahdmérséklet nagyon kicsi a Fermi-homérséklethez képest, igy elég csak az elsé
tagot megtartani. Az a hdmérséklet négyzetétdl fiigg, igy a beldle szamolt fajhdjarulék linearis lesz. A pontos

eredmény:
2
me kT
v = — Nk
2 EF

Ez (mivel £ / Ep = 3- 1[]_3) szobahdmérsékleten a fononok fajhdjéhez képest elhanyagolhatéan kicsi, viszont a

hémérséklet fliggvényében valtozik (a fononokbdl szarmazoé fajhd itt mar konstans), ezért ki lehet mérni. Alacsony
hémérsékleten viszont a kobosen induld fononfajhdhoz képest ez adja a nagyobb jarulékot.

Zardvizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
Tételek | Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikdja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet ¢s
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hullamoptika | Geometriai optika ¢s alkalmazasai | A kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- €s molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | K6lcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Kvantumstatisztik%C3%A1k”

= A lap utols6 mddositasa: 2009. augusztus 19., 20:57
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Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

1 Ritka gazok allapotegyenlete
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= 4.1 Az Ising-modell megoldasa 1 dimenzioban(*)
m 4.2 Az Ising-modell atlagtérelmélete 2 dimenzioban(**)
5 Magneses anyagok tipusai
= 5.1 Ferro, ferri, és antiferromagneses anyagok
= 5.2 Domainek
® 5.3 Atomi paramagnesség
® 5.4 Atomi diamagnesség
m 5.5 Pauli szuszceptibilitas
» 5.6 Landau diamagnesség
6 Hiszterézis
7 Curie-Weiss-torvény
8 Specialis anyagok
= 8.1 Spiniiveg
= 8.2 Magneses ellenallas
m 8.3 Szupravezetés

Ritka gazok allapotegyenlete

Tekintsiik a kovetkez6 Hamilton-operatorral jellemezhetd rendszert:

N pE
H = ; [2?71 + Eé] + U (Tla = TN)

Az els6 tag a részecskék mozgasienergidja €s belso gerjesztettsége, masodik a kdlcsonhatast jellemz6 potencial.
Analitikusan a kovetkez6k szamolhatok ki ebbdl:

» ritka gazok: gyenge a kolcsonhatas, és kicsi a jaruléka,
» szilard és amorf anyagok: er6s a kolesonhatas, de kicsi a hdmérséklet, ezért a részecskék a potencial minimuma

koriil rezegnek.

Minket most a ritka gazok allapotegyenlete érdekel. Irjuk fel az allapotdsszeget:

NFC f fda'r‘l dArrye” —AU(-)

ahol az impulzust kiintegraltuk:
(2mmkT)3/?

Bom o B8f(T) —
E f Tpe e

Azonban a potencialt nem tudjuk kiintegralni ilyen altalanosan, arr6l valamilyen modellt kell alkotni. Feltessziik a
kovetkezoket:
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» A kdlcsonhatas parkdlcsonhatas, mégpedig ugy, hogy csak a két kdlcsonhato részecske tavolsaganak abszolut
értékétol fiigg.
= Valamilyen modell fiiggényt tételeziink fel a parkolcsonhatasra. Ez lehet példaul Lenard-Jones, vagy a merev
gomb: egy bizonyos ro kozelségen beliil végteleniil nagy a potencial, azaz ennél kézelebb nem keriilhetnek
egymashoz a részecskék. A mostani levezetés altalanos, az utolso I integral tartalmazza ezt expliciten.

Amit tehat ki szeretnénk szamolni:

= / /’da?‘l-..darwﬁ—ﬁb’{___]

Tekintsiik egy pillanatra az atlagos potencialis energiat itt, €s a kanonikus targyalasban a belso energiat:

_ e—BU(.)
U= f...ffﬁ...d%NU(...)—
. c—3Em “n
E=YE,——

e Z

Az els6 egyenletben szandékosan vittiik be az allapotdsszeget, ugyanis az igy kapott tort a koordindtakonfiguracio
valoszintiségét jelenti, analogiaban a kanonikus modellbeli mikroallapot valosziniiséggel. A kanonikus targyalasban
azonban U-t feltudtuk irni z derivaltjaként, és az analogiat felhasznalva itt is megtessziik zn-re:

E = —0Jslnz
U= —03nz,

Ez utobbit felintegralva kapjuk:

3
Inz, = — f 4BT(B) + ¢
0

c-r6l belathato a hatarokon felvett értékek alapjan, hogy Nln .

[rjuk fel az atlagos potencialis energiat, mint parkolcsonhatasok dsszegét is:
— NN -1 N?
7=l —n) =" Nan g

i<y

Ezt szeretnénk egyenlové tenni az elébb megfogalmazott valoszinliségi integrallal, azonban annyit mar elértiink, hogy
a részecskék mar csak a valdsziniiségben vannak csatolva. A tovabbiakban felirjuk a nevezot is integral alakban,
attérlink a helykoordinatak kiilonbségére (r), mint valtozora, ekkor az integralok fele elvégezhetd, ami térfogatot ad
¢s kiesik. A maradékot felirjuk, mint B szerinti derivaltat. Ez mar igen egyszert alaku:

U= —tj_;ln/da?‘e_-jg{”

Ehhez kihasznaltuk azt a feltevést, hogy csak kettds iitkzések vannak, a tobbrészecskék iitkozéseket elhanyagoltuk.
A tovabbiakban feltessziik, hogy az ro, mint a részecskék méretét jellemzod paraméter sokkal kisebb mint a térfogatot
jellemzd méretek. Az integralt exponencialis fligggvény szinte mindeniitt 1 (mert az argumentuma 0), kivéve ro
kozelében, ezért becsempésziink nullat, mint +1 -1. Az igy kapott exponencialis integral (I) csak ro kdzelében
jelentds, ezért kicsit atirva sorbafejthetd. Eredményiil azt kapjuk, hogy:

Y
U= —Edjf

Ezt behelyettesithetjiik a parkolcsonhatasok felosszegzésébe, ezutan pedig az egész atlagos potencidlis energiat
beirjuk a kanonikus analogiabol kapott In z,, képletbe, és elvégezziik az integralt:
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_hi"?
Inz, = NInV + WI

Itt mar latszik, hogy az els6 tag a klasszikus idealis gdzhoz tartozik, a méasodikaz 1j, korrekcios tag. Az
allapotegyenletet a p = k'T'(h,In z,, dsszefliggésbél szamolhatjuk:

P N [ N }
—=—|1-=—=I
KV 2V

Az eljaras tovabb folyatathato, egyre tobb korrekcio adhatd az idedlis gaz egyenletéhez, tovabbi integralos
egylitthatok jelennek meg, amelyek N/V egyre magasabb hatvanyaival skalaznak.

Virial sorfejtés

A fentebb levezetett nyomasképlet altalanos alakban az tigynevezett virial sorfejtés, amelyet a nyomasra vezethetiink
le:

=7+ (7)) + 50 ()
et~ v T BRD\y) +B(D(7) +

A fenti esetben csak a kétrészecske kdlcsonhatasokat vettiik figyelembe, a tovabbi kolcsonhatasok figyelembevétele
¢s a megfeleld viridl-egyiitthatok integraljainak felirdsa kombinatorikai feladattd ndvi ki magat. Az egyes virial
egyiitthatok tovabba mindig fiiggnek a homérséklettdl is. Tovabbi informacio itt (http://en.wikipedia.org

/wiki/Virial coefficient#Definition%20in%20terms%200t%20graphs) .

Van der Waals gazok

A fenti ritka gdzokra adott levezetéshez igen hasonlé modon levezethetd a Van der Waals féle valos gazok
modelljének allapotegyenlete. Induljunk ki idealis gazbol, amelyet N darab megkiilonboztethetetlen részecske alkot.
Ennek a Hamiltonja:

Az ennek megfeleld egyrészecske allapotdsszeg:

1 Vv
dk?r —3H _
(=— [ dp f Pre Pl =
ﬁf X
Itt elvégeztiink két integralt, a helyszerinti egyszerlien a térfogatot adta, az impulzus szerintit pedig Guass-intergal
segitségével tudtuk elvégezni. Bevezettiik tovabba a termikus hulldmhossz jelolését is, ami megkdzelitdleg a
részecskék atlagos de Brogile hullamhossza adott hdmérsékleten, idealis gazban:

h

Ap = ———
r nmkT

A korabbiakbol a teljes allapotosszeg:
(:N
TN

Most tovabblépiink az idealisgazokrol, és feltételezziik, hogy a részecskék kozott a kovetkezo parpotencial van:

z

u(r) =oc r<d
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u(r) = —¢ (ﬁ)ﬁ r>d

T

r két részecske tavolsagat jeloli, d azt a tavolsagot ahol két részecske éppen érinti egymast. A potencial definicidja
miatt ennél kdzelebb nem lehetnek egymashoz. Ezt egyben azt is jelenti, hogy a teljes térfogat nem megengedett a
részecskék szamara, abbol le kell vonni a potencial altal tiltott részt:

2
V:t@—N-gﬁ

Azért kellett egy tovabbi kettes faktorral leosztani, mert kiilonben a kizart térfogatot duplan szamoltuk volna.
Tovabba bevezetjiik a részecskék kozotti atlagospotencialt, amit a fentiek felhasznalasaval egy homogén
részecskestiriiségre:

.
o= % | u(r)dmridr

Ami a szokasos dr vastagsag gombfeliilet darabok felosszegzése. Elvégezve az integralt bevezethetiink két
konstanst, az egyiket azonosithatjuk is a fentebbi fajlagos kirekesztett térfogattal (b):

N
T

A potencialhoz szintén egy energia tartozik, amelyben az eloszlas Boltzmann-eloszlas, azért ezt is bevezetjiik,
azonban a tllszamlalas elkeriilésére itt is bevezetiink egy 1/2-es faktort. A mddositott térfogatot és a potencialt beirva
az allapotdsszegbe:

1 (V-Np~

&= —2a a= E%daﬂ': eb

fre]
e~ 27

Ezekutan érdemes az allapotdsszeg logaritmusat venni, amelybdl a nyomas meghatarozhato, a ritkagazokhoz
hasonloan:

Olnz
oV

Algebrai atalakitdsok utdn megkapjuk a Van der Waals gazok éallapotegyenletét:

p=kT

NZa
(p + ivf ) (V — Nb) = NkT

Ising-modell

Az Ising-modell figyelembe veszi a szomszédos spinek kozotti kdlcsonhatast, egy (ferromagneses) rendszer energiaja
igy:

E = —HZSE' _JZS'&S_}'
i i,

A masodik 6sszegzés csak azokra az i,j parokra értendd, amik elsdszomszédok. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel,
hogy csak két allapot lehetséges, tehat az atomok spinje: 5; = 1. Az els6 tag a H nagysagu kiilsé magneses térrel
vett kolcsonhatés, a masodik tag a szomszédos spinek kozotti kdlcsonhatés jaruléka. Ferromagnesnél az a kedvezo
energidju helyzet, ha a szomszédos spinek ugyanabba az iranyba mutatnak, igy a J egylitthat6 pozitiv.

Természetesen a valosagban a tavolabbi spinek kozott is lehet kolesonhatas, az Ising-modellnek azonban jelentds
elénye, hogy 1 és 2 dimenzidoban egzaktul megoldhato.
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Az Ising-modell megoldasa 1 dimenzioban(*)

Az egyszerliség kedvéért periodikus hatarfeltételekkel szamolunk (ez nem valtoztatja meg jelentésen a
végeredményt), igy a modellt tigy lehet elképzelni, hogy a N spin egy gylir(i mentén helyezkedik el. A rendszer
energiaja:

N N
E = _JZS*&S'&+1 — HZS*.E
i=1 i=1

A termodinamikai mennyiségek meghatarozasahoz irjuk fel az allapotosszeget:

N N
Z = ZEXP (;3JZS¢53'+1 -|-_5HZ Sz')
i=1

{si} i=1

Az Osszegzés az Osszes elképzelhetd Sj sorozatra értendd. Az exponencialist szorzatta lehet bontani, és a szorzast a
sorozatokra vett 6sszegzéssel fel lehet cserélni:

N

7 — H EI&J5535+1+..3H{55+35+1:I,;"Z
i=1s5;=+1

Vezessiik be két spin kozott a kovetkez6 transzfermatrixot:

BJsisi+FH(si4+5;)/2
Tsisj =€ sisj+BH(sits;)/

Mivel sj és sj értéke is 4-1 lehet, T egy 2 x 2 matrix lesz:

_ eBI+BH  —3J
= —3J AJ—3H

e ! €
Ekkor az allapotdsszeg felirhato a transzfermatrixszal:
N
— _ NY _ N N e VNV
Z=1] DY Taer =Sp(TV) =AY + A} = A]
1=1 sj=+1

Az allapotdsszeg a matrix N-edik hatvanyanak a spurja, ami kifejezhetd a A1 €s Ap sajatértékek hatvanyaval. Mivel N
nagyon nagy, ezért a kisebb sajatérték hatvanya elhanyagolhat6 a nagyobbhoz képest. A transzfermatrix sajatértékei:

Mo =€ & \/ez-ﬁshz(ﬂH) + 287

Ha nincs kiils6 tér (H = 0), az allapotdsszeg: /7 = 2” chN (JJ ) A magnesezettség kiilso tér esetén:

M= dnZz Ne*'sh(BH)
3(.51{) \/Eg-jjsh?'(_ﬁH) 4 e—287
A korrelacios fiiggvény:

—1
n(r) = (susiar) = 77/ a0l = oo
Az Ising-modell atlagtérelmélete 2 dimenziéban(**)
174/209
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Az Ising-modell 2 dimenzidban is megoldhato egzaktul, de ez nagyon bonyolult, ezért itt egy atlagtérelméleti
kozelitést mutatunk be.A z energia kifejezésében a spinvaltozokhoz adjuk hozza és vonjuk is le a varhat6 értékiiket,
jelolje ezt . = {Sz-}:
2
5157 = (m+ (5= m)) (m+ (s; —m)) = m (s; + 55) =m*+ (s = m) (5; — m)

Az utolso tag az atlagtol valo eltérések szorzata, amit a tovabbiakban elhanyagolunk, igy nem lesz két spin szorzatat
tartalmazo6 tagunk, a rendszer ugy kezelhetd, mint egy szabad spinrendszer, amire az atlagos térnek megfeleld kiilsd
tér hat. Az energia igy felirva:

E= %JWEN — (H +Jqm) }_ s
i
Itt q az els6szomszédok szdma, amit koordindcios szamnak hivnak. Az allapotdsszeg:
7 — o~ BJgm? N/2 Z eBladm+H) Y si _ —BJqm®N/2 H Z pAladm+H)si _ —3Jqm’N/2 (2¢h (3
{si} i osi==1
Ebbdl kiszamithaté a magnesezettség varhato értéke:
m = {s;) =th(3(¢Jm + H))

A szamolas alatt végig felhasznaltunk egy m paramétert, mint atlagos magnesezettséget, de ennek az értéke nem
tetszoleges, hanem olyan, hogy a fenti egyenletet kielégiti. Az egyenletet érdemes grafikusan megoldani. Mindkét
oldalt m fiiggvényében abrazolva, a baloldal egy 45" meredekségli egyenes, a jobb oldal egy tangens hiperbolikusz
fiiggvény. A két gdrbe metszéspontjai az egyenlet megoldasai.

1.5
1k
8.3 r
ar e
-85
-1
L]
gehetas) 2 2
qe=hetas) = @,%
geheas) = 1
1.8 i A A .
=1.3 =1 =-0.3 L&} 8.5 1 1.5

A tangensfiiggvény meredeksége viszont fligg a hdmérseklettdl is, igy egy kritikus hdmérséklet felett csak egy, alatta
viszont harom megoldas van. A kritikus hdmérséklet alatt az anyag viselkedése ferromagneses, felette paramagneses,
a kritikus hémérsékleten masodrendii fazisatalakulas jatszodik le. Ha a kiils6 tér 0, akkor az egyik megoldas mindig az
origoban van, a masik két megoldas pedig szimmetrikusan helyezkedik el. Ha a kiils6 tér nem 0, akkor a megoldasok
eltolodnak, elég nagy tér melett mar a ferromagneses fazisban is csak egy megoldas lesz.
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1.5 :
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8.5
et
=8.5 y
.
=
L]
H=ad
H=kT
H=amk T
=1.3 =
-1.5 -1 -0, ] 6.5 1 1.5

A magnesezettséget a kiilso tér fliggvényében abrazolva (az aldbbi dbra fgJ = 2 paraméter mellett késziilt) S alaka
gorbét kapunk, egy kritikus kiils6 tér érték felett mar csak egy megoldas Iétezik, alatta harom. A harom megoldas
koziil azonban a kozépso instabil (a megoldasok a szabadenergia szélsdértékeihez tartoznak, a két szé1sé6 megoldas
minimum, a kdz&éps6 maximum), igy a kiilsé teret mondjuk egy magas értékrdl egyre csokkentve a magnesezettség a
felsé gorbén marad, majd a visszafordulasi pontot elérve leugrik az alsé agra. A kiilso teret ismét ndvelve a
magnesezettség az alsé 4g mentén haladva ndvekszik, majd a fels6 visszafordulasi pontot elérve visszaugrik a fels6
agra. A magneses teret a kozbiilso részben hagyva el6fordulhat, hogy a rendszer a termikus fluktudciok hatasara
atugrik az egyik helyr6l a masikra. Azokat a pontokat, ahol a magnesezettség visszafordul, spinodalis pontoknak
nevezik. Ez a viselkedés a valodi ferromagneses anyagokban talalhat6 hiszterézishez hasonlo. Egy valodi anyag
azonban sok doménbdl all, amik kiolthatjak egymas hatasat, igy be lehet menni vele a 0 magnesezettség kornyezetébe
is. Természetesen ez csak egy kozelitd leirds, ami csak a viselkedés jellegét adja vissza, igy a ferromagneses anyagok
hiszterézise a részletekben eltér ettol.

=1 =0, L LM 1
h

A fazisatalakulas homérsékletét az hatarozza meg, hogy ott a tanges hiperbolikusz fliggvény meredeksége az origdban

: : J
(a biztos metszéspontban) éppen 1, igy még csak egy metszéspont létezik. 3o = — T = E}'_

q.J k

Magneses anyagok tipusai

A magnesség targyalasanal elobukkantak a kovetkez6 mennyiségek: Magneses térerdsség (H), magneses indukcio
176/209
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vektor (B), magnesezettség (M). Bevezettiik a magneses szuszceptibilitast, mint anyagi jellemzot €s aranyossagi
tényezot:

B = po(H+M) = po(l+x,)H = pH

Azaz a magneses szuszceptibilitas a magnesezettség és a magneses térerdsség kozotti kapcsolat. A szuszceptibilitas
lehet pozitiv és negativ is, azaz kiilsé magneses térbe helyezve az anyagot, az vagy er6siti azt, csak csokkenti (a
magnes vonzza, vagy taszitja dket). Utobbi esetben az anyag diamagneses, az elébbi esetben tobb mechanizmust
kiilonboztetiink meg. A diamagnesség okozoi a belso lezart elektronhéjakon levo elektronok, amelyek a
megvaltozassal szemben hatnak a magneses momentumuk térrel szembe allitasaval.

Ferro, ferri, és antiferromagneses anyagok

Paramagnességrol beszéliink, ha a vonzo, térerdsitd hatas csak a kiils6 magneses tér jelenlétekor érezhetd (ez a tér
rendezi egyiranyba a momentumokat, eltdvolitdsaval azok ujra rendezetlenné valnak, és zarusra atlagolodik a
hatasuk). A diamagnességgel egylitt gyengének tekinthetdek. A ferro, ferri és antiferromagneses anyagokban a
magnesesség forrasaul szolgald atomi momentumok eleve rendezetten allnak, a kiilonbség csak az irdnyban ¢€s a
méretben van. Ha az atomi rendben azonos méretii és egyiranyba all6 momentumok vesznek részt, akkor az anyag
ferromagneses, igy ez allandomagneses jelleget mutat. Ha egymassal ellentétesek, és kioltjak egymast, akkor
antiferromagneses az anyag, ha pedig ellentétes, de kiilonb6z6 nagysagiak a momentumok, akkor ferrimagneses az

anyag.

A szilardtestfizika leirasokat dolgozott ki ezen jelenségek mikroszkopikus magyardzatara.

Domainek

A ferromagneses anyagoknal a domainek nagy, makroszkopikus méretli azonos bedllasu teriiletek. Kialakuldsuk oka
egyszeraen érthetd: a momentumoknak kedvezd, ha azonos iranyba allnak be, azonban amig a hdmozgas
rendezetlenné tudja tenni a rendszert, ez nem érvényesiil. Ahogy hiitjiik lefelé, egy kritikus pontnal a momentumok
beallasa er6sebb lesz a hdmozgas karakterisztikus energiajanal, és fazisatmenet kdvetkezik be, a kialakult kis azonos
beallasu helyek hirtelen makroszkopikus méretiivé tudnak valni, hiszen egymast allitjak be a rendezetlen allapotbol,
ugyanakkor egy masik irdnyba rendezddott részt nem tudnak megforditani. Ahol a kiilonb6z6 iranyitottsaga részek
Osszeérnek ott lesznek a fazishatarok, vagy domain falak az anyagban. Kiils6 erds térrel beallithato az egész anyagban
az orientacid egyiranyuva, igy maximalis térerdsség nyerhetd.

Atomi paramagnesség

Masnéven lokalizalt parmagnesség. Tekintsiik az 6sszes impulzusmomentumot (J = L + 2S), ekkor a magneses
momentum a kévetkezoképpen irhato:

1= —gpipJ
A B kiilso térben ez a kovetkezo energiat jelenti:
EF=—-uB

Ha feltessziik, hogy B z irdnyu. akkor a BJ skalaris szorzatot helyettesithetjiik BJ; szorzattal. Az energia ismeretében
feltudjuk irni az allapotdsszeget (z), azonban mivel az atomok fiiggetlenek, elég egy atom jarulékat vizsgalni:

J

¢ = Z ¢ P9npBJ.

Je=—1J

Itt csak Jz-ben kiilonboznek az allapotok, ezért a kitevo tobbi részére bevezetjiika z x valtozot, ekkor az dsszeg egy
véges geometriai sorba megy at. A felosszegzésre az eredmény:
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PRI +1/2)a]
C= "an(i/20)

Az egyrészecske-allapotdsszeg ismeretében felirhato a szabadenergia:

F=—-NkTInC

amelyben B is paraméterként fog szerepelni és a B_B fogja megadni a magnesezettséget (pontosabban a

magnesezettség-siriiséget). Az eredményben a bonyolult kotangens-hiperbolikuszok helyett bevezettiik a Brillouin-
fliggvényt:

VM = NgugJ - B;(J - x)

A Brillouin-fiiggvény alakra hasonlo az arkusz-tangenshez, de ez a pozitiv oldalon 1-hez, negativ oldalon -1-hez tart.
Ebbdl kovetkezik, hogy a maradék szorzévfaktor a maximalis magnesezettséget adja meg, a fliggvény alakjabol pedig
a szaturacio jelnesége adodik, ami akkor kdvetkezik be, amikor az 6sszes magneses momentumot egyiranyba
allitottuk be. Kiszamolhatjuk a fiiggvény x << 1, azaz B -> 0 hataresetét, amelyet behelyettesitve megkaphatjuk a
szuszceptibilitast:
oM C

XTOH T
Ahol a szamottevd mennyiségii konstanst a C Curie-allandoba vontuk 6ssze. Ez a hdmérséklettel forditottan aranyos
szuszceptibilitas fliggés a Curie-térvény.

Atomi diamagnesség

Az atomi diamagnességet szemléletesen tigy magyarazzuk, hogy a kiilsé magneses tér hatasara a kering6 elektron
palyaja megvaltozik, és ezaltal a madgneses momentuma is. Keringjen az elektron r sugaru palyan, melynek az
atommagon atmend, térre merdleges vetiiletének négyzetes kozépértéke p~. A keringési frekvencia o, és legyen a
kiilsé magneses tér H , ekkor a mag vonzo6 ereje €s a Lorentz-erd tart ellent a centrifugalis gyorsulassal:

F + epwHpo = mp(w + Aw)?

A négyzetet felbontjuk és a masodrendiien kicsi tagot elhaggyuk. Itt felhasznaljuk Larmor-tételét, amely azt 4llitja,
hogy egy magneses térben levo atom elektronjainak mozgasa elsé rendi kdzelitésben olyan, mintha a tér nem is lenne
jelen, csak a korfrekvenciara egy:

eH
Wp = ———
2me
precesszid szuperponalodna, ezt feleltetjiik meg a fenti kis korfrekvencia-megvaltozasnak. A magnesesmomentum az
aram ¢és a fleiilet szorzata, az aramot pedig azzal a definicioval irjuk, fel hogy az aramiranyra merdleges feliiletelemen
mennyi toltés halad at egy masodperc alatt. Ezek alapjan a magneses momentum komponensei:

A magneses momentumhoz csak a tériranyahoz merdleges tavolsagok jarulnak hozza az elektorn azonban r sugart
palyan kering, ez behoz még egy 3/2-es faktort a tavolsdgnéegyzetek kozott, igy a valodi teljes magneses momentum
z komponense Z rendszamt atommagra:

,LL:ZZE%{TE}

Behelyettesitve a Larmor-frekvenciat:
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Ze?H

2
< r° >
bme

Hz =
Amelybdl a szuszceptibilitds mar leolvashatd, a negativ eldjel jelenti a diamagneses hatast.

Pauli szuszceptibilitas

A Pauli szuszceptibilitas a parméagnesség egy masik modellje. A modell 1ényege, hogy a Fermi-energia kdrnyékén
1évo vezetési elektronok jarulnak hozza az elektronspin szuszceptibilitashoz. A hémérséklettdl fiiggetlen, Szemben a
kotési elektronok paramagneses szuszceptibilitdsdval, amely hdmérsékletfiiggd (Curie-térvény), és kb. két
nagysagrenddel nagyobb, mint a Pauli-szuszceptibilitas. Ez az energiaszeintek betoltottségi stirliségébdl szamolja ki a
felfelé és lefelé all6 momentumok mennyiségét. A betoltottségi stirlisagre a Bethe-Sommerfeld sorefjtést alkalmazza.
Ezek ismeretében ugyanis a magnesezettség felirhato:

1
M = ?(Q#B)(.ﬁlrfﬁf — Ng)
N-be a magneses indukci6 is bele vna olvasztva. Eredményiil a szuszceptibilitas:
3 o 1
2 L]
= —N——
X (9#3) 27V er

Ahol az utols6 tényezoben a Fermi-energia szerepel.

Landau diamagnesség

A diamagnesség ezen masik modellje mar kvantummechanikai megfontolasokon alapul. Az alapétlet szerint a szabad
elektornok a magneses térben korben mozognak, amei megint magneses teret kelt, s ez gyengiti le a kiilso teret.
Kiindulasként a szabad elektorn magneses térbeli Hamilton-operatora szolgal:

p2+ (py — eBz)? + p?

H = 2m

Azért kell kvantumosan szamolni, mert klasszikusan a magneses tér kitranszformalhatd, mi pedig éppen az aszerinti
fiiggést keresiisk. A rendszert jellemz6 hullamfiiggvényt felbontjuk egy y, z és egy x fliggd rész szorzatara, és
vizsgaljuk a Schrodinger-egynletbeli megoldast, amelyben felismerjiik a harmonikus oszcillator energidjat. Az energiat
y és z szerint azonbna még ki kell szamolni, ezt azonban a betdltottségi-stirtis€gbdl is ki tudjuk szamolni. A
magnesezettséget az energia tér szerinti derivaltjabol hatarozzuk meg, ebbdl pedig a szuszceptibilitas kaphatd meg:

amely éppen a Pauli-szuszceptibilitas -1/3-a.

Hiszterézis
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A hiszterézis a ferromagneses anyagoknak az
atmagnesezéssel szemben mutatott ellendllasa.
Masképpen megfogalmazva, amikor atakarjuk
magnesezni az anyagot, akkor az valamennyire
emlékszik korabbi allapotara, ezért adott iranyu és
mértékll atmagnesezes utan kapott remanens
(visszamarad6) magnesség kiilonb6zo lehet az
anyag el6zetes magnesezettségének
fiiggvényében. Legszemléletesebben ezt akkor
lathatjuk ha teljesen atmagnesezziik az anyagot
egyik, majd masik iranyba. A bejart ut kiilonbozik
a H-M-sikon. Itt kiilon névvel illetjiik a kiils6 tér
megiinésekor hatahagyott magnesezettséget (ez a
remanens magnesezettség) és az anyag terét
éppen kompenzald kolso térerdsséget (koercitiv
erd).

Curie-Weiss-torvény

B(T) G 10 _/._ i il
1.2 f 7 vt ]
I I.'" 17T
! f 157
as ; { 127
HI:.‘. |
o 1 ! 10T
1 [ —08T
|
06 4 / | 05T
/ . —03T |
424 // ;,|
R N il e i H (A/m)
1.8 4 . . : : |
-150 -100 -50 0 S0 100 150

Hiszterézis. B_R remanens teret, H C a koercitiv erdt jelenti. Bar az
abran fiiggélegesen B van felmérve, teljesen hasonl6 az M-re kaphatd
is.

A fenti memoria effektust Weiss egy bels6tér elmélettel probalta megmagyarazni. Eszerint a spinek egyiranyu
beallasa okozza a visszamardd magnesezettségi memoriat, amelyet ugy lehet figyelembe venni, hogy a
magnesezettség a kiilso téren kiviil onmaganak is fiiggvénye. Ennek a fliggésnek a sorfejtésébdl levezethetd a
Curie-Weiss torvény. A domaineknél emlitettek értelmében kihtilésnél megtorténik a "magneses kifagyas" afelett
azonban a termikus random orientacié dominal. A Curie-Weiss torvény leirja a szuszceptibilitas valtozasat a kifagyasi
pont felett, a paramagneses homérséklet tartomanyban:

C

M=_—+
T —1T-

H

Ez a formula a kifagyas felett érvényes, az atalakulasi pontban divergens, ami nyilvan nem relevans.

Specialis anyagok

Spiniiveg

Egyes specialis anyagokat felmagnesezve azok Curie-torvényt kovetik, azonban ha elvessziik a kiils6 magneses teret
egy gyors lebomlas utan egy remanens magnesezettséget mutatnak, amely azonban iddvel lassan, de tovabb bomlik.
Ez a viselkedés egyfajta atmenetként foghat6 fel a ferro és paramagneses anyagok tulajdonsagai kdzott. Magyarazata
részben a vegyes ferro és antiferromagneses kotések iivegszerii amorf elhelyezkedésében rejlik.

Magneses ellenallas

Ferrmagneses és nemmagneses rétegek szendvicselésével specialis vezetd eszkoz készithetd, amelynek ellenallasa
nagyban fiigg a kiils6 magneses tértol: ha kolsd magneses térben van, akkor igen kicsi az ellendllasa, ha azonban nicns
jelen tér, akkor igen nagy ellenallast mutat. Az effektus mértéke akar tobb 100% is lehet. A jelenség oka, a kiilonb6z6
spinti elektornokkal szmeben mutatott elelnalas, amely mogott az RKKY magspin €s vezetési elektron hiperfinom

magneses csatolasa all.

Szupravezetés

Egyes anyagok igen alcsony homérsékletre hiitésekor az elektromos ellenallas egzaktul nullava valik bizonyos
hoémérésklet alatt. A jelenséget elektron-elektorn parok (in. Cooper-parok) létrejottével sikertiilt értelmezni, amelyek
kozott a racsrezgések fononjai tartanak Ossze. Ilyne parokb jonnek létre egy Bose-Einstein kondenzaciohoz hasonlo
jelenség kovetkeztében, mivel az igy kialakult parok mar bozonként tekinhetdek.

ZA&rdvizsga tematika

180/209
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A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapveto kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolesonhaté rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/K%C3%B6lcs%C3%B6nhat%C3%B3 _rendszerek, m
%C3%Algneses_anyagok”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 21:01
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Kristalyos anyagok fizikaja

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

m | Pontcsoportok, Bravais-racsok, szimmetridk.
m 1.1 Szimmetridk
m 1.2 Bravais-racsok

= 1.3 Fontosabb kristélyszerkezetek[z]
» 1.4 Bloch tétel, adiabatikus szétcsatolas.
= 2 Rontgen- és elektrondiffrakci6. Diffrakciod, kinetikus elmélet. Ewald-szerkesztés. Bragg-feltétel.
= 2.1 Rontgen-diffrakcid
» 2.2 Elektronok
m 2.3 Szoras kinetikus elmélete
= 2.4 Bragg-feltétel
m 3 Kiilonbség az elektron- és rontgendiffrakcid kozott
m 4 Racsrezgések termikus hatésai.
= 4.1 Debye-féle fajhé
= 4.2 Hévezetés
= 4.3 Hotagulas

Pontcsoportok, Bravais-racsok, szimmetriak.

Rdcsvektor (IR,): olyan vektor, mely mentén ha eltoljuk a racsot, 6nmagaba megy at. (ez a transzlacios vektor is)

Ez felbonthat6 elemi racsvektorok linearis kombinaciojara:

R, = niay + noay + naa; I C— F
A
Azilyen R, vektorral valo eltolasat transzldcios miiveletnek nevezziik. Az ilyen 4 F /_E{F F
miveletek 0sszessége a transzlacios csoportot alkot. "}r’ o
N
Pontrdcs: pontok olyan halo szerti elrendezddése, amelyben minden kiszemelt pont
kérnyezete minden szempontbdl azonos akarmelyik masik pont kdrnyezetével. A racsvektor szemléltetése

Kristalyszerkezetet akkor kapunk, ha a racs minden pontjaban azonos dsszetételii
iranyitast atomcsoportot helyeziink el.

Idealis kristaly: olyan test, amelynek atomjai racsszertien ugy helyezkednek el, hogy létezik harom (&, g, 3
)vektor, hogy az atomi elrendez6dés minden pontbol ugyanolyannak latszik.

Elemi cella: elemi racsvektorok altal kifeszitett paralellepipedon. @ ( ay X Qa) Az elemi cella primitiv, ha csak a
csucsaiban tartalmaz racspontot. Wigner-Seitz cella: Azon pontok halmaza, melyek kdzelebb vannak egy adott

racsponthoz, mint barmely mésikhoz. (Ha a kristalynak van valamilyen szimmetridja, akkor ez a WS-cellanak is
megvan, mig az elemi cellanak nincs!)
a; X ag

Reciprok racs: I (hy, ho, hs) = hiby + hoby + hgbg, ahol by = 27
eciprok racs _( 1, 113, 3) 1_1-|— 205 + allg, ahol ty (El ng)ga
Szimmetriak

1. Transzldacio: 1étezik az R, transzlacids vektor
182/209
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2. Forgatas: (inverz forgatas is megengedett)

. 2T :
Ha egy kiszemelt tengely koriili —— szogli forgatés egy testet onmagaba visz at,
n
akkor az ilyen tengelyt n-fogasu forgastengelynek nevezik:
1—m
2

-
ma = a+ 2asin(ip — 5)m =1—2cosp cosp =

2
(p = arccos (I—Tm)
m| -1 Jofi]2 3

n[ 1 o453 P

(kvazi kristalyoknal - ahol nincs periodikus szerk. - lehet 5 forgast)

3. Inverzio: (tikrdzés) r = -r

11"

i

A forgatas szemléltetése. Az
alap (als0) szakaszt forgatjuk el
fi sz6ggel a bal csucs koriil.
Ebbdl kapjuk a trapéz egyik
oldalat. Ha megengedett az
inverz forgatas, akkor
megkapjuk a masik oldalt is.
Ekkor a két 01j pont tadvolsaga (a
trapéz fels6 éle) kifejezhetd a
szoggel, 1asd a tdblazatban.

4. Csuszosik: 0sszetett szimmetria miivelet — tiikrozés, majd a tengely irdnyaba valo eltolas (az eltolas a fele a

tengely irdnyaba es6 ismétlodési hossznak).

5. Csavartengely: Osszetett szimmetria miivelet — forgatés, majd a tengely irdnyaba valo eltolas.

1-5-ig az elemi szimmetriamiiveletek matematikai csoportot alkotnak, mivel ezek egymasutani elvégzése is
szimmetriamiivelet (csoport szorzas miivelete). A pontcsoportok a teljes ortogonalis O(3) csoport diszkrét

alcsoportjai, €¢s 1-5 miiveletek tetszoleges kombinacioibol allnak.

Bravais-racsok

230 tércsoport és 32 pontcsoport (7 osztalyba sorolva) létezik 3D-ben, 10 pontcsoport 2D-ben

14 Bravais racs létezik 3D-ben, 7 Bravais racs létezik 2D-ben
Ajelélések[l]:

* Primitiv elrendezés (P): rdcspontos a cellék csucsaiban

* Tércentralt elrendezés (I): +1 racspont a cella kozepén

*» Lapcentralt elrendezés (F): minden oldallap kézepén +1 racspont

* Egy oldalparon lapcentralt (A,B vagy C): csak két (szemkozti) oldal kdzepén van +1-1 racspont

A7 kristélyszimmetria‘ A 14 Bravais racs

Triklin \_ 1\

Monoklin ‘ P ‘ C
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a #90° a # 90°
B.y=90° | B,y=90°
P C I F
axbh#c axbh#c axbh#c axh#c
Ortorombos
i i i i
(4 (4 (4 ir
b b b b
P 1
axc awc
Tetragonalis
L L&
i i
4 [1]
| P
a B,y =9
Trigonalis '-
'
a
| A
a¥FcC
Hexagonalis c
i
| P(pcc) | I(bcc) | F(fec)
Ko6bos
(4] (4 (4]
[y [y 4}
el ol ol

Fontosabb kristalyszerkezetek
1. Egyszerii kobos (SC): Po

A WS cellaja is kocka.

2]

2. Lapcentralt kobos (FCC): Cu, Al, Au, Ag, Ni, Pt ((Ez a legsiiriibb racs))

FCC elemi cellaja

184/209
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racs FCC reciprok rics

i W—

FCC

3. Tércentralt kobos (BCC): Fe, W, Mo

réics BCC reciprok rdcs

1B

i

V

‘Wigner-Seitz cella
(J

BCC

4. Gyémant racs: Cgy, Si, Ge

FCC racs az alapja (és minden masodik nyolcad kockaban van atom).

Gyémant récs tetraéderes
szerkezete

185/209
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Gyémant racs FCC
racsbol

5. NaCl szerkezet: (két egymasba tolt FCC)

Sokristaly racsserkezetel

6. Hexagonalis (szoros illeszkedésii szerkezet): Zn, Nb

4 atom tetraédert alkot. Ha szabalyos ez a tetraéder, akkor teljesen szoros az illeszkedés.

rcs HCP  reciprok rdcs

<o

——

Wigner - Seitz cella Briflouin ztno

Bloch tétel, adiabatikus szétcsatolas.

Adiabatikus szétcsatolas dtlete Born és Oppenheimer nyoman alakult ki, akik rdmutattak, hogy az elektronokra
jellemz6 sebesség szilard anyagokban, a Fermi-sebesség (== 10%m /’ 5) lényegesen nagyobb, mint a kozegbeli

hangsebesség (== 10%m ,*'{ 5), ami az ionok jellemz0 sebessége. A kdvetkeztetés tehat az, hogy az ionok szemszogébal

az elektronok kdvethetetleniil gyorsan mogoznak, az elektronok pedig tigy érzik, mintha az ionok helyben allndnak.
Ezigen jelentOs egyszerisitéseket tesz lehetové, amelyeket a nem csak a szilardtestfizika de a molekulafizika is

gyakran alkalmazni tud.

186/209
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lonok: E‘,; B} = h 0

i 0R;
R* P

A Hamilton-fv: H = — ZQE‘J dRE V(EI)

Azaz az ionokra csak a sajat mozgasukat irtuk fel a sajat potencialjukban, ebben a kozelitésben az elektronok hatasat
elhanyagoljuk.

k0
Elektronok: r;;  p = ———
n* o
A Hamilton-fv: H = — —Fh 5 U (?") + v -(R ?"-)
o3 elld (ALY R RLE]
— 2m, ar;

Ekkor az elektronokra szintén a sajat mozgasuk és az onmaguk altal keltett potencialjuk hat, az ionok hatasat egy
kiilon kolesonhatasi potencidlban csatoljuk csak hozzajuk. Ez a két Hamilton fliggvény adja egyiitt a rendszer
Hamilton-fiiggvényét.

Az egyensulyi megoldas érdekében irjuk fel a sajatértékegyenletet:
Hi = Ev

A megoldast pedig keressiik szorzatfiiggvény alakban:

R? 2 . I do Oy Py
-Saigam Voot |- S, (2am o, + ¢om) |+

Az elso tag tehat az ionok terében az elektronok problémaéja (racsprobléma), a masodik az elektronok-fononok

?‘12 82
Z g2 TUes

kolcsonhatasi problémajara vezet (Fonon: kvazirészecske, szilard testek rezgési atmeneteinek energiakvantumai[3 ]).
A harmadik tag az elektron probléma. Most csak a racsproblémat, azaz az elso tagot targyaljuk. Irjuk fel (sok)
elektronra a racsproblémat, allo ionok terében:

Hyo = FEyp
R2A

1 elektronra: ' H = —
2m,

+V(r)

ﬁ-zﬂkfg 32 1 EZ
2m d—E? + ; Vi) + ; dmey |r; — 15

Itt az els6 tag a kinetikus energia, masodik az ionok altal keltett fix kiilsé potencial, a harmadik tag az elektronok
sajat Coulomb-potencialja. 7{-nak invariansnak kell lennie a racsperiodusu eltolasra:

H(r+ R,) = H(r)

Ez akkor teljestil, ha:

p(r+ R,) = 2 p(r)

Ez a Bloch-tétel, ami pedig végeredményiil kijott, azt Bloch-fiiggvénynek nevezziik.

Sok elektronra: 1 = —

T

A fentiek csak degeneralt esetben érvényesek. Nem degeneralt esetben az eltolasnal gond van a skalarszorzassal, igy
mas (fétengely transzformacio) modszert kell alkalmaznunk, de igy is megkapjuk végeredményiil a Bloch-fliggvényt.
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Rontgen- és elektrondiffrakcio. Diffrakcio, kinetikus elmélet. Ewald-

szerkesztés. Bragg-feltétel.
Rontgen-diffrakcio
(a) Rontgencso

Karakterisztikus és fékezési sugarzas; Sok fékezési sugarzas, kicsi az energia.

eUzhwzh.ckzﬁ;f

_iz?.c'; katod . ?
T%

Rontgen cs6 vazlata

N

—TM

L
e Ry

o

e K

K

Rontgen-sugarzas esetén a
tipikus atmenetek az
energianivok kozt

(b) Szinkrotronsugarzas
Az elektronokat folgyorsitjuk, majd ,,megrazzuk™ (csak fékezési sugarzas lesz)
Elénye a rontgencs6hoz képest, hogy monokrom €s nagy intenzitas, de nagy a mérete és draga.

Eszlelés: fotdlemez, szamlalocsd, CCD, Imaging Plate

Gyorsito vazlata

Elektronok

Elektronokkal is lehet diffrakciot 1étre hozni, és ezt vizsgalni (hasonld eljarassokkal, mint a rontgen-diffrakciot),
viszont pontosabb és célravezetdbb, ha elektronmikroszkopot hasznalunk anyagvizsgalatra:

188/209
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| Iizzér katod

kondenzor
lencse

+— minta

lencse

Y kép

Elektronmikroszkop vazlata

1 1 1
Leképezés: — 4 ? = —, ha k=f, akkor diffrakcio van.

k f
Rontgenhez képest hatrany:
- A lencserendszer miatt numerikus aperttra: 10 41073 (ami elég rossz)
- bonyolult mintapreparacio
- feltdltodik a nemfém minta, elektron erésen kolesonhat az atommal (erés rugalmas és rugalmatlan szoras)
- nem elég pontos pl. racsparaméterek mérésére
Elény:
- sokmindent latni vele
- sziikithetd latotér
- korlatozott teriiletli diffrakcio valosithaté meg

Szoras Kkinetikus elmélete

Rontgen sugarzas esetén — Thomson-szoras
(1) Rugalmas szoras: A valtozatlan, Ei; = Epe
(2) Koherens

(3) Gyenge szoras: egyenes szorasok...
Fraunhofer interferencia:

A bemen6-kimend hulldmszam = p(z): ha nagy, nagy a szorodas; ha kicsi, kicsi a szorodas az adott pontban.
(Rontgennél elektron-siiriiség, el.-mikroszkopnal el.- pot. slirliség, neutronnal magsiiriség). A faziskiilonbség:

189/209
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kor = |f_€o\31 = T51 ;  As=15; — 5
kr=I|kls;=—=sy ; Ap=—(s51—9)
Ap = (ky — k)r — A(k) = /p H(ot)egey

A(k) a szorodas, nem tudjuk mérni. A fenti integral a stirliségfv Fourier-transzformaltja.

Intenzitds: [ (k) = :1(E)|2

Bevezetjiil az Ewald-szerkesztést: reciprokracson berajzoljuk a beeso nyalab k vektorat, majd huzunk a k vektor
kezdépontjabol egy k| sugara gdmbét, ez az Ewald-gémb.

Ewald-gomb

Jelolés: K, - racsvektor; /i - reciprokracsvektor

Mindezt felhasznalva, a kristalyos anyag elhajlasi képe:

A(k) = fﬂ BoBegtr o p(r) = pr+ Ra) = plr)
A fentiekbdl:
A(E)pr(r_’)e“'(ﬁﬂ‘ﬁ)‘-‘i R gy — el ﬁ)ﬂnfp (k)i — A().cilboB)E,
Tehit: A(K) (1 - Et‘(&u—&)ﬂn) —0

Azt szeretnénk, hogy A(k) ne legyen 0 (mivel azt keressiik). Igy a mésik tagnak kell 0-nak lennie. Ezekb6l adodnak a
kovetkez6 tulajdonsagok:

-(ky — k) R, = 27k; (k€ Z)
190/209
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(ko — k) = K,

-A(K,,) # 0 — eclhajlasi irany
-A(K,,) =0 — Kkioltas

-A (ﬂﬁmiﬂ) = [} — teljesiilnie kell, kiilénben nincs interferencia
Bragg-feltétel

Az Ewald-szerkeztésbol tudjuk, hogy (ky — k) = K,

Tovabba tudjuk, hogy £ (kok) = 20

Tehat: K, = 2|ky|sin ¢

Az dbra alapjan pedig lathato, hogy: 2 2; sint? = %ﬂ—n

Amelybdl atrendezéssel kaphato a Bragg-feltétel: 2l sin 17 — n A —— er0sités csak ebben az esetben lesz!

Kiilonb6zo sikokrdl visszaverddés

Kiilonbség az elektron- és rontgendiffrakcio kozott

A mai korszer{i mikroszkdpokban az elektronok energiaja kb. 300keV, az elektronok hullamhossza 9 2 . 10" %m0
ami nagysagrendekkel kisebb, mint a szok4sos rontgenhullamhosszak. Ennek az a kdvetkezménye, hogy a
reciproktérban az Ewald-gdmb sugara joval nagyobb, igy a Bragg-szog kicsi. A reciprokracs helyén az Ewald-gdmb
siknak tekinthetd, ezért az elektrondiffrakcios felvételeken mindig a reciprokracs egy sikmetszetét lathatjuk,
ellentétben a rontgendiffrakcidval, ahol a diffrakcid képen koroket, illetve korszeleteket latunk. Azt, hogy tényleg
tobb pont legyen diffrakcios helyzetben, az elektronmikroszkop esetében az biztositja, hogy a minta vékony, ezért a
racspontok Fourier-térbeli képe kiszélesedik(végtelen racsnal lenne az pontszerti). Ez a kiszélesedés a
rontgendiffrakcional nem jelentds. Ott a Bragg-feltétel kielégitéséhez tobb modszer lehetséges. PI. porszer(i mintat
hasznalnak igy a diffrakcios képen két kor metszéspontja lesz(hiszen a kristalyok minden iranyba orientaltak, igy a
reciprokracs is "veliik forog"), vagy nem monokromatikus forrast hasznalnak(Laue-elrendezés), hanem folytonos
spektrumut, igy a kiilonbozo hulldamhosszak kiillonb6zo racsvektorokat hoznak diffrakcios helyzetbe.

Racsrezgések termikus hatasai.

Debye-féle fajho

A racs termikous rezgéseit alacsony homérsékleten az Einstein-modell nem irja le elég jol, hiszen ez a modell
minden atomot fiiggetlen oszcillatornak tekint. (Ezen szamitasok alapjan az 6sszenergia exp 0-hoz kellene,
hogy tartson)

Masik megkozelitésben a racs normalrezgéseit a & hullimszam-vektorral komponenseivel irjuk le. MInden
részecskéhez hozzarendelhetd egy ilyen vektor, és minden értékhez tartozik 3 modus (melyeknek mas a
polarizacids iranyuk és ortogonalisak). Tehat egy N részecskébdl allo redszerben 3N rezgési modus van
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(leszamitva a test mozgasabol adodo 6 szabadsagi fokot), melyeknek energiai kvantaltak ( Ey = niphw, )

Foton: az elektromagneses sugarzasi tér energiakvantuma.
Fonon: a kvantalt rugalmas hulldm vagy racsrezgés energiakvantuma (a fotonhoz hasonléan definidlva).

Debye-kozelitésben oy és k kozott a kapcsolatot nem a dinamikai dsszefiiggésekbdl hatarozzuk meg, hanem a
makroszkopikus kristaly mozgasegyenletébol.

1
A bels6 energia varhato értéke a kovetkezoképp adhatd meg: (.-3 = ﬁ)
hiw; hw
EY=FEo+2 S 1= Eﬂ+fm9(w‘)dw
T

hiwp = kTp, ahol Tp a Debye-hdmérséklet.

Debyve-fajho 3NLk

Doulong-Petit
szabaly

"'TT3

Lo
Fajh6 a hdmérséklet fliggvényében
Hoévezetés

A hovezetdképesség definicio szerint:

0T
Q) = ng,ahol

Q - a termikus energiaaram
K- a hovezetbképességi egylitthatd
ar .. . :
8_— a homérsekletgradiens
X

Tehat a termikus energia terjedése sztochasztikus folyamat €s diffundalva terjed.

A kinetikus-gazelmélet alapjan:

K= %C u/\, ahol

C - az egységnyi térfogatra esé fajho
u - a részecske atlagsebessége

A- részecske szabad Uthossza (két titk6zés kozott)

192/209
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Debye ezt az 0sszefliggést szilard dielektrikumokra alkalmazta. Ekkor C a racsrezgésekbdl (fononokbol) adodo fajho,
u a hang terjedési sebessége és A a fononok szabad tthossza.

(pl a vakuum rovid tdvon rossz, hosszatavon j6 hévezetd)
Hoétagulas

A hoétagulast a (potencialis energidban szerepld) nem linearis tagok hozzak 1étre. (P1: A kvarc er6sen lineéris anyag —
kevésbé hotagul)

Az abrarol jol lathato: ahogy n6 a hdmérséklet, jobban rezegnek a részecskék, megnd az energia és igy eltolodik a
kozéppont, tehat tavolabb keriilnek egymastol a részecskék. Ez a hotagulas.

U

Fajho a hdmérséklet fliggvényében

1. 1 Wikipédiarol: http://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice

2. 1 Képforrasok: Kojnok Jozsef - Kondenzalt anyagok fizikaja gyakorlat f6lidibdl (http://szft.elte.hu/~kojnok
/szilfiz/szilfiz_gy.htm)

3. 1 Fonon: http://hu.wikipedia.org/wiki/Fonon

Zardvizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A kvantumelmélet alapveto kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- €s molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Krist%C3%A1lyos anyagok fizik%C3%Alja”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 21:04
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Nemegyensulyi folyamatok leirasa

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

1 Irreverzibilis folyamatok
2 Master egyenlet, részletes egyensuly.
3 Entropia és szabadenergia
m 3.1 Irreverzibilis folyamatok
4 Ingadozasi jelenségek
= 4.1 Brown-mozgas, Diffizio, Brown-mozgas potencialban
m 4.2 Langevin-egyenlet
5 Vezetési jelenségek
= 5.1 Drude modell
m 5.2 Kereszteffektusok

Irreverzibilis folyamatok

Az entropia megvaltozasanak teljes egyenlete:

0Q 5“’;‘”‘", ahol
T

ds = ? + dSSponEcm +

00 a hdvaltozas, dSspontan @ spontan entropiavaltozas (mindig nagyobb 0-nal), 8 Wi, az irreverzibilis folyamat alatt
végett munka, T a hémérséklet.

Pl.: Ha vesziink egy zart rendszert (két kamra: egyikben gaz, masikban vakuum) és elvessziik a falat, akkor a
gaz kitolti a masik térrészt is. Ekkor: Q=0, W=0, AS > 0!!

A lényeg, hogy a rendszer 6nmagaval legyen egyenstlyban. A fenti egy spontan irreverzibilis folyamat
(kvazisztatikus rendszer folyamat). Egy ilyen soran az entropia keletkezik. Tehat az entropia nem marad meg,
de csak keletkezni “szeret”.

Tovabbi példas spontan S termelddésre (ha zart rsz. nincs egyensulyban, akkor S ndni fog):
Pl. Gay-Lussac: vakuummal szembeni tagulas: (B, V, N} — V n6 = () n6 = Sné....
P12. Eltérd hdmérsékletii taralyok: ... = E) + Fy == Q(El) = (EI)QE(EDSS: — B ) ekkor Q

eléri a max értéket és S spontan noni fog...

Master egyenlet, részletes egyensuly.

megjegyzés: a jobb olvashatosag érdekeben az abran szerepld: n'=m
Van egy rendszeriink, aminek van n diszkrét allapota, amik k6zott ugral.
m py(?): - annak a valésziniisége, hogy a rendszer az n-edik allapotban van.

» Tegyiik fel, hogy tudom, hogy egységnyi id6 alatt mi annak a valdsziniisége, hogy a rendszer n-bél m
allapotba megy at.

194/209
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Ennek jelolése: wy,. Nem tudunk réla semmit, de tegylik fel, hogy ismerjiik az értékét.

m Tegyiik fel, hogy az atmenetek folyamata Markov-folyamat, tehat 1étezik olyan Az, hogy mar csak a t mondja
meg, hogy mi torténik ¢ + Az-ben. (Es tegyiik fel, hogy az 4tmenetek megvalosulnak.)

Ekkor:

Palt + A1) = pa(t) = 3 Wan Atpa () + 3 wamAtpm(t)

Azt szeretnénk megtudni, mekkora valoszinliséggel lesz a rendszeriink az n. allapotban # + A¢ idGpillanatban. Ez
szerepel az egyenlet bal oldalan.

A jobboldalon a kdvetkezd tagok allank:

= 1. tag: Annak val6szintisége, hogy mar t idOpillanatban is az n. allapontban volt a rendszer (ezt ismertnek
tekintjiik)

m 2. tag: Annak valoszintisége, hogy t idOpillanatban az n. allapotban volt, és At id6 milva ellépett onnan (ezért
levonjuk)

m 3. tag: Annak valosziniisége, hogy t idopillanatban az masik allapotban volt, de Af id6 mulva az n. allapotba
keriilt.

(Wmn €s wym egységnyi idére vonatkozik)

Sorbafejtek Az kordl, igy p, (t + At) = p, (1) + aai:ﬁt

Ezt felhasznalva p,(¢) kiesik, majd Az-vel egyszertsithetiink. Ami marad::

)
!;:;ﬂ = — Z Winn pﬂ(t} + Z wﬂm}}m(t} A Master-egyenlet diszkrét allapottérben
! ki) e

Ennek kell, hogy legyen stacionarius megoldasa, amihez relaxal: ( _I?Ef] - egyensulyi valosziniiség)
{E] 1 —3E . y, e
Py = ;E #&n_ahol Ey az n-edik allapot energiaja.

Ha ezt helyettesitem be, akkor a bal oldal 0 lesz.

m Tegyiik fel, hogy meg tudom ugy adni az atmeneti valosziniiségeket, hogy a rendszer beugorjon az egyensulyi
allapotba.

= Hogyan kell megvalasztani az dtmeneti valosziniiségeket?
Az atmeneti valésziniiségek megvalasztasa

= Egyensulyban id6tiikr6zési szimmetria van.

,ﬁf‘ﬁ Wi ?'m

)

h rn
Wy

A rendszer két allapota kozotti
atmeneti valoszinliségek
"kimérése"
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Szamolom, hogy (irany szerint megkiilonboztetve) hanyszor megy egyikbol a masik allapotba a rendszer.

» Stacionarius allapotban At id6 alatt az atmenetek szama:

. . £

n-bdl m-be menve: w,, P,
’ . £

m-bdl n-be menve: Wy,

= A részletes egyensiily elve azt mondja ki, hogy a két szamnak meg kell egyeznie, azaz:

(=] £ w, 7 I3 . r 17 7 7
\wmn P, = WamlP,, ’Megkotes az atmeneti valosziniiségek hanyadosara

Ha az allapotok szama véges és a rendszer minden pontjabol minden masik pontjaba el tudok jutni, akkor egyetlen
stacionarius allapot lesz, az egyensulyi.

Csak az atmeneti valosziniiségek hanyadosara van megkotés, azaz:
W, e 8Bm) o= 3(Em—En) 1

w,,, e SEn) 1 e B(En—Em)

Ha E;; — En = AEym > 0 (azaz az energia nd), az e-ados tag 1-nél kisebb lesz, tehat vehetem azt az atmeneti
valoszintiségnek. Ha csokken az energia, akkor az energiacsokkenés felé vivo 1épést 1 valoszintiséggel [épem meg.

Bizonyités: dpn(t) = — Z Winn Pr(t) + Z WnmPm(t) = 0 (egyensuly esetén). Tehat:
m m
J— L= =
0=- Z(wmﬂpn - wﬂmpm) Paronként kioltjak egymast. Ezért hivjak részletes egyenstulynak, mivel nem csak

m
az egész 0sszeg nulla, hanem az allapotok kdzott paronként van egyensuly. (Ehhez egy 6sszefiiggd graf kell)

Entropia és szabadenergia

Ide még jon egy szemléletesebb magyarazat az entropiara (pl masik tételben is szerepel.) Cz

Tulajdonképpen valosziniileg ide a Bércesék altal irt Mechanika I1.-bél a 550-552 oldal kérnyéke a legrelevansabb.
94.27.225.23 2009. junius 22., 09:14 (UTC)

Irreverzibilis folyamatok

Ha egy rendszert példaul master egyenelttel irunk le, abbdl is levezethetd az entropia és a szabadenergia. Az entropia
trividlisan felirhat6 az allapotok valoszinliségeibol:

S == pilogy(p:)

Ebbdl pedig a szabadenergia:
F = Z Pi Et' -T-5
i
Az irreverzibilis szabadenergia mindig nagyobb, mint a reverzibilis folyamatokban. Az entropidra pedig tovabbra is a
masodik fététel alkalmazhato.
Ismétlésiil: A termodinamikai entropia fogalma:

00 = T3S, ahol Q a ho (azaz két kiilonb6z6 homérsékletii rendszer kdzotti spontan energiacsere), dS pedig az
entropiavaltozas.

, 5Q
Atrendezve: = —
zve: p.5 s
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Allapotjelzok:

extenziv (0sszeadodik): n, belsé energia, V, S

intenziv (kiegyenlitédik): p, T, pn
A Termodinamika els6 fotétele: dU = 6Q — 6W + pdN (egy komponensi elegyre)
A Termodinamika masodik f8tétele: § () = TdS’; oW = pdV
Fundamentalis egyenlet az el6z6 kettobdl: dU = TdS — pdV + ndN

Termodinamikai Potencidlok: Alapvet6 skalar potencidlok, természetes valtozoikban allandé rendszer esetén
minimumra térekszenek, azaz egyenstlyban minimalisak. U, F, H, G négy termodinamikai potencial:

» A szabad energia definicidja: F=U - TS
= Az entalpia definicidja: H= U+ pV
m A szabad entalpia definicidgja: G=U+pV-TS=H - TS

A belso energiara vonatkozo fundamentalis egyenletbdl Legendre transzformacioval tovabbi Fundamentalis
egyenletek kaphatoak. PI:

dF =~ SdT — pdV + udN

A Boltzmann-féle entrépia definicidja: § = kglnfl ( E) , ahol Q(E) a mikroallapotok szima.

_ — 3K
Kanonikus targyalismodban az allapotosszeg: € = Z e
m

crer

F=—kpTInz

Tovabbi siirlin hasznalatos, szarmaztathatd osszefoggések:

o9 _ v
U= —aﬁlnz, v =37

Fundamentalis egyenletekbdl:

95y _ 1 95y _p. 95y _ nm
o )y T o )ux T ON)yy T

oF\ _ . (0F\ ___ (0F\ _
or V,N - a4 TN S ON V,T e

JdF

Ezekbdl felirhat6 a Helmholtz-egyenlet: ' = [J 4+ THT

Ingadozasi jelenségek

Brown-mozgas, Diffuzio, Brown-mozgas potencialban
Alapfeltevesek

1. A részecskék egymastol fliggetleniil mozognak.
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2. 1 << megfigyelési id6 minimuma (ezen til a mozgas az el6zéektodl fiiggetlennek tekinthetd)
3. Az elmozdulasnak van egy valdszintliségi eloszlasa. A mozgas leirhatd valosziniiségi alapon.

Jelolesek

= n®(A)dA: annak valoszinliségét adja meg, hogy n darab részecske A-t ugrik T id6 alatt.
= p(x,f)dx: annak valdsziniisége, hogy t idépontban alatt x-ben van a részecske.

A Brown-mozgas szemléltetése
egy dimenzioban

Az Einstein-féle leiras (1905) Annak valosziniisége, hogy a részecske t id6 mulva az x és x+dx kozotti
tartomanyban foglal helyet:

plx,t +7)dx = p(z,t)dr — }Gp(:t,t)dxd)(&)dﬂ + fp(;r, — A t)drP(A)dA

Az egyenlet jobb oldalanak elsd tagja annak valdsziniisége, hogy a részecske mar t idopillanatban is az x és
x+dx kozotti tartomanyban volt. A masodik tag annak valoszintiségét adja meg, hogy t id6 mulva éppen
arrébbmegy egy barmekkora A ugrassal masik helyre. A harmadik tag annak valosziniiségét adja, hogy a
részecske valamekkora A tavolsagrol éppen A-t ugorva megérkezik t id6 mulva.

Az egyenletet dx-szel végigoszthatjuk hiszen a dx-ek (és a p(x,t) is) mindegyik integraljel elé kiemelhetdek,
hiszen nem fiiggnek A-t6l, ekkor:

pla,t +7) = plz,t) — p(x, 1) f B(A)dA + f pla — A, B(A)dA

>0

Es mivel f P ( &}d& = 1 (hiszen ®(A)dA annak valdsziniiségét adja meg, hogy egy részecske A-t ugrik ©

—0
id6 alatt, aminek a valdszinlisége a teljes térre egy kell, hogy legyen - itt jegyzem meg, hogy ®(A) = O(— A)),
ennek kovetkeztében a jobb oldal els6 két tagja kiejti egymast és az egyenlet a kovetkezo alakra egyszertisodik:

[ a]

p(:t:,f- + T) = f p(it? — A, f-)(I’(ﬁ)dﬂ Chapman-Kolmogorov egyenlet

—oa

A fenti egyenletet t-ban és A-ban sorbafejtjiik, az alabbiak szerint:

plx,t +7) = plz, f)—|—3fr—|—
d 107
plr— A1) =plz,t) - d_p +§a—pﬁ

Ekkor a kdvetkezo egyenletet kapjuk:

1 9%p(

3 “)fa?qn (A)dA

e f}—l——‘i"_ fp;r, 1®(A)dA— fa.cln )dA+
198/209
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Ugyanazon okok miatt, mint a Chapman-Kolmogorov egyenlet levezetésénél, az egyenlet bal oldalanak elsé tagja és
jobb oldalanak els6 tagja kiejti egymast, igy a kovetkezé marad:

dﬁ

1 82p( 2
o f AB(A)dA + - f A2P(A

262

A fenti egyenlet jobb oldalan az elsé tagnal az integral pont /\ értékét adja meg, mig a masodik tag integraljat ennek
mintajara elneveztik A2-nek. Az egyenlet a kdvetkezoképp modosul:

ap oy, Lp(a.t)
[ T - - [

dt dx 2 02?

Am A értéke nulla, mivel a ®(A) fiiggvényt teljesen szimmetrikusnak tételeztiik fel. Tehat a bal oldal elsé tagja is
kiesik. Ami marad:

)&g

op _ K plart)
ot 2r 0z
AZ

— -et D-nek (azaz diffuzios egyiitthatonak) elnevezve megkapjuk a diffiizios egyenlet altalanos alakjat, mely:

2T

[ <y
d_}} - D 0 P |Dinamikai egyenlet a valosziniiség id6beni véltozasara (més néven a Fokker-Planck
ot 3(3;2) egyenlet).

A Fokker-Planck egyenlet megoldasanak keresése
A kovetkezOkben a Fokker-Planck egyenlet megoldasat kerestiik a t = 0, x = 0 kezdéfeltételekhez.
Ekkor ha p(x,t = 0) = 5(x) akkor ebbdl a megoldas:

1 22

1f‘_ = — ¢ 1
plet) = —=ze

t (3D-ben az 1/gyok-0s rész a 3/2-en van.)

A fentiek alapjan < x% > értékére az alabbi Osszefiiggés sziiletik, ahol A-t konstansnak varjuk:

< z? }z/\thf

1

o2 4Dt
e iDidr—— / 26_5’ d
JArDi ve o

xX
az utolso egyeldségnél valtozo helyettesités tortént: If = \/—
4Dt

Az integral értéke innen (http://en.wikipedia.org/wiki/List of integrals of exponential functions#Definite integrals)

? igy: <x>>=2Dt (azaz . = 2)

Sodrodas, Brown-mozgas potencialban:

A részecskék ebben az esetben valamilyen Kitlintetett irinyba sodrodnak: ¢ ( &) #* (I)( —ﬁ)

Az el6zéekhez képest annyi a kiilonbség, hogy a kdvetkez tag:
o0
f AB(A)dA = K #0

Ismét alkalmazva a Kramers-Moyal sorfejtést:
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Op P T 19%p
t)+ 57 =plz,t ——f AP(A)dA ——fa?qmada
pl. ) ot ) b5, (A) 2 2 )
dp _ Adp N 1AZ §%p
ot TO0r 27 022
(E_‘ A2 - mikroszkopikus hossz, t: mikroszkopikus idé.)
Ezis a Fokker-Planck egyenlet egy alakja. A fenti egyenlet jobb oldalan az elsd tag Gnmagéaban egy driftet ir le:
g Op B
(;t N Eir, v= T

0

Driftel6 "csomag"

Példaul: p(x,t) = p(x — vt). A fenti egyenletbe behelyettesitve és elvégezve: —vp’ = —vp’

Viszont érdemes megtartani a masodik tagot, hiszen ha ezt is figyelembe vessziik, akkor azt kapjuk, hogy a "csomag"
halad valamerre és kozben szétterjed:

dp Bp &?p

a — VA )

ot dx dr?

Bevezetve az 'y := x-vt -t (vagyis "beleiiliink" a driftelo rendszerbe), akkor p(;r, — v, f) = (y, f) = (;r,, t).
Ekkor a Fokker-Planck egyenlet a kovetkezoképp mudosul:

2~ a5 27
U@ dp = —p— a}? DH Vagyis visszakapjuk a drift nélkiili 6sszefiiggést: a_p = d—
dy Ot dy My ot My
1 _fz—wt)?
— pat) = ==
4w Dt
Driftel6 és szétterjedd
"csomag"
Langevin-egyenlet
, . , . .. ou
Brown-mozgasra az altalanos Langevin-egyenlet: ;pn = —6rnia + X — 5 ,

® 7} - a viszkozitas
m a - a részecske sugara

m X - egy véletlenszerii erd
200/209
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n ?L - egy kiils6 erd (potencial)
dx
e - . ou
Ha nilcsillapitott esetet vizsgalunk, akkor () = —Ganza + X — 8_
xr

jelolést, az egyenlet a kdvetkezoképp fog kinézni:

Ekkor bevezetve a zajt - n = pX - fogalmat és a jy = 5
TNa

: aUu
T THe T

& -
7

Bevezetve még a U(I) = _pa_jelélést:
xI

T = U(I) + 17 lesz a végleges forma.
Ebbdl jol latni, hogy tulcsillapitott esetben az elmozdulas a v(x) determinisztikus sebesség és az | zaj Osszege.

Ha feltételezziik, hogy a zaj Gauss-eloszlasu, és meghatarozzuk az adott helyen tartozkodas valosziniiségét, akkor
megkapjuk a “driftet tartalmaz6” Fokker-Planck egyenletet (Isd. feljebb)

dp _ Op d*p
ot~ "oz T Va2

Bevezetve a valoszinliségi aramot: ,J — vp — Da_p, egyensulyi esetben (J=0) megkapjuk a Boltzmann-eloszlast:
M

1

— =AU 7 —
'F; =Ce (}3 kj;]ﬂ)

Vezetési jelenségek

Drude modell

Az elektromos vezetés jelenségét uigy tekintjiik, hogy az elektronok az elektromos tér hatasara gyorsulnak, azonban a

vezetd helyezkotott atomtdrzseinek iitkozve energiat veszitenek. Ez igen hamar makroszkopikus egyensulyhoz vezet,

ha a tér nem valtozik. Ezek a feltevések az alapjai a Drude-modellnek, amelynek eredménye az elektronokra felirhato
mozgasegyenlet:

mr —el —m—uv
T

amelynek stacionarius megoldasa:
m—v =ekl
T

Itt T az Uitk6zések kozott eltelld jellemzo relaxacios ido, v a drift sebesség. A v-re rendezett eredményt a toltéssel (e)
¢s az elektronsiiriséggel (n) beszorozva megkaphatjuk az Ohm-térvényt:

azaz az elektromros aramsiiriiség egyenesen aranyos a térerdsséggel, az aranyossagi tényezo a fajlagos ellenallas
reciproka, azaz a fajlagos vezet6képesség. A Drude-moell jo leirast ad tobb effektusra, azonban példaul az aram
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hohatasat talbecsli. Kevés jo modell van az elektronok {itkdzésének leirasara, ez a teriilet ma is aktiv kutatas targya.

Kereszteffektusok
(* A levezetés csak a kitekintés kedvéért szerepel)

A kereszteffektusok bevezetéséhez a nemegyensulyi statisztikus fizika eszkoztarahoz kell fordulnunk. Ebben a
targyalasban most a vezetési jelenségekre korlatozodva jellemezze a vizsgalt rendszeriinket az f betoltési fliggvény,
amely a pozicié, id6, és a hullimvektor fiiggvénye. Irjuk fel a teljes id6 differenciat, amely a Liouville-tétel
értelmében zérus:

_df  of C7"f af
0= = ot t gk~ X

itt X az litkdzések miatti valtozast jeloli. A felirt egyenlet Iényegébena Boltzmann-egyenlet, csak impulzus helyett
hulldmszamra felirva. A kovetkezo feltevéseket tehetjiik:

m BEgyensulyban a bet6ltést a Fermi-Dirac statisztika irja le:

1

eHEk)-Er) 4 1

fh(?ﬁ k) =

vigyazat, B-ban T fiigghet a helytdl is.
m A perturbaciok id6fiiggését elhanyagoljuk, azaz f idéderivaltja zérus.

» A rendszerben hullamcsomagokat akarunk leirni. Jo leirast kapunk, ha a sebességre a csoportsebességet
vezetjiik be:

= Az impulzusmegvaltozassal analdg tagra irjuk be a klasszikus elektromagneses eréhatast:

k:E(E+1va>
h C

» Az iitkdzési tagra tegyiik azt a durva kozelitést, hogy az egyenstlytol valo eltéréssel egyenesen, €s a relaxéacios
idével forditottan aranyos:

f—=Jo
(k)
» Az eloszlasfiiggvény helyszerinti gradiense a hdmérséklet fiiggésen keresztiil is kifejezheto:
of OfdT
gr 9T or
A fentiek ismeretében a Boltzmann-egyenlet a kovetkezd alakra keriil:
af T e 1 d —
V‘_f — 4+ = FE+—-—vxH f _Q
JdT or ' ok 7(k)

X =_

A derivalasokat egy D differencial-operatorba dsszevonva az egyenlet:

f—1fo
7(k)

Df = -

202/209

9/11



Nemegyensulyi folyamatok leirasa - TételWiki

203/209
Ennek a megoldasa felirhato soralakban, igy kiilonb6zo6 rendii korrekciok nyerhetoek:

f= fo—Dfs+ (D)*fo...

Ezt visszahelyettesitve elsérendben a kdvetkezo megoldast kapjuk:

dﬁ:. E—EF+8EF a1
dE T oT | or

f=lfo+ 45 —EE]

A legszembetinObb eredmény, hogy a magneses tér kiesett, azaz csak a magasabb rendl korrekciok fliggnek téle. Ha
bevezetjiik az elektromos aramsiirtiséget, és a héaramstiriiséget:

=

e = —— v fd’k
Je = B= /
1
0= —= E — Ep)vfd’k
1 A3 B:( F ) f
¢és bevezetve egy egyesitett potencialt: p = Er + e®, megkaphatjuk az aramokra vonatkoz6 egyenleteket:
I S Sl O L= 10T
or TH T ar
jo = Lﬁla_p’ + ngld_T
@ Jr T or

Az L egyiitthatok masodrendi tenzorok, itt most annyi elég roluk, hogy:

ARE Lzl, ez az Onsager-relacio a termodinamikaban,
Mindegyikiik tartalmazza az egyensulyi eloszlas energia szerinti derivaltjat, és t-t,

Az tenzor ezen feliil az elektromos toltést,
le,L2 Utartalmazza E — E F-et,
Wrs pedig (E — EF)Z—et.

Ezek segitségével kifejezhetdek a kovetkezok:
= Homogén anyagban, homogén homérsékleteloszlas esetén visszakapjuk az Ohm-torvényt:
je=0E, 0= —el"
= Homogén anyagban, ha nincs elektromos aram visszakapjuk a hovezetés egyenletét:

aT 1

- 22 12 114 —1 712
= —h—, k== (L® - L)L
Jo dr . T ( ( ) )
¢s az elektrokémiai potencial, valamint a hémérsékletgradiens kapcsolatat:
_ He or 1o iy —112
=5—, S==(L L
r dr’ T( )

Ezek kombinalasaval lehet értelmezni a tovabbi effektusokat (ekkor mar elhagyhat6 a fenti megkotések egy része):
= Seebeck-effektus: a homérsékletkiilonbség elektromos aramot hoz Iétre.
m Peltier-effektus: két fém hatarfeliiletén atfolyo aram homérsékletkiilonbséget hoz létre a két fémen.
» Thomson-effektus: aram alatt levo vezetd, amelyen homérsékletkiilonbség van, lehiil, vagy felmelegszik.
Ezen effektusok aranyossagi tényezoi kozott fennall a kdvetkezo két Thomson-0sszefiiggés:
I=T7-5
203/209
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ahol T a homérséklet, IT a Peltier-egyiitthato, S a Seebeck-egylitthat6 és u a Thomson-egyiitthato.

Az eloszlasfiiggvény tovabbi korrekcidinak figyelembevételével megkaphatjuk a masodrendi effektusokat, akkor mar
a magneses hatds is beleszol a folyamatokba. Ezek koziil a legjelentésebb a Hall-effektus. Itt elektromos aram, és ra
merdleges magneses tér hatasara az e16z6 kettére merdleges elektromos potencialkiilonbség alakul ki a vezetoben.

Z&rovizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika ¢s alkalmazasai | A kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- €s molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensiilyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Nemegyens%C3%BAlyi_folyamatok 1e%C3%ADr
%C3%Alsa”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 21:23
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Az asztrofizika alapjai

A Tétel Wiki wikibol

Tartalomjegyzék

1 Newton-féle gravitacios erétorvény

2 Az 6srobbanas elmélet alapvetd feltevései

3 Friedmann-egyenletek szemléletes értelme

4 Galaxisok kialakuldsa, morfologiaja, Hubble torvény

5 A HR diagram és a csillagfejlodés szemléletes képe, kompakt objektumok: fehér torpék, neutroncsillagok,
fekete lyukak

6 Megfigyelés alapjai: luminozitas, magnitado, vordseltolodas

Newton-féle gravitacios erétorvény

A gravitaci6 négy alapvetd kdlcsonhatas egyike az univerzumban, €s az egyetlen amely a nagyskalas szerkezetet
meghatarozza. A legkorabbi kvantitativ megfogalamzasa Newton-hoz kotheto:

M, M,
72

F=~

azaz az elektrosztatikus Coulomb-térvényhez hasonlo alaku, reciproknégyzetes lecsengésti erd, amely azonban csak
vonzo formaban ismert. A Newton-i er6torvény igen jo leirdsat adta a gravitacios jelenségeknek egészen addig, amig
Einstein altalanos relativitaselmelete létre nem jott. Ez utobbi hatareseteként tartalmazza a Newton-i erétorvényt.

Az 6srobbanas elmélet alapveto feltevései

A Big Bang modell a kozmoldgia Standard modellje. Els6sorban megfigyelésekre €s az altalanos relativitaselméletre
épul.

= Az univerzum megfigyelések szerint nagy skalan (100MPc felett) homogén (az anyag eloszlasa egyenletes),
erre alapul a kozmoldgiai elv, vagyis az a feltételezés, hogy 1étezik olyan vonatkoztatasi rendszer, melyben az
univerzum homogén és izotrop(abszolut vonatkoztatasi rendszer).

= A Hubble-térvény gy interpretalhatd, hogy az univerzum tagul. Ha ezt extrapolaljuk korai id6szakokra, akkor
az energiamegmaradas miatt az univerzumnak korabban nagyobb volt az energiasiiriisége, az univerzum nem
sztatikus.

= A tagulasbol és az energiamegmaraddsbol az 6srobbanas még nem kovetkezik. Hiszen elképzelhetd lenne pl. az
is hogy az u energiastriiség valami véges értékhez konvergal a végtelenben. Mivel az univerzumban az
egyetlen ismert nagy hatotavolsagl erd a gravitacios erd, ezért annak az elméletébdl kell kiindulni, ez pedig az
altalanos relativitaselmélet. Ennek az eddigi alapelvekre valo alkalmazasabol mar kdvetkezik az 6srobbanas.

Friedmann-egyenletek szemléletes értelme

Az univerzum tagulasanak targyalasakor elengedhetetlen az altalanos relativitas elmélet kereteiben torténd targyalas.
Tomoren 0sszefoglalva a tér-idd tavolsdgokat magabanfoglald ivelemnégyzet (lasd itt) fiigg a helytdl, és ez a fiiggés
kapcsolatban van a tomegekkel. A helyfliggést leird gorbiileti tenzor, és az anyag allapotegyenletét magabanfoglalo
fesziiltségtenzor kozott az Einstein-egyenletek teremtenek kapcsolatot. Ha a tdgulast egy skélafaktorral (a)
jellemezziik az ivelemben:

ds® = a(t) - dss (k) — dt*
205/209
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itt ds3(k) a haromdimenzios ivelemnézgyet a térkoordinataktol, ami kiilonbdzé geometriaju unierzumoknak felel meg,
ezeket k paraméterezi. A fenti ivelemmel az univerzum tagulasat leir6 egyenletek homogén, izotrop kozelitésben (az
Eistein-egyenletekbdl 10 egyenlet szarmaztathat6 (szimmetrikus négyestenzorok...), de az izotropia miatt a
tenzoroknak csak két fiiggetlen komponense lesz):

2 (E)E _ SwGp_ k2 Ac?

a - 3 a’ + 3
: E_E__%( %) A
H+Hd a 3 P 2 3

Ezek a kozmologia alapegyenletei. H a Hubble-allando, amely az univerzum tagulasat jellemzi, G a gravitacios
konstans, A a kozmoldgiai konstans, C a fénysebesség, k az univerzum gorbiiletét jellemzé mennyiség (sik, gomb,
vagy hiperbolikus feliilet). A kozmologiai allando olyan, hogy pozitiv energiastiriiséghez negativ nyomast rendel.
Ezzel magyarazzdk ma a gyorsulo tagulést, és ezt tartalmazzak a Friedmann egyeletek legjobboldalibb tagjai.

Az Univerzum fejlédésének az energiamegmaradasra, a kozmologiai elvre és a altalanos relativitas elvére
épiilo, A = 0 valasztassal felirt modellje a standard kozmologiai modell. Ekkor az egyenletek:

8nG (§)2+kc?_
32 ' \a a?
d 4 d s _
E(Uﬂ }+PE(E )=20

A k = sgnR szorzo a térid altalanos geometriajat adja meg:
m A k=+ 1 megfelel a pozitiv gorbiiletii, zart térnek, mely hatartalan, de véges. Az ilyen geometriaji taguld
Univerzum két dimenzidban felfuvodo 1€ggombbel szemléltethetd. Az ilyen térben a haromszdg szogeinek

Osszege tobb, mint 180 fok.

m k= — [ esetben negativ gorbiiletli, nyilt, végtelen térrdl beszéliink, melynek kétdimenzios megfeleldje a
nyeregfeliilet. Ilyen térben a haromszdg szogeinek dsszege kisebb, mint 180 fok.

m k = 0-nal sik, euklidészi térrél van szd.

A mar emlitett a(t) skalafaktort | k | = 1 esetben a kdvetkez Osszefiiggés adja meg:

Tehat ez a négydimenzios térben adott ponthoz simulé négydimenzios gomb sugara (lokalis gorbiileti sugar). Abszolut
vonatkoztatasi rendszerben barmely két pont tavolsaga aranyos a(t)-vel. k = 0 esetben a fenti definici6 nem érvényes,
ekkor a-t egyszertien barmely két, abszolut rendszerben rogzitett pont tdvolsagaként hatdrozzuk meg.

Az egyenletet atalakitva relativisztikus és nem relativisztikus esetekben a kdvetkezd aranyossagokat kaphatjuk:

a, Relativisztikus esetben (sugarzas dominalta univerzum) felhasznalva, hogy a nyomas és a stirtiség kdzott a p = 3p
Osszefliggés all fenn:

pox R1es R o 112

Ekkkor a skalafaktor idofliggése:

a(t) = ao (é)ls’z

b, Nem relativisztikus esetben (anyag dominalta univerzum) esetén pedig p = 0 6sszefiiggés teljesiilése mellett:

206/209



Az asztrofizika alapjai - TételWiki

3/5

207/209
—3 - i
poc R77é R oc 23

Ebben az esetben a skalafaktor:

a(t) = ag (é)ﬂa

Definialhatjuk az Q siirtiség paramétert. Ez szemléletesen az univerzum id6fejlédését paraméterezi, ha 1-nél kisebb az
univerzum 6rokké tagul, ha 1-el egyenld akkor a végtelenségig lassul a tagulas, ha nagyobb, akkor egy idoutan ujra
0sszeroppan.

8rGp
Q=—
3H?

Galaxisok kialakulasa, morfologiaja, Hubble torvény

A galaxisok osztalyozasat a Hubble diagram szemlélteti:

Elfipikus Lentikuldris

Szabglytaian

»

. s

Elb] . . E[l:!]_

Hubble-térvény: v = Hr ahol H a Hubble-alland6 (74 km/s/Mpc)

A HR diagram és a csillagfejlodés szemléletes képe, kompakt objektumok:
fehér torpék, neutroncsillagok, fekete lyukak

A Hertzsprung-Russel Diagram (HRD) a csillagok homérsékletét €s a hozzatartozo fényességet szemlélteti. A
diagramon kirajzolddé dgak azokat a csillagfejlédési allapotokat mutatjak, ahol a csillagok huzamosabb id6t

eltoltenek. A csillagok fejlédésiik soran valtoztatjak a helyiiket a HRD-n, attol fiiggden, hogy kis (<8 Mnap), vagy
nagytomegli (>8 MNap) csillagokrol beszéliink, mas-mas fejlédési utat jarnak be.
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A féagon tartdozkodo csillagokban H-fuzidval torténik az energiatermelés, amikor viszont a a H elfogyott, nehezebb
elemek fuzioja kezdddik meg, a csillag voros-oridssa valik, és atkeriil az orids agra.

A HRD vizszintes tengelyén a szinképosztalyok is szerepelhetnek példaul, ezeket a hdmérséklet alapjan osztottak fel.
A legf6bb osztalyok: O, B, A, F, G, K, M. Ezeken beliil 0-t61 9-ig vannak alosztalyok is felvéve. A Nap a G2-es
osztalyba tartozik.

Ha egy kistomegii (<8 MNap) csillag elfejlédik, akkor vorosoriassa valik, majd ledobja 1égkorét egy planetaris kodot
hagyva maga utén, illetve a csillagbol fehér torpe lesz, ami lassacskdn kihiil. Amennyiben a csillagnak volt tarsa, a
fehér torpe anyagot szipkazhat el tarscsillagarol, és amikor a a tomege eléri a Chandrasekar-hatart (1,4 naptomeg),
akkor Ia tipust szuperndvarobbdnsban felrobban.

Ha nagytomegii (>8 Mnap) csillag elfejlddik, akkor voros szuperorias lesz beldle. A csillag magjaban az egyre
nehezebb elemek fuzidja kezdédik meg, egészen a vasig (ez van a potencialgddor mélyén, eddig mehet a fizid). A
fzio ledllasa miatt a hidrosztatikai egyensuly felborul, neutrinok visszapattannak a vasmagrdl, lokéshullam
keletkezik, és II. tipusu szupernova robbanas kovetkezik be. A maradvany csillag lehet egy neutroncsillag, vagy
fekete lyuk, tomegtol fliggden (alt. 30-50 naptomeg feletti csillagokbol lesz fekete-lyuk, ezalatt pedig neutroncsillag).
A neutroncsillagok egy gyorsan forgo valtozata a pulzar, ahol nem esik egybe a forgastengely és a magneses tengely.

0 — — . = »
Fehér térpe

f Maptipusu
cslllag Vérds drias Planetiris k&d

A ~

VN s
Anutmcslilag
Csillagkszi felh& = o4 p—ll “\
Massziv csillag ﬁ

Viros szuperorias
' s i Fekete lyuk

Altalanossagban igaz, hogy minél nagyobb a csillag tomege, annal gyorsabban elfejlodik, élettartama annal rvidebb.
A fehér torpéket és a neutroncsillagokat a degeneralt Fermi-gaz nyomasa stabilizalja, ez all ellen a gravitacionak.
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Megfigyelés alapjai: luminozitas, magnitudo, voroseltolodas

Pogson képlet:
Fi

My — Mg = —2,5lﬂgf
2

Ez adja még két csillag fluxus-aranyabol (F1 és F2)a fényesség-aranyukat(mp és mp).

Magnitado: csillagiszati fényességskala egysége: m = — 2.5logF, ahol F a fluxus. ' = — 5 ahol 1 a luminozitas. Ez

dmr
dE
dt
A magnitudoskala forditott, tehat minél fényesebb egy csillag, annal kisebb szdm a magnitudoja. Létezik relativ és

abszolut magnitid6. E16bbi a Foldrél nézve egy objektum fényessége, utdbbi 10 parszekrél nézve. Egy csillag
abszolut fényessége és latszo fényessége kozott a kovetkezo dsszefiiggés all fent (a Pogson-képletbdl):

utobbi pedig az égitest altal kisugarzott energia minden irdnyban: | —

m— M = Slogr — 5

m — M a tavolsagmodulus, r a csillag t6liink mért tavolsaga pc-ben. Tehat, ha valamilyen médon meghatarozhatjuk az
objektum abszolit fényességét, akkor a képlet segitségével kiszamolhatjuk a tavolsagot (a lathatd fényesség
mérhetd). Az abszolut fényesség meghatarozasara tobb modszer is 1étezik (periodus-fényesség relacio Cefeidakra és
RR Lyr-ekre, SN-k, stb...).

Voroseltolodas: 1d. Doppler-effektus. Akkor Iép fel, ha egy objektum tavolodik toliink, szine egyre vordsebb lesz, a
szinképvonalai a hosszabb hullimhosszak felé tolodnak el. A vilagegyetem tdvoloddsa miatt a kozmikus objektumnal
ez a jelenség 1ép fel, és természetesen minél tavolabb van egy objektum, annal nagyobb a vordseltolodasa. Ezen a
jelenségen épp ezért tavolsagmeghatarozasi modszerek is alapulnak. A voroseltolodas ellentettje a kékeltolddas,
amikor egy égitest kdzeledik felénk (pl. Androméda-galaxis, a Tejutrendszer spiralgalaxis szomszédja).

Z&rovizsga tematika

A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyalasa | A relativitas elmélet alapjai
| Egzaktul megoldhato fizika problémak | Folytonos kdzegek mechanikéja | Fenomenologikus
termodinamika | Elektro- és magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullamegyenlet és
Tételek hullamoptika | Geometriai optika ¢s alkalmazasai | A kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A
kvantummechanika elméleti hattere | Atom- €s molekulaszerkezet | A magfizika alapjai | A termodinamika
statisztikus alapozasa | Kvantumstatisztikak | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok | Kristalyos
anyagok fizikaja | Nemegyensulyi folyamatok leirasa | Az asztrofizika alapjai

A lap eredeti cime: ,,http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php/Az asztrofizika alapjai”

= A lap utols6 modositasa: 2009. augusztus 19., 21:25
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