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1. A klasszikus mechanika alapjai (Varga Daniel)

Kinematikai alapfogalmak, mozgds leirdsa kilonbozd koordindta-rendszerekben. Newton-
torvények, mozgdsegyenlet, tehetetlen és silyos témeg. Gyorsuld koordindta-rendszerek (je-
lenségek a forgd Foldon). Munkatétel. Pontrendszerek. Merev testek: egyensily feltétele, tehe-
tetlenségi tenzor, porgettyik. Energia-, impulzus- €s impulzusmomentum-megmaradas: tételek
témegpontra €s pontrendszerre. Galilei-, Lorentz-transzformdcid, relativisztikus kinematika,
relativisztikus dinamika. Négyesimpulzus.

1.1. Kinematikai alapfogalmak

A kinematika a testek mozgasdnak matematikai leirdsa. Mozgd testrdl akkor beszéliink,
ha egy test hely, illetve helyzet valtoztatast végez egy mésik testhez képest. Azt a testet,
amihez képest a mozgast viszonyitjuk vonatkoztatdsi rendszernek hivjuk. Az anyagi pont
mozgasat a vonatkoztatasi rendszerhez rogzitett koordindta-rendszerben irjuk le.

Mozgo testek leirasanal gyakran hasznaljuk a tomegpont kozelitést, vagyis, a kiterjedt
merev test helyett, azzal megegyez6 tomegt pontokként kezeljiik a testeket.

e A koordinata-rendszer kezddpontjabol (origd) az anyagi ponthoz hazott szakaszt hely-
vektornak nevezziik, melynek irdnya minden ¢ idGpillanatban a mozgo test tomegko-
zéppontja, illetve a tomegpont felé mutat, jele: r(t). A helyvektor a mozgé test adott
id6pillanatbeli koordinataitol fligg pl.:r(t)=(x(t),y(t), 2(t)).

e Azt a gorbét, amit a test mozgasa soran leir a mozgas pdlydjanak nevezzik.
e A palya teljes hossza, vagy csak egy részének a hossza az t, jele: s.

e A palya kezds- és végpontjat 6sszekots vektor az elmozdulésvektor: Ar = ry — ry.
A megtett at hossza és az elmozdulas nagysaga altalaban nem egyenls, s # |Ar|.

A test mozgasanak leirasa azt jelenti, hogy megadjuk a helyvektor nagysagat és iranyéat
minden idépillanatban, vagy ami ezzel egyenértéki, a helyvektor koordinatainak x(t), y(t), z(t)
idébeli értékét. Tekintsiik a tetszéleges gorbén mozgo test esetén az elmozdulas és az elmoz-
dulés alatt eltelt id6 hanyadosat:

Ar  r(to+ At) —r(to) (1)
At At
Ha At-t minden hataron tul csokkentjiik (At — 0), akkor bevezethetd a test pillanatnyi
sebessége:

. Ar o or(t)—r(ty)  dr
v(to) = lim = = lim t—t,  dt

Hasonloé modon a pillanatnyi gyorsulds:

= 1(to) (2)

to

A () = ()  dv
a(to) = fim 3 = im —— ==

= V(to) = t(to) (3)

to



1.2. Mozgas leirasa kiilonbo6z6 koordinata-rendszerekben

A Descartes-i koordinata-rendszerben a tomegpont helyzetét harom koordinataval lehet
megadni. A fent ismertetett fogalmakat ilyen tipusi rendszerben tettiik fel. Az aldbbiakban
lathaté modon ez atvalthatoé a mozgashoz célszertibb rendszerekre.

mozgas jellemzése :

z it (s)

N i Lut(s

37
A
e B (Xg. Vs Z8) tg > t1
AI‘AB palya
elmozdulas
Ta I'B

9 Y
\

vonatkoztatasi rendszer : Descartes-féle jobbsodrasu
X koordinata rendszer

1. abra. Descartes-féle jobbsodrasi koordinata - rendszerben a mozgas leirasa.
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2. abra. Sikbeli polarkoordinatak

x=r-cos(0)

y=r-sin(0)
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4. 4bra. Gombkoordinatak

x =1 -sin(f)cos(p)
y =1 - sin(0)sin(p)

z=r-cos(f)

r=+vxz2+y?+ 22
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Természetes koordindta-rendszer

Anyagi pont mozgasahoz hozzarendelhetiink egy tn. természetes koordinata rendszert, vagy
mas néven kisérg triédert. A kisérd triéder egységvektorai:

e e-érintd iranyu egységvektor (szokas t-vel is jeldlni)
e n-normal irdnyu egységvektor (adott pontbeli simuldkir kézéppontja felé mutat)
e b-binormalis egységvektor (merdleges a masik kettére, b = e X n)

Az e és n vektorok hatarozzak meg a pillanatnyi simuldsikot.

A palya pillanatnyi gorbiilete G = }% = %, ahol R a simulokor sugara, ds pedig a At id6
alatt megtett t.
]Illl‘l '
A i .
\d(u) }\Lﬂ(\.]‘)ﬂﬂ
N
“Efu) H(Hn)/M
t(u) \_/_=b) " blwo)
— t(uo)

5. dbra. Kisérs triéder

1.3. Newton-torvények, mozgasegyenlet, tehetetlen és stilyos tomeg.

A hétkoznapi tapasztalatok azt mutatjak, hogy a nyugvo testek csak erdkifejtéssel moz-
dithatok el. Azt is lathatjuk tapasztalatokbol, hogy, ha elguritunk vagy csusztatunk egy
testet, akkor az kells erdkifejtés nélkiil egy id6 utan megall a kiillonb6z6 mozgast akadalyozo
hatasok, mint példaul a surlodas vagy a légellenallas miatt. Kélecsonhatéas nélkiil viszont a
testek tehetetlentil folytatjak a mozgasukat. Kimondhatjuk tehat a tehetetlenség torvényét
(Newton I.):

Mindent test nyugalomban van, vagy egyenes vonala egyenletes mozgast végez addig, amig
egy mésik test vagy mez6 a mozgasallapotanak megvaltoztatasara nem kényszeriti.

Mas megfogalmazasban ennek a kijelentésnek a tartalma az, hogy mindig talalhaté olyan
koordinata-rendszer, amelyben a tobbi testtdsl tavol elhelyezkeds testek nyugalomban van-
nak vagy egyenes vonalu egyenletes mozgast végeznek. Az ilyen koordinata-rendszereket
inerciarendszernek nevezziik.

Empirikusan definialhato egy erd fogalom, amely a mechanikai erGhatas "erdsségét" méri.
Ilyen lehet példaul két Gsszeiitkozd kiskocsi koziil az egyikre rogzitett csavarrugd Gsszenyo-
modasanak a mértéke. Kisérletekbdl meghatérozhato, hogy ez az igy "definialt" erd aranyos
a test gyorsulasaval. Az erd gyorsité hatasat vizsgalva megallapithatjuk, hogy F'/a = m ha-
nyados egy testre jellemz6 mennyiséggel, a tomeggel ardnyos. Ezt a hanyadost atrendezve
kaphatjuk Newton II. torvényét, masnéven a dinamika alaptorvényét:
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2y
F:m-a:m%:mf:% (4)
Ahol p = m-v az impulzus. Fontos, hogy a fenti 6sszefiiggésben a tomeg mint a tehetetlenség
mértéke jelenik meg. Newton gravitacios torvényében azonban a testeknek az a tulajdonsaga
nyilvanul meg, hogy mennyire vonzzak egymast. Ez egészen tavolinak tiinhet a tehetetlen
tomeg fogalmatol, megkiilonboztetésiil nevezziik silyos témegnek. A mai allas szerint a te-
hetetlen és a sulyos tomeg ardnya allando, anyagi minGségtsl fiiggetleniil. Az aranyt nagy
pontosssiagal Eotvios Lorand mérte ki, ahonnan is az eltérés < 5- 1078,
Az itkozési kisérletek arra is ramutatnak, hogy két test litkozésekor az egyik test altal a
mésikra és a mésik altal az egyikre kifejtett er6k kozott fennall az F o = —F g4 Osszefiiggés.
Ez a hatas-ellenhatés torvénye (Newton III.)
Ha valamely test egyszerre tobb masikkal van kolcsonhatasban, akkor felmeriilhet a kérdés,
hogy vajon, ha az egyes kolcsonhatésokat egymas utdn engednénk hatni, akkor ugyanazt
kapnénk-e, mintha egyszerre hatna mindegyik hatas. A valasz az, hogy igen, az erGhatasok
fiiggetlenek egymastol. Azaz > . F, =F = ‘3—?. Ez a szuperpozicio elve (Newton IV.).

1.4. Gyorsul6 koordinata-rendszerek (jelenségek a forgé Foldon)

(Az alabbiakkal megegyezd eredményre vezets levezetés talalhato az Elméleti Mechanika
» A7 Gyorgyi Géza jegyzetben. Gyorsuld koordinata rendszerek, mozgéasegyenletek atszami-
tasa fejezetben, 14-22 oldalig)

A fent emlitett Newton-torvények inerciarendszerben érvényesek. Azonban sokszor ado-
dik olyan helyzet, mikor nem tudunk definialni a problémahoz illeszkeds inerciarendszert.
Ahhoz, hogy a dinamika alaptérvénye gyorsulé koordinata-rendszerben is alkalmazhaté le-
gyen, kiilonboz6 tehetetlenségi eréket kell bevezetni.

Tekintsiink két rendszert K és K’-t melyekben a helyvektorok r és r’.

Transzlaciésan gyorsulod rendszer:
K’ gyorsul, de nem forog K-hoz képest.

r=ro+r’—>a=ag+a’ (5)

Forg6 rendszer:

K’ w szogsebességvektorral forog K rendszerhez képest, ugy hogy a két rendszer origoja
megegyezik. Legyen A = A, 1" + A,j’ + A kK’, a K'-s rendszerben 1év6 vektor (i’,j’, k> a K’
rendszer egységvektorai). Képezziik az id6 szerinti derivaltjat a K rendszerbdl nézve:

dA  d'A,. d4,, dA i’ dj° K’
@ ; ; K+ A, 448 % 6
a - ar LT VT g St ey Ty Ty (6)

A tagok Osszevonasaval a kovetkezdt kapjuk:

dA dA
%: dt +w><A (7)
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Ahol a d' azt jelenti, hogy a gyorsulé rendszerbeli derivaltat képezziik. Felhasznaljuk
tovabbéa, hogy |v|=rwsin(f) - v=w xr = %, ahol 0 a forgéstengely és a helyvektor altal
bezart szog. Az elsé tag A K’ rendszerbeli mozgasabol adodik, a masodik a K’ forgasabol. A
fent leirtak tetszGleges vektorra, illetve mennyiségre, aminek idészerinti derivaltjat képezziik
K-bol nézve igazak, amihez képest K’ forog, illetve transzlaciosan gyorsulhat is.

Ezt kihasznalva nézziik azt az esetet, amikor nem egyezik a két rendszer origdja és transz-
laciosan is gyorsul a K’ rendszer. A K’ kozéppontjahoz rg helyvektor tartozik K-ban. Ekkor

r=rg+r:

dr dry d7r’
—_— = — +wxr'=vp+v +wxr’ 8
@ ar ’ (8)
Ahol vy, a K’ rendszer K-beli sebessége és v’ a K'-beli sebesség. Mégegyszer derivalva
az 1d6 szerint és kihasznélva, hogy K’-beli mennyiségek id6 szerinti derivaltja @ képpen
irhato :

Pr  dvyp, N dv’ o XV 4w X dr’ N dw "y ()
— = WXV +wWX —+— X1’ =
dt? dt dt dt dt

dvr, dv’ o~ !

d
+w><r’>+ wxr’+(w><w)><r’

dt * dt dt dt
Az also kifejezés utolso tagja 0. Felbontva a zardjeleket és a szorzasokat elvégezve, megszo-
rozva m-el az egészet,végiil a’-re rendezve az egyenletet, a gyorsulé koordinata-rendszerbeli
mozgasegyenletre a kdvetkezst kapjuk:

+wxw+wx<

ma’=F —mar, — m(w X (wXr)) —2m(w X Vv) —mw Xr (10)

F : K rendszerbdl K'-re hato erd.
mar, : A K’ transzlaciés gyorsulasabol szarmazo eré.
—m(w X (w X 1)) : centrifugalis erd
—2m(w X v) : Coriolis-erd.
—mw X r: Az esetleges szoggyorsulasboél szarmazd Euler-erd.

A centrifugalis erd iranya a tengelytdl kifelé mutat, nagysaga pedig linearisan arédnyos az
adott pillanatbeli forgastengelytdl vett tavolsdggal, valamint a szogsebesség négyzetével. A
Coriolis er6 a forgd rendszerhez képest v/ sebességgel mozgo testre hat. Ez a Fold forgasa
miatt a Foldon is fellép, s6t nagy jelentGséggel bir példaul a kornyezeti aramlasok soran
(ciklonok). Komponensekre felbontva lathato, hogy az egyik komponens Fold északi félte-
kén jobbra, a délin balra térit, a masik komponens pedig silyvaltozast okoz, ami kelet felé
csOkken, nyugat felé pedig névekszik.
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1.5. Munkatétel és energiamegmaradas

Ha egy m tomegi anyagi pontra alland6 F ers hat és azt elmozditja egy egyenes mentén,
akkor az er6 W = Fs munkat végez. Ha az er6 nem egy egyenes gérbén mozgatja a testet,
akkor képezni kell az egyes kis szakaszokon végzett munkat: 6W = Fdr, amibdl a teljes
munka egy integralassal kaphato meg:

Th T ty 1d -2 1 1
W= /Ta F(r)dr = /Ta midr = /ta 3 thr dt = §mv§— §mv§ (11)

A fenti alapjan bevezethetiink egy j mennyiséget, a kinetikus energiat: K = %mvz.

Ha a fenti integralt zart gérbére végezve eredményiil nullat kapunk, akkor azt mondjuk, hogy

az erGtér konzervativ:
%Fdr:/VdeSzo (12)
oy vy

Ebbdl kovetkezik, hogy létezik olyan ® : R® — R, amire teljesiil, hogy F = —grad®.
Ha ilyen erétérrel rendelkeziink, akkor a végzett munka nem fiigg az tvonaltol, csak a két
Végpontt(’)l:

o B
Wap = r)dr = —Vodr = —dx —dy+—dz = — dP = P—Pp = Ky—

0z A
(13)
Ezzel azt kaptuk, hogy konzervativ erétérben a teljes mechanikai energia megmarad: K4 +
Vy=Kg+ V=E.

1.6. Impulzus- és impulzusmomentum-megmaradasi tételek tomeg-
pontra

1.6.1. Impulzus-megmaradas
Newton maéasodik térvényébdl tudjuk, hogy

dp
dt

Ez alapjéan adott id6 alatti impulzus valtozas:

—F(t) (14)

Ap = /OTF(t)dt (15)

Az egyenlet jobb oldalan talalhaté mennyiséget erslokésnek nevezziik. Amennyiben F(t) = 0,

akkor Cfl—? =0 — p = const., azaz ha a testre nem hat erd, az impulzus megmarad.

1.6.2. Impulzusmomentum-megmaradas tomegpontra

A hétkoznapi tapasztalatok azt mutatjak, hogy ha egy tengellyel rogzitett testre erdt
fejtiink ki, akkor az forgasba johet. Ennek leirdsara bevezetjiik a forgatéonyomatékot:

M=rxF (16)
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Ahol F a testre hato erd, r pedig a forgastengelybdl az erd tamadaspontjaba mutatod vek-
tor. Az er6t felbontva tengelyiranyu és arra merdleges (F,) komponensekre megmutathato,
hogy M| = |r||F|sin(a) = rF,,, ahol a az F és r altal bezart szog. Latszik tehat, hogy a
forgatonyomaték nagysiga nem filigg a kiillonbo6z6 tengelyt tisztan csak "hazo" vagy "told"
ercktol.
Felirva a dinamika alaptorvényét és balrél keresztszorozva r-el:

dp

rxF=rx— 17

o (17)
Ahol jobb oldalon a rx bevihetd a derivaltba, mert ¥ x p =1 x mr = 0.
Vezessiik be a N = r x p jelolést, amit impulzusmomentumnak neveziink. Ekkor

dN

F=M-=— 18
r X o (18)

Tehat, ha nem hat forgatonyomaték, akkor az impulzusmomentum megmarad.

Pontrendszerek

A Newton-torvényeket pontszeri testekre mondtuk ki. A testek azonban nem pontsze-
riek. Ezért sziikséges Kkiterjeszteni az érvényességi kort. Modellezziik a kiterjedt testeket
tomegpontok halmazaval, amik kézott belsd, centralis erék hatnak.

1.6.3. Impulzus tétel és tomegkozéppont-tétel pontrendszerre

Hassanak a pontrendszerre ng) kiils6 és F;; bels6 erék. Ekkor a mozgéasegyenlet:

FY 4+ Ry =mi (19)
J

Osszeadva az egyenleteket:
YDRCED DT o
i irj i

A bal oldal méasodik tagja a hatas-ellenhatas torvénye miatt 0. Mivel m; nem fiigg az
id6t6l, ezért a bal oldal a £ 3 m;v; = 43 p, alakba frhato. Osszességében tehét azt
kapjuk, hogy

d
FO =Y B =22 (21)

Ez az impulzustétel pontrendszerekre vonatkozo alakja.

Vezessiik be a ). m; = M, jelolést a rendszer teljes tomegére, valamint irjuk az impulzust
DMV

a kovetkez§ alakba: p = MtW‘ Ebbdl latszik, hogy a tort nem mas mint az rqg =
% vektor idéderivaltja,vy. Ezt az rg vektort nevezziik a rendszer tomegkozéppontjanak,
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a vo vektort pedig a tomegkdzéppont sebességének. Ezek segitségével az impulzustételt a
kovetkez6 alakba frhatjuk:

d
PO = SR — g, — 2P0 2

Ezzel sikeriilt a tomegpontokbol allo rendszer mozgésat egy pont (a tomegkdzéppont) moz-
gasaval jellemezni. Ebbdl kovetkezik az, hogy ha nem hatnak a rendszerre kiilsé erdk, akkor

Py = const. — vy = const.

Azaz az impulzus megmarad és a tomegkdzéppont egyenes vonaldi egyenletes mozgast végez
vagy nyugalomban van.

1.6.4. Impulzusmomentum-megmaradas pontrendszerre

Ha az N darab tomegpont mozgésegyenleteit vektoridlisan megszorozzuk a helyvektorral,
és Osszeadjuk Gket, akkor a belsé erék forgatonyomatékai megfelels felbontasok utan kiejtik
egymast, hasonléan az impulzustételben latottakhoz.

d
;ri xFEk) :azri X P; (23)
Bal oldalon a rendszerre hato erdk eredd forgatonyomatéka all, jobb oldalon a derivalas
alatt pedig a rendszer Osszes impulzusnyomatéka (perdiilete). Ez a pontrendszerre vonatkozo
impulzusmomentum-tétel.

Bevezetve az eredé mennyiségek jelolését M(ek) = dd—lj, jol latszik, hogyha nem hat kiilsé
erd, akkor az impulzusmomentum allando.

Gyakran célszerd tomegkozépponthoz rogzitett koordindta-rendszerben vizsgalodni. Ezért
meg kell hatarozni, hogy mi a kapcsolat a tomegkozépponti koordinata-rendszerben és az
inerciarendszerben felirt impulzusmomentum ko6zott. Vezessiik be az r; = ro + p; és a
v; = vg + €; vektorokat. Ezekbdl szamoljuk végig definicié szerint az impulzusmomentu-
mot (p a tomegkozépponti rendszerbdl nézett elmozdulasa a pontnak, € pedig a sebessége).

N = Z(I‘o + pz) X mi(Vo + 61’) (24)

7

Tagonként elvégezve a szorzéasokat és felhasznéalva, hogy a tomegkozépponti rendszer miatt
Yo imip; =Y. mi€; = 0. Igy a szokasos jeloléseket hasznalva a kovetkez kifejezés marad:

N = Zro X Myvg + Zpi X M;E; (25)

A fenti kifejezés els6 tagjat N, pélya-impulzusmomentumnak, a masodik tagot pedig N
sajat-impulzusmomentumnak nevezziik. A pélya-impulzusmomentum a rendszer palya menti
mozgasabol adodik, a sajat-impulzusmomentum pedig a rendszeren "beliili", a tomegkozép-
ponthoz viszonyitott mozgasokbdl jon. Ezekre egyenként teljesiil az impulzusmomentum-
megmaradés tétel.
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1.6.5. Munkatétel és energiamegmaradas pontrendszerre

A pontrendszerek mozgasegyenletébdl kiindulva, megszorozva Ar-el:
1
FPAr, + Y FjAr = miiA i:A<— i-2> o6
JUAY + j SAr; = m;i; Ar 5t (26)

A bal oldal els6 tagjat elnevezziik a kiils§ er6k munkajanak és (WVi(k) -val jeloljiik, a ma-

sodik tag pedig a belsé er6k munkaja, amit 5Wi(b)—vel jeloliink. Ezen jelolésekkel, elvégezve
az Osszegzést a rendszer teljes kinetikus energia megvaltozasat kapjuk:

1
SO oW ) = A3 gm?) = A=W 4w (27)
Az impulzusmomentum tomegkozépponti rendszerbeli kifejezésénél hasznélt jelolésekkel
azonos jelolést bevezetve, definicié alapjan végigszamolhatd a tomegkdzépponti rendszerben
kifejezett mozgasi energia és a munkatétel. Az eredmények rendre a kovetkezdk:
1

1

S PN Ap + Y Fuip, = A(Z %mﬁ) (29)

i

1.7. Merev testek: egyensuly feltétele, tehetetlenségi tenzor, por-
gettytik

Merevnek nevezziik azt a testet, amelyre tetsz6leges kolcsonhatas soran fennall, hogy
koézben barmely két pontjanak tavolsaga allandé. Matematikai alakban ezt a kévetkez&képpen
fejezhetjiik ki: legyen a merev test tetszéleges két pontjanak valamely O vonatkoztatasi
pontbol huzott helyvektora rs és rp (A és B pontba mutatnak). Ekkor a két pont kézotti
lra—rp| = d(A, B) tavolsag allando. A merev test helyzetét harom, nem kollinearis pontjanak
koordinataival jellemezhetjik. A test egy A pontjanak rogzitése utdn a merev test pontjai
a rogzitett pont koriili gombfeliileten mozoghatnak. Ha a testnek egy mésik, B pontjat is
rogzitjiik, akkor a test az A és B ponton atmend tengely koriil még elfordulhat. A tengely
egyenesén kiviil fekvs, egyébként tetszéleges harmadik, C pontjanak rogzitésével mér az egész
test helyzete megadhat6. A harom pont helyének megadasahoz kilenc koordinata sziikséges.
A merev kotés miatt azonban ezek kozott harom Gsszefliggést irhatunk fel; példaul azt, hogy
a harom pont koziil barmely kettének a tavolsdga allando. Mivel a kilenc adat koziil harom
nem fiiggetlen, a merev test helyzete altalaban 6 fiiggetlen adattal jellemezhets. Ezt tgy
mondjuk, hogy a szabad merev testnek 6 szabadsagi foka van (ebbdl harom egy tetszdleges
pont x,y,z koordinataja, a masik harom pedig az Euler-szogek).

1.7.1. Az egyensily feltétele

Ha egy szabad merev test mozgésat le akarjuk irni, két ut all rendelkezésre. Az egyik az,
hogy bevezetjiik a merev test helyzetét jellemzs 6 fiiggetlen koordinatéit, és ezekben, mint
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altalanos koordinatakban a Lagrange-féle egyenleteket felirjuk; a méasik pedig az, hogy kiin-
dulunk a barmely pontrendszerre érvényes tomegkozéppont-tételbsl és impulzusmomentum-
tételbsl:

mig = Y F; (30)

Egy anyagi pontnél az egyensuly sziikséges és elégséges feltétele, hogy a pontra hato 6sszes
erék eredGje zérust adjon. Merev testnél az ennek megfelels feltétel nem elegendd, mert
szerint csak a tomegkozéppont gyorsuldsanak hianyat jelenti, igy a koriilotte torténd forgd
mozgasok lehetségesek (pl. erépar). Tehat a forgomozgas akkor nem 1ép fel, ha az erdk
forgatonyomatékanak ereddje is zérus.

2 2

Egy nem szabad merev testnél ugyanezek a feltételek érvényesek, ha a kiilsé erékbe
beleértjiik azokat a kiils6 kényszererdket is, amelyek a kényszerfeltételekbsl — az adott testnek
més testekkel valo érintkezésébdl- szarmaznak. Tehat: Merev test egyensilyanak sziikséges
és elégséges feltétele, hogy a testre hato Osszes kiils§ erdk ereddje és a kiilss erdk (tetszéleges
pontra vonatkozo) forgatonyomatékainak ereddje zérus legyen.

Egy merev test egyensulyat tekintve kiilonbo6z6 tipusokrol beszélhetiink. Ha a test a kité-
rités utén eredeti helyzetének kornyezetében marad (esetleg visszatér kiinduld helyzetébe),
akkor az egyensiily stabilis. Ha a test a kimozditas utan eltavolodik az egyensiilyi helyzeté-
bél, és nem tér oda vissza, az egyensulyi helyzet labilis. Abban az esetben, amikor a test az
1j helyzetben is egyensulyban marad, indifferens egyensilyrol van szo.

1.7.2. Egy szabadsagi foki rendszerek

Tegyiik fel, hogy a rendszernek egy szabadséagi foka van, azaz egy rogzitett, t tengely
koriil tud forogni w szogsebességel. Ekkor felirhatjuk a kovetkezdket:

miq = F,. + F}, (33)
dN

Itt az "sz" index a szabad erdre, illetve forgatényomatékra utal, a "k" index pedig a

tengelyen ébredd kényszer erére és kényszer-forgatonyomatékra. Forgastengelynek valasszuk
a t tengelyt. Ekkor a tengelyiranyt impulzusmomentum valtozasra N, = M,,, teljesiil. A
kényszer-forgatonyomaték kiesik, hiszen a tengely koriil szabadon foroghat a test, igy arra
nem hat semmilyen kényszer.

[rjuk ki az impulzusmomentum z komponensét, és vezessiik be az z; = l;cos(¢) valamint
az y; = l;sin(¢) jeloléseket, ahol I; adott pont tengelytdl vett tévolsdga x-y sikban, ¢ az
elfordulas szoge. Ekkor a kdvetkezst kapjuk:
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N, = Z(.Tipyi_yipxi) = Z mi(T0i—yid;) = Z miw(I2cos® () +12sin*(¢)) = w Zmilf = 0w
K2 1 1 (35)

N. = 0.6 (36)
ahol ©, tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték.

1.7.3. A tehetetlenségi tenzor

Ha folytonos tomegeloszléasra szeretnénk felirni a tehetlenségi nyomatékot, akkor a szum-
ma helyett integralas irando. Azaz a t tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték
= [?p(r)d®r. Ahol p(r) a test strisége.
Legyen e egy tetszbleges tengely egységvektora, r pedig a helyvektor. Ekkor lathato, hogy
le x r| = rsin(f) = I, ahol 0 a forgastengely és a helyvektor kozotti szog. Szamoljuk ki az 2
mennyiséget:
I? =le x r|* = e*r? — (er)? (37)

Felhasznélva a fenti kifejezést, definici6 alapjan végigszamolhato a e tengelyre vonatkoztatott
tehetetlenségi tenzor kifejezése:

= / le x r|*p(r)d*r = /(eQr2 — (er)*)p(r)d’r = /e(r2£—ror)ep(r)d3r =eBe (38)

Amit kaptunk © az tehetetlenségi tenzor.

O = /(m?élk — z) p(r)dPr (39)
Jp)(y® +22)d°c = [p(r)(zy)d’c  — [ p(r)(zz)d’r
o= /o) xy)d3 [ p(r)(@? + 22)dr —fp )(yz)d*r
— [p(x)(@2)d’r = [p(r)(yz)d’r [ p(r)(2? +y*)d’r

A matrix f6atlojaban az adott x,y,z tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatékok van-
nak, a nem diagonélis elemek pedig az tgynevezett deviacios(eltéritd) nyomatékok. A neviik
onnan ered, hogy ezek a nyomatékok el akarjak tériteni a forgastengelyt az eredeti iranytol.
Nagyon fontos tulajdonsaga a tehetetlenségi tenzornak, hogy szimmetrikus. Ez a tulajdonséag
lehet&vé teszi a tenzor diagonizalasat. Ha a koordindta-rendszer tengelyeit az tigynevezett f6-
tehetetlenségi iranyokba vessziik fel(a tenzor sajatvektorainak az iranya), akkor a tenzornak
csak diagonélis komponensei maradnak.

1.7.4. A merev test mozgasi energiaja, impulzusa, impulzusmomentuma

Mozgéasi energia:

1 1 1 1
K= /p§V2dV = é/pvodV + - /p(w x r)2dV 4 = /p(w X r)vodV (40)

2
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Ebben a kifejezésben az els§ tag a transzlaciés mozgéasbol, a masodik tag pedig a rota-
ci6s mozgasbol ered. A harmadik tag az tgynevezett kolcsonos mozgasi energia, ez azon-
ban tomegkdzépponti rendszerben 0. A méasodik tag a tehetetlenségi tenzor bevezetésével
Eforg = 3wBOw alakra hozhato.

Az impulzus meghatéarozasahoz az altalanos leirasban kimondott sebesség definiciot hasz-
naljuk.
p:Zmiv(i) :Zmi(v0~|—w xr(i)) = Mvyg+wxr,M (41)

Amennyiben tomegkozépponti rendszerben dolgozunk, akkor a masodik tag 0, tehat a teljes
impulzus megegyezik a tomegkdzéppont impulzuséval.

Az impulzusmomentumot definicié alapjan lehet végigszamolni

N:/rxv,odV:/rx(V0+wxr)pdV:/rpdV><v0+/r><(wxr)pdV (42)

Ezen kifejezés els tagjaban elvégezve az integralast, valamint a masodik tagra alkalmazva a
kifejtési tételt és a kifejtési tételbsl kapott tjabb két tag negativ elGjeld tagjara alkalmazva

“ e,

N = Mr, x vo + Qw (43)

1.7.5. Porgettytik

Porgettytinek hivunk minden olyan merev testet, amelynek csak egy pontja (a tamasz-
pontja) van rogzitve, vagy altalanosabban, amelynek az alatamasztasi pontja koriili mozgésa
ennek a pontnak mozgasatol elkiilonitve targyalhato. A porgettytinek 3 szabadséagi foka van,
igy harom egyenlet sziikséges ahhoz, hogy a mozgasokat leirhassuk. Vizsgaljuk a test moz-
gasat nyugvo (K) és egyiitt forgo6 rendszerben (K'), allando tehetetlenségi tenzor mellett
ugy, hogy az egyiitt forgd rendszer a f6tengely rendszer. Ekkor az ad6dé harom egyenletet

Euler-egyenleteknek nevezik. Ezek a dd—lj = % + w x N = M 06sszefiiggésbdl jonnek:

@1&)1 + (@3 — @2)0.)30.)2 = M1 (44)
Oaws + (O1 — Oz)wiwz = My
@30)3 + (@2 — @1)0.)20.)1 = M3

Szimmetrikus eré6mentes porgettyt:

Ebben az esetben M = 0 és a két {6 tehetetlenségi nyomaték megegyezik, ©; = O,. Ilyenkor
az egyenlet rendszer

@1@1 + (@3 - @1)(,03&)2 =0 (45)
@1(,;)2 + (@1 — @3)&)1&)3 =0
Ozws =0
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A harmadik egyenletbdl kidvetkezik, hogy ws = const.. Ilyenkor, ha bevezetjiik az a =
—9351@1w3 jelolést, akkor az els6 két egyenletbdl azt kapjuk, hogy
w1 = —QWy (46)

CZJQ = QW1

Megoldva a differencialegyenleteket azt kapjuk, hogy wy = acos(at+0) és wy = asin(at+
0)
A szogsebességvektor egyenletes kormozgassal egy kipot jar korbe a szimmetriatengely koriil,
mikdzben a porgettyt is forog a forgastengely koriil, valamint a szogsebességvektor abszolit
értéke allando.

Jelenleg egy egyiitt forgd rendszerben dolgoztunk, ami nem inerciarendszer. Ahhoz, hogy
rendszer viselkedését a K inerciarendszerbdl leirhassuk, célszerti bevezetni az tgynevezett
Euler-szogeket.

Sm— -

6. abra. Euler-szogek.

A e [0,7],¢ € ]0,27] és ¢ € [0, 2m]. Fejezziik ki a jelzett 0, 1), ¢ szogsebességek vetiileteit
az r1, T, 3 tengelyekre. Ez ahhoz kell, hogy kés6bb ki tudjuk fejezni az w szogsebességvektor
komponenseit a mozgo koordinata-rendszerben. Mint latjuk a 6 vektort vetiiletei:

0y, = Deos(1)) (47)

0y, = —Osin(1h)
Uy = 0

A ¢ vektor z tengely iranya. A vetitett komponensek a kévetkezsk:

Pay = Psin(d)sin(y) (48)
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Pay = psin(V)cos(1p)
Py = Peos(V)
A ¢ vektor 3 irAny, ami meréleges mind az x;-re, mind az xs-re, ezért egyediil a ¢xs =z
komponens nem 0.

Ezekkel kifejezve a szogsebesség komponenseket és beirva az inerciarendszerben érvényes
mozgasegyenletbe a kévetkezs egyenletrendszert kapjuk:

N,, = Nsin(9)sin(v) = 0, (Jcos(v) + psin(¥)sinab) (49)
N,, = Nsin(¥)cos(v)) = Oy(—Dsin(v)) + ¢psin(9)cosy)
N, = Ncos(19) = Os(—1) + pcosd)

Tudjuk az el6z6 szamolasbol, hogy w3 = const. Ez az Euler-szogek szempontjabol azt
jelenti, hogy ¥ = const.,tehat a ¥ derivaltjait tartalmazo tagok eltiinnek. Igy tehéat:

. N N
N, —¢=— —w =a-cos(at +0) = —sin(by)sin(y) (50)
@1 @1
hasonléan N
wy = a- sin(at +§) = @—sm(é’o)cos(@/)) (51)
1
A ¢ vektor z tengely iranyu. A vetitett komponensek a kiovetkezdk:
9 = (52)
=t
' o, + ©o
Y = —al + o

Az els6 és a masodik egyenlet azt jelenti, hogy a porgettyi szimmetriatengelye az inercia-
rendszerben &llandé impulzusmomentum koriil egy vy félnyilasszogd kup mentén egyenle-
tesen forog @ﬁl szogsebességgel. A harmadik egyenlet pedig a test szimmetriatengely koriili
forgasara vonatkozik. Ez szerint a szogsebességgel egyenletesen forog. Ez a szogsebesség fiigg
a kiilonboz6 tehetetlenségi nyomatékoktol. A pillanatnyi forgas-tengelyt meghatérozo w a 1)
és a ¢ vektorok Osszege, tehat ez mindig a z — x3 altal meghatarozott sikban van és az x3
tengellyel egyiitt forog az z tengely kortl. A pillanatnyi forgastengely irdnya tehat folyton
valtozik.

Rogzitett, silyos, szimmetrikus porgettyd, nem a tomegkoézéppontban alata-
masztva:

Ebben az esetben is miikodnek az Euler-egyenletek, de bonyolultta valnak. Célszert he-
lyette Lagrange-formalizmusban dolgozni. Ekkor a rendszer Lagrange-fiiggvénye:

L= Tt 2 PRV (0,0, ) = i () + 2 (- peos(9))—mgl-cos()

2 2 2
(53)
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Ebbdl kiszamithatok az egyes komponensek:
~doL 0L oL

(0 dton v — o9 O3(1) + ¢pcos(V)) = Osws = N,» = const (54)
doL 0L oL o ) , :
— = — = _— = f— .= N
v 95~ 9y — R (O151n7 (V) + O3cos”(V))p + Ozcos(V)p = const . (55)

Ebbdl -t kifejezve:
. N. — O3wscos (V)
T ©;5in2(1)

(56)

Hasonlo atalakitésokkal ki lehet fejezni a 1) és a ¢ mennyiségeket is. A ¢ mennyiségb6l
szamithato lenne a peridodusids, de ez a kifejezés egy elliptikus integralra vezet. Ebben a
példaban egyébként a 6 szog nem allando, hanem egy [11; 5] intervallumban valtozik. Ezt
nutacionak nevezik. A ¢ szog sem egyenletesen valtozik, ahogy az a fenti kifejezésen is latszik.
Ezek azt eredményezik, hogy a porgettyl szimmetriatengelye "himestojas" szerti mintakat
"rajzol", ahogy egyszerre nutal és precesszal. A porgettyd szimmetriatengely koriili forgéasa
sem egyenletes, hanem ez is ingadozik.

> precession

i Rnutation

7. abra. Precesszi6 és nutacio6.
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1.8.

Galilei-, Lorentz-transzformacio6, relativisztikus kinematika, re-
lativisztikus dinamika. Négyesimpulzus.

A specialis relativitaselmélet a fizikinak azon teriiletein megkeriilhetetlen, amelyek nagy
sebességli mozgéasokkal és a részecskék atalakulésaival foglalkoznak. A newtoni mechanika, a
relativisztikus mechanika és az altaldnos relativitaselmeélet kiindulépontjaban egy-egy gon-
dolatkisérlet all, amelyben valamilyen vonatkoztatasi rendszer jatszik alapvets szerepet.

Alap fogalmak:

Relativités elve: A fizika torvényei minden vonatkoztatasi rendszerben azonosak. Kii-
16nb6z6 K koordinata-rendszerekben érvényes x,y,z,t-vel felirt egyenletek alakja azonos.

A fény sebessége minden vonatkozatasi rendszerben azonos, c=const.

Térids: Az események halmaza: egy adott K koordinata-rendszerben az (x,y,z,t) pontok
Osszesége.

Ivhossz: Két tetszdleges (z1,y1, 21, t1), (T2, Yo, 22, t2) eseményre az ivelem négyzet: S? =
Aty — t1)* — d?, ahol d* = (27 — 22)? + (y1 — ¥2)* + (21 — 22)%. S a 4D Minkovski-
geometridban a tavolsag. Fontos tulajdonsig, hogy S = S2. Tehat mindig megegyez-
nek az ivelem négyzetek.

Sajatidé At = % [ dS. Adott esemény ideje az adott koordinata rendszerben.

Anti haromszog egyenlStlenség: Van harom eseményiink, Oy, Oy, O3 és az ivelem négy-
zetek 5%, S1;, S3;. Minden koordindta-rendszerben igaz, hogy Tio + o3 < 713 . Azt
kaptuk, hogy 2 pont kozott a leghoszabb ut az egyenes.

d=ct Abszolut jové

52>0

52<0 52<0

52>0

Abszoldt mult

8. abra. 141D fénykip.

Az S? > 0 eseményeket idGszertinek, a S? < 0 pedig térszertinek nevezziik. A S? =0 a

fénykip, itt haladnak a fényjelek, ezt fényszertinek hivjuk.
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Galilei-, Lorentz-transzformacio:

Attérhetiink egyik koordinata rendszerrél a masikra. A newtoni mechanikaban az egymaés-
hoz képest egyenes vonalu egyenletes mozgast végz6 inerciarendszerek kozott az attérést a
Galilei-transzformdcioval lehet megtenni:

r'=r+4ut (57)
t=1t

Ezzel az a probléma, hogy nem tartja meg az S ivhoszt. Azt a transzformaciot kell
megtalalni ami a ¢?At? — Az? = invarians mennyiségeket valtja at az egyes rendszerek kozott,
ugy, hogy az egyenlet valtozatlan marad (Ezt most 14 1D-ban nézziik de igaz 1+3D-re is).
A kovetkezd lineéris transzforméaciot, Lorentz-transzformdciot hasznaljuk:

<ct> B (:I:ch(x) sh(x) ) (ct’) (589)
x) \ sh(x) =ch(x)) \ o

Ahol x az tgynevezett rapiditas. A + el6jel attol fliggden valtozik a ch(x)-nél, hogy van-e
id6tiikrozés (-), vagy nines (+). Ha K’ v sebességel tavolodik K rendszertsl, akkor K-bol K'-
be tarnszforméalva + el§jelet hasznalunk a sh(y)-nél. K’-bél vissza K-ba transzformalaskor
hasznaljuk a — el6jelet, ekkor ugy vessziik, hogy K —uv sebességel tavolodik K’'-t6l. Az egyes
mennyiségek transzformacidja soran a kovetkezdt kapjuk:

P ’ ’
PO A (59)

)
_ 02 _ 2
c? c?

Lathato, hogy a K-hoz képest v sebességel mozgd K’ rendszerben kisebb a t értéke, tovabba
ez igaz az z-re is. Az el6bbit idgdilatacionak, utobbit hosszusag kontrakcionak nevezziik. (t/
a mozgo trendszerben eltelt id6, vagyis a sajatids At = At')

A térben az események (ct,x,y,z) 4-es vektorral adhatoak meg:

ct ct
T —T

ot = T, = 60
i R (60)
z —z

Az als6 indexes vektort kovarians vektornak, a felsé indexeset pedig kontravarians vektornak
nevezik. A kettd kozott formailag annyi a kiilonbség, hogy a kovarians vektor tér része -
1-szerese a kontravarians vektor tér részének. Ezek kozott az atvaltas a metrikus tenzorral
torténik:

1 0 0 O

0 -1 0 O
MY s

0 0 0 -1



Atvaltas: x, = nua’, 2" = n"z,. Ez alapjan bevezethetjiik a négyes sebességet:

dzt e /1-22 1
PR A Vi :_G) (62)

(%
dS L v
cy/1-% 2
Vi—= c
Vz

Ahol dS = cdt = cdt /1 — Z—; Teljesiil, hogy u*u, =1
Hasonléan egyenletesen, egy irdnyba gyorsulé6 mozgasnal a négyes gyorsulés:

Teljesiil, hogy a*a, = —i—z

Bevezetehets a négyes impulzus is a négyes sebesség tomeggel vald szorzasaval. A tomeget
a részecskéhez képest nyugvo rendszerben mérjiik, ezt nyugalmi tomegnek nevezziik my.
Atszamolhato a sajat rendszerbe, effektiv tomegre (tomeg deffektus):
m
a0 (64)

_ v

c2

moc

- (2F)

mov

2
v
Vi

Ahol E = -0 — \ /m2ct 1 p2¢2; plp, = m2c?.

f_oZ

c2
(Hasznos lehet az optikas diakbol atfutni a dgy-seket. )

) (65)
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2. A klasszikus mechanika elvei (Portik Attila)

A klasszikus mechanika elvei, Virtudlis munka elve, Hamilton-elv. Legkisebb hatds elve.
Lagrange-féle elsdfaji és mdsodfaji mozgdasegyenletek. Hamilton-fligguény, kanonikus eqyen-
letek. Kanonikus transzformdciok. Szimmetridk és megmaraddsi tételek

2.1. A klasszikus mechanika elvei

A klasszikus mechanika alapvets szabélyait Newton torvényei rogzitik. A matematikusok
tobb évszazadon at tart6 érdeklGdése a teriilet irant szamos, a Newton mechanikaval egyenér-
ték leirasat eredményezte a klasszikus mechanikanak. A klasszikus mechanika elvei Newton
torvényeivel ekvivalens, de eltéré matematikai formalizmust hasznél6 axiémék, melyek nem
bizonyithatoak, a gyakorlat tapasztalatain alapszanak, igy érvényességiiket is tapasztalati
uton ellendrizhetjiik.

2.2. A virtualis munka elve

A mechanikdban az egyenstlyi helyzet targyalasénal a kényszerer6k megadasa sok eset-
ben bonyolult vagy nem lehetséges, ilyen esetekben alkalmazzuk a virtuédlis munka elvét.
A virtualis munka elvének felhasznalaséaval anélkiil adhaté6 meg az egyensulyfeltétel, hogy
ismernénk a kényszererdket.

A wvirtudlis munka elve: Szabad erdk virtudlis munkdja zérus.

Vegylink egy N anyagi pontbol all6 mechanikai rendszert. Vezessiik be a dr; mennyiséget,
mint az i-edik anyagi pont egy infinitezimélis elmozdulasa a pélya mentén, azaz amit a
kényszerfeltételek lehetévé tesznek. Ezt virtualis elmozdulasnak nevezziik. Mig a valos el-
mozdulashoz mindig idére van sziikség, addig a virtualis elmozdulés esetében tigy tekintjiik,
hogy az elmozdulés ideje zérus. Jelolje az F; az 7. hato er6t. A bevezetett jelolésekkel a
kovetkezSképpen fogalmazhatjuk meg matematikai formaban az elvet:

> Fior; =0. (66)

Szabad mozgas esetén minden dr; tetszdleges, tehat az erévektoroknak kell zérusnak lennitik,
vagyis minden i esetén |F;| = 0.

Ha viszont nem szabad mozgast vizsgalunk, akkor a dr;-k kényszerfeltételeknek is eleget
kell tenniiik. Tegyiik fel, hogy a kényszereket megadhatjuk mint

®(ry,r,...TrNy) =0, (67)

ahol a ry a k. tomegpont helyvektora. N részecske esetén maximum 3N — 1 darab feltételt
szabhatunk ki. Legyen ®; a k. kényszerfeltétel. Mivel a rendszernek egy dr; elmozdulas esetén
is eleget kell tennie a kényszerfeltéteknek

Oy (ry + dry,r9 + 019, ... TN + 0ry) =0 (68)

minden k esetén. A jelolés roviditésére vezessiik be a helyvektorok és az elmozduléasok hal-
mazara a kovetkezd jelolést {ri,ry...rn} = {r;}, {0r1,0rs...0ry} = {dr;} és {r1 +0ry,ro+
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dry...tx + 0ry} = {r; + or;}. Az elmozdulés infinitezimalis nagysagat kihasznalva fejtsiik
Taylor-sorba a kényszert:

O ({r; + 0r:}) = @ ({r:}) + > Vidy ({r:}) br;. (69)

=1

Itt a V; az i. koordinata szerinti gradiens. Eszrevehetd, hogy ekkor az elss tag trivialisan 0, a
masodik tag az ami a dr; elmozdulasokat tartalmazza. A kényszerfeltételek tehét a kovetkezo
alakot oltik

A kényszerfeltételeket a Lagrange-multiplikdtorral vehetjiik figyelembe. Igy a egyenlet

> (Fi + _Z )\kvicbk({ri})) or; = 0. (71)

=1

Ekkor s darab kényszer esetén 3N — s komponense lesz fiiggetlen a dr; virtuélis elmozdulasok
kozil, igy csak 3N — s darab egylitthato lesz zérus, a tovabbi egyiitthatok a multiplikator
megvalasztasaval tiintethetSek el. Ekkor a virtualis elmozdulésokra tekinthetiink fiiggetlen-
ként.

Fi+ ) \Vid ({r;}) =0 (72)
k=1
A kifejezésben megjelend erd dimenziéju mennyiséget kényszererével azonositjuk. Igy azt az
egyensulyi feltételt kapjuk, hogy minden anyagi pontra hatdé szabad és kényszererdk dsszege
ZETUS:

Fi+> MVid ({ri}) =F;i +F; =0. (73)
k

Azt is lehet latni, hogy a kényszerer6 minden pontban meréleges a feliiletre, ugyanis a
Vi® ({r;}) vektor pontosan a kényszerek altal kijelolt feliilet normal vektora.

A fentiek alapjan, mas ekvivalens formaban is megadhatjuk a pontrendszer egyensilyanak
feltételét:
Virtuélis elmozdulés alatt a kényszerer§ mindig meréleges az elmozdulasra, tehat mechanikai
munkaja zéro6. A test akkor van egyensulyi helyzetben, ha szabad erdk virtudlis munkdja zéro.

2.3. Hamilton-elv

A Hamilton-elv (gyakran a legkisebb hatds elve) a mozgés természetérdl tett allitas, ami-
bél egy erShatés alatt allo test palyaja meghatarozhato, illetve a kolcsonhatas és atalakulas
egyenletei levezethet6k. A befutott pélya olyan, amelynek mentén szamitott hatas staci-
onarius, azaz a palya kis odébbtolasara nem véltozik. Igy a palyat nem az eréhatésokra
bekovetkezs gyorsulésok alapjan probéljuk felépiteni, hanem a stacionarius hatas alapjan
probéljuk kivalasztani a lehetséges palyak koziil.

A legkisebb hatas elvének matematikai megfogalmazasdhoz sziikségiink lesz a variacio-
szamitas eszkozeire. Vezessiik be a rendszer Lagrange-fiigguényét (L), ez a fliggvény Osszegzi
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a rendszer dinamikai viselkedését. A Lagrange-fiiggvény a rendszer dinamikai és potencialis
energiajanak kiilonbségeként adodik, ez altalaban az id6 (t), a palya, amit a helyvektor jel-
lemez (r) és a sebesség (I) fiiggvénye. Ekkor felirhatjuk a rendszer hatdsintegrdljat(S), ami
a palya funkcionélja. A hatasintegralt felhasznalva kimondhatjuk a legkisebb hatas elvét.

A Hamilton-elv vagy a legkisebb hatds elve: A rendszer mechanikai dllapota két
rogzitett iddpont kozott ugy vdltozik az iddben, hogy a hatdsintegrdl szélsoérték legyen:

[2)
Slr] = / L(r,r,t)dt = ext. (74)
t1

Ezzel ekvivalens megfogalamazés, hogy a fizikailag megvaldsuld palya mentén a hatés staci-
onarius, a hatéasintegral szélsGérték.
ziik az értékének megvaltozasat egy virtuélis elmozdulas esetén, ez a variacidoban a linearis
tagokig

[2)

S[r + 6t] = S[r] + 6S[r] = S[r] + /

t1

oL oc .
{aér + 551'] dt, (75)

egy parcialis integralds utéan

to
5Sr] :/ [8—£ - ia—ﬁ] srdt + 25 5
¢ or

to

(76)

t1

Ha most feltételezziik, hogy a palya végpontjai rogzitettek, akkor a masodik tag eltiinik, ha
nem akkor a hatéar tagot is figyelembe kell venniink, melybdl tovabbi feltételek szarmaznak.
A kifejezésben szerepl§ elss tag a vardcios derivdlt. A stacionaritas feltétele az, hogy a fenti
kifejezés elttinik, rogzitett hatarok mellett ez a variacios derivélas eltiinésével egyenértéki:

95 oL AL

e e N (77)

Ez az FEuler-Lagrange-egyenlet.

2.4. Lagrange-féle els6faju és masodfaji mozgasegyenletek
2.4.1. Lagrange-féle els6faji mozgasegyenletek

d’Alembert a virtuédlis munka és a legkisebb hatas elvével azonos elvet adott meg, ami
nem csak leirja az egyenenletet de a mozgastérvényt is megadja:

N

> (Fy—pi)or; =0, (78)

i
ez szabad mozgés esetén pontosan a Newtoni mozgés egyenletet adja, hiszen tetszéleges

or; esetén el kell tiinnie. Ha kényszerek is vannak a rendszerben, akkor ezeket Lagrange-
multiplikdtorokkal vehetjiik figyelembe:

N

> (F + Z M Vi ({r;}) — pl) or; = 0. (79)

%
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A virtualis munka elvéhez hasonloan itt is formélisan fiiggetlenként kezelhetjiik a megvalto-
zasokat, igy

dQI'i
D; = Mi— . 80
Pi =My (80)
Ezt visszairva a egyenletbe megkapjuk a Lagrange-féle els6faji egyenleteket:
i _p +i>\ Vi ({r}) (81)
mi——o = Iy i Tiy)-
dtQ - k k 7

2.4.2. Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenletek

Az el6z6ekben a kényszereket multiplikatorok segitségével, mint fiiggetlen egyenletek vet-
tiik figyelembe. Valaszthatunk azonban olyan koordinatazéast amely illeszkedik a kényszerek-
hez. Ilyen koordinatdk esetén a holonom kényszerek, azaz amelyek csak a koordinatakra
és nem azok derivaltjaira adnak megkotéseket, automatikusan teljesiilnek. Az allitas az,
hogy minden holonom kényszer esetén léteznek ilyen koordinatak. Ezeket nevezziik dltald-
nos koordindtdknak és qi, szokés jelolni. Ertelemszerten a ¢, az altalanos sebességek. Fontos
megjegyzés, hogy ezek nem kell hosszisag illetve sebesség dimenzidjuak legyenek. A mar
megadott elvek érvényesek maradnak altalanos koordinatak esetén is. Igy a d’Alembert elv
is megadhato altalanos koordinatakkal, a kovetkezé modon:

. 8ri% or;

i a0 82
N g ot ot (82)
(9ri
' Oq o (83)
Vezessiik be még az altalanositott erct:
8rk
,=F . 84
Qi =Fr ” (84)

ahol Fy a szabad ers. A d’Alembert elv a kiévetkezSképpen fogalmazhato meg altaldnos

koordinatakkal:
( d oK 0K

Eﬁ_%_a_%+Qk> 0qr =0, (85)

ahol K a kinetikus energia, azaz K = %Z sm;r?. Tételezziik most fel, hogy csak konzervativ
erGk hatnak a rendszerre, ekkor ez erd valamely helyfiigg$ pontencial gradienseként all eld

F,=-V,V. (86)

Ezt hasznalva a d’Alembert elvbdl szarmazé egyenlet a kovetkezd alakra hozhato:

30



mivel a {%V(r) =0

dOK -V) K-V)
dt  dg  Og (87)

Bevezetve a rendszer Lagrange-fliggvényét £ = K —V visszakapjuk az Euler-Lagrange egyen-
leteket

doL oC

dt 9, Jar
Dinamikai rendszerek esetén ezeket az egyenleteket nevezziik Lagrange-féle masodfaju moz-
gasegyenleteknek.

(88)

2.5. A Hamilton-fiiggvény

Az eddig hasznélt Lagrange formalizmus masodrendii differencidlegyenleteket hasznalt.
Sok esetben, példaul numerikus szimulaciok esetén hasznosabbak, jobban kezelhetéek az
elsérendti differencialegyenletek. A masodrendd differencidlegyenletekrsl attérhetiink elss-
rendiiekre, ezekbdl azonban kétszer annyira lesz sziikségiink. Ehhez elGszor vezessiik be a
Hamilton-fiiggvényt ami nem mas mint a Lagrange-fiiggvény Legendre-transzformaltja. Az
f skalarértéki konvex fiiggvény Legendre-transzfromaltja

9(y) = z(y)y — f(z(y)). (89)
ahol y = Vf(z). Igy a Hamilton-fiiggvény:

2.6. A kanonikus egyenletek

A Hamilton-fiiggvény teljes differencialja:

OH OH OH
dH t) = —d —d —dt 91
({pr}, {axt. t) oa Qk+8pk Pr+ At (91)
ugyanez a Hamilton-fliggvény definicioja alapjan:
oL oL oL oL
d (prge — £) = prdqg wdpr — =—dqp — =——dgr — —dt = Gedpr — prdgr — —dt. (92
(prge — £) = prdgr + grdpi 9. 30 ~ 5g-ddk — Grdpi — Prdax — -, (92)
A (91) és (92) egyenletek alapjan leolvashatjuk a kanonikus egyenleteket.
OH
o= 93
G =5 (93)
OH
= 94
e = =g (94)
oOH oL
o a (95)
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Konzervativ rendszer esetén a Hamilton-fliggvény éppen a rendszer teljes energidja:
H=pgp—L=mpv; —(K-V)=K+V =EF. (96)

Ez tehat az jelenti, hogy ha % = (0 akkor az energia megmarad.

2.7. Kanonikus transzformaciok

A ciklikus koordindtdk azok a koordinatak, melyektsl a Hamilton-fiiggvény nem fiigg, az
ezekhez tartozo konjugalt impulzusok allanddak a kanonikus egyenletek miatt és azonnal
megoldést szolgaltatnak a mozgasegyenletekre.

OH
pr = const. és qy = Gpt +c= —t +¢ (97)
Opy,

Minél tébb ciklikus koordindtank van, annal egyszertibb megoldani az adott problémat.
Ezért fontos szerepe van azoknak a transzformacioknak, amelyek valtozatlanul hagyjak a
kanonikus egyenleteket, de ciklikus koordinatakra térhetiink at segitségiikkel. A kanonikus
transzformdciok olyan koordinatak kozotti attérések melyek teljesitik a kanonikus egyenle-
teket és a variacios elvnek is eleget tesznek. Ezek alapjan arra a kovetkeztetésre juthatunk,
hogy a funkcional csak egy teljes idéderivalt erejéig definialt, azaz tetszéleg fiiggvény teljes
idéderivaltjaval kiegészitve nem valtoznak a mozgasegyenletek. Ezt a fliggvényt alkoto fligg-
vénynek nevezziik és segitségével kifejezhetéek a transzformaciok. Az elGzdeket tekintsiik
formaélisan is, ehhez hasznaljuk a kovetkezd jelolést: a kis bettik jeloljék az eredeti koordi-
natakat és impulzusokat, a nagybetik az Gjakat. A 0j mennyiségek kifejezhetGek a régiek

fiiggvényeként:
Qr = Qu({a:}, {pi}, t) (98)
Py = P({a:}, {pi}. 1)
a kanonkius egyenletek érvényesek az 1j koordinatatkra is
. OH'
Qr =
0P,
. oOH'"’ (99)
P. = —
C o

itt a H' az 0j koordinatakra érvényes Hamilton-fiiggvény. A kanonikus egyenletek alapvetGen
a variacios elvbdl szarmaznak igy

to 3N—s
5/ (Z Prr — H(qw, pr, t)) dt =0. (100)
t1 L

Itt a méar emlitett okok miatt az integrélban 1évé Kkifejezés kiegészithetd egy tetszdleges
fiiggvény idéderivaltjaval. Oszegezve

3N—s 3N—s

: d
? P = H(qs, P, t) = ; PeQi — H'(Qr, Pist) + - f (101)

Konnyen lathato, hogy az f fiiggvény négy tipusi lehet:
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o fi(qr, Qr)
hd f2(Qk,PI~c)
o f3(pr, Q)

o fulpr, Pr) -

Az els6 esetben

o 0Qy,

3N—s
af1 .
+ E <—f1(Jk+— k
k

(102)

A régi és az 0j koordinataknak fiiggetleneknek kell lenniiik, ezért az egyenléség csak akkor
all fenn ha a ¢ és Q) egyiitthatoi az egyenlet két oldalan megegyeznek, innen az Gsszefiiggés

a koordinatak kozott:

)
oqy
_Oh
IQy,

P, =
df1

H = H+ =2
o

(103)

Lathato, hogy minden 1j paraméter és a Hamilton-fliggvény is szarmaztathatd az alkotd
fliggvénybdl(f). Az els6 egyenlet a py, gx és Q kozott, a masodik a Py és régi koordinatéak és
impulzusok kozott teremt kapcsolatot, a harmadik az pedig az 1j Hamilton-fiiggvényt hata-
rozza meg. A tovabbi esetekben is hasonloan jarhatunk el, az egyes tipusi alkoté fliggvények
kozott a Legendre-transzformacio teremt kapcsolatot.(Szerintem ez nem kell részletesen.)

f2 esetén:

f3 esetén:

f1 esetén:

Pk = %
oqy
_0f
Qr = P,
0fy
ot

ka—%
Opx,
RE
"=
df3

H = H+ 8
T

_ s

Ipr
_ O
~ 0Qk
df4

H = H+ ==
o

H =H+

qx =

Py,
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Lathato, hogy a régi és az 1j koordinatak és impulzusok transzformaéacios képleteiben
sehol nem fordul el a rendszer Hamilton-fiiggvénye, ezért a transzformécié kanonikus jellege
teljesen fiiggetlen a vizsgélt probléméatol.

2.8. Szimmetridk és megmaradasi tételek

Noether-tétel: Minden folytonos szimmetridghoz tartozik eqy megmarado mennyiség.
Ha a rendszernek szimmetriaja a

¢ — ¢ +efil{a} {di})

. L . (107)
G — ¢ +efilt{a}, {di})
transzforméacioé akkor ehhez tartozik egy megmaradé mennyiség:
oL
9, fi = allando, (108)

mivel a Lagrange-fliggvény megvaltozasa a transzformécié soran:
L{g +efi}{di+efid) — LHa}, {gi}) = 0
és

L{ai +efitAdi +efi}) = LHaiy Ad@i}) = LHai}, {d:}) + (g—;wﬁ + g—;eﬁ) — L({ai}, {di})

oL oL . d /0L
<a—qi€fz‘ + a—qiﬁfz‘) =% (8q'ifi) =0,

amibdl kovetkezik a ((108]) egyenlet allitasa.

innen latszik, hogy

2.9. A tér homogenitasa és az impulzus megmaradas

A tér homogenitasa adott rendszer esetén nem mas mint a rendszer eltolés invarianciaja.
Ha a rendszernek szimmetridja az eltolas akkor egy tetszGleges iranyba dr-rel valo eltolasra
L valtozatlan marad. A dr-el valo eltolas soran minden vektor a kdvetkezSképpen transzfor-
malodik:

r'; =r1; +0r;. (109)

A Noether-tétel alapjan a megmarad6é mennyiség az 6ssz impulzus:
oL ) )
Z 20 = Zpi = allando . (110)

7 7
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2.9.1. A tér izotropiaja és az impulzusmomentum megmaradas

A tér izotropidja a rendszer elforgatas invariancidjat jelenti, vagyis hogy a forgatés szim-
metridja a rendszernek. A szimmetria transzformacié eredménye hatésa a vektorra:

r’; =r; + dr;, ahol: or; =dp e xr

111
p'; = p; + 0p; ahol: dp; =dp e X p. (111)
A Noether-tétel alapjan az impulzusmomentum allando:
oL
20, X q = zi:pi x r; = N = allando . (112)

2.9.2. Az id6 homogenitasa és az energia megmaradasa

Ha a rendszernek szimmetridja az idébeli eltolas, t' = t+t, akkor a Noether-tétel alapjan:

oL

5 allando . (113)

Amennyiben a Lagrange-fiiggvény nem fligg expliciten az id6tdl a fenti kifejezés nem csak
alland6 hanem zérus, igy megmarad a teljes energia.
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3. Egzaktul megoldhato fizikai problémak (Kovacs Zoltan)

Csillapitott és kényszerrezgések, csatolt rezgések, linedris lanc. Kepler-probléma, bolygo-
mozgds. Kvantummechanikai problémdk: potencidlvélgy, oszcillator, rotdtor. Hidrogénatom.
Keltd és eltiintetd operdtorok.

3.1. Csillapitott és kényszerrezgések
3.1.1. Csillapitott rezgés

Vegyiink egy rugos rendszert, amibe most bevezetiink egy sebességgel aranyos csillapitést,
példaul egy folyadékban surlodo féket. Ekkor a rendszert a kovetkezo differencidlegyenlet irja
le:

d*x kdx
m—s = —Dr — k—
dt? dt
Ezt egy oldalra rendezziik, és bevezetiink két Gjabb jelolést: % =20 és % = wi:
d*x

d
W+2ﬂd—f+w§x:0

A megoldast keressiik z(t) = A(t) sin(wt + ¢) alakban. Ha ezt visszahelyettesitjiik, akkor egy
sin-es és egy cos-os tagot kapunk. Az egyenlet csak tgy lehet minden t-re 0, ha ezeknek az
egyiitthatoi kiilon-kiilon 0-t adnak. Ezek alapjan két 4j egyenletet irhatunk fel:

A+ 2BA4 (W2 —wHA=0
2w(A+ BA) =0
Itt a masodik megoldas alapjan jol latszik, hogy A(t) alakja:
At) = Age ™
Ezt a derivaltjaival egyiitt vissza tudjuk helyettesiteni az els6 egyenletbe:
Age PHwi —w? = %) =0

Itt a zarojeles tag 0-t kell adjon, azaz felirhatjuk w alakjat:

w=/wi — B2
z(t) = Age P sin (\/wg — B2t + 90)

Ez egy exponencialisan lecseng6 oszcillaciot ad. A lecsengés tulajdonsagait az wq és 3 viszonya
hatarozza meg:

Most méar ismerjiik z(t)-t:

(i) Ha 8 < wy, akkor alulcsillapitott a rendszer. Ekkor a rezgés amplitudoja 7 = % id6
alatt az e-ad részére csokken.

(i) Ha 8 > wy, akkor a rendszer tulcsillapitott. Ilyenkor a kezddfeltételektsl fligg, hogy
csak egyszer, vagy egyszer sem metszi az y(z) = 0 egyenest.

(iii) A B = wp esetet nem targyaljuk, mert ez csak matematikailag fordul elg.
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3.1.2. Kényszerrezgések

Kényszerrezgéseknél bevezetiink a rendszerbe egy periodikus erét. Ekkor a mozgasegyen-
let alakja:

d*x dx )
Mmooy = —Dzx — k% + Fysin(wt)
Az €l6z6 esethez hasonléan atrendezve a kiovetkezdt kapjuk:

d*x

dar?
Az el6z6 pontban megkaptuk a differencidlegyenlet homogén megoldasat. Most az inhomogén
megoldéasat keressiik, a kovetkezd alakban:

dx Fy . .
+ 26% +wir = EO sin(wt) = ag sin(wt)

z(t) = Asin(wt + 0) = Asin(wt) cos(d) + A cos(wt) sin(9)

A derivalasok elvégzése és visszahelyettesités utén itt is kapunk egy sin-es és egy cos-os tagot.
A cos-o0s most is 0-t kell adjon, a sin-es viszont most pont ao-t kell hogy adja.

Al(wi — w?) cos(8) — 2pwsin(8)] = ag
Al(wi — w?)sin(6) + 2Bwcos(d)] = 0
Ezt a két egyenletet négyzetre emelve, és Gsszeadva a kovetkezs egyenletet kapjuk A-ra:
agp
V(wh — w?)? + 4572
Ezt visszahelyettesitve a masodik egyenletbe d-ra kapunk egy Osszefliggést:
20w
w? — wk

tan(d) =

x(t)-re az altalanos megoldas a csillapitott rezgésnél kapott homogén megoldés és az itt
kapott partikularis megoldas 0sszegeként adodik:

z(t) = Age ' sin (\/wg — B2+ g0> + N wz(;Z e sin(wt + 9))

P
wWo

Itt a mozgas elején a csillapitott és a kényszerrezgés Osszege jelentkezik, majd a csillapitott
rezgés lecsengése utéan a kényszert okozo rezgés frekvenciajaval, de valamlyen faziseltolassal
folytatja a rezgést.
Az amplitudét derivalva meg tudjuk keresni, hogy milyen gerjesztés mellett fog maximalis
frekvenciaval rezegni. Mivel A csak a nevezében fligg w-t6l, ezért elég a nevezs szélsGértékét
meghatéarozni:
flw) = (wh — w?)* + 4p%"

df

dw
A masodik egyenlet megoldasa w, = y/wi — 2032, amit rezonancia frekvencianak neveziink.
A maximum amplitudot tgy kapjuk, hogyha ezt visszahelyettesitjiik az A egyenletébe:

Amaz -

= —dw(w) —w?) +86%w =0

Qo

20/ — 5
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3.2. Csatolt rezgések

Két testet egyenként a falhoz csatolunk D rugéallanddju rugokkal, kozéjiik pedig egy k
rugdallandoju rugot helyeziink. Ekkor a két mozgéasegyenlet alakja:

may = —Dxy + k(zy — x1)

ml.'.g = —Dl’g + k’({L‘l — ZEQ)
Ezt a két egyenletet 6sszeadjuk és kivonjuk egymashol, valamint bevezetjiik a kovetkezé 1]
valtozokat: uy = % s up = #1572, akkor két 1j egyenletet kapunk:

mu'l = —Du1

D+2k
m

Ezeket m-el leosztjuk, és ha bevezetjiik a % = w? és = w2, akkor két harmonikus

oszcillator mozgasegyenletet kapunk:
U = —wful
Uy = —wqu
Ezeknek a megoldésa egyszeriien adodik:

uyp = Ay sin(wit + ¢1)

us = Ay sin(wat + 9)

Ha visszatériink x;-re és xo-re, akkor az egyenletek:
x1 = Ay sin(wit 4 ¢1) + Agsin(wat + ¢2)

xo = Ajsin(wit + 1) — Ay sin(wat + ¢o)

A rezgés tulajdonségai az A; 5 és 12 paraméterektdl fognak fliggni, amiket a kezddfeltételek
adnak meg. Egy érdekes esetet kapunk akkor, ha vizsgaljuk a A; = Ay = é L1 =2 =3
esetet. Ekkor az x-ekre kapott egyenletek:

x1(t) = Acos bt “21) cos [ 221y
2 2
Ty(t) = Asin (wl ;Mt) sin <cu2 ; 1 t)

Ha emellé még feltessziik, hogy a két test kozott egy "gyenge" rugd van csak, azaz % << 1,

akkor: 1
D 2k \ 2 k
Aw =wy —wi = —[(1—1——) —1]%%—

m D D

Vezessiik be wy = w1 + wq jelolést. Ezzel felirva az x koordinatak egyenletei:

x1 & Aq(t) cos(wot)

38



To 2 Ao(t) sin(wot)

Ha felirjuk az amplitudok idégfiiggését:

e

IR

Ilyenkor az amplitudoknél a lebegés jelenségét tapasztaljuk, azaz az eredd rezgésiik frekven-
cidja megegyezik a frekvenciak kiilonbségével.
Ha a két test egymaésra mer6legesen rezeg, akkor az eredmények az tgynevezett Lissajous

gorbék lesznek.
a=3, b=4 a=5, b=4
o=mn/2

b=2
o=m/2

i
o
i
1}
-

©

I

2
[*h
©

I us

o=m/2

9. abra. Néhany példa a Lissajous gorbékre, kiilonb6z6 frekvencia aranyoknal

3.3. Linearis lanc

A csatolt rezgések tovabbgondolasaként most N darab azonos tomegi kis golyot ve-
sziink, amiket mind azonos rugokkal kapcsolunk 6ssze. Hogy minden golyé mozgasegyenlete
ugyanolyan legyen, a két szélsé golyot is 6sszekapcesoljuk egymassal. Ezt nevezziik periodikus
hatarfeltételnek. Ilyenkor a tetszélegesen kivalasztott i-edik golyé mozgasegyenlete felirhato
az alabbi forméban:

muz = D(ui+1 - Uz) + D(ui—l — Uz)

Hasonl6an a korabbiakhoz, leosztunk m-el és atrendezziik:
Uz = wg(ui_;,_l + U1 — QUJ@)

Az egész rendszer leirdsahoz attériink matrixos alakra:

u:gu
-2 1 0O 0 ... 1
1 -2 1 0 0
1 -2 1 0
D =w;
1 0
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Ennek az egynletnek keressiik a megoldasat u;(t) = A;e’“! alakban. Tovabba feltételezziik,
hogy A; = A(q)e’®. Az imaginérius egységet most j-vel jeldljiik, mivel i az indexiink.
Tovabba g egy reciprok racsvektor, a pedig a lanc elemeinek nyugalmi tavolsdga. Ezeket

felhasznalva:
u; = A(q)ej(wt—l-iqa)

Ezt helyettesitjiik be a differencidlegyenletiinkbe, és rendezés utan a kovetkezst kapjuk:
—w? = w3 (e 4 71 — )
Ha az exponencialisokrol attériink trigonometrikus alakra, az egyenletet 4j alakja:

w? = 2w3 (1 — cos(qa))

. qa
w = 2wy ‘sm <?)‘

Ezt nevezziik diszperzids relacionak, ami egadja a frekvencia ¢ fliggését. A reciprokracs tu-
lajdonségai miatt ¢ csak —7 ¢és 7 kozott mozoghat.

Ha ezt rendezziik w-ra:

2wy,

wiq)

-nfa 0 m/a
q

10. abra. Egyatomos linearis lanc diszperzios relacioja
Kétatomos linearis lanc esetén két kiilon diszperziés relaciot kapunk a két kiilonbo6zé

testre. Ennek az alakja:
Wi =wi <1 + \/1 — 42sin? (%))

Itt két kiilon dgat kapunk. w, -t nevezziik optikai moédusnak, w_-t pedig akusztikus moédus-
nak.
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2wy

w(q)

-Tfa 0 n/a
q

11. abra. Kétatomos lineéris lanc diszperzios relacidja. A piros gorbe az akusztikus, a kék
gbrbe az optikai modus.

3.4. Kepler probléma, bolygémozgas

A Kepler probléma a kéttest probléma egy specialis esete. Vizsgaljuk a Nap koriil mozgo
bolygo viselkedését. A probléma egyszertisodik, hogyha a napot allonak tekintjiik, ekkor
tekinthetjiik azt a koordinatarendszeriink orig6janak. Ekkor a kéttest probléma egy egytest
problémara egyszertisodik, ahol egy u redukélt tomegt bolygo kering a Nap koriil. A redukalt
tomeg alakja:

Mivel a Nap tomege joval nagyobb egy bolygéénal, ezért a redukalt tomeg egyszertisodés
utan a bolygo tomegével egyezik meg. Igy a probléma amit vizsgalunk tovabb egyszertisodik.
A bolygora hato ers a kovetkezd formaban irhato fel:

GMm

F=- 3

r

Itt r vektor M-bsl mutat m-be, G pedig a gravitacios konstans. Mivel a bolygo egy centralis
erGtérben mozog, ezért az x,y sikban fog zajlani, és az L impulzusmomentum allando lesz.

L =mr*p = N = const.

A mozgas soran az energia is konstans lesz:

mM
r

E= T+ V() =2 (P +1%?) -G

Az energiat atrendezve a sebességre, és bevezetve % = h 1j konstanst:

2GM

r2 4 r2gb2 — h

Az impulzusmomentum alland6sagabol tudjuk, hogy r?¢ = c is alland6 lesz, amit felhasz-
nalva az egyenlet 4j alakja:

- c\? 2GM

r? + (—> — =h

r T

41



Eszrevehetjiik, hogy ennek az egyenletnek az alakja hasonlit az energia altalanos alakjéahoz:

Ahol Ejn-nek 12 felel meg, ¢(r)-nek r2p — 2GTM, E-nek pedig h. Vezessiik be a ¢rs(r)-t,
amire gondolhatunk egy effektiv helyzeti energiaként.

A 2GM
Gepp(r) = — —

72 r

Ennek a potencidlnak lesz egy r; alsd és egy ry fels6 hatéra, amik kozott mozoghat az r
értéke. Ezeket a h nagysidga hatarozza meg.

12. abra. Az effektiv potencial alakja a bolygémozgasnal

Most renezziik az eredeti egyenletiinket 7-re:

SEORE S

Atirom 7-t a kompozicié derivalas szabélyai alapjan:

dr _drdp _dr . _drc
dt  dpdt  dp”  dpr?

2 M
ﬁgzi\/h_c_ﬁG

dep r? r? r
Itt bevezethetiink néhény helyettesitést:
h=(B - A%
GM = Ac
b (O

Ezeket felhasznalva:




Itt latszik, hogy k-ra a megoldas:

GM
/i(go):\/gcosgpzT—g

GM
e Bcosp
r c

Innen méar egy egyszeri r-re rendezésbdl adodik a palya egyenlete polarkoordinatakban:

2
c
C Yeivi
r = _ GM

GM _ \/Bcos B 1—\/§G§WCOS¢

C

Ez egy kupszelet polarkoordinatéas egyenlete, ahol az excentricitast a cos szorzoja dja meg:

c c GM\?>
EZEGM:GM ( . > +h

2
GM

Itt jol latszik, hogy h-tol fiiggden az excentricitas 1-nél kisebb vagy nagyobb lesz. A bolygo-
mozagsra h < 0 teljesiil, azaz az excentricités kisebb lesz 1-nél; és igy ellipszipalyat kapunk,
amelynek egyik gyujtopontjaban talalhato a nap. Ezt nevezziik Kepler 1. torvényének.
Vizsgaljuk meg az ellipszispalyan idSegység alatt surolt teriilet nagysagat. Tegyiik fel, hogy
At id6 alatt Ar-el valtozik az r, és Ap-vel valtozik a p. Az elmozdulas egy kis haromszoget
fog alkotni, amelynek a teriilete:

e=1/1+ h

1 1
AT = 5(7’ + Ar)rsin Ap ~ §r2ALp

Most vegyiik a At — 0 hatéaresetet.
1

. 5 .
T = 57¢

Mint az impulzusmomentum megmaradasabol tudjuk, r%¢ konstans, azaz ennek az 1j, terii-

letsebességnek is konstansnak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy a bolygd vezérsugara egyenld

id6 alatt egyenld teriileteket strol. Ezt nevezziik Kepler I1. torvényének.

Hogyha a teriiletre kapott képletet integraljuk a teljes periddusra:

T
1 T
/0 §r2gbdt = 57"% = abr

B 2mab

T
r2p
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Az ellipszis a és b paramétereit kifejthetjiik az excentricitas képletébdl:

va? —b? i J1s c?
a a GM

h

E =

Vezessiink be egy 1j valtozot, ami legyen a p = % Ezzel mar tudjuk rendezni az egyenletet:

2
T GM
Hogyha ezt felhasznalva négyzetre emeljiik a T-re kapott egyenlet mindkét oldalat:

h

p

B 47%a3p B 47%a3

2
r r4¢2 GM
Itt leosztunk a® — el:
T? 472
E = i = const.
T
@ a

Azaz a bolygok keringési idejeinek négyzetei gy aranylanak egymashoz, mint az ellipszis-
palyak félnagytengelyeinek kobei. Ezt nevezziik Kepler III. torvényének.

3.5. Potencialvolgy
Vegyiink egy véges potencialvolgyben mozgo részecskét. A potencial alakja:
Vir) = —Vo haz € [—a,aq]
0 egyébként

Tegyiik fel, hogy —Vy < E < 0. A Schrodinger egyenletet ilyenkor 3 kiilonb6z6 tartomanyra
kell felirnunk:

_h/2 17
%@/11,3 = _|E|1/}1,3
_h/Q 1"
—y — Wotpy = —|E
o, V2 — Vo | E s
Ezeket atrendezziik: omlE|
" m
1#1,3 = 71?1,3 = /€21/11,3
” 2m(Vy — |E
Uy = %% — k2,
Ezek megoldasa a 3 kiilénb6z6 tartomanyon:
Ae"® 4+ Be H* ha z < —a
Y(x) = { Csin(kx) + Dcos(kzr) haz € [—a,dq]
Fe* 4+ Ge " haa <z
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Ahhoz, hogy a hullamfiiggvény ne szélljon el egyik iranyban sem, sziikséges, hogy B = F =
0 teljesiiljon. A hullamfiiggvényrsl tudjuk, hogy folytonosnak kell lennie a hatérokon, és
ugyanez igaz a derivaltjara is.

Y1(—a) =Pa(—a) 2(a) = ¥3(a)

d d d d
D)= D) D= D)

Ennek az egyenletnek kétféle megoldasa van, a szimmetrikus eset, amikor C' =0 és A = G,
és az antiszimmetrikus eset, amikor D = 0 és A = —G. ElGszor vizsgaljuk a szimmetrikus
esetet, amikor az egyenletek megoldasai:

Ae " = D cos(ka)

—kAe " = —kDsin(ka)

Ha ezt a két egyenletet leosztjuk egymassal, akkor az eredmény:
Kk = ktan(kx)

Az antiszimmetrikus esetre hasonlé moédon a kovetkezs eredményt kapjuk:
k = —kcot(kzx)

Ezeket az egyenleteket analitikusan nem lehet megoldani, viszont numerikus megoldésokat
talalhatunk. Ehhez vezessiik be a kovetkez6 1j valtozokat:

2ma3Vj A

Lathatjuk, hogy s és k definici6jabol adodik, hogy a u® = uj — v*, ahol uf = 2%

végeredményeink atirva:
5 vtanv  (szimmetrikus eset)
\Jug —v? =
0 . :
—vcotv (antiszimmetrikus eset)

Ezt ha abrazolni akarjuk, akkor ug fiiggvényében kapunk egy adott sugart negyedkort. Ha
ezutan felrajzoljuk a vtanv és —v cot v gorbéket.
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13. abra. Példa a grafikus megoldasra uy = 20 esetén

3.6. Oszcillator
Az oszcillator-potenciél altalanos alakja:
L5
V(z) = g

Erre a potencialra felirva a Schrédinger egyenlet:

Vezessiik § = (/52w és k = 2E dimenziétlan valtozokat. Az egyenlet 1j alakja:

P

Ennek az egyenletnek keressiik az aszimptotikus megoldasait, amikor & — oc.

0*Y

8_52%62¢

Ennek a differencidlegyenletnek megoldasa:

V= Ae™ 7 +Be2

Hogy az egyenlet normalt maradjon, teljesiilnie kell B = 0-nak. Most keressiik A alakjat egy
h(€) polinom alakjaban.

&

2

= h(§)e”
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Ha ennek a derivaltjait visszahelyettesitjiik a Schrodinger egyenletbe:

d*h dh
G E D= (€@ =R

&2h_ dh
g~ Xgg tk=Dh=0

Most keressiik h-t sor alakjaban: h(§) = 7%, a;&7. Hogyha ezt behelyettesitjiik az egyen-
letbe, és rendezziik, akkor egy rekurzios relaciot kapunk aj-re:
2j+1—k
GG +2)

A rekurzios képletbdl kovetkezik, hogy csak paros vagy paratlan megoldasai lesznek a fligg-
vénynek. Tovabba a hatvanysornak végesnek kell lennie, hogy ne "gy6zze le" az exponenci-
alist. Ezért lesz egy j = n , amikor 2n 4+ 1 — k£ = 0. Viszont k-rél tudjuk, hogy:

kE=2n+1 28
—= n = —_—
hew

1
E, =hw (n + —)
2
Egy adott n értéknél h(§) pont egy H,, Hermite polinom lesz:

2
T2

Uy = Hn(f)e

A Hermite polinomok altalanos alakja:

nzdn g2
HMOZCﬂ)éag@g)

3.7. Rotator

El6szor meg kell hatdroznunk a gémbi koordinatarendszerben vett Laplace-operator ele-
meit: 5 5
L, =—ih (— sin Yoy~ cos p cot 19%)
. 0 0
L, = —ih (cos Yo sin  cot 19%)
A 0
L,=—ith—
dyp
Szamitsuk ki L2-et is:

: o o 1
e (L peotol 4 L
Qm+w &ﬁﬁwﬁwg
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Mivel L2 a forgascsoport Casimir-operatora, ezért a csoport minden mas elemével kommutal.
Ez azt jelenti, hogy létezik kozds sajatfliggvény-rendszeriik is. Mivel L.-vel a legegyszertibb
szamolni, ezért azzal keressiik a kozos sajatfiiggvényeit. ElGszor oldjuk meg az L. sajatér-
tékprobléméajat:

o

—th— =1,
Op 4
b= O()e' TP = O9)em?

Bevezettiik [, = mh jelolést. [tt m egy egész szam, amit a p-re vonatkozo periddusos hatar-
feltételbs] kapunk meg. Ezt visszahelyettesitve L? sajatérték-egyenletébe:

0? 0 m? A ,
B (il g— t— — —— | ()™ = L2O(Y)e™¥
(8192 o oV sin219) (D)e (P)e
Ezutén 0-ra rendeziink, leosztunk az exponencialis tagokkal és atirjuk az elsé két tagot:

1 0 9] m?  L?
B LT = YA A
(sinﬁaﬁ 90 8111219Jr h2)@( )=0

Bevezetiink egy 1j valtozot: € = cosd, aminek a derivaltja: dé = —sinddd. Igy az egyenlet

alakja: ) ,
d de L m
ie(0-9%) + (- 12) 0=

Ez az egyenletnek szingularitdsa van & = +1-ben. Hogy ezt feloldjuk, a ©-t keressiilk © =
(1 — &)« alakban. Ezt behelyettesitve a fenti egyenlet els6 tagjaba és derivalva:

d do d d
el 1_2_ — 1_2_2 1_2()4—1:__2 1_2&2
i (1-0%) = - @201 - €)= =260 - €))
= —(20 +4a%)(1 = &) +4a’(1 - )
Ha || ~ 1, akkor lathatoan a masodik tag fog dominélni. Ennek kell korrigalni az —%@ =
—m?(1 — £2)*~! Ebbél az kovetkezik, hogy 4a? = m?. Igy felirva az aszimptotikus megoldas:
Iml

O, =(1-6%)7

A teljes megoldast keressiik az aszimptotikus megoldas és egy véges sor szorzatanak alapja-
ban:

k
0=0,» ¢
=0

Hogyha ezt derivaljuk, és visszahelyettesitjiik az eredeti egyenletbe:

(1% [Z (’;;— — (Im] + ) (Im] + j + 1>) i€+ 240 + et

Itt az egyik Osszegzés 2 taggal a masik elGtt ér véget, és ezek a tagok kiejthetik egymast. A
maradék két tag is leegyszertisodik, mivel a kezdeti feltételek alapjan szabadon vélaszthatjuk
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meg, hogy a paros vagy paratlan c;-ket. Ha ezek koziil barmelyik 0, akkor az Osszes tobbi
paros vagy paratlan tag 0 lesz. Igy az egyenlet teljesiil minden c¢;£"-re, ha az egyiitthat6 0

valamilyen j = k esetén:
2

h?
Vezessiik be az [ = |m| + k jelolést:

= (Im|+k)(Jm|+ &k +1)

L =1(l+1)n?

A differencialegyenlet megoldésai az | — |m|-ed foku asszocialt Legendre-polinomok. Ezekkel
felirva a hullamfiiggvény:

Im] m —im
Uim = (1= &%) 7 P (€)e™™
A t6bbi sajatfiiggvényt kommutacios relaciokbol kapjuk. Az f)z és L2 normalt sajatfliggvé-
nyeit nevezziik gémbfiiggvényeknek:

204+ 1 (1 — |m|)!
4 (14 |m|)!

m m % 5
Y, = (—1)#@'1 [ } sin!™ 9P (cos 9)e'™¢

Ezekre teljestilnek a kovetkezs feltételek:
iz}/}m = thEm

LYy, = (1 + 1)WY,

3.8. Hidrogénatom

Vegylink egy centralis V (r) potenciélt, és irjuk fel a Schrodinger-egyenletet gémbi koor-
dindtarendszerben:
h? {62 20 1 ( 0? 0 1 02

il i 9 - Z
24 09?2 oo o * sin? 1) A2

oz T ror T

>:| ¢(7”a v, cp)—f—V(’I")Q,D(T, v, 90) = E¢(T7 v, 90)

A megoldast keressiik 1(r, 9, ¢) = R(r)Y (9, ¢) alakban. A szogfiiggs és a sugarfiiggs tagokat
kiilon oldalra rendezve az egyenlet:

r* (>R 2dR 2ur? 1 [(0%Y aY 1 oY?
——+-= E-V()==|—= t0— + ————
R <d7"2 +rdr) TR ( () Y ((9192 o oV +sin2193<,02>

A szogfiiggd rész belsejét atirhatjuk a kovetkezd alakra:

0’y —|—cot198Y N 1 oy*
02 09 sin®d 0p?

-\Y
[tt ismerjiik a megoldasokat, amik a gombfiiggvények, A = [({41) sajatértékkel. Az is latszik,
hogy az energiat csak a radialis rész hatarozza meg. Irjuk fel a radialis rész egyenletét, 0-ra
hozva: PR IR R
2 2 1
== “(E+e s )>R:0

T T

2

dr? +;d7“ n?
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. ., . 2 . 2 P
Dimenziotlanitsuk ezt az egyenletet 7o = y/— 5=, £ = 2L és ¢ = E270 bevezetésével:
2uE" o h?

R 2dR {1 e Ul+1)

@i TTate e

Szokasos modon keressiik az aszimptotikus megoldéast a végtelenben. Ekkor a diferenciél-
egyenlet alakja:

[0

PR, 1
dez =0
_¢
Ry (&) = €2

A teljes megoldast keressiik R(§) = R,(&)v(§) alakban. Ezt az eredeti egyenletbe visszahe-

lyettesitve:
@+<2_1>@+<5—1_l(l+1)>v_0
SN dg 3 &

Keressiik v(§)-t hatvanysor alakjaban. A hatvanysor nem kezdddhet 0-val, mert akkor diver-
galna az egyenlet O-ban.
() =) el
r=0

Ezt helyettesitsiik be az egyenletbe, és irjuk ki a legalacsonyabb £572 és £75+! egyiitthatokat:

s(s+1)—1(l+1)=0

(r+s+1)(r+s+2)=1l(l+ 1)1 —(r+s+1—¢)e. =0

Ha a méasodik egyenletet rendezziik, akkor kapunk egy rekurzios relaciot c-re:

r+s+1—¢
Crp1 = Cr
T s+ Dr+s+2) —1(+1)
Az els6 egyenlet adja meg az s értékét. Két lehetGség van, s =1 és s = —1 — 1, de ezek koziil

csak az els6 nem divergal.

r+l+1—¢
(r+l+1)(r+1+2)—1(1+1)

Cr

Vezessiink be egy 1j p valtozot, amire teljestil:
p+tl+1—-e=0
e=p+l+1l=n

Ezt az e-ra kapott kifejezést visszahelyettesitve megkapjuk az energiét:

pue?

E, = -
2h2n?

A sajatfiiggvényt vizsgaljuk tovabb, most legyen v(¢) = lw(€) alaki a v:

& d
d—;}+[2(l—|—1)—§]—w~l—(n+l+1)w:0

§ e
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Ennek az egyenletnek a megoldésa az n+1-edik Laugerre-polinom (21+1)-edik derivaltja. A
k-adik Laguerre-polinom alakja:

Irjuk fel jra a radialis rész megoldasat:

R(€) = Ru(€) = e 36 LD (€)

Most mar fel tudjuk irni a teljes hullamfiiggvénytinket:

_¢ m
Gnim = Ne~ 2 L (€)Y™(0, )

Az energia csak az n f6kvantumszamtol fiigg. Egy adott n esetén [ lehetséges értékei 0, 1, 2, ..n—
1. Az | a mellékkvantumszam. Az m mégneses kvantumszam lehetséges értékeit [ hatarozza
meg. Minden [-nél —1, =1+ 1,...1 — 1,1 értéket vehet fel, ami Gsszesen (2] + 1) értéket jelent.
Ez alapjan egy adott F),, sajatértéknél dsszesen

—_

n—

(20+1) =n?
l

Il
=)

fiiggetlen sajatfiiggvény van. Ez azt jelenti, hogy egy energiaszintek n2-esen degeneraltak.

3.9. Kelté és eltiintetd operatorok

Irjuk fel a harmonikus oszcillitor Schrodinger egyenletét:

2m

1 [(72(%> + <mwx>2] () = By(x)

Vezessiink be két uj operéatort, a -t és a_-t:

Ezeket nevezziik kelts és eltiintets operatoroknak, vagy léptetGoperatoroknak. Eszrevehet-
jik, hogy a szorzataik:

a_ay = —%@—i—?’nw x +§w
A n 0 +1 20 I
40 = ———— mw e’ — —w
" 2m 022 ' 2 2

Ebbdl kévetkezik, hogy a két operator kommutatora:

[&*7 &4’} = hw
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Ezekkel az operatorokkal felirva a Schrodinger-egyenlet alakja leegyszertisodik:

(m A+ %) b(z) = Bu(a)

Ha egy v megoldasa a hullamegyenletnek E energiaval, akkor a kelté és eltiintets operato-
rokkal tudunk j megoldésokat generalni.

hew
(d+ ca-+ 7) a4 (z) = (B + hw) a9

Az eltiintets operatorral hasonléan 1j megoldéast kapunk, E — fuw energiaval. Eszrevehetjiik,
hogy a lefele léptetést nem mehet a végtelenségig, mert az energia értéke egy id6 utan negativ
lenne. ¢ és a1 megoldasok mindig normalhatok lesznek, viszont a_t)-re ez nem mindig
igaz. Viszont attol, hogy nem normalhato, még lehet véges az integralja, azaz 0. Ez alapjan
feltételezziik, hogy létezik egy olyan 1)y alapallapoti hullamfiiggvény, amire a_vy = 0 teljesiil.

h o
\/%_m <;8_x — imwx) o(z) =0

d mw
%% = —71“%

Ino(z) = —%ﬁ + InC

o(x) = Ce~ %" = Ce™3

Ez az alapallapoti hullamfiiggvény. Most vizsgaljuk meg, mekkora energia tartozik hozza:
PO hew hw
(CL+ ca_ + 7) Q/Jo(flf) = 7@[)0(%)

E():?

Ha ezt léptetjik feljebb a-al, akkor visszakapjuk-e az Gsszes lehetséges megoldéast? Ha 1é-
tezne koztes energiaérték, akkor onnan megint le tudnank léptetni 0-ig, amit kizartunk. Ez
alapjan tehat megtalaltuk az 0sszes lehetséges megoldast.

Itt a’} pont a Hermite-polinomokat adja.
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4. Folytonos kozegek mechanikaja

Rugalmas és képlékeny alakvdltozdsok, Hooke-torvény, specidlis deformdciok. A defor-
mdcio jellemzése, fesziiltség- és deformdcios tenzor. Folyadékok tulajdonsdgai, hidrosztatika,
feliileti fesziiltség, gorbiileti nyomds, felhajtéerd. Aramldsok jellemzése, Bernoulli-egyenlet,
tokéletes folyadék dramldsa, Euler-egyenletek, viszkozus folyadék dramldsa, orvények, turbu-
lencia, Reynolds-szdm.

4.1. Rugalmas és képlékeny alakvaltozasok, Hooke-torvény, specialis
deformaciok
A legegyszertibb rugalmas deformécio a lineéaris nyujtéas, ami kisérleti tapasztalatok alap-

jan:

1R

Al = —=— 114

ahol F' a nyujté ers, A a vizsgalt minta keresztmetszete és E az un. Young-modulus [Pa]
(atalaban E ~ 100 GPa). Definialhato a relativ megnyulas, mint

e=—. (115)

Fontos, hogy a rugalmassag csak ¢ ~ 1073 értékig teljesiil, efelett maradando alakvéltozas
léphet fel. Ezen feliil felirhato a fesziiltség is, mint

F
= 11
o (116)

Az eddigiek alapjan felirhaté a Hooke-torvény az alabbi alakban:
o= FEe. (117)
A ruglmas energiastrtiség felirhat6 a mechanikai munka alapjan:

Al Al

EA 1EA w1 (AN 1, 1
0 0

Az alabbiakban néhany specialis deformécio jellemzése olvashato.
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e Harant 6sszehiizodas: hosszmenti nytjtas esetén valtozhat a minta keresztmetszete

(d) is:

(119)

ahol v az tn. Poisson-szam (altalaban v = 0.3 £ 0.2).

o Osszenyomas: kezdeti V = 1d? térfogatti hasab Gsszenyomasa V' = (1 + Al)(d + Ad)?
térfogatra. Ekkor a relativ térfogatvaltozas (A-ban els6 rendig):

AV V=V (+AD)d+Ad?2—1d _Ad Al o
v % e gt - we=0-2)5
(120)

Lathato, hogy v mértéke befolyasolja a térfogatvaltozas elgjelét. Osszenyomas felirhato,
mint egy kiilsé p nyomés hatésa:

— =—-Kp=—""——"p. (121)
Felhasznaltuk az el6bb eredményt a térfogatvaltozasra, valamint bekeriilt egy 3-as fak-
tor a nyomés feltehetd izotropsidga miatt. K az in. kompresszié modulus.

e Nyiras: ha tiszta nyirasrol beszéliink, akkor V' = 4alland6. Ha a nyirasi modulus u és
a nyiras szoge v, akkor a nyirasi fesziiltség felirhaté, mint

T =y . (122)
e Csavaras: specialis nyiras. Egy R sugariu és [ magassagu hengert tiszta nyiras soréan
megcsavarunk valamilyen ¢ szoggel. A csavaraskor kijelolt ivhossz (ha ¢ < 1) @ =

re = lv, ahol v tovabbra is a nyiras szoge és r majd a sugariranyu valtozonk lesz. Ezek
alapjan a nyirasi fesziiltség:

T=pTe (123)

Ha azt akarjuk megnézni, hogy mekkora ers hatott az egyes AA = 27wr Ar teriilets és Ar
vastag korgytirtikre, akkor egyszertien felirhatd, hogy AF = 71AA. A forgatonyomaték
pedig AM = r7AA. A teljes forgatonyomaték ezek alapjan:
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T R

R R
1

M = /dr rTAA = 27w907/dr rd = SHPT - (124)

0 0

Ez alapjan pl. az elforduléds mértéke megkaphato a forgatonyomatékbol.

Hajlitas: ha befogunk egy [ hosszi és A = ab keresztmetszetti elhanyagolhat6 tomegii
rudat, majd valamilyen F' erével huzni kezdjiik a szabad végét lefelé, akkor meg tudjuk
hatarozni, hogy milyen y(x) fliggvény fogja leirni a meghajlott ruad alakjat, ahol x
a befogasi ponttol mért tavolsag. Hajlitaskor ki fog alakulni egy tn. neutralis zona,
melynek hossza nem fog valtozni (folotte nyulik, alatt Gsszenyomoédik a rad). Ezen
neutralis zona egy Ay szog altal kijelolt szakaszahoz tudunk rendelni egy R(x) sugari
simulokort. R(x) valojaban az ivhossztol fiiggene, de kis hajlitas esetén az kozelitSleg
megegyezik x-szel.

Az elmondottak alapjan a neutrélis zonaban a deformécio zérus, azaz e(R) = 0. Felir-
hato a relativ megnytlas a neutralis zona felett &-vel:

Ap(R+¢&) — ApR é
A¢R R’

e() = (125)

A Hooke-t6rvény ebben az esetben is igaz (0 = Ee(£)). Nyugalomban az eredd erének
el kell tinnie. Ez a f6ggsleges erckre teljesiil (gravitacios és belss erdk), ezen feliil
felirhato, hogy

F:/dAa:O. (126)

A vizszintes iranyu erék akkor ejtik ki egymaést, ha a neutralis zona alatt és felett hato
ellentétes iranyu erck is éppen kiejtik egymést (emiatt lesz a neutralas zona éppen
b/2 magassagban). Ezen feliil teljesiilnie kell az ereds forgatonyomaték elttinésének
is. Ebben az esetben beszélhetiink bels és kiils6 forgatényomatékokrol. Egy kis AA
teriiletd anyagdarabra haté belsé forgatonyomaték a kovetkezo:

My, = 0€AA = %§2AA : (127)

A teljes forgatonyomaték pedig:

E E
M,== [ dA& ==1] 128
o= [aag =11 (128)
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ahol I az un hajlitasi nyomaték, és a rud keresztmetszetének alakjatol fiigg. A kiilsg
forgatonyomaték alakja egyszert:

My =F(l—z). (129)

Felirhat6 a neutralis zonahoz irt kor egyenlete (xy nem fontos, lényeg, hogy nem az
origd a kozéppont), majd y-ra rendezve, és azt kétszer derivalva = szerint a kovetkezot
irhatjuk fel:

1
v+ (2 —20)* = R? = y=+VR?— (v — x0)? — y”%:l:ﬁ.
(130)
Valasszuk a negativ elGjelet, igy a megoldandé differencidlegyenlet:
My —M,=F(—x)+IEy"=0. (131)

Hatéarfeltételek megadasaval (y(0) = 0, y/(0) = 0) a megoldas kereshetd polinom alak-
jaban: y(z) = a + bx + cx? + da3.
4.2. Deformacioé jellemzése, fesziiltség- és deformacios tenzor

A deformécio jellemzése altalanosithaté az u(r) elmozdulastér bevezetésével. Ez a de-
formécié sordn bekovetkezd elmozdulasokat irja le valamilyen referenciaédllapothoz képest.
Legegyszertibb eset, ha merev testekrél beszéliink, ugyanis ekkor u = allandoé.

Ha két helyvektor tavolsaga Ar, akkor a deformacié utani tavolsig megkaphat6 az alabbi
alakban:

As=r+ Ar+u(r+ Ar)— r —u(r) = Ar + u(r + Ar) — u(r) = Ar + grad(u)Ar ,
N N 4

egyik‘\jektor maésik vektor
(132)
ahol grad(u) = ,@ az un disztorzi6 tenzor. Indexesen irassal: d;u; = 3;;. Ez alapjan
88| = \/ (A + By Ar))(Ar + fidry) | (133)
A relativ hosszvaltozas pedig (3-ban els6 rendig):
|AS — AI‘| o \/|AI‘|2 —+ A’I“iﬁijA’f‘j + A’f’iﬁikA’l“k + BijﬁikA’l“jATk 1 (134>

|Ar| a |Ar|
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A gyokjel alatti utolso tag elhagyhato a kozelités miatt. Ezen feliil észrevehets, hogy a 5 és
1k cserére szimmetrikusak a kifejezések, azaz B-nak csak a szimmetrikus része jelenik meg.
Ez alapjan bevezethets € deforméacioé tenzor, mint a disztorzié szimmetrikus része:

Eij = %(@j + Bji) - (135)

Tovabb alakitva a relativ megnyulasra felirt kifezejést (bevezetve n = Ar/|Ar| egységvek-
tort):

| S|Ar| I‘|:\/‘ 7| |Ar|7’€g Tj_lz\/w—lwnigijnj:nsn_ (136)

Ez alapjan szamithaté adott iranyokba a hosszvaltozas. A relativ térfogatvaltozas ez alapjan
mar sejthetd alakja:

W ~ Tr(B) = Tr(é) . (137)

Eszrevehets, hogy a nemdiagonalis elemek igy nem adnak jarulékot a térfogatvaltozashoz.
Azok a tiszta nyirast irjak le.

A folytonos kozeg mozgasegyenletének felirasahoz meg kell kiilonboztetniink kiilsé és belsd
erdket. Vizsgaljuk egy kiils6 erétérbe tett test egy V' térfogatu alrendszerét:

F:Fk+Fb:/de+Fb, (138)
V/

ahol f valamilyen kiils§ térfogati erdstiriiség. Hivatkozva a felléps erdk kis hatotavolsdgéara
az erék szempontjabol elegendd az alrendszer feliiletét figyelembe venni. Az erd és a feliilet
kozott legyen linearis kapcsalat:

AF), = 6AA | (139)

ahol megjelenik az tn. fesziiltségtenzor. Igy az eré a Gauss-tételt is kihasznalva:

F:/dV f+ fdA&:/dv [£+ dive] . (140)

\%4 ov’ %4

Az alrendszer 6sszimpulzus-strtisége:

p:/dVQV:/dVQu. (141)

57



Newton-torvény alapjan a mozgasegyenlet (integralisan) :

F=p — /dV [f+dive] = /dV ot . (142)
%4 \%

A differencialis mozgasegyenlet pedig:

f+ divé = pii . (143)

Kisérleti tapasztalatok alapjan a fesziiltségtenzor szilard anyagban a deformaciotenzorral
aranyos. Lineéris kapcsolatot feltételezve az altalanositott Hooke-torvény irhato fel:

0ij = Cijricn - (144)

A négyindexes mennyiség 81 adatot jelent, azonban a deformécio és fesziiltségtenzor (for-
gatonyomaték vizsgalataval lathato be) szimmetrikus, igy kl és ij csere lehetséges. Felirtuk
korabban az energiastirtiséget, és ez a kifejezés is altalanosithato:

1 1
w = 560’ — w = §5ij0ijkl€kl . (145)
Lathato, hogy a kifejezés szimmetrikus (ij) — (kl) parcserére is. Igy a 81 adatbol 21 lett.
Izotrop anyagra ez lehet még kevesebb is, ugyanis ott nincsenek kitiintetett iranyok. A ko-
ordinatarendszertdl fiiggetlen mennyiség a tenzor nyoma, igy az energiastiriségben is csak
az fog megejelenni. Két modon szerepelhet: a nyom négyzete (Tr(é)2) és a négyzet nyoma

(Tr(€)):

A

W = UE;jEi -+ Egmm . (146)

A megjelend p és A mennyiségek az tn. Lamé-egyiitthatok (most mar 2 adat elegends). A
fesziiltségtenzor felirhato, mint

0
% = 2N6ik6jl€ij + Aékiéligmm = 2/~L€kl + )\5kl<€mm . (147)
kl

4.3. Folyadékok tulajdonsagai, hidrosztatika, feliileti fesziiltség, gor-
biileti nyomas, felhajtoerd

Folyadékok lefrasara nem célszert az elmozduléstér, mivel nincsenek hasznalhatoé fix pon-
tok. Attériink a v(r,t) sebességtérre. Hidrosztatikdaban a sztatikus egyenlet irhato fel, azaz

dive +£=0. (148)
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A fesziiltségtenzor a folyadék (feltehetGen) nyirdsmentes nyoméasabol ered (valamint itt sin-
csenek kitiintetett iranyok), igy

AF = 6AA — AF = —pAA. (149)

A fesziiltségtenzor igy & = —pl. A mozgasegyenletben szerepl§ divergencia is valtozik:

dive = —gradp. A felhajtoers vizsgalatakor a kiilsG erdstirtiség a gravitacidhoz kothetd,
igy:

f = og = —ograd® . (150)

A mozgéasegyenletbdl megkaphat6 a hidrosztatikai nyomas:

gradp + pgrad® = 0 — p + o® = allando . (151)

A felhajtoers felirhato, mint a h mélyen folyadékba meriils ab térfogatii testre hato ersk
eredGje:

Fy=F, — Fy = a’ogh — a®og(h + b) = —V g . (152)

Ez a sztatikus mozgasegyenletbdl kézvetleniil is megkaphato:

F; = /dV dive = —/dV gradp = — /dV og = —Vog. (153)

1% v 1%
A feliileti fesziiltséggel kapcsolatos kisérleti tapasztalat a kovetkezs. Egy szappanhértya a
lehetd legkisebb feliilet elérésére torekszik. Azonban, ha a héartya egy olyan kereten van,

melynek van egy [ hosszusagu mozgathato oldala, akkor az erre az oldalra hato eré (nem tul
intuitiv médon) nem a feliilettel, hanem [-lel lesz aranyos:

F=2al. (154)
A 2-es faktor a hartya két oldala miatt jelenik meg, a pedig egy aranyossagi tényezs (melyre
teljestil az Eotvos-torvény, azaz o< 1/T). A feliilet megvaltoztatasahoz szokséges munka:

W = FAz = 2alAz = aAA . (155)

A pl. egy buborék esetén felléps gorbiileti nyomés a feliileti fesziiltség segitségével értel-
mezhet§. Ha vesziink egy szabalytalan alaki As; és Ass oldalivii feliiletdarabot, akkor az
oldalakhoz simulokoroket hizhatunk, melyek legyenek rendre Ry és R, sugartiak. Az olda-
lakhoz tartozzon Ap < 1 kozépponti szog. A feliiletelem egy sarkaban felirhatok a feliileti
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fesziiltségbol adodo ersk. Az erdk vizszintes komponensei rendre ki fognak esni, azonban a
fiiggslegesek adnak jarulékot (és még megjelenik egy 2-es faktor, mivel egy oldalhoz két sarok
tartozik). Az erck:

A A
AF, = 2aAs; sin 2P~ ozAslﬁ , (156)
2 R,
A A
AF, = 2aAs, sin 2P~ OéASQi . (157)
2 R,
Tgy a teljes erd és a gorbiileti nyomas:
1 1 AF 1 1
AF = aAs A —_ 4 — = = — = — +— . 158
aw(Rl +R2> p AA Od(Rl +R2) ( )

AA

4.4. Aramlasok jellemzése, tokéletes folyadék aramlasa, Bernoulli-
egyenlet

Az anyagmegaradés alapjan felirhato a kontinuitési egyenlet:

d
S av ot + 515 dA o(r, )v(r,t) = 0 . (159)
1% oV

Az elsG a térfogatbeli anyagmennyiség idébeli valtozésat, mig a mésodik a bearamlo anyag-
mennyiséget irja le. A V térfogat egy kis AA feliilletelemén At id§ alatt bearamlé anyag
tomege:

Am = ovAAAL . (160)

A Gauss-tétel alapjan a kontinuitési egyenlet atirhato differencialis alakba:

0+ div(ov) =0. (161)

Ha a folyadék Osszenyomhatatlan, azaz p = allandé, akkor divv = 0. Stacionarius aramlas
esetén pedig csak helyfiiggés van, ekkor

div(pv) =0. (162)
A mozgasegyenlet felirasahoz figyelembe kell venni a sebesség Osszetettebb idéfiiggését a
lancszabaly ("anyagi derivalt") alapjan:

u=v — = (VV)v+ov. (163)
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Ez alapjan az egyenlet:

o((VV)v + 9v) = £+ dive . (164)

Stacionarius aramlés és idealis folyadék esetén az egyenlet egyszertisodik:

o(vV)v =f — gradp . (165)

Lathato, hogy stacionéarius aramlés esetén

?gdA ov=0. (166)
ov

Ha a folyadék osszenyomhatatlan (¢ = allando):

ygdAv:O. (167)

ov

Ez alapjan valamilyen aramlasi csé elején és végén teljesiil, hogy Ajv; = Asvs. A munkatétel
alapjan

1 1
W = AFEy, = 5ngm — §U%Am : (168)
Ez meg fog egyezni a nyomésbol szarmazé munkéval:
W = p1A1let — pzAgUgAt . (169)
Osszevonva a munkéra felirt két kifejezést:
Lo 1o p1 po Ly, P
—v; — =V = — — — —= —v° + = = allando . 170
j-gui=2-2 o+ (170)

Ez az tn. Bernoulli-egyenlet /torvény (figyelembe vehetd a helyzeti energia, valamint felirhato
osszenyomhato folyadékra is).

4.5. Euler-egyenletek, viszkézus folyadék aramlasa

Ha a fesziiltségtenzort viszkozus/surlodo folyadékra irjuk fel, akkor az eddigieket ki kell
egésziteniink:
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6 =—-pl+é6'(&). (171)

Az 1j tag kisérleti tapasztalatok szerint a deformacios tenzor idéderivaltjatol (ét) fog fiig-
geni. Ha a folyadék izotrép, akkor hasznélhato az izotrop kozegre kapott fesziiltségtenzor
alakja:

UZ/-]- = 2776% + 77,517'8?[ . (172)

Az n és 1 egyiitthatok a viszkozitast jellemzik. A deformécios tenzor derivaltja az alabbi
alakban fejezhetd Kki:

1/0v;, Ov;
L ! J 1
62] 2 <8Tj * 87"2) ( 73)

Eszrevehetd, hogy ha i = j, akkor ¢!, = divv. A fesziiltségtenzor:

ov;  0v; P
o'gj = n(@: + a:?) +n'd;divv . (174)
Vi 7

Véve mindkét oldal divergencidjat:

i

oo’ 32 V;
==
or; or?

+ nidivv + n'idivv — divé’ = nAv + (n + n')graddivv .
87“]- 87“]'
(175)

A kapott alakot visszahelyettesitve a mozgasegyenletbe a Navier—Stokes-egyenlethez jutunk:

o((vV)v + 9,v) = —gradp + nAv + (n + ' )graddivv + f . (176)

Ha a folyadék surlodasa elhagyhato, akkor az Euler-egyenletet kapjuk:

o((vV)v + 8yv) = —gradp + £ . (177)

4.6. Orvények, turbulencia, Reynolds-szam

Az Orvényesség jellemzésére felirhato az un. érvényvektor:

1
w = §rotv . (178)

L Azért kapott ilyen béna jelet az iddderivalt, mert megadta magat a LaTeX...
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Ha a rendszer 6rvénymentes, akkor w = (. Tovabbi jellemzGje lehet a rendszernek a cirkulacio

(felhasznalva a Stokes-tételt):
F:ygdrv:Q/dAw. (179)

0A A

A cirkuléci6 azonosan zérus, ha az dramlast leir6 gorbe pontté huzhato 6ssze. Ha valamilyen
"akadaly" is része a rendszernek, akkor 0-t6l kiilonbo6zs értéket is felvehet.

A Reynolds-szam a Navier—Stokes-egyenlet két oldaldn szerepld alédbbi két tag ardnyabol
kaphato meg:

2

nAvV ~ nl% és o(VV)v ~ QUT . (180)
Az arany:
v
R=2T 2. (181)
Nz n

A Reynolds-szam nagysaga alapjan kovetkeztetni lehet az aramlés turbulens viselkedésére.
Minél nagyobb, annal valoszintibb. Ezen feliil hasznalhaté még hasonloségi dramlésok esetén
is. Ha két elrendezés Reynolds szama kozel megegyezs, akkor az egyik hasznélhaté a masik
modellezésére.
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5. Fenomenologikus termodinamika (Szokody Mark, Friss
Gergely, Mocskonyi Mirko)

Termodinamikai dllapotjelzdk, hotdgulds, idedlis gaz, kinetikus modell. Nyilt és zdrt fo-
lyamatok, Carnot-folyamat. Fétételek. Termodinamikai potencidlok, fundamentdlis egyenlet.
Van der Waals- gazok. Fdzisdtalakuldsok jellemzdi, tipusai, Gibbs-féle fdazisszabdly, fdzisdi-
agramok. Kémuiar potencidl, faziseqyensilyok.

A termodinamika a klasszikus fizika egy aga. Olyan rendszereket targyal, amelyben a hé-
mérsékletnek fontos szerepe van. Az anyagokat csak makroszkopikus méretskalan vizsgalja,
nem veszi figyelembe, hogy atomokbol épiilnek fel (ez nem is meglepd, hiszen az termodina-
mika sziiletésekor errél még nem tudtak). Fenomenologikus, ami annyit tesz, hogy kisérletek
és megfigyelések alapjan axiomakat allitunk fel és ezekre alapozva konzisztensen épitjiik fel
az elméletet, irjuk fel egyenleteinket.

5.1. Termodinamikai allapotjelz&k

Termodinamikai rendszerrsl akkor beszéliink, ha a rendszer tomege és mérete sokkal na-
gyobb, mint az 6t felépits alkotoelemek tomege és mérete — ezzel is indokolhato, hogy miért
nem vessziik figyelembe az atomokat. A szerkezeti részletekkel sem foglalkozunk, tulajdon-
képpen az anyag szerkezetének, atomjainak "atlagaval" dolgozunk a termodinamikaban. Egy
termodinamikai rendszer alkotdelemei kozott fellépd kolesonhatasok rovidtavaak, igy a feli-
leti effektusok elhanyagolhatdak. Emiatt a feltevés miatt pl. bolygok mozgasanak leirasara
nem alkalmas a termodinamika. Egy egyszert termodinamikai rendszer az el6bb felsoroltakon
kiviil izotrop és homogén, valimint kettd fiiggetlen allapotjelzével leirhaté. Az allapotjelzdk
jellemzik a rendszer makroszkopikus tulajdonsagait, pl. hémérséklet, térfogat, stb. Egy alla-
potban egyértelmiien meghatarozottak. Nem fiiggnek a multtol, azaz értékiiket csak az aktu-
alis allapot hatarozza meg. Az allapotjelzdk fliggvénye is allapotjelzd, igy valojaban végtelen
sok allapotjelzé van. Kettd csoportba lehet sorolni Gket: extenziv és intenziv allapotjelzdk.
El6bbiek aranyosak a rendszer kiterjedésével és tobb rendszer kolesonhatasakor osszeadod-
nak. Az intenziv &llapotjelz6k nem arédnyosak a rendszer kiterjedésével és tobb rendszer
kolesonhatéasakor kiegyenlitGdnek. A rendszerek kolcsonhatasa utan az allapotjelzék idében
allandoak, a rendszerek egyenstlyban vannak. Tegyiik fel, hogy van harom rendszeriink: A, B
és C. Ha A és B valamint B és C egyensiilyban vannak, akkor A és C is egyenstiilyban vannak.
Ez a termodinamika 0. f6tétele. Az allapotjelzék kozott az allapotegyenlet teremt kap-
csolatot, mely kapcsolat anyagra jellemzd, pl.: f(p,V,T) = 0. Ebben a példdban 1év6 egyik
allapotjelzd kifejezhet a mésik kettével, amelybdl a kovetkezs egyenléségek vezethetsk le:

ovi _ L

op | g_‘z;T
ovi opl O
ply OT|, V|,

Utobbit nevezziik harmas-szabalynak.
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1. tablazat. Extenziv és intenziv allapotjelzsk.

Extenziv allapotjelz6 Intenziv allapotjelzé
jel elnevezés jel elnevezés

\Y térfogat p nyomas

N | részecskeszam 1 kémiai potencial

S entropia T hémérséklet

M | magnesezettség || B | mégneses indukcio
P polarizacio E | elektromos térerGsség
U bels6 energia

5.2. Hétagulas

Hotagulasnak nevezziik azt a fizikai jelenséget, amikor egy anyag térfogata megvaltozik a
hémérséklet valtozasa miatt. Jellemz&en az anyagok a hémérséklet novelésével térfogatukat
novelik, de léteznek kivételek (pl.: viz 0 — 4 °C kozott, vas masodrendd fazisatalakulasa).
A méretvaltozas gyakran linearis kapcsolatban van a hémérséklettel. Elgszor olyan anyagot
vizsgaljunk, melynek hossza a tobbi kiterjedéshez képest nagy. Ekkor figyelhetd meg a linearis
hétagulas. A tapasztalat szerint ennek mértéke fligg a hémérsékletvaltozastol és a kezdeti
hossztol:

L= LO -+ LoC(AT = Lo(l + CYAT)
a-t hivjuk lienaris hétagulési egyiitthatonak, ami megadja, miként valtozik egy anyag hossza
a hémérséklet megvaltoztatasaval. Altalanos esetben a kovetkezd modon szamolhato:

1 0L

_ - — -1
“TIor lo] = K

Megjegyzendd, hogy ez a kozelités csak vékony széalakra és csak bizonyos tartomanyokban
érvényes. Hasonl6 modon — egy nem "csak" hosszal rendelkezé anyag esetében a térfogati
hétagulasi egyiitthato adja meg, miként valtozik a térfogat a hémérséklet megvaltoztataséaval,
mikdzben a nyomas allando:

1oV

11
B_VG_TP (Bl =K

Kis hémérsékletvaltozas esetén [ =~ 3a.

5.3. Egyéb egyiitthatok

Ha azt vizsgaljuk, hogy az anyag nyomésa hogyan valtozik a hémérsékletvaltozéas hatasara
— allando térfogat mellett — akkor megkapjuk a fesziiltségi egyiitthatot:

1 0p

_ _ & — -1
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Azt is vizsgalhatjuk, hogy egy anyag térfogata hogyan véltozik, ha megvaltoztatjuk a nyo-
mast. Erre vezettiik be a kompresszibilitast, ami egységnyi térfogati anyag térfogatvalto-
zésat mutatja a nyomasvaltozas hatasara, allandé hémérsékleten:

10V
-7 — Pa!
K v K] a

5.4. Gazmodellek
5.4.1. Idealis gaz kinetikus modellje

Az idealis gaz olyan hipotetikus anyag, mellyel jol kozelithetSek bizonyos rendszerek és
az egyenleteink egyszert alakban elgallnak. Kis nyoméson ("ritka géz") és nagyon magas
hémérsékleten szinte minden gaz idealisként videlkedik. A kinetikus modell szerint a gazok
megérthetGek atomi felépitésiik alapjan, viselkedésiik torvényszertiségei leirhatoak a mozgd
testeknél megismert fizikai térvényekkel. Az alkotorészek nagy szdma miatt (6 - 10%3) vi-
szont mindegyik molekula nyomonkdvetése lehetetlen, igy atlagol, majd a makroszkopikus
fizikai mennyiségeket ezekkel az atlagokkal azonositja. A motivaciot a Brown-mozgas 1827-es
felfedezése adta.

Az alabbi feltételezéseket tessziik:

e A gazmolekuldk apréo gombok, melyek térfogata elhanyagolhatd a gaz teljes térfogata-
hoz képest.

e A molekulak egyméssal, illetve az edény falaval tokéletesen rugalmasan iitkdznek.
o A gaz alkotorészei kozott nincs kolesonhatés.

e Nincs kitlintetett irany, a mozgas teljesen rendezetlen.

A gazt alkoto molekuldkat egy 6N dimenzios fazistér jellemez (3 hely- és 3 sebességkoordi-
nata, valamint N részecske). A nyomast az edény falanak iitk6z6 részecskék okozzak. Tegyiik
fel, hogy egy kocka alakii edényben a részecskék egyenlGen elosztva az edény falaira merd-
legesen mozognak, azonosan v sebességgel és tomegiik p. A részecskék impulzusa I = pv.
Newton II. torvénye szerint az egyik lapra hato ers:

AT

) A —
At

(182)
A visszapattanéaskor egy részecske impulzusvaltozasa 2uv. Abban a térfogatban, amelybdl a
részecskék el tudjék érni a falat At id6 alatt, v - At - A - v részeske van, ahol A az oldallap
feliilete és v a részecskék szamsiirtsége ([v] = m™2), igy

1
Al = & 2uv Av? At (183)
A nyomas definici6jabol:
F 1 5, 1 N,
p= g = gV = gapv (184)



V-vel atszorozva és bevezetve egy részecske e, = % pv? kinetikus energiajat:

2
PV = 3New (185)

Az idealis géz allapotjelzdit a gaztorvények kotik Ossze.
Gay-Lussac els6 torvénye. Adott mennyiségi idealis gaz térfogata egyenesen aranyos
a hémérséklettel.

; = const, ha p = const (186)

Az olyan allapotvaltozast, melyben a nyomas éllando, izobarnak nevezziik.
Gay-Lussac masodik torvénye. Adott térfogati gz nyomésa egyenesen aranyos a
hémeérséklettel.

% = const, ha V = const (187)

Abrazolva adott térfogatu és anyagmennyiségii gaz nyoméasat — vagy adott nyoméason a
térfogatot — a hémérséklet fliggvényében, egyenest kapunk, mely a h&mérséklet tengelyét
—273.15°C-nal metszi el. Ez az abszolut hémérsékleti skala kezd6pontja. A fazisatalakulas
miatt az egyenesrdl valojaban letér a gérbe. Az olyan allapotvaltozast, melyben a térfogat
allando, izochornak nevezzik.

Boyle—Maritotte-torvény. A térfogat és a nyomas szorzata adott hdmérsékleten allan-
do.

pV = const, ha T' = const (188)

Az olyan allapotvaltozast, melyben a hémérséklet allando, izotermnek nevezziik. E hdrom
torvényt Osszevonva megkaphatjuk az idedlis gazra vonatkozo egyesitett gaztorvényt:

mWi . p2Va
T Ty
Az Avogadro-torvény szerint a kiilonbo6z6 gazok megegyezd térfogata azonos koriilmények

kozott azonos szamu részecskét tartalmaz. Ezt figyelembe véve felirhato az tgynevezett egye-
temes gaztorvény:

(189)

pV =nRT (190)

ahol R = 8.314% az egyetemes gazallando n pedig az anyagmennyiség mol-ban. A 1)
egyenletet szoktdk az idedlis gaz allapotegyenletének is hivni. Ha ez teljesiil, egy anyagot
N

idealis gaznak neveziink. Az egyenletet az n = ~n; ¢sakp = N—R;\ felhasznalasaval (Ny =

6 - 10— az Avogadro-allando) a kivetkezd alakban is frhatjuk:

pV = NkgT (191)

ahol £ = 1.38 mo‘]l_K a Boltzmann allando. Osszevetve a {) és D egyenleteket, azt kapjuk,
hogy

3
A rendszer teljes energidja az eddigiek alapjan:
3 3
U= Neégi, = §Nk:BT = §pV (193)
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Ekviparticié-tétel. Minden kvadratikus szabadsagi fokra %k;BT energia jut. Szobahd-
meérsékleten egyatomos gaz esetében a szabadsagi fokok szdma egy atomra f = 3 (ideélis
géz eredményét megkapjuk), kétatomos molekulara f = 5 illetve t6bb atomos molekulara és
szilard testre f = 6. A ketts vagy tobb atomos molekulakbol allo gazok szabadsagi fokainak
szama valojaban hémérséklettdl fiigg. Alacsonyabb hémérsékleten nem jelentkezik mindegyik
szabadsagi fok. Novelve a hémérsékletet megjelennek a forgasi, majd a rezgési szabadasgi
fokok is. Pontos magyarazat a kvantummechanika segitségével adhato.

5.4.2. Van der Waals gaz

Van der Waals Nobel-dijat érdemlé 6tlete az volt, hogy modositsuk az idealis gazra vonat-
kozo feltevéseket a kovetkezdk szerint: a részecskéknek legyen valamekkor r (kolesonhatasi)
sugara, és a részeckék kozott legyen valami révid hatotéavi (1/r%-nél gyorsabban lecsengs),
vonzo kolesonhatas. El6bbi feltevés alapjan az egy részecske altal bejarhato térfogat megval-
tozik:

V=V =NV, =V —nNAViy =V —bn (194)

Ezt beirva a idedlis gaz allapotegyenletébe az lathato, hogy a nyomaéas divergal V' = bn
esetben. Ez gy értelmezhetd, hogy ekkor a molekulak 6sszeérnek, jobban nem nyomhatoak
Ossze. A masodik feltételezésbdl, azaz a vonzo jellegii kdlcsonhatéast vizsgalva, az adodik, hogy
a nyoméas kisebb, mint az idealis gaz esetében. A nyoméast egy o< V2 taggal kell korrigalni,
igy a Van der Waals géz allapotegyenlete:

2

(p+ a%)(v — bn) = nRT (195)
A p —V diagramon . abra) lathato, hogy alacsony hdmérsékleten a gérbének van lokalis
minimuma és maximuma is, mig magas hémérsékleten egyik sem. Van tehéat egy kritikus
hémérséklet (T,), amikor a gorbe derivaltja az inflexiés pontban 0. Az ehhez tartozo nyomés
a kritikus nyomas (p.), mig a térfogat a kritikus térfogat (V.). T' > T, esetben a géiz egyre
jobban hasonlit az idealis gazra. T' < T, esetében azt lathatjuk, hogy van egy szakasz, ahol a
térfogat csokkentésével a nyomas is csokken, azaz a kompresszibilitas negavit. Tapasztalatbol
tudjuk, hogy ilyen nincs, a valésagban ilyenkor fazisatalakulas torténik és a nyomas allando
marad a térfogat csokkenése mellett (a fazisatalakulas végéig). A kritikus értékek onnan
kaphatoak meg, hogy az inflexiés pontban vett érinté meredeksége 0:

op 0*p

— (V.,,T.) =0 — (Vo,1.) =0 196

EERUSSET IR e UA (196)
8 a 1 a
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14. dbra. Van der Waals géz p — V' diagramja

5.5. 1. fotétel

A termodinamika els6 f6tétele természeti torvény, azaz mas torvényekbsl nem vezethetd
le, a kisérleti tapasztalatokon alapul. A belsé energia megvaltozasa, a munka és a hé kozott
teremt kapcsolatot. Joule volt az elsd, aki rajott, hogy a hé is energia, mikézben azt vizsgélta,
hogy szénnel vagy arammal éri meg jobban fiitenie a sorf6zéket. Ha a kornyezettsl elszige-
telt rendszeren munkat végziink (pl. 6sszenyomassal, arammal, stb.), akkor bels§ energiaja
megvaltozik. A belsd energia allapotjelzs, igy minden allapothoz egyértelmiien hozzarendel-
het6. Ha azonos a kezdeti és végsd belsé energia, akkor a kiilonb6z6 munkék egyenértéktek:
AU = W. Azonban, ha a rendszer nincs elzarva a kornyezetétsl, akkor a belsé energia meg-
valtozasa nem egyenld a munkaval (AU # W), nem mindegy hogy jutunk el egyik pontbol
a masikba. A két mennyiség kiilonbsége adja a hét: Q = AU — W. @ > 0 ha a rendszer hét
vesz fel és () < 0 ha az hét ad le. A munka esetében W > 0, ha a kérnyezet végez munkat
a rendszeren és W < 0 a forditott esetben. Atrendezve hére kapott egyenletet kapjuk a
termodinamika 1. f6tételét, melyet differencialis alakban is irhatunk:

AU =Q+W (198)
dU = 6Q + AW (199)

A bels6 energia allapotjelz6, azonban () és W nem, értékiik fiigg az uttol, de adott AU
esetében Osszegiik mindig megegyezik. Eddig a munkéarol éltalanosan beszéltiink, azonban
legtobbszor térfogati munkarol lesz sz6. Ennek oka, hogy kvazisztatikus folyamatokat vizsga-
lunk, melyek lassu valtozasok, igy minden pillanatban jol definidltak az allapotjelzék. Ekkor
a fététel a
dU = 6Q) — pdV (200)
alakot Olti.
Az els6 fététel kivetkezménye, hogy nincs els6faji perpetuum mobile, azaz 6rokmozgd.
Egy ilyen rendszer periodikusan miikodik, tehat AU = 0, ami miatt nem végezhet munkat
csak akkor, ha hét vesz fel a kornyezetétol.
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5.6. Nyilt folyamatok

Nyilt folyamatoknak nevezziik az olyan folyamatokat, melyek kezdé és végallapota kii-
16nbozik. A vizsgalt folyamatok kvazi-sztatikusak, valamint speciélis eseteket targyalunk.

5.6.1. Izoterm-folyamat

[zoterm folyamat sorén allandé hémérsékleten van a rendszer. Ekkor AU = 0 és pV = &ll.
A munka egy egyszerii integrallal szamolhato (idealis gaznal):

Vo ‘/'2
W = —/ pdV = —nRT - lnv (201)

\%t 1

5.6.2. Izochor-folyamat

Allando térfogaton végbemend folyamatot hivunk izochor folyamatnak. Ekkor a

egyenletben szereplé dV = 0, azaz dU = Q. Mérni az allando térfogaton vett molhét
tudjuk:
_16Q 10U
~ndl ndT
ahol az utolso egyenl&séghez azt hasznéltuk fel, hogy U(V,T) — dU = g—g FAV + g—g‘vdT.
Mind ideélis és mind Van der Waals gaz esetében Cy = f/2 - R,

Cy (202)

v

5.6.3. Izobar-folyamat

Izobar folyamat soran a nyomés allando. U(p,T) és V(p, T') differenciajanak felhasznala-
saval levezethetd a hé és az entalpia (H = U +pV/) kapcsolata, valamint az allandé nyoméson

vett molha:
B 16Q 1 OH

P war " wor,
Idealis gaz esetében C, = f/2+1 = R. C, és Cy kozott a Robert-Meyer egyenlet teremt
kapcsolatot.

(203)

5.6.4. Adiabatikus-folyamat

Adiabatikus folyamat soran nincs hécsere, azaz Q) = 0 (és igy a molhé is). Ekkor az elsé
fotétel és U(p, V') differenciajanak felhasznalasaval megkaphato p(V'). Ez altalaban bonyolult,
de idealis gazra p(V)) = KV " jon ki, ahol k = (f + 2)/f. Tehat pV* = all.

5.6.5. Politrop-folyamat

Politrop folyamatnak nevezziik az olyan folymatokat, melyek soran a molhé allando.
Felhasznalva U(V, T) differenciajat valamint azt, hogy 6Q = nCdT kaphato, hogy pV* = 4ll.,
ahol k = g";:g Ha beirjuk a tobbi folyamatra jellemz6 molhé értékét, abbol is megkaphatjuk,
melyik folyamat soran mi allando, vagyis a politrop-folyamat tekinthetd altaldnosnak, mig
a tobbi ennek specialis esete.
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5.7. Korfolyamatok

Termodinamikaban korfolyamatnak szamitanak az olyan folyamatok, ahol a rendszer a
kezdeti allapotaba tér vissza, mikézben az allapotjelzék felveszik kezdeti értékiiket. A fo-
lyamat kozben a munkavégzés és hdcsere nullatol kiilonbo6zs, ebbdl is latszik, hogy nem
allapotjelzdk:

ygdU:ygaQ+§1§5W:o de %5@;&0 és yﬁaw;&o (204)

Tovabbra is kvazi-sztatikus folyamatokat vizsgalunk. A korfolyamatok soran héleads (Qe)
és hofelvevs (Q)re) szakaszok is vannak, ezek alapjan két csoportra bontjuk 6ket: hGerdgé-
pek, melyek hét alakitanak at mechanikai munkavé, illetve hészivattyik, melyek mechanikai
munkat alakitanak at hévé. Egy egyszeri folyamatot figyelve, ahol egy-egy szakaszban van

héfelvétel illetve -leadas a teljes hé: @ = Qe — Qe = —W. Természetesen nem tokéletes
gépek és folyamatok vannak, ezért bevezetjiik a hatasfokot is:
w Qle
n=- =1- (205)
Q el Qe

5.7.1. Carnot-korfolyamat

A Carnot-korfolyamat izotermikus és adiabatikus folyamatkbol tevédik Gssze. 1824-ben
talalta ki Sadi Carnot. Ez egy idealizalt hGer6gép, ami két hétartéllyal és maximalis hatas-
fokkal rendelkezik valamint reverzibilis folyamat. Ez a legkevesebb hétartallyal rendelkezd
periodikus és reverzibilis gép, valamint a hatasfoka anyagtol fiiggetlen. Ha irreverziblitas 1ép
fel (pl. surlodas), akkor csokken a hatasfok. Barmilyen kérfolyamat 6sszeallithato kellGen sok
hotartalya Carnot-folyamatként (igy maximélva a hatasfokot). Az A — B ésa C — D folya-
matok izotermikus tagulas és Osszenyomas, illetve a B — C' és D — A szakaszok adiabatikus
tagulas és Osszenyomés.

P
¥, T
Isotherm T,
--------- Q,
Adiabatic i i
: Adiabatic w
compression expansion
Isotherm T,
_______ Q
Q. c g
T.

15. abra. Carnot-korfolyamat és gép.
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2. tablazat. Carnot-korfolyamat szakaszai

Folyamat A—B B—C C—D D— A
AU 0 —nC’V(Th — Tc) 0 nCV (Th — Tc>
W —nRT, - Iny2 | nCy (T, —T.) | nRT.-In{e | —nCy(T), — T.)
Q nRT} - ln“i—B 0 —nRT, - lng—c 0
A D

Az adiabatikus folyamatok munkéi egymést kioltjdk, azaz az Osszes munka az izoterm
szakaszok alapjan mondhat6 meg:

V Ve

W = —nR(T), - In-2 — T, - In-2) = nR(T), — T,)In—2 (206)

Va Vb

Ahol az utols6 egyenlGséghez az adiabatakra igaz pV* = all. Osszefiiggést és az idedlis géz

allapotegyenletét hasznaltuk fel. Igy a hatasfok a kovetkezd (hofelvétel az A — B szakaszon

van):

T,
=1-—= 207
U T, (207)
A 2] tablazatbol az is leolvashato, hogy a redukalt hék Gsszege 0:
Qfel Qle
— 4+ ——=0 208
Th * T, (208)

Ha visszafele jaratjuk a Carnot-gépet, akkor hiitészivattyiat vagy -gépet kapunk. Mindkét
esetben a hidegebb tartalybol juttatnak hét a melegebbe. A kiilonbség az, hogy hiitGszi-
vattyl esetében a melegebb tartalyba leadott hét hasznositjak a tovabbi héelvonasra, mig
a hiitégépek esetében valamilyen kiils6 W > 0 munkat vesznek igénybe (pl.daram). Emiatt a
hatasfokok kiilonboznek, ezek rendre:

T,
T,—T.
T.
he =TT,

Nhsz = > 1 (209)

(210)

5.8. II. fotétel

A termodinamika elsd torvénye az energiavaltozassal jaro folyamatok iranyarél nem mond
semmit, azonban az a tapasztalati tény, hogy vannak folyamatok, melyek nem jatszoédhatnak
le visszafele (irreverzibilisek). Ilyen pl. az egyenstlyi allapot felé lezajlodo folyamatok, sur-
lodésos mozgasok, stb. A termodinamika méasodik f&tételét Clausius fogalmazt meg elsének:
"Hd nem mehet alacsonyabb hdmérsékletd helyrdl magasabb hdmérsékletd helyre anélkiil, hogy
a kérnyezetben valami vdltozds vissza ne maradjon.”" Méasképpen mondva nincs Clausis-féle
gép. Kelvin késébb szintén megfogalmazta ezt a tételt: Nem konstruélhato olyan periodikusan
miikods gép — Kelvin-gép — amely csupén egy hétartéllyal all kapcsolatban, és munkat végez.
Masképp szolva nincs masodfaju érokmozgé. Hasznaljuk ki azt, hogy Carnot-folyamatok ese-
tén a redukalt h6k Osszege zérus. Ez természetesen csak kvazi-sztatikus, reverzibilis folyamat
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esetén igaz. Irreverzibilis folyamat esetén a redukalt h6k Gsszege negativ. Mivel egy tetsz6-
leges korfolyamat feloszthaté6 Carnot-folyamatok Osszességére, igy a redukalt hék Osszegét
(integraljat) vizsgalhatjuk:

AQ; )
Z 752 — %?Q = yfds =0 kvazi-sztatikus esetben (211)
Az igy bevezetett dS az S entropia differenciaja. Ez mar egy (extenziv) allapotjelzs, hiszen
két pont entropiajat nézve S(B) = S(A)+ %Q, azaz kvazi-sztatikus, reverzibilis kérfolyamat
esetén az entropia nem valtozik. Clausius 1861-ben az entropia segitségével is kimondta a
masodik fétételt:

0Q . .
> 2 = 71~
dS ha kvéazi-sztatikus (212)

> ha nem kvazi-sztatikus

Ez alapjan Osszevonhatjuk a két fétételt, igy csak az Osszefiiggésben csak az allapotjelzék
szerepelnek:
dU < TdS — pdV (213)

5.9. III. f6tétel

A termodinamika harmadik f6tétele foglalkozik az entropia mennyiségével T — 0 esetben.
Az abszoliut nulla hémérséklethez kozeledve a rendszer entrépidja egy konstans értékhez
tart. Homogén szilard/folyékony anyag esetében ez a konstans érték 0. Ez az alapjan is
lathato, hogy T'— 0 esetben két termodinamikai potencial (lasd késsbb), a Gibbs-potencial
és az entalpia, 0 K-en érintik egymast, tehat értékiik és derivaltjuk is megegyezik. Abszolut
0 fokon a rendszer a legkisebb energia allapotaba keriil, azonban a zavaré tényezdk ezen
alakithatnak. El6bbi esetben egy mikroéllapota van a rendszernek, igy S — 0, azonban
utobbi esetben Sy > 0-hoz tart az entropia. A egyenletben 1évG % akkor nem divergél
T — 0 esetben, ha 6Q) = nCydT — 0 teljesiil, tehat az anyag molhdje (=hdSkapacitésa)
is nullahoz tart. Ennek kovetkeztében nagyon kis hévaltozas is — a kiilvilagtol nem tudjuk
tokéletesen elszigetelni a rendszert — jelentGs felmelegedést okozhat. Masképp fogalmazva:
nem tudunk 0 K hémérsékletet elgallitani.

5.10. Termodinamikai potencidlok, fundamentalis egyenlet

A fentiekben bevezetett extenziv entropia bevezethetd statisztikus fizikai definicioval,
mint

S =kglnQ, (214)

ahol kg a Boltzmann-allando, (2 pedig a rendszer mikroallapotainak szama, mely fiigghet a
gaz belss energidjatol, térfogatatol, valamint részecskeszamatol. Egy mikroallapot leirasahoz
meg kell adnunk minden részecske koordinatajat a fazistéren, azaz N részecske esetén 6N
paraméterre van sziikségiink. Ha adott U energia és V térfogat mellett szamitjuk ki Q-
t, ugy, hogy a részecskéket megkiilonboztethetetlenekként kezeljiik (osztunk Nl-sal, igy lesz
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ugyanis extenziv az S(U, V, N) figgvény, egyébként ellent mondana a II. f6tételnek; 1d. Gibbs-
paradoxon). Idealis gazra elvégezve a szamolast (a részecskék térbeli elhelyezésének, valamint
adott U energia mellett az impulzuslosztas lehetGségeit kiszamitva minden allapotot egyenlé
valoszintiségiinek tételezve f6l, azaz mikrokanonikus eloszlas szerint) az entropiara kapjuk,
hogy:
(v(5))
S(U,V,N)=CkgN + kgNln | — (—) , (215)
N \ N
ahol C' konstans. Megjegyzésképpen ez az eredmény a statisztikus fizikai fazistérbeli integ-
ralbol kiszamitott 2-val megkapott entropiaval egyezik meg.
1

Mivel a II. f6tétel szerint dS = %dU +£dV, ezért 95| = L1 valamint

8U‘V_T’ &

57 ‘U = %. Ezekbsl

kozott. Ha az S kifejezését atrendezziik U-ra akkor az U (S, V, N) fliggvénybdl az idealis gazra
vonatkozo Gsszefiiggések szintén kovetkeznek. Ellenpéldaként ha tekintjik az U(T,V, N) =
%nRT Osszefiiggést idedlis gazra, ez nem teremt kapcsolatot (p, V, T') kozott. Termodinamikai
potencialnak nevezziik tehat azokat a fiiggvényeket, melyek teljes mértékben reprezentaljak
a rendszer termodinamikai allapotéat.

A fentiekben a részecskeszam &llandé volt, azonban ezt is belevessziik mostantol a diffe-
rencidba, az egyiitthatoja pedig a fentiekhez hasonl6 definici6 szerint: %‘UV = —£&, ahol i1
a kémiai potencial. Az U = U(S,V, N) egyenletet fundamentalis egyenletnef{ nevezzik, vagy
differencialis alakban:

dU =TdS — pdV + udN. (216)

Az elnevezés azért indokolt, mivel a termodinamikai potencialok az U(S,V, N) fiiggvény-
b&l Legendre-transzformacioval (pontosabban a minusz is hozza jon még) megkaphatoak.
A transzformécio egy f(X) termodinamikai potencialhoz és a bel6le szarmaztatott u(X) =
f(X) allapotegyenlethez a kovetkezd fiiggvényt rendeli:

g(U) = f (2(U)) = x(U)U, (217)

ahol x(U) = u1(X), ami szintén allapotegyenlet. Belathato, hogy ¢'(U) = —z(U) (negativ
Legendre), tehat g(U) is termodinamikai potencidl. Ezt egy, vagy akar tobb valtozoban is
elvégezhetjiik, igy kiilonféle termodinamikai potencidlokat nyerve, 1d.a [3] tablazatot. Ezek

Potencial neve Definici6 Természetes valtozoi Differencia
Belsd energia U S,V,N dU =7TdS — pdV + pdN
Entropia S UV,N dS = 1dU + BdV — £dN
Szabadenergia F=U-TS T, V,N dF = —-SdT — pdV + pdN
Entalpia H=U+pV S,p, N dH =TdS + Vdp + uN
Gibbs-potencial G=U-TS+pV T, p, N dG = —=SdT 4+ Vdp + pdN
Nagykanonikus potencial & =U —TS — uN TV, i d® = —-SdT — pdV — Ndu

3. tablazat. Termodinamikai potenciélok

koziil mindegy, hogy melyiket hasznaljuk, a problémahoz ill6t természetesen a legkényelme-
sebb alkalmazni.
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A fundamentalis egyenletbdl kovetkezik még a Gibbs-Duham-reléci6. Extenziv allapot-
jelzékre U(AS,A\V,AN) = AU(S,V,N) (tulajdonképpen ez kozelités, feltessziik, hogy az
anyagon beliili kolesonhatasok rovidtaviak, valamint hogy nincsen feliileti effektus), azaz
elsérendti homogén fiiggvények, valamint intenzivekre (pl. hémérsékletre) T'(AS, AV, AN) =
T(S,V, N), vagyis nulladrend homogén fliggvények. U A szerinti derivaltjabol adodik, hogy
ou ou ou

NS AV AN) -S4+ 2= (AS. AV AN)-V4——(AS. AV.AN)-N = T'S— N = N).
as( S, AV, )S+8v< S, AV, )V+3N( S, AV,AN) S—pV+4p U(S,V(,mg)

Ez az Euler-0sszefiiggés, melynek differencialdsabol adodik a Gibbs-Duham-relécio, folhasz-
nalva a fundamentalis egyenletet:

SdT — Vdp+ Ndp =0, (219)

ahol lathato, hogy az extenziv mennyiségek helyett az intenziv mennyiségek differencialtak.

5.11. Fazisatalakulasok jellemzéi, tipusai, fazisdiagramok, fazisegyen-
suly

Tekintsiink egy egykomponensii rendszert, amelyet meghatéaroz az S(U, V, N) termodina-
mikai potencial, valamint a rendszer legyen stacionarius pontban. A rendszer stabilitasanak
feltétele ekkor az, hogy az entropia maximalis, tehat az S(U, V, N) haromvaltozos fliggvény
Hesse-matrixa negativ definit legyen. Amennyiben ez nem teljesiil, ugy instabil az allapot,
ilyen instabilitasok lépnek fel fazisdtalakulédsok soran. Ilyenkor a rendszer tobb fazisra esik
szét, mégpedig akkor alakul ki az egyensiily, ha az intenziv allapotjelzék a két fazisban meg-
egyeznek, azaz Ty = Ts, p1 = pa2, 1 = p2. Minden més termodinamikai jellemz& mas lehet.

Tekintsiink el ezek utdn az N fiiggéstsl, igy a Hesse-matrix negativ definitsége két felté-
telnek felel meg: % <0 = cy > 0, valamint % <0 = kpr > 0, ahol kK az allando
hémérsékleten vett kompresszibilitas. Ha ezek nem teljesiilnek, akkor hémérséklet- illetve
nyomaskiilonbségek lépnek fel a rendszerben. A kompresszibilitdsra vonatkozo feltétel pél-
daul a VdAW-gaz esetében a pozitiv derivalttal rendelkez6 tartoméanyon nem teljesiil, igy ott
fazisatmenet lép fel. Mivel ott a hémérséklet, valamint a nyomaéasegyensuly egy izoterméan
sokféleképp teljesithets a [14] abran lathatoan, igy a kémiai potencial értéke dont, az jeloli
ki az egyensilyi értékeket. Az instabil tartomanyt elérve két fazisra bomlik a rendszer, me-
lyek az egyik fazis eltiinéséig egyensilyban vannak. A tartomany két oldalan kiilonbozéek
a kompresszibilitasok, a hétagulasi egyiitthatok, tehat a harom egyensilyban levs intenziv
valtozon kiviil az allapotjelzok.

Az VdW-gaz el6bbi fazisatmenete elsérendd fazisatalakulas. Els6rendd fazisatalakulasnak
nevezziik az olyan fazisatalakulasokat, melyekben szerepel latens-hé. Ekkor az atalakulas so-
ran a hémérséklet allando, mikozben egy kevert fazisu allapot jon létre, melyek a fazisatmenet
tartoményén egymassal egyensulyban vannak. Ekkor bizonyos éllapotjelzéknek ugrasa van.

Fontos eset tovabba a mésodrendi fazisatalakulas, ekkor nem 1ép fel latens hé. Ezt folyto-
nos fazisatalakulasnak is szokas nevezni, ekkor az allapotjelz&k folytonosak, nincs ugrés, csak
valamely derivaltak ugranak. A VAW-géz esetében ilyen fazisatalakulds zajlik le, ha athala-
dunk a kritikus ponton. Mivel ott az izoterma meredeksége zérus, ezért a kompresszibilitas
divergal, ami meg is figyelhet§ kisérletileg, ezt a jelenséget hivjak kritikus opaleszcencianak.

5



A [16] abran lathato a szén-dioxid VAW-gaz fazisdiagramja, amely a p-T' diagramon mutat-
ja az egyes fazisok jelenlétét, illetve hatarait. Nevezetes pontok a harmaspont, valamint a
kritikus pont.

f Critical
point
73 P, — — — — — — —
Solid
S SO e —
s Triple
Q. point

Al fp==—====

N

|
|
|
I
I
1

-56.6 20 31
T (°C)

16. abra. Szén-dioxid fazisdiagramja (VAW-gaz)

Nevezetes fazisdiagram a vizé is, mely a[I7} abran lathato. Itt is megfigyelhets a harmas-
pont (a harom fazis hataran), valamint a kritikus pont. Latszik, hogy a viz-jég atmenetnél
felleps térfogatnovekedés miatt a fazisok kozotti hatdrnak a p-T diagramon van negativ
meredekségii szakasza a szilard-folyadék fazisatmenet mentén.

5.11.1. Gibbs-féle fazisszabaly

Anyagi rendszerekre megéllapithato, amelyekben tobb anyagi komponens van jelen, hogy
f+F=K+2, (220)

ahol f a szabadsagi fokok szdma, F' a rendszer kiilonboz6 fazisainak szama, mig K a rend-
szerben jelen levé komponensek szama. Itt a szabadsagi fokok szédma gy értelmezendd, mint
a rendszer egymastol fiiggetlen intenziv allapotjelzGinek maximaélis szama. Ennek a szabaly-
nak az érvényességi kore azon rendszerek, ahol a kiilon komponensek nem hatnak egymaéssal
koleson, valamint a fazisok kozti egyensulyt csak a hémérsékletek, nyomésok, valamint a
koncentraciok befolyasoljak. Egyensilyban a fazisok kémiai potencialjai megegyeznek, azaz
ezek az egyenlGségek Osszefiiggéseket jelentenek az intenziv allapotjelzék kozott, csokkentve
ezzel a szabadsagi fokok szamat. Konkrétan K (F — 1) ilyen Osszefiiggés van jelen. Az Gssze-
fliggés eredete az, hogy minden fazis komponenseit K — 1 intenziv allapotjelzé hatarozza
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meg, igy az Osszes allapot jelz6 szama (K — 1)F + 2, ahol a kettes a kiils6 nyomast és ho-
mérsékletet jelenti. Figyelembe véve az intenziv véaltozok kozti Osszefiiggéseket a szabadsagi
fokok szamara kapjuk, hogy f = (K —1)F+2—-K(F—-1)=K+2—F.

5.12. Kémiai potencial

A kémiai potencial a részecskeszamhoz konjugalt mennyiség a fundamentalis egyenletben,
definici6 szerint y = =T g—mUV, igy a szemléletes jelentése a részecskeszam-valtozas kdvet-
keztében bekdvetkezd energia{/éltozés. Mivel N extenziv, ezért a kémiai potencial intenziv
allapotjelzs, u(T, p).
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6. Elektro- és magnetosztatika, aramkorok (Csillag Bar-
nabas)

Coulomb- és Gauss-torvény, szuperpozicio elve. Vezetdk, szigeteldk, dielektromos polari-
zdcio. Kondenzdtor. Magnetosztatika, Lorentz-erd. Staciondrius dram, dramkori torvények:
Kirchhoff-torvények, Ohm-torvény.

6.1. Elektrosztatika
6.1.1. Coulomb- és Gauss-torvény, szuperpozici6 elve

Az elektromosan aktiv anyag a toltésén keresztiil képes mas toltott anyagra er6hatast gya-
korolni. A t6ltés SI mértékegysége a Coulomb (C). Ponttoltésnek nevezziik azt a toltéssel ren-
delkez6 absztrakt objektumot, amely egyetlen pontot foglal el a térben. A Coulomb-térvény
azt mondja ki, hogy egy ¢, és egy ¢o nagysagu ponttoltés kozott hato erd a kévetkezdképpen

irhato fel:
1 Q1Q2(r1 - rz)

F = .
47'('60 ‘1'1 —1'2‘3

, (221)
ahol ry, ry a részecskék helyvektorai, ¢y = 8.854 - 10*12‘%” a vakuum permittivitasa.

Valojaban az egyik ponttoltés nem kozvetleniil a mésik toltésre hat, hanem kelt egy
ugynevezett elektromos vektormezGst, és ezt a vektormezst érzékeli a masik toltés. Az elsd
ponttoltés altal keltett elektromos vektormezd (tér):

1 q1 (I‘ — I‘l)
E(r) = : 222
(r> 471'60 |I' — I'1|3 ( )
Az elektromos mez&be helyezett g ponttoltést er6hatast érez, melynek nagysaga
F2 = QQE<I'2). (223)

Tapasztalatok szerint egy makroszkopikus test altal kifejtett er6hatas felirhaté tgy, mint
az anyag egyes darabkai altal kifejtett er6k 6sszege - ez a szuperpozicio elve. Ez az elektromos
teret illetGen azt jelenti, hogy tobb toltés egylittes tere az egyes toltések altal keltett tér
Osszege egy ponttoltésrendszer esetén:

n

1 r—r;
Er)=—)) ¢ —x3 et (224)

dmey = r

ahol a toltések nagységa és helye rendre qq, qs....qn, T1,Ta...T,.
Egy makroszkopikus anyag toltésének stirtisége fﬁgghet a helytsl. Vegylink egy AV =
AxAyAz térfogatelemet r; pont koriil, amelyben a |3 mennyiség csak kicsit valtozik. Ha

ezen térfogatban ¢; = p(r;) - AV toltés talalhato, akkor a teljes test altal keltett elektromos
tér a kovetkezd alakban frhato:

Z p(r)AV - (225)

47T60 |r e —x;®
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Ha a p(r) fiiggvény AV — 0 hataresetben értelmes marad, akkor az Gsszegzésrdl attér-
hetiink integralra:

E(r) = ! /p(r') : fid?’r’ (226)

" 4reg r—r'p3

Levezethetd, hogy az elektromos térerGsség zart feliiletre vett integralja egyenls a feliilet

altal bezéart toltés nagysagaval:
1 3
E(r)df = — [ p(r)d’r. (227)
v € Jv

Ezt nevezik Gauss-torvénynek. Az Osszefiiggés a Gauss-tételt felhasznalva atalakithato:
1
# E(r)df = / V- -E()d’r == [ p(r)dr, (228)
dv v € Jv
Mivel ez minden térfogatra igaz, ezért levonhat6 az alabbi kovetkeztetés:
V-E= @ (229)

Ez a Gauss-torvény differencialis alakja.

Elektrosztatikaban a térerdsség zart gorbére vett integralja nulla: ¢ E(r)dl = 0 — V x
E = 0, vagyis az elektromos térerGsség konzervativ. Konzervativ eréterekhez rendelhets egy
potencial a kovetkezd modon:

E(r) = —V(U(r)) — — / " E(r)dr = U(r) — U, (230)

ahol Uy megvalaszthat6. Konvenci6 alapjan Ggy szokas megvalasztani, hogy a teljes potencial
a végtelenben nulla legyen. Az elektrosztatikus potencialt fesziiltségnek nevezeik, mértékegy-
sége a Volt (V). A ([229]) és a ([230]) egyenleteket felhasznélva konnyen belathato a kovetkezs
Osszefiiggés:

A U) = -2, (231)

amelyet Poisson-egyenletnek neveznek.

6.1.2. Vezetok

Az elektromos vezetGk csoportjaba tartoznak a fémek illetve a szupravezeték. Nagyon
kicsi, elektrosztatikai szempontbol elhanyagolhato energiaval mozognak benniik és rajtuk a
toltések. Ebbdl kifolyolag egy vezetén beliil az elektromos térerdsség jo kozelitéssel nulla,
igy a vezets belsejében és feliiletén a potencial konstans, vagyis a vezets ekvipotencialis.
Az elektromos tér a vezetd feliiletére merdleges (ha nem lenne az, akkor a felilleten addig
mozognanak a toltések, mig az nem lesz).
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6.1.3. Szigeteldk, dielektrikumos polarizaci6

Definici6 szerint a dielektrikum elektromosan szigetelg anyagot jelent, amelyben nincse-
nek szabad toltéshordozok, igy nagyon nagy a fajlagos ellenallasa.

Tekintsiik az anyag egy kis, nulla toltést darabkajat. Ennek eleve lehet valamilyen tol-
téseloszlasa, de ha kiils§ elektromos teret alkalmazunk, akkor mindenképpen kialakul egy
nemtrivialis toltéseloszlés, vagyis az anyagdarab polarizalodik. Ezen molekularis toltéselosz-
last azonban makroszkopikus szinten vizsgalva a legtobb anyag esetében nagyon jo kozelitést
jelent az a feltételezés, miszerint az anyag polarizacidja kozelitheté dipélmomentumok Gssze-
gével.

Igy egy QQ nagysagu ponttoltés, és egy p = ¢ - a nagysagu dipolus altal keltett egyiittes
potencial:

Q 1 1 p-(r—rp,)
Cdmeg v —1o|  4Amey |r—1,[3

O(r) , (232)
ahol a az anyagdarabon beliil a negativ toltésbdl pozitiv toltésbe mutaté helyvektor, rg a
ponttoltés helye, r, pedig az anyagdarabka tomegkozéppontjanak helyvektora. Ezt altalano-
sitva, ha nem egy ponttoltést vesziink, hanem egy p(r) toltéseloszlast, tovabba egy kiterjedt,

polarizalhato dielektrikumot V' térfogattal, P = %ZZ p; polarizaciosiriséggel, akkor az
ezéltal keltett potencial a kovetkezSképpen irhato fel:
L) ] /P(r') (r—1)
®(r) = d*r’ d*r'. 233
(x) 47reg / v — 1| r 47reg v — /|3 " (233)
A masodik tagban levd integréal tovabb alakitasaval allithato els az alabbi alak:
L [p(d) = VP({') 4
O(r) = d’r’ 234
(r) 47T60/ v —r/| s (234)

vagyis a polarizaciobol ereds jarulék pontosan olyan alakt, mint a toltésstriiség jaruléka.
Ebbdl kifolyodlag definidlhatd egy tigynevezett polarizacios toltésstiriiség:

Ppol = _VP7 (235)
igy a teljes toltésstriiség:
Prot = P+ Ppol s (236)
Igy az elektromos térerdsség:
1 1
VE = — Ptot = V (E + _P> - ﬁ (237)
€0 €0 €
Bevezetve az elektromos eltolas mezst:
D =¢E + P. (238)

Ennek értelmezése az, hogy ha betesziink a rendszerbe p toltéssiirtiséget, akkor az anyag
polarizacidja miatt a valodi toltésstirtiség nem p. Az elektromos tér egyenleteibe a teljes
toltésstirtiség jon be. A polarizaciot figyelembe véve definialhatjuk a D elektromos eltolast,
amelynek forrdsa mar az expliciten betett toltésstirtiség.
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A legtobb anyagban a D(E) Osszefiiggés linearisan kozelitheté amennyiben nincs po-
larizacié elektromos tér hianyaban, és nem valamilyen extrém hémérsékleti tartomanyban
vagyunk:

P=exE = D=¢(l+x)E=¢¢cE, (239)

ahol x az elektromos szuszceptibilitas, €, a relativ permittivitas, és ¢ a permittivitas vagy
dielektromos allandé - ezek anizotrép anyagban szimmetrikus matrixok, izotrép anyagban
skalarok.
Az elektromos eltolést felhasznalva felirhaté az anyagban érvényes Gauss-torvény diffe-
rencialis alakja:
VD = p. (240)

6.1.4. Kondenzator

A kondenzator egy olyan elektrosztatikai objektum, amely két vezets testbdl all, és alkal-
mas az elektromos toltés tarolasara. A kondenzatorokra jellemz6 mennyiség az elektromos
kapacitas, melynek jelolése C, SI-beli mértékegysége a farad (F'), amely % A kapacitas adott
koézeghen egymés kornyezetében elhelyezkeds két elektromosan vezets testen az egységnyi
fesziiltség hatasara megjelend elektromos toltés tarolasi mennyiségét adja meg. Ha adott két
fém test, az egyiken ¢, a masikon —q toltés helyezkedik el, akkor a kondenzator kapacitasa

q
C = N (241)
ahol A® a két test kozti fesziltségkiilonbség.

Tipikus példa kondenzatorra az A feliilet, egymastol d tavolsagra elhelyezkedd lemezek-
bél allo sikkondenzator. Kénnyen belathato, hogy ennek lemezei kozt a Gauss-tétel alapjan
az elektromos térerdsség E2 = L a lemezekre merdleges iranyban, a fesziiltségkiilonbség
Ad = FE -d, és igy a kapacitas C' = e%.

Egy masik gyakori példa kondenzatorra az Ry, Ry sugaru gombokbdl allo kondenzator.
A Gauss-torvény alapjan ismét konnyen felirhato az elektromos térerdsség, csak most gombi
koordinatakban a sugar mentén:

q 1 q
E - 4mr?2 =2 == 242
el 4mer?’ (242)
ebbdl szamolhato a fesziiltségkiilonbség:
R
2 q 1 1 R1R2 R1R2
Ad = Erydr=—|—=——-—=—) = q=4ne——F- - Ad = (C=4dne——.
/1;1 (r) " 47'('6 (Rl RQ) q T(GRQ — R1 7T€R2 — Rl
(243)

6.2. Magnetosztatika
6.2.1. Aramok

Definicié szerint az aramerGsség az adott feliileten egységnyi id6 alatt athalado toltés-
mennyiség. Jelolése I, SI mértékegysége az Ampere (A = £). Ehhez szorosan kapcsolodik
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az dramsiridség J, mely az egységnyi id6 alatt egységnyi feliileten atlépd toltésmennyiséget
jeloli (SI-ben: %), és amelynek a feliiletre vett integralja adja az aramerdsséget:

/Jﬁz[ (244)

Az dramerdsséget felhasznélva definialhato egy kontinuitasi egyenlet a toltéssiirtiség meg-
maradasara. Ha vesziink egy zart I feliiletet, amelyben p(r,t) toltéssiirtiség talalhato, és
amely V' térfogatot olel korbe, akkor

/Mdv+/de:o, (245)
v Ot F

ha J elGjeles mennyiség, és kifelé mutat a térfogatbol.

6.2.2. Lorentz-erd

A Lorentz-er6 az elektroméagneses térben mozgé toltésre hato ers. Alakja:

F=¢gvxB (246)

A Lorentz-eré meréleges a részecske sebességére, igy:

F = quBsina (247)

ahol «a a részecske v sebességvektora és a B mégneses indukcios tér vektora altal bezart szog.

Mivel a Lorentz-er6 merdleges a részecske sebes-
ségére, igy infinitezimalis elmozdulasara is, ezért
a homogén indukcidos tér mnem végez munkit a
toltott részecskén, vagyis a részecske sebességének
nagysigat nem, csak az irdanyat képes megvaltoz-
tatni. A méagneses indukciés térben halad6é pozi-
tiv  toltéssel rendelkez§ részecskére hatd erd ira-
nyat konnyd meghatarozni a jobbkéz-szabaly alap-
jan.

Amennyiben elektromos tér (E) is hat a részecskére, a 18. abra. Jobbkéz-szabaly
fenti formulét kiegészitve vele kapjuk a Lorentz-erg alta-
lanos alakjat:

F =¢(E+v xB) (248)
Ennek két komponense koziil az elektromos aranyos és egyiranyt az elektromos térerdsséggel,
a magneses aranyos és merdleges a méagneses indukciora és a toltés sebességére.

Altalanositva toltés- és dramstrtiségre:
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F / Px p(x) (Bx) + v(x) x B(x)) = / Px (px)B) +I(x) x B))  (249)
= / dPx p(x)E(x) + I / ds x B(s) (250)

6.2.3. A magnetosztatika alapegyenletei

A Lorentz-erébdl levezethetd, hogy egy hosszi egyenes vezetSben folyo stacionarius aram
altal keltett mégneses indukci6 irdnya korkoros a vezets koriil, nagysaga pedig:

Tyo

B|=—, 251
Bl = X (251)
ahol r a vezet6tsl mért legkisebb tavolsag, I a vezetGben folyd aramerésség, és pg = 4 -
1077X% a vakuum mégneses permeabilitasa.

A magnetosztatika alapegyenletei vikuumban a kdvetkezok:

# B df =0, (252)
F

y§B dr = ol (253)

ahol F' tetszéleges zart feliilet. Az els6 egyenlet azt jelenti, hogy a méagneses indukcié béar-
mely zért feliiletre vett integralja nulla. Ez azon allitadssal ekvivalens, hogy nincs mégneses
monopolus. A mésodik egyenlet, amelyet Ampere-torvénynek neveznek, azt jelenti, hogy a
méagneses indukci6 egy tetszéleges nyilt feliilet peremére vett korintegralja aranyos a feliileten
atmend dramerdsséggel - ez a hosszu egyenes vezetd esetében is vilagosan latszik. A ( )
egyenlet a Gauss-tételt felhasznalva atalakithato:

VB = 0. (254)
Az Ampere-torvény a Stokes-tételt felhasznalva a kovetkezd alakra hozhato:
V XxB=pug-J. (255)

Ebbdl levezethets a Biot-Savart torvény, amely az elhanyagolhat6 vastagsagu aramjérta
vezetGk altal keltett magneses indukciot irja le:

B(r) = ol / dr’ x (r — r’)’ (256)

© 4rw lr — 1|3

ahol v a vizsgalt vezetst leird gorbe a térben.
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6.3. Stacionarius Aram
6.3.1. Kirchhoff-térvények

Stacionarius aramrol beszéliink, amikor egy toltésaramlas esetében tetszéleges zart felii-
letre igaz a kovetkezd egyenlet:

#dezo S V-J=0, (257)
F

amely azt jelenti, hogy a toltésaramnak nincs forrasa, és a toltések nem halmozédhatnak fel.
Ebbdl kévetkezik Kirchhoff elsd torvénye, a csomoéponti torvény:

d =0 (258)

A torvény értelmében az adott csomépontba befolyé aramok Osszege megegyezik az onnan
elfoly6 aramok Osszegével.

Amennyiben az adott rendszerben teljesiil, hogy az elektromos tér konzervativ, vagyis a
térerdsség zart gorbére vett integralja nulla:

55 E dr — 0, (259)
ugy igaz a mésodik Kirchoff-torvény, a huroktorvény:

>y U =0, (260)

amely annyit tesz, hogy béarmely zart hurokban a fesziiltségek elGjeles Osszege nulla. Ezt
ugy is meg lehet fogalmazni, hogy zéart hurokban a fesziiltségforrdsok Gsszege megegyezik a
fesziiltségesések Osszegével.

6.3.2. Ohm-torvény

Amennyiben nem extrém alacsony vagy extrém magas hémérsékleti tartoményban vizs-
galodunk, gy vezetSkben az elektromos tér és az aramstrtség kozti kapcsolat linearissal
kozelithetd:

J =0E, (261)
ahol o a vezetGképességet jeloli, melynek mértékegysége SI-ben ﬁ Ez az Ohm-torvény
differencialis alakja. Az integrélis alak:

)
I=— 262
R’ ( )

ahol R az elektromos ellenéllast jeloli, SI mértékegysége az Ohm (2). Ha az aram egy A
keresztmetszetd vezetén keresztiil folyik d hosszisaghban, akkor az ellenallas és a vezet&kép-

pesség kozott az alabbi relacio all fenn:
d
R=— 263
oA’ (263)

tovabba ez alapjan definidlhato egy p = % fajlagos ellenallas.
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7. Elektrodinamika (Szakallas Nikolett)

Elektromdagneses indukcio, Faraday-torvény. Viltakozo dram, rezgdkor, transzformdtor.
Mazwell-egyenletek, anyagi dsszefiiggések, illesztési feltételek. Elektromdgneses potencidlok,
meértékinvariancia. Elektromdgneses tér energidja és impulzusa.

7.1. Elektromagneses indukcié, Faraday-torvény
7.1.1. Elektromagneses indukcio

Az elektromdgneses indukcio olyan elektromégneses kolcsonhatas, amelynek soran az id6-
ben valtoz6 mégneses tér egy vezetGkorben elektromos fesziiltséget indukal. A magneses tér
idébeli valtozasat és az indukalt fesziiltség nagysagat megado Osszefliggést Faraday-féle in-
dukcioés torvénynek nevezziik.

Az elektromagneses indukci6 létrejohet mozgasi indukecié és nyugalmi indukcié révén is.

A mozgdsi indukcio sordn a magneses mezd és a vezeté mozog egymaéshoz viszonyitva. Ha
egy mégneses erdtérben elektromosan vezet§ anyag relativ elmozdulasa torténik, és az el-
mozdulasnak van a mégneses erévonalak iranyara merdleges Osszetevije, akkor a vezetében
elektromos fesziiltség indukalodik. Az indukalt fesziiltség nagysaga: U = B -1 - v (B az in-
dukcié nagysaga, [ a vezets hossza és v a mozgas sebessége).

A nyugalmi indukcio sordn sem a vezets, sem a magneses mezé nem mozog. Ebben az eset-
ben az indukciot az idében véltozéd fluxus (®) - a magneses fluxus szemléletesen a feliiletet
metsz6 magneses indukciévonalak szamaval egyezik meg - hozza létre. A nyugalmi indukcio
soran keletkezett fesziiltség nagysaga: U = —<=.

Onindukcié esetén a méagneses mezs valtozésa, és az elektromos mezs megjelenése ugyanott,
egy tekercsben torténik. Bekapcsolaskor az onindukcié késlelteti a tekercsen atfolyd adram
kialakulésat, kikapcsolaskor megakadalyozza a tekercs dramanak azonnali megsziinését.

7.1.2. Faraday-torvény

Faraday figyelte meg, hogy két egymas melletti aramkor esetén az egyikben &atfolyé aram
megvaltozisa hatassal van a méasik aramkorre. Ebben a korben keletkezd indukalodo fesziilt-
ség aranyos a magneses fluxus megvaltozéasaval:

Fesziiltség: U = §£ Edl Magneses fluxus: ¢ = / Bdf
A Stokes-tételt hasznalva: U = —@ = rotE + 8_B df=0
dt ot
0B

Ezeket felhasznalva Maxwell II1. torvénye: rotE = T

Tehat Faraday indukcios torvénye szerint az id6ben valtozd magneses mezd fesziiltséget in-
dukal. Az indukalt elektromotoros fesziiltség nagysaga a vezetSkor altal koriilfogott mégneses
mez6 fluxusanak id6beli derivaltjaval (valtozasi gyorsasagaval) egyezik meg. A negativ elGjel
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arra utal, hogy az indukalodo elektromos tér olyan magneses teret kelt, mely az indukciot
létrehozo valtozés ellen van = Lenz-torvény: az indukalt fesziiltség hatasara a kdrben aram
fog folyni, mely olyan iranyt, hogy magneses hataséval gatolni igyekszik az 6t létrehozo in-
dukal6 folyamatot.

(N menetszamu tekercs esetén az egész kap egy N szorzot.)

7.2. Valtakoz6 aram, rezgékor, transzformator
7.2.1. Valtakoz6 aram

A wvdltakozo dram (gyakran kissé pontatlanul valtoaram) olyan elektromos aram, amelynek
irdnya és intenzitasa periodikusan valtozik. Tiszta valtakoz6 aramrol beszéliink, ha az egy
periddus alatt egy iranyban atfoly6 0ssztoltés zérus. Nem tiszta véaltakozo aram felbonthato
egy tiszta valtakozo aram és egy egyenaram komponens 6sszegére. Rokon fogalom a vdltakozo
fesziiltség, ami olyan fesziiltség, aminek nagyséiga és iranya periodikusan valtozik. Elméleti
és gyakorlati szempontbdl kiilonds jelentésége van a tisztan szinuszos valtakozoé aramnak.
Szinuszos valtakoz6 aram és valtakozo fesziiltség id6fiiggvénye felirhato a kovetkezs alakban:

i(t) =1-sin(wt + ¢) u(t) = U - sin(wt + ¢)

Ebben a kifejezésben [ az aram amplitidoja vagy csucsértéke, w az dram korfrekvenciaja
-ami ardnyos a fliggvény frekvenciajaval w = f - 27 Osszefiiggés szerint -, ¢t az idG, ¢ a jel
fazisa.
A valtakozo dramok és fesziiltségek intenzitasanak jellemzésére a csucsérték mellett (kiilo-
nosen a villamos energetikdban) az effektiv értéket is hasznéljak. Szinuszos fiiggvény effektiv
értéke I és U csucsérték esetén:

1

1
Lpr=—=I Uess = —=U
SRV SR

Az effektiv érték annak az egyenarammnak (vagy egyenfesziiltségnek) az értékével egyenld,
amely azonos id§ alatt ugyanakkora munkat végez (hét termel), mint a vizsgalt valtakozo
aram. A hélozati fesziiltség nagysagat példaul effektiv értékével szokas megadni. A 230 V-os,
Magyarorszagon hasznalt fogyasztoi fesziiltségszint tehat 230 V effektiv értékd, koriilbeliil
325 V csucsértékd fesziiltséget jelent. A szinuszos fesziiltséget vagy dramot méré miiszerek
is az effektiv értéket mutatjak.

Egy periodikus id&fiiggvényt, igy a valtakozd aram idéfiiggvényét is jellemezhetjiik néhény
jellegzetes adataval. Ezek a fliggvény T' periodusideje, illetve az ebbdl szamithato f = 1/T
frekvencia, a fiiggvény kozépértéke, effektiv értéke I.pp és abszolit kozépértéke I, (amely a
fiiggvény abszolut értékének atlaga).

7.2.2. Rezgdkor

A rezgskor (vagy RLC-aramkor) olyan passziv elemekbdl (tekercsbél, kondenzatorbol és el-
lenallasbol) &llo elektromos aramkor, amely kiils§ energia hatésara rezgésbe, oszcillacioba
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hozhato. Megkiilonboztetnek soros és parhuzamos rezgékoroket aszerint, hogy benniik a te-
kercs és a kondenzator soros illetve parhuzamos kapcsolasban all-e. Altaldnosan a kovetkezd
differencial egyenletet irhatjuk fel:

d? d Q
Ldt2Q+RdtQ+ c=°

A jobb oldalon az aramforréasok elektromotoros erejei allnak Osszevonva. Ez a differenci-
al egyenlet teljesen anal6g a mechanikai kényszerrezgésekkel, ezért a megoldasa is hasonlo
eredményekre vezet: exponencialis lecsengésre, vagy periodikus, de csillapitott rezgésre. Az
eszkoz oszcillalo miikodése azon alapul, hogy a benne talalhato tekercs és kondenzétor egy-
massal periodikusan energiat cserél, mig az dramkorbe helyezett ellenallas csillapito jellegti,
disszipativ hatast fejt ki.

Miikodése:

A két aramkori elem - a tekercs és a kondenzator - képes energiat felvenni egy kiilsé ener-
giaforrasbol, amit késébb le is tudnak adni. A kondenzatornak elektromos energiara van
sziiksége az elektromos erétér (elektromos mezd) felépitéséhez (a kondenzétor feltoltéséhez),
ami aztén a kisiilésnél felszabadul. Ugyanigy a tekercsnek is sziiksége van elektromos energi-
ara a magneses erétér (magneses mez6) felépitéséhez. A mégneses erétér megsziinése kozben
ez az energia szabadul fel.

Ha a két 6sszekapcsolt dramkori elem barmelyikével energiat kozliink, akkor az energia el-
kezd "ingazni" a két aramkori elem kozott. A tekercs és a kondenzétor felvaltva miikodik
energiaforrasként és energiataroloként. Az ,ingézas” eredménye az elektromos rezgés, amely
egy oszcilloszkopon vizualisan is megfigyelhetd.

A feltoltott kondenzator a tekercsen keresztiil kisiil. Ezalatt a tekercsben az aram mégneses
erGteret hoz létre, amig az elektromos tér a kondenzatorban meg nem sztinik. A kisiilési
folyamat végén az Osszes energia a mégneses erdtér forméjaban a tekercsben van. Ahogy
megsziinik az dram, a magneses ertér elkezd Gsszeomlani, és az ez altal indukalt fesziiltség
aramot indit, ami altal a kondenzator ellentétes irdnyban ismét feltoltédik.

Altalanos RLC-kérben azt érdemes tudni, hogy az dramkérbe tett kapacitas (C) hatasara
az dramerGsség sietni, induktivitas (L) hatasara késni fog a fesziiltséghez képest. A rezgékor
sajat, egyben rezonanciafrekvencidja az a frekvencia, amikor a rezgékor magara hagyva is
képes rezegni. A legnagyobb amplitudé a rezonanciafrekvencian f,.. all el6. A rezgSkor sajat-
w és rezonanciafrekvenciaja és fazistolasa o:

1 1 wL — L
W= — oy = ————— 0 = arct wC
4 2w/ LC s

7.2.3. Transzformator

Legegyszeriibb esetben két tekercs (primer és szekunder) helyezkedik el a koézos, tobbnyire
zart vasmagon. Miikddése soran a transzformator primer oldalan a valtakozé aram a nyitott
vagy zart vasmagban valtozo mégneses fluxust kelt, ami a szekunder aramkorben fesziiltséget
indukal. A szekunder oldalra villamos terhelést kapcsolva megindul a szekunder aram, és
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ezzel valosul meg az energiaatvitel. A miikodés alapfeltétele a primer oldali valtakoz6 aramu
taplalas, mivel csak a valtozo magneses fluxus képes a szekunder oldalon fesziiltséget kelteni.
A transzformator a kolesonos indukcid elvén alapul. Ideélis esetben a primer és a szekunder
tekercsek kozott a csatolas tokéletes, azaz mindkét tekercs ugyanazt a magneses fluxust ()
veszi koriil. Ekkor a Faraday-féle indukcios torvény alapjan (Maxwell I1. egyenlete) az N,
menetszami szekunder tekercsben indukalt fesziiltség:

d
Uy = —Ny dtq)
A primer tekercs is ugyanezt a fluxust veszi koriil, tehat fesziiltsége ugyanilyen alaku, csak
a 2-es index helyett 1-est kell {rni.
Az ideélis transzformator dramattételét Maxwell IV. egyenlete alapjan hatarozhatjuk meg.
Ez kimondja, hogy barmely zart térbeli hurokra a mégneses térerdsség vonalmenti integralja
megegyezik a zart hurok altal meghatarozott felilleten atfolyd dramok Osszegével. Idealis
csatolashoz kozel végtelen permeabilitdsii vasra van sziikség, igy feltételezhetjiik, hogy a
magneses térerdsség a vason beliil kozel zérus. Ezzel egy tetsz6leges, mindenhol a vasban
futd zart hurokra felirt egyenlet a kovetkezd alakra egyszertisodik:
Nlll_N212:O:>%:§_j
Ez a transzformator attételi egyenlete.
Tehat ezek alapjan a transzforméator az aramerGsséget és/vagy a fesziiltséget E—f-szeresére
noveli vagy ennek reciprokszorosaval csokkenti.
A transzformatort leggyakrabban a nagy teljesitményt (erdatviteli) villamos héal6zatokban
hasznaljak a fesziiltségszint, és ezzel az aramszint megvaltoztatasara. Ennek jelentGsége
abban all, hogy azonos teljesitmény magasabb fesziiltségli atviteléhez kisebb dramra van
sziikség, igy az atviteli hal6zat ohmos veszteségei, valamint a vezetékek keresztmetszetei je-
lentGsen csokkenthetdk, és igy lehetévé valik a villamos energia nagy tévolsagokra torténd
gazdasagos tovabbitasa.

7.3. Maxwell-egyenletek, anyagi Osszefiiggések, illesztési feltételek
7.3.1. Maxwell-egyenletek

Mit fejeznek ki az egyenletek? Az I. egyenlet leirja, hogy az elektromos tér forrasai a tolté-
sek. A II. egy kisérleti tény, miszerint nincs magneses monopolus. A III. azt allitja, hogy
az id6ben valtoz6 magneses tér elektromos teret kelt. Végiil a IV. kimondja, hogy az aram
és az id6ben valtozo elektromos tér magneses teret kelt. Az integralis alakokbol a Gauss- és
Stokes-tételek segitségével megkaphatjuk a lokalis vagy differencialis alakokat.

A Maxwell-egyenletek anyag jelenléte nélkiil, vakuumban:
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Differencialis alak Integralis alak

| 1
I divE = —p #Edf: - ///pd\/
€0 €o

II. divB =0 # Bdf =0

I11. rotE = —8—B %Edl = 4 //Bdf
ot dt

E
IV. 1otB = 11 <J + EO%T) §1§Bdl - #0<//de+ 60% //Edf)

7.3.2. Anyagi Osszefiiggések

Az anyag jelenlétében érvényes egyenletek I. és IV. tagjaban megjelentek a D elektromos
eltolas vektor, a H magneses térerGsségvektor. Ezekre éppen azért van sziikség, hogy az
anyagi valaszokat (anyag polarizacioja, magnesezettséghdl adodé mikroszkopikus aramok és
polarizacios toltések arama) figyelembe tudjuk venni, és az egyenletek jobb oldalan tovabbra
is csak a vakuumra felirt mennyiségek maradjanak.

A Maxwell-egyenletek anyag jelenlétében:

Differencialis alak Integralis alak

I divD = p dpoae— [Jf pav

II. divB =0 # Bdf=0

III. rotE = 9B %Edl = _4 //Bdf
ot dt

IV. rotH = (J+ %—?) §I§Hd1: (//Jdﬂd%//Ddf)

Az elektromos eltolas vektor D = ¢gE + P, ahol P a polarizacios vektor. A D forrasa a kiilsg
toltésstriség. Anyagon beliil nemcsak az altalunk "betett" toltések (kiilss forras) strtiségét
kell figyelembe venniink, hanem az anyagét is, tehat a polarizalt toltéseket is.

A H magneses térerdsségvektor H = tB — M a magneses tér és az elektromos aram kap-

csolatat leir6 segéd vektormennyiség. Itt M magnesezettség vektor az anyagban keletkezd
lokalis magneses dipolstirtiséget jeloli.
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7.3.3. Illesztési feltételek

o by, — Fy, = "E’—g’ — két homogén anyag hataran az eltéré polarizaciok miatt felii-
leti toltséssiirtiség alakul ki. Azaz az elektromos erétér feliilletre merdleges, normaélis
komponense a két térrészt elvilaszto rétegen at ugrik, az ugras nagysaga a o feliileti
toltésstriséggel aranyos.

o [y = Fy; — a feliilet irdnyaban (azzal parhuzamosan) nincs polarizécios toltésstirtség.
Vagyis a feliilettel parhuzamos, tangenciélis komponens folytonosan megy at két kozeg
hatarfeliiletén.

e B,, = B,; — a magneses indukcié vektor normalis komponense a két térrész kozott
folytonosan megy at (ha nincs kiils6 adodo feliileti aramstirtség).

enx (By,—By) = 60J62 — a méagneses indukci6 vektor tangenciélis komponense (mivel
ez ad jarulékot a vektorialis szorzashoz) a két térrészt elvalaszto feliileten ugrik, és az
ugras mértéke a feliileti aramstirtiségtsl j, és az 1-es térrészbdl a 2-es térrészbe mutato

normélvektortol n fiigg.

7.4. Elektromagneses potenciilok, mértékinvariancia
7.4.1. Elektromagneses potencialok

Vektoranalitikai megfontolasbol bevezethetiink egy vektorpotencidl nevii mennyiséget (mivel
divB = 0): B = rotA. Ezt beirva III.-ba:

o0 %

0B
0 =rotE + — = rot
IO -+ IO o

ot
Egy nulla rotacioju vektormezd atirhatoé gradiens alakban:
0A 0A

E+—=— d=E=-— b — —
+8t grad® = grad BT

Itt A a vektor- és ¢ a skalarpotencial.
Ezt behelyettesitve a I.-be és I'V.-be :

9 P
—divE = A® + —VA = —— 264
div +8tv o (264)
—10tB=AA -V (VA)=— J+1Va<1>+1a2A (265)
rotb = - ~Ho c? Ot c2 Ot?
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7.4.2. Mértékinvariancia

A és @ nem fizikai mennyiségek, csak E és B. Ebbdl kifolyolag, ha olyan vektor- illetve
skalarpotencialt valasztunk, amely ugyanazt az E-t és B-t adja, akkor az ekvivalens az eredeti
valasztassal (mértékinvariancia, mértékszabadsag).
Idstiiggs esetben A-t tovabbra is egy gradienssel lehet megvaltoztatni, mert annak rotacidja
nulla, viszont az elektromos tér bonyolultabb kifejezése miatt a skalarpotencial masképp
valtoztatando:

ov

A=A dw = —
+ gra 5

A és P terek mértékorbitok: ekvivalencia osztalyokat jelolnek az Gsszes téren belil. A mér-
tékpalyakhoz azonos fizika tartozik. Megtehetjiik tehéat azt, hogy a mérték-orbitokbol mindig
kivalasztunk egy reprezentans elméletet. A kivalasztas modjat nevezziik mértékrogzitésnek,
az azt leir6 egyenletet mértékfeltételnek vagy egyszertien csak mértéknek. Nyilvan olyan
mértéket kell valasztani, amely minden mérték-orbitot csak egyszer metsz el.

7.4.3. Mértékek

Ugyan ez mdr nem a tétel része, viszont hasznos a vizsgdra a tanult mértékeket is dtnézni,
melyek alabb ismertetésre keriilnek.

e Coulomb-mérték
Megkoveteljiik, hogy divA = 0. Ez teljesithetd, hiszen ha ez eredetileg nem nulla, akkor
megkovetelve a divA’ = 0-t azt kapjuk, hogy:

0 =divA’ = divA + AV = AV = —divA

A skalarpotencial nem valtozik,

Ap =L
€0
Ezzel a megoldassal rogzitjiik az idéfiiggs konstans értékét nullara. Miutan megvan a

® értéke, visszairva a (265]) egyenletbe:

1 02 10
AA — ——A=—puyJ+—==Vo 266
c? Ot? Hod + c? Gtv (266)
Itt a bal oldal divergenciaja nulla, ezzel konzisztens a jobb oldal is a kontinuitasi
egyenlet miatt:

0

div [J — eO—VCI)] = divJ — EQQA(I) =divJ + 0 =0

ot ot o’

Fogalmazhatunk gy is, hogy J-t felbontjuk transzverzalis és longitudinalis tagokra:
J=J:+J; VI, =0 VxJ =0
Ezzel (266 bal oldala tisztan transzverzalis, jobb oldalan V& tisztéan longitudinalis. A
transzverzéalis modusra vonatkozo6 egyenlet:
1 9

AA — gﬁA = —,LL()Jt
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e Lorenz-mérték
Itt azt koveteljiikk meg, hogy VA + C%%(IJ = 0. Ekkor:

2 2
LT g P Lty

A — ——P =
c? Ot? €o c? Ot?

Mindkét mértékben tér- és idéderivaltak kombinécidja jelenik meg, az in. D’Alambert-
operator:

1 92
O=A— ——
c2 Ot?

7.5. Elektromagneses tér energiaja és impulzusa
7.5.1. Az energia mérlegegyenlete

Elektromagneses tér esetén figyelembe kell venniink az indukci6 jelenlétét, tehat az idéfiiggeés
nem hanyagolhato el. Nézziik meg, hogy egy toltés mozgatasahoz mekkora teljesitmény sziik-
séges. A teljesitményre vonatkozo Osszefiiggeés altalaban Pr = vF (ahol F = qE) alakban &ll
el6, azonban ha elektroméagneses kolcsonhatas van jelen, a kifejezés atalakul:

Pp = vq<E—|—V X B) =qvE = Pp= /dng(X)E(X)

A tér felépitéséhez sziikséges teljesitmény ennek az ellentettje (hiszen F a mozgo toltésekre
hato erd, nekiink ez ellen kell dolgoznunk), tehat:

P=—-Pp= —/dSXJ(X)E(X) =p=—-EJ

ahol p a teljesitménystrtiség.
Felhasznélva a Maxwell-egyenleteket (kiegészitve az egészet egy 0 = HrotE - HrotE taggal):

0 9
_EJ - E( _rotH + %D) _ E%D ~ ExotH + HrotE — HiotE = E2-D + H. B — ErotH + HrotE

Az els6 két tag teljes idGderivalt alakban irhato:

0 0 0

Ahol u az energiastiriiség és linearis anyagokban a kovetkezd alakot oOlti:

1 € 1
— —(DE BH) _ ‘g2 B
" 2< + 2 Ty,

Az utolso két tag teljes divergencia. Definidljuk a Poynting-vektort:

S=ExH
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Ennek véve a divergenciajat, visszakapjuk a kivant tagokat. Osszesitve, eljutunk az energia
meérlegegyenletére (mely az energiamegmaradast fejezi ki):

0

Ezt a teljes térre integralva, a divergencia nem ad jarulékot, vagyis u integrélja az elektro-
méagneses tér energiajaként értelmezhetd.

O [ s _ [ _
at/dxu—/dx( JE)=P

Ily moédon a Poynting-vektor is fizikai mennyiség lesz, ez képviseli az energia-aramstirtiséget.
Az utolso tagot (JE) vagy forrasnak tekintjiik, vagy az elektromagneses térben mozgé aramok
teljesitménystirtiségének értelmezve, az energia anyaghoz kotott részét képviseli.

7.5.2. Az impulzus mérlegegyenlete

Hasonl6é médon jarhatunk el az impulzusvéltozéasnal is: ha egy probatdltést helyeziink elekt-
romagneses térbe, akkor a ra hato eré a Lorentz-erd:

F:/d3x(pE+J><B):>f:pE+J><B

Ahol f, az Gn. erGstrtiség, mely a térfogatban 1évé toltésekre hato mechanikai erét fejezi ki. Az
er6é az impulzusvaltozés forrésa, ugyanolyan szerepet jatszik, mint a teljesitmény az energia
kapcsan. Ezért megprobalhatjuk kifejezni az elektromagneses tér impulzus mérlegegyenletét.
Atalakitva a jobb oldalt:

pE+JXB:EdiVD—BX(rOtH—ED):EdiVD—FBXQD—BXIO'CH:

ot ot
— X ——B X + wD + wvB — X rotH =
gt BxD aatB D + EdivD + HdivB — B H
- — X + D + ivB — B xrotH — D X rot
gt(D B) EdivD + HdivB — B H-D E

Az els6 tag teljes iddderivalt, a masodik tag pedig egy teljes divergencia. Bevezetve:
1
c
1
mennyiségeket azt kapjuk, hogy:

0

Integraljuk ki a teljes térre a kifejezést:
0

p d’xg; = —/d3x(pE+J x B);
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A jobb oldal az anyagra hato erd ellenereje, tehat a bal oldal nem més, mint az elektromag-
neses tér impulzusa, vagyis g az elektromagneses tér impulzusstrtsége, a T;; pedig a mérleg-
egyenletek szokasos értelmezése szerint, az impulzus dramstrisége vagy az un. Maxwell-féle
fesziiltségtenzor.
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8. HullAmegyenlet és hullamjelenségek (Mocskonyi Mir-
ko)

Hulldamegyenletek szarmaztatdsa, megolddsai, rugalmas és elektromdgneses hulldmok. Disz-
perzio, csoport- €s fazissebesség, Doppler-effektus. Interferencia, diffrakcio. Elektromdgneses
hullamok terjedése vakuumban, dielektrikumban és vezetdkben. Polarizdcio. Retardalt poten-
cidlok. Dipolsugdrzds.

A hullamegyenlet szamos helyen megjelenik a fizikdban, ahol valamilyen fizikai mennyiség
a kovetkezd differencialegyenlet megoldasaként all eld:

OXp(t,r) = & Ay(t,r), (267)

ahol c a hullam adott kozegbeli terjedési sebessége. Ez tehat egy térben és idé6ben masodrend
parcidlis differencialegyenlet. A d’Alembert-operatoros jelolést hasznéalva: [y = 0. Ha a
hullamegyenletben az idéfiiggést e™“!-ként levalasztjuk, akkor belsle a Helmholtz-egyenlet
adodik.

8.1. Megoldasai
8.1.1. Sikhullam

Az egyik féle megoldasa az egyenletnek az un. sikhullam megoldés, melynek altalanos, n
iranyba terjedd alakja:

Y(t,r) = f(nr Fct) = Af =cEn)Pf, (268)

vagyis ha n egységvektor, akkor megoldasa a hullamegyenletnek. A sikhullim megnevezés
azért jogos, mivel azon pontok halmaza, amelyek adott id6ben azonos fazisiak, az nr egyen-
letti sikon helyezkednek el. A sikhullamok a hullamegyenlet megoldasainak terében bazist
alkotnak a kdvetkezd alakban:

¢ — woei(w(k)tﬂ:kr)’ (269)

ez egy k modus. Az w(k) kapcsolatot nevezziik diszperzios relacionak, amely a kiilonb6zs
hullamok terjedését jellemzi a kozegben. A hullamegyenletbe a sikhullammodust visszairva
erre w = ck adodik, ahol k& = |k|. Az altalanos megoldas a hullamszamvektorra torténd
integralassal kaphatd meg:

U(t,r) = / %a(k)ei(k““ﬂ. (270)

8.1.2. Gombhullamok

Térben gombszimmetrikus megoldasai a hullamegyenletnek, ekkor ¢ (¢, r) = ¥ (t,r), azaz
csak az origotol valo tavolsagtol fligg. Ekkor a Laplace-operdtort gombi koordinatarendszer-
ben irjuk fel, onnan is csak a radialis része kell:

1 OF(ry)
O = P =0,0%00) = L S GRr0) = PO, 1)

r
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Ennek egy modusa:

= Y0 it (272)
.

amelyre szintén w = ck.

8.1.3. Specialis esetek

Néhéany emlitésre mélto eset a fentebbi altaldnos megoldasokon til fontos lehet. Ilyen az
allohullam, melyre ¢ ~ e~“* coskr, ahol is adott helyen allandé az amplitidé. A mésik az
Un. evaneszcens hullam, amikor formalisan w vagy k helyére komplex szamokat irunk. Ekkor
a valos exponencialis fiiggvények idébeli, vagy térbeli lecsengést fognak adni.

8.2. SzArmaztatasa

Az egyenletet szamos helyen megkapjuk, ezek kozil tekintiink meg néhanyat. Példaul
golyos-rugds rendszerek megfelel§ folytonos hatardtmenetével is megkaphaté az egyenlet,
azonban ezt nem targyaljuk.

8.2.1. Rugalmas hullamok

[zotrop, linearis kozeg mozgasegyenlete:

pu="f+pAu+ A+ p)V(Vu). (273)

c s

hullamegyenleteket kapunk (Vu = v és V x u = w jelolésekkel):
pOiv = 2u+ N Av;  pdiw = pAw. (274)

Belathato, hogy u rotaciémentes része longitudinélis hullamot ir le, a divergenciamentes része

c sz

2 A
o=y 22 Ct:\/Ea (275)
P P
vagyis ¢; > ¢.

Megjegyzésképpen a hanghullamra is hullamegyenlet kaphato, ekkor a Navier-Stokes-
egyenletet és a kontinuitas egyenletetet folhasznalva, ha a hangot egy nyugalomban levd
kozegre tett stirtiség-, valamint nyomasperturbacioként kezeljiik. Kideriil, hogy rotédciémentes
sebességvektora lesz, azaz a hanghullam longitudinalis.

a terjedési sebességekre:

8.2.2. Elektromagneses hullamok
A Maxwell-egyenletek:

VE=% VB=0; VxE=-0B; VxB=puj+udkE. (276)
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ahonnan )
Vx(VxE)= Evp — AE = —pd,j — ued?E, (277)
valamint
V x (VxB)=—-AB=uV xj— ud’B. (278)
Ezekbdl a d’Alembert-operatorral:

1
OE = —Vp +udj: OB = —uV X, (279)

ahol a fénysebességet hasznalva pe = Z—s, n a torésmutaté. Erdemes tudni, hogy a poten-
cialokra is hasonldéak az egyenletek; Coulomb-mértékben ®-re a Laplace-egyenlet, A-ra a
homogén d’Alembert-egyenlet (hullamegyenlet) teljesiil, Lorenz-mértékben mindkettére az
utobbi.

A hulldmegyenlet p =0, j = 0 esetben adodik, ekkor a sikhullammegoldéas:

E= Eoei(krfwt); B= Boei(krfwt)’ (280)

ahol a diszperzios relaci6 w = ~k. Mivel VE = 0 é¢s VB = 0, ezért «kE = ikB = 0. Tovabba
VXxE=itkxE=-0B=1iwB, azaz k 1 E 1 B, valamint Ey = cBy. Ez azt jelenti, hogy
az elektromagneses hullamnak két transzverzalis modusa van.

8.3. Diszperzid, csoport- és fazissebesség

Lattuk, hogy a diszperzios relacio az w(k) fiiggvény, amely leirja az adott kdzegben a kii-
16nb6z6 hullamszammal rendelkezé sikhullamok terjedését. Izotrop kozegben csak k-t6l fiigg,
hullamegyenlet esetén a linearis w = ck Osszefiiggés. Ez alapjan definidlhatéak a csoport- és
fazissebesség. Ha tekintiink egy valos haladé hullammodust az

¥ = acos(wt — kr + ¢) (281)

alakban, akkor lathato, hogy ez térben és idében periodikus. Most altalanos diszperzios
relacioval dolgzunk. Egy t; id6pontban kivéalasztott ro ponttal azonos fazist pontok halmaza:

wty — krg + ¢ = wt — kr + ¢ + 2nm, (282)
ahol n egész szam. Ezt k/|k|?-tel szorozva és dtrendezve kapjuk:
r=ro+ (t — to)vsk + Ank + Bk , (283)

aholvy = 2, A = 27” Tehét t = ty-nal az ro-lal azonos fazisban a k-ra meréleges sikok lesznek,
melyek az ro + Sk, siktol Ank tavolsagokra fekszenek. Az idével ezek a hullamfrontok Vs
sebességgel haladnak tovabb, azaz ez az azonos fazist pontok sebessége, a fazissebesség.

Most tegyiink Ossze azonos iranyt sikhullamokat, ez effektiven egy 1D-s problémaként
irhato le:

U(t,z) = / dka(/@)e“’mwt). (284)

2
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Tegyiik fel, hogy a(k) egy ko koriil erésen csucsos fiiggvény, tovabba, ahol a(k) # 0, ott w(k)
lassan valtozik (most a hullamszamvektorok egyiranytak). Ekkor ¢ = 0-nal a k — k — ko
valtozocserével és r(k) = a(k — ko) jeloléssel (r(k) 0 koriil cstcsos fiiggvény):

»(0,2) = eikox/ dkr

o
Ez az r(x) fiiggvénnyel modulalt sikhullam lassan valtozik (kis hullamszamok jelent&sek csak
benne, tehat nagy a hullamhossz). A diszperzios relacio sorfejtése:

(k)e™™™ = e*orp(g), (285)

dw
w(k) ~ wo + (k — ko)@ _— (286)
innen definialjuk a csoportsebességet: v.s = i—: - amivel
dk i(kz—(wo+(k—ko)ves)t) iko(z—vyst)
W(t,r) = Q—a(k)e 0 0)0es)t) = @OV (1 — wegt). (287)
7

A masodik egyenlGséghez ugyanazt a valtozocserét végeztiik el, mint fentebb. Igy az ere-
detihez hasonlé modulalt sikhullamot kaptunk, ahol a burkol6 v.s-vel, a csoportsebességgel
halad. Ez tehat a hullimcsomag terjedési sebessége. A kifejezésben vy tovabbra is a fazis-
sebesség. Fontos, hogy informéciokozléshez hullamcsomagra van sziikség, mivel a végtelen
sikhullamokban nincs szerkezet, ami jelentéssel birna, tehat az informaciokozlés sebességét is
a csoportsebesség adja. Tehat ismert diszperzios relacio alapjan a csoport-, és fazissebesség
kiszamithato a fenti definiciok alapjan.

8.4. Doppler-effektus

Ha a hullamforras és a megfigyel6 a hullamterjedés kozegében egymashoz képest mozog,
akkor fellép a Doppler-effektus, vagyis a megfigyel6 a kibocsatott hullam frekvenciajat az
eredetits] kiilonbozdének észleli. Az egyszertiség kedvéért 1D-ben nézziik meg a jelenséget.
A forras és a megfigyel§ mozgéasanak fiiggvényében a megfigyelt és a kibocsatott frekvencia
kapcsolata:

ctu,
= , 288
f=n (285)
ahol v, a megfigyel§ sebessége (4, ha a forras felé mozog, —, ha elfelé mozog), v a forras

sebessége (+, ha a forras tavolodik a megfigyel6tsl, —, ha kozeledik).
Relativisztikusan is fellép Doppler-effektus, mely radialis mozgasra v relativ sebességgel:

1+2
f=toy| 7% (289)
Erdekes modon teljesen transzverzélis mozgés esetén is fellép Doppler-effektus:
1
f = fo— (200)
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8.5. Interferencia, diffrakci6

Két kiilonbozs hullam talalkozésakor azok szuperpozicidja (i-k Osszege) jelenik meg.
Ahhoz, hogy interferenciakép alakulhasson ki, bizonyos feltételeknek teljesiilnie kell. A két
hullam frekvenciajanak meg kell egyeznie, tovabba koherensnek kell lenniiik, azaz, a koztiik
l6ve faziskiilonbségnek allandonak kell lennie (ez elérhets példaul, ha egy hullamnyaladbot
kettéosztunk, majd késsbb egyesitiink, amikor mér eltér a fazisuk). Tovabbi feltétel, hogy a
két hullam ne legyen egymasra meréleges polarizaciojia. Ekkor lesznek olyan pontok, ahol a
két hullam maximélisan erdsiti, illetve gyengiti egymast a faziskiilonbség fiiggvényében.

Diffrakcié alatt a hullamok akadalyok miatti elhajlasat értjiik. Ekkor az akadalynél a
hullam amplitidoja zérus lesz, a kialakult diffrakciot pedig a Huygens-Fresnel-elv szerint
értelmezziik. Azt mondja ki, hogy a megfigyelt hullamfeliilet az egyes pontokbol kiindulo
gombhullamok eredGje, azaz az interferald gombhullamok 0sszege. Példaul egy kétrés-kisérlet
esetén a rések mogott elhelyezett ernyén a jol ismert d sin) = m feltételt kapjuk a maximalis
er6sitésre, ahol A a hullAmhossz.

8.6. Elektromagneses hullamok terjedése vikuumban, dielektrikum-
ban, vezetSkben

Az elektromagneses hullam alakja a [280] egyenletben lathato, vakuumban a terjedési
sebessége ¢ = ———. Dielektrikumban, ha az anyagi egyenletek linearisak (D = ¢E, H = iB),

Veoo
akkor a vakuumal megegyezé modon kezelhetGek, amennyiben €, nem fiigg a frekvenciatol

(= 1).

Vezets anyagban a differencialis Ohm-térvény j = oE alakd, ahol o a fajlagos vezetéké-
pesség. Ekkor feltéve, hogy a vezet6ben nem halmozodik fel toltés (p = 0), a 279, egyenlet
alapjan az Ohm-torvényt hasznalva:

UOE = uodE, OB = —uoV x E = p00,B, (291)

ezek a taviro-egyenletek. Ezeket megoldva az deriil ki, hogy o > 0, azaz vezetSk esetén a
hullamok lecsengenek, a hullamszamvektornak lesz képzetes része, valamint az elektromos és
magneses tér kozott faziseltolodas lesz tapasztalhato. A o = 0, azaz a szigetelS eset viszont
a hullamegyenletet adja. A lecsengés oka, hogy a vezetGben indul6 dramok hévesztesége a
hullam energiajat csokkentik. Azonban ha mindez lathatoé fénytartoményban is igaz lenne,
akkor a szigetel6k atlatszoak, a vezetGk pedig nem. Ekkor azonban a vezetGképesség mar
frekvenciafiiggs, s6t komplex is lehet. Ilyenkor az Ohm-térvényben szereplé mennyiségek
sem lesznek mar fazisban.

Ha alacsony frekvencias hataresetet vesziink, akkor az c%-es mésodik derivaltas tagokat
elhanyagolva a taviro-egyenletekbdl a hévezetési egyenletre jutunk (kvazistacionarius kozeli-
tés). Ekkor az elektromos térre vonatkozo egyenlet megszorozva o-val:

Aj = 1o04j. (292)

Ha az aramstirtség csak a z koordinata fiiggvénye, akkor az egyenletet megoldva kapjuk az
un. skin-effektust. Eszerint a vezetdk felszinén folyik csak aram, ugyanis a megoldas z-ben
lecseng.
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A permittivitas frekvenciafiiggését megérthetjiik, ha folirjuk, hogy az anyagban létrejovd
polarizaci6 az elektromos tér hatésara jon létre, arra az idébeli valasz (ami késhet, tehat a
korabbi idépontoktol fiigg). Mivel az id6fliggés homogén, ezért

P(t) =& /_00 dt'x(t =t YE(t') = Pw) =¢eox(w)E(w), (293)

[e.9]

ahol Fourier-térbe tértiink at. y az elektromos szuszceptibilitas. Ekkor €, (w) = 1+x(w) = n(w) =
er-(w) (még egyszer: p, =~ 1). Ekkor a hullamszamvektor:

k = l;%n(w) (294)

Ekkor, ha &,(w)-nak van imaginéarius része, akkor a torésmutatonak is lesz; n;,, ekkor a
hullam a térben lecseng. Az n;,-et szokéds abszorpciés egyiitthatonak nevezni, latszik, hogy
ezzel csokken a hullam energiaja. Az elektromos tér ~ e~™! idsfiiggése esetén a polarizacios
vektorra is ez igaz, ekkor a polarizacios dram:

j=0P = —iweox(W)E = 0= —iwepx(w), (295)

tehat a differencialis Ohm-torvényben szerepls vezetGképesség is bevezethetd.

Kozeghatarokon alkalmazni kell az illesztési feltételeket, vagyis hogy F; és B, folytono-
san megy at. Ha hullamterjedést tekintiink tgy, hogy az idealis vezets és idedlis diaméagnes
anyagon beliil a terektdl eltekintiink, akkor a hatarfeltételektsl fiiggSen beszéliink hullam-
vezetSkrdl és tliregrezonatorokrol. Ekkor tekinthetSek kiilon a hatéarfeltételeknek megfelelé
E, =0, B, = 0 modusok (rendre TE és TM modus), melyek szuperpozicioja adja a teljes
megoldast.

8.7. Polarizacido

Tekintsiik az elektromos teret: E = Ege!®*=“) ¢s k L E, tehat Eq a hullamszamvektorra
meréleges 2D-s altérben van. Legyen ekkor a bézis {R, e1, ez}, ahol teljestiljenek k x e =
es, k X €5 = —e; relaciok. Tehat két polarizacios vektor adja meg a hullam polarizacidjat.
A valos fizikai tér:

E = Eie; cos(kr — wt + ¢1) + Eaeq cos(kr — wt + ¢), (296)

ebbdl a magneses tér is folirhaté. Adott r pontban a k-ra meréleges sikban kirajzolt gorbe
szemléletesen mutatja a polarizaciot. Legyen F; = FEs. Ekkor ¢; = ¢, esetben linearis
polarizacio, ¢1 = ¢ &+ § esetén cirkularis polarizaciorol beszéliink (egy egyenest, illetve
kort latnank), tetszéleges E1, E, értékekre teljesen altalanosan pedig elliptikusan polarizalt
hullamrol beszélhetiink (ellipszist latunk).

Kiilonb6z6 optikai eszkozok fénytoréssel, valamint bizonyos anyagok képesek a hullam

polarizaciojanak megvaltoztatasara (Faraday-effektus, kett&storés).
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8.8. Retardalt potencialok

A egyenleteket akarjuk megoldani. Ezek inhomogén d’Alembert-egyenletek (1) = — f
alakban, melyeket Green-fiiggvény segitségével meg tudunk oldani. Ekkor meg kell oldani a
(a d’Alembert-operator az r és ¢ szerint derival)

OGt—t,r—1")=—0(t—t)o(r—1'), (297)

melybdl a megoldés:
P(t,r) = / dt’/dgr'G(t —t'r—1')f(t' ). (298)

AKki szeretné (http://jakovac.web.elte.hu/Documents/Eldin.pdf) Jakovac jegyzetében
megnézheti a Green-fiiggvény meghatarozasat, amely

6(t—t’:|: ’r_r/’). (299)

GR/A(t — t',r — I‘,)
C

- Am|r — 1|

Ezzel a megoldas

1 lr — 1|
_ 3. = /
Q»Z}R/A(tvr) - /d r47T‘I' — I‘/‘f (t:F c ,I') : (300)

Ygr t > 0-ra nem zérus, ez a retardalt megoldas, 14 pedig forditva, ¢t < O-ra nem zérus, igy ez
az avanzsalt potencial. Az el6bbi a forrasbol kifuté gombhéjakat ir le, az utoébbi befutokat,
igy a fizikai értelmezésiik az, hogy ha ismerjiik ¢ = tg-ban a tér értékét és azt, hogy a forras
tg < t, avagy a t < ty idSben iizemel, akkor ennek megfelelGen kell a retardalt, illetve az
avanzsalt megoldést hozzaadni a tér tg-beli értékéhez.

Innen az elektromagneses potencialok retardalt megoldasai vakuumban, Lorenz-mértékben
(ekkor (0P = —%, és A = —p0j), ha azok kezdetben zérusok:

r—r’ r—r’
t— | t—

O(t,r) = ! /d?’r'p< T7r/>; A(t,r) = @/d3r’j< T7r/>. (301)

4w r — 1| C 4r Ir — /|

8.9. Dipolsugarzas

Mivel a retardéalt potencidlokat Lorenz-mértékben irtuk fel, igy a VA + C%(‘?t@ = ( fel-
tételbsl ~ e~ ™! idofiiggés esetén a skalarpotencial a vektorpotencialbél meghatarozhato, a
tovabbiakban ilyen id&fiiggéssel dolgozunk. Tehat mostantol csak az utébbit tekintjiik. Ekkor
w = ck Osszefiiggés miatt

ik|lr—r’|

A(t,r) = Pooivt / dBrj(r)S (302)

v —r'|’

2

Ha a forras mérete sokkal kisebb, mint A = =%, azaz d < A, valamint tavol vagyunk téle,

Ir| = r > A, akkor az integrandust sorfejtjiik:

1 1 / rr’
— r—1/|=Vr2 412 - 2rr' =7 1—2 ~p ) (303)
r—1/| r r
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Ekkor a vektorpotenciél

Lo ei(krfwt)

IZAE

A(t,r) / d*r'j(r")e kT (304)

Az egylitthatd r-ben oszcillalo fliggvény, az r = 0, t = 0 ponttal azonos fazista pontokra

2
L —wt=2m = r=ct— ch, (305)
c w

azaz periodikus, ekvidisztans gombhéjak. Tehat gomhullamokrol van sz6, melyeknek az in-
tegral miatt iranyfiiggése lesz. Mivel k|r'| < kd, igy az exponenciélist tovabb sorfejtjiik:

kr—wt)

A(t,r) = o / &Brj(r') (1 — ikdr'). (306)

4 T

Ha ennek is csak az els§ tagjara szoritkozunk, akkor az integral:
/d?’r'ji = /dsr’jj(?ﬁ; = —/d?’r'x;@jjj = /d?’r'z;@tp = Op; = —iwp;, (307)

ahol paricélisan integraltunk, felhasznaltuk a kontinuitési egyenletet, majd a dipélmomen-

c sz

—iCU[LQ ei(kr—wt)

A(t,r) = P, (308)

A7 r

tehat A ~ wp. Ezt nevezziik dipolsugarzasnak.
Ha ezek utan akarjuk kiszamitani a tereket, akkor a vektorpotencialt derivalnunk kell a
térkoordinéta szerint. Mivel a sorfejtés soran az T%—es tagokat mar elhanyagoltuk, azokat most

sem tartjuk meg, igy csak az exponencialis fiiggvényt derivaljuk. Ekkor V — ikt. Vagyis

1 oo ei(kr—wt) w2 ei(k’r—wt)
H=-VxA=— X p)=-— I X 309
1 AT ¢ (Fxp) dre 7 (F % p), (309)
az elektromos térre pedig (V x B = 50,E)
ic? . N
E=—VxB=cBxrt=cuH X, (310)
w
ahol bevezethetjiik a Zy = cuy = ’;—8 vakuumimpedanciat. A sugarzas teljesitményének
meghatarozasahoz tanulméanyozzuk a Poynting-vektort:
S=ExH=2(Hx#t)xH=ZitH* = S=2,H (311)

A sugéarzasoknal szokas intenzitasnak az egy idGbeli periddusra vett teljesitmény-aramstriiséget
nevezni, ekkor az idéfiiggéshez mar a valos részt tekintjiik, azaz S ~ cos? wt, aminek az id6-
atlaga egy %-es szorzot hoz be. Ha 1 és p altal bezért szog 0, akkor

% P
= 3523% 280 6. (312)
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19. dbra. A dipolsugarzas karakterisztikaja

Mivel az eredmény ~ 7%2, ezért az egy térszogbe kisugarzott teljesitmény tavolségfiiggetlen,
vagyis
P Z
dQ  3272¢2
ez a dipolsugarzas karakterisztikaja 0 fiiggvényében, melyet a abra is mutat. Kiszamat-
hatjuk még a teljes kisugarzott teljesitményt:

dP 2o 4 o

wip?sin? 6, (313)

Mivel ez aranyos a frekvencia negyedik hatvanyaval, tehat nagy frekvencidkon lesz jelentés
a dipolsugarzas teljes kisugarzott teljesitménye.

Ezt az eredményt megkaphatjuk szemléletesebb uton is, ha vizsgaljuk két vezetékkel
Osszekotott vezeté gomb rendszerét (mely tulajdonképpen jol modellez egy polarizalhato
molekulat), melyre kiviilr§l Fysin(wt) teret engediink. Ekkor a bejovs térre a Poynting-
vektor atlaga |[(S)p| = 050%, a vezets rendszerben pedig az elektronokra a mozgasegyenlet
(legyen ez a z tengely mentén) mZ = —eFjsin(wt). Ezt megoldva z(t) amplitudoja zg =
%, amivel a dipolmomentum p = ezy. Hogyha folirjuk az egyik vezetd gémb idébeli
toltését q(t) = qo sin(wt) alakban, valamint a dipolus hossza [, akkor ha kiszamitjuk a kimend
energia Poynting-vektoranak a 9 iranyu, r komponenst varhato értékét, valamint abbol a
fent latott modon kiszamitjuk a teljesitményt, akkor megkapjuk a korabbival megegyezs

eredményiinket.
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9. Geometriai optika és alkalmazasai(Dudas Bence)

Fermat-elv. Paraxidlis kozelités. Optikar, leképezési torvények, felbontoképesség. Optikai
eszkozok. Optikai jelenségek a természetben, kausztikdk.

9.1. Bevezetés

Geometriai optika, amikor rendszer minden relevans mérete sokkal nagyobb, mint a fény
hullamhossza. Geometriai optikaban gyakran hasznéalunk leképezést.
Leképezés: Van egy eredeti fénypontunk, amibdl fénysugarak indulnak ki és ezeket egy
tiikor visszaveri. Ezen visszavert fénysugarak meghosszabitasai metszik egymast egy pontban,
melyet virtuélis képnek neveziink.

9.2. Fermat-elv

A legrovidebb idé elve. A fény nem a legrévidebb, hanem a leggyorsabb titon megy mindig.
Homogén kozegben a fény mindig egyenes mentén terjed. Két egymassal érintkezd, kiilonb6z6
torésmutatoju homogén kozeg hataran a fény megtorik (és vissza is verGdhet), melyet a
Snellius—Descartes-torvény ir le (a SD-torvény levezethets a Fermat-elv segitségével):

st N9

- = = — =MNa1
s ¢ My

Tehat: A beesési szog («) szinuszanak és a torési szog () szinuszanak aranya a kozegekben
mért terjedési sebességek ( ¢y, co ) ardanyaval egyenld, ami megegyezik a két kozeg relativ
torésmutatojaval (ng). Kiegészités a torvényhez: A beesd fénysugar, a beesési meréleges és
a megtort (visszavert) fénysugar mindig egy sikban van. A merdlegesen beesd fénysugar nem
torik meg, hanem valtozatlanul toviabbhalad.

9.3. Paraxialis kozelités

Paraxialis jelentése: tengelykozeli. Tehat paraxialis kozelitésben hengerszimmetrikus, ten-
gelykozeli rendszereket vizsgalunk.
Tulajdonsagai:

o Tegylik fel, hogy van egy optikai rendszeriink, ami hengerszimmetrikus.
e Kicsik a (fény)sugarak szogei a tengelyhez képest.

e Szépen megfogalmazva: a tengelytdl valo tavolsag kisebb, mint a barmilyen relenvans
fokusztavolsdg vagy méret

e Ugyan ez magyarul: Ha van egy lencséd legyiink kozelebb az optikai tengelyhez, mint
a fokusztavolsdghoz

Amit vizsgalunk:Bemegy a fénysugar y magassagban és 9 szogben(ami annyira kicsi,
hogy sin() ~ 1), atmegy a rendszeren és kijon valamilyen y’ magassagban és ¢ szoggel.
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A fénysugarakat az optikai tengelytSl meért (elGjeles!) y tavolsaggal, és szintén az opti-
kai tengellyel bezart (eljeles!) szoggel jellemezziik. Szogeknél a pozitiv, mikor éra mutato
jarasaval ellentétse. Negativ pedig, ha azonos.

HE ) 0
y
y

() (nz)

A ¥t és az y’-t leird fiiggvények linearisak. Ami azért j6, mert a rendszer, amin athalad
a fény, reprezentalhatd matrixokkal (tetszéleges paraxialis rendszerben igaz ez).

Bemend fény: (nbe 19) Kimeng fény: <nm 19)
Az n-ek azon kozegek torésmutatoja, amelyekre reflektalnak, ket nem szabad lefelejteni.

A leképezési matrixaink:

(14
e Szabad terjedés (0 1)

e Torés (nllnz ?)
R

e Visszaversdés ( 12n 0 )
|

d jeloli, hogy mekkora tévolsagot terjedt szabadon, R-ek a feliiletek gorbiileti sugarai (amin
tort vagy visszaver6dott) és n-ek a torésmutatok.
Osszegezve: A bejovés fény atmegy egy rendszeren, ahol torténik vele minden féle do-
log(szabad terjedés, torés, visszaverddés), ezt leirhatjuk vektorok és méatrixok szorzataként,
majd megkapjuk, hogy mi lesz vele, ha kijon a rendszerbdl.

Tetsz6leges paraxialis optikai rendszerre igaz, hogy detM = + 1. M nyilvan a rendszert
reprezentalé matrix.

9.4. Leképezési torvények, felbontoképesség
Alapfogalmak:
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e Fokuszpont: az a pont, ahova az objektiv a parhuzamosan beesé fénysugarakat 0ssze-
gytjti (konkav (homort) tiikkor, gytjtslencse), vagy a fénysugarak onnan indulnak ki
(konvex (dombori) tiikor, szorolencse).

e Pont leképezése: egy pontbol kiinduld fénysugarakat 9-tol fliggetleniil egy maésik
pontban 6sszegytjtjiik. Ez a masik pont lesz az eredeti pont leképezése.

Gombtiikor fokusza:

R
f=-3 (315)
A gombtiikor leképezési torvénye:
L (316)
t k f
Vékony lencse fokusza: . . '
? = —My = (n — 1)(E - R_g) (317)
Ahol az R-ek a lencse oldalanak gorbiileti sugarai
Vékony lencse leképezése :
. o8
t k f

Dioptria: %, lencséket és gorbiilt felszind tiikroket jellemz& mennyiség. Vékony lencséknél a
dioptridk osszeadodnak.

Osszetett rendszereknél a leképezést ugy kapjuk meg, hogy Gsszeszorozzuk a rendszert
alkoté matrixokat (amik a rendszert alkoté elemeket reprezentéljak), majd ebbdl kapjuk az
altalanos leképezési torvényeket:

1
to = M—m(detM — M22) (319)
valamint: .

A to-t és a ko-t f6sikoknak nevezziik. A targy- és a képtavolsagot ezektdl a f6sikoktol mérjiik.
A fokusztavolsag pedig:

- = —M21 (321)

~| =

9.4.1. Felbontdéképesség

Az optikai eszk6zok felbontoképessége a hullamhossz nagysagrendjébe esik. Szogfelbontas:

5 A
7<% (322)

Mikroszkoép esetén a maximalis felbontés: f %
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9.5. Optikai eszkozok

Vetit6gép

Fényképezbgép
e Lupe, szemiiveg
e Mikroszkop

e Tavess

9.5.1. Vetit6gép

Kis targyrol nagyitott, tavoli kép

9.5.2. Fényképezdgép

Fényerd: begytijtott energia hanyada : I ~ (2)2, ahol D a lencse mérete(blendenyilés).
Meélységélesség: ha csokkentjiik a blendét, akkor élesebben latjuk a képet, de kisebb lesz a
fényerd.

9.5.3. Nagyitolencse(Lupe)

(Lateralis) Nagyitas = képméret /targymeéret. Van egy fogalom, a tisztan latas tavolsaga:
Lo kb 25 cm. Nagyitonal szognagyitas érdekel minket. Az érdekel mekkora szog alatt latom
a képet.
Lo _ Lo

Nog= 7~ 5 (323)

9.5.4. Szemiiveg

Korrekeios lensce a szemlencse elé(a szemlencse kb 60-64 dioptrias)
rovidldtds: tul erés fénytorés, a kép a retina el6tt van, ilyenkor szérdlencse kell, Dioptria<0
tdvolldatas: tal gyenge fénytorés, a kép a retina mogott van, gytjtSlencse kell, Dioptria>0

9.5.5. Mikroszko6p

Ha nagy nagyitast akarunk a nagyité nem j6, mert nem tudunk elég kis fokusztavolsagot
egy lencsével elérni agy, hogy lassuk a képet. Mikroszkoépnal 2 lencse van, egy aminek nagyon
kicsi a fokusztavolsaga. A kis lencse (objektiv) létrehoz egy valodi képet és ezt nézziik egy
nagyobb lencsével (okular). Egy mikroszkopban az objektiv és az okular fokuszsikjai egy-
méastol a mikroszkop felépitése altal meghatéarozott, dllando téavolsagra vannak.

Mikroszkop szognagyitasa:
A Ly

Nppgy = — 20
oo fobj fok

(324)

Ahol A a tubushossz.
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9.5.6. Tavcso

Konfokalis rendszer: olyan rendszer ahol a targy a végtelenben van és a kép a végtelenben
keletkezik. Nincs értelme lateralis nagyitasrol beszélni, csak szdgnagyitasrol. Matrixoptika-
val ugy lehet leirni, hogy egy fokuszalas-szabad terjedés-fokuszélas torténik azaz 3 méatrix
szorzataként elGallithato.

Kepler (csillagaszati) tavess: két gytjtSlencse. d = fop; + for Galilei (szinhéazi) tévess : az
objektiv gytjtélencse, az okkular szordlencse. d = fo; — for. A Newton-tavesé hasonlo elvi
elrendezést, mint a méasik kettd, csak tiikrokkel van megvalositva.

A szognagyités: | M| = %

9.6. Optikai jelenségek a természetben
9.6.1. Szivarvany

Van egy vizcsepp, arra beérkezik a fénysugar, azon megtorik és kijon. Akarmekkora a be-
érkez§ fénysugarak szama, kimend fénysugarakra lehet egy burkold gorbét rakni (ezt kauszti-
kanak hivjuk). Descartes ezt kisérlettel is lemérte és a Snellius-Descartes torvény segitségével
lekovette a sugarmeneteket. Szivarvanynal a hirok szamét a p jeloli, a szimetriatengelytdl
mért tavolsdgot impakt paraméternek nevezziik, jele b.

108



A szivarvanyt allando szogben latjuk. Fészivarvany mellett kialakulhat mellékszivarvany
is, melynél a szinek forditott sorrendben vannak. A szivarvany szorasi szoge:

0= (a—p)+(p—1)(r—26)+(a—p) (325)

b = sin(«), az egyszertibb megértés kedvéért:

T —\V X

\

/T

| / / )
\\ J’ls\/ 02

| /

‘_

~

# \C{J
Vagy egy mésik képlet ra:
. b
0 = (p — 1)m + 2arcsin(b) — 2parcsin(—) (326)
n
Ennek a széls6 értéke: b, = ’% Ebbdl kiszamolhatjuk 6-ba behelyettesitve a visszavers-

dési szog szélsGértékeét.

9.6.2. Korona

Mas néven koszorunak nevezziik. Azt latjuk, hogy a nap koril kialakul egy szivarvany
szerid jelenség. valojadban a felhdkon jon létre. Van egy vizcsepp, ami akadalyként a fény
utjaban van, errdl a szort fény egy difrakcioként jelenik meg elGttiink.

9.6.3. Gloria

Ha arnyék vetiil a felhSkre, akkor a targy koriil egy "gloria" alakul ki. Ez akkor van, hogy
ha bejové fény szorddasi szoge koriilbeliil 180°. Ezen szog kornyékén intenzitasi maximumok
jelennek meg.
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20. abra. Kausztika a poharnal

9.7. Kausztikik

Lencsehibak esetén, ha fénnyel képeziink le egy targyat, akkor az altala alkotott kép foltos
lesz. De ha esetlag massal (mondjuk elektronnal), akkor sajatos strukturak alakulnak ki. A

kausztika a gorbesereg burkolojat jelenti.
Hullamoptikaban is fontosak, ahol klasszikusan kausztikdk vannak, ott hullamoptikdban

ergsitések vannak (bonyolult strukttréaval).
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10. A kvantumelmélet alapvetd kisérletei (Dudas Bence)

Fotoeffektus, Compton-effektus. A hémérsékleti sugdrzds spektruma (beleértve: Stefan—
Boltzmann-torvény, Wien-térvény), Rutherford-kisérlet, Millikan-kisérlet, Davisson—Germer-
kisérlet, Stern—Gerlach-kisérlet, Finstein—de Haas-kisérlet, Zeeman-effektus.

10.1. Fotoeffektus

A fotoelektromos jelenséget Hertz fedezte fel. A fémekbdl elektron 1ép ki a fény hatésara.
Alkali fémekkel konnyd vizsgalni, mert a lathato fénytdl is elektronok lépnek ki belgle. Azt
fedezték fel, hogy a fény intezitasaval ardnyos a kiléps elektronok szama, mig a frekvrenci-
atol az elektron sebessége (kinetikus energiaja) fiigg. FEzen feliil létezik egy karakterisztikus
minimalis frekvenciaérték, ami alatt nem lépnek ki elektronok. A kisérlet sordn a kilépd
elektronok dramat mérhetjiik a fény intenzitas és frekvenciaja fiiggvényében. Ha az anod
és a katod kozotti fesziiltséget noveljiik allando intenzitéas és frekvencia mellett né a kiléps
elektronok szdma. Ha az Gsszes eljut az anddra, az &ram nem novekszik tovabb. Ez a szatu-
racios aram, melynek értéke csak az intenzitastol fiigg. Ha a fesziiltséget negativ iranyban
csokkentjiik egyre kisebb aramot mériink. A negativ iranyban vett legnagyobb fesziiltség(Vp)
annak felel meg, amelyet a kilépd elektronok még éppen le tudnak gy6ézni. Ez az elektron
mozgasi energidjanak felel meg és linearisan fiigg a frekvenciatol.

A kisérletet értelmezhetjiik gy, hogy a beérkezd fény energiaja részben az elektron atom-
bol valo kilépésére forditodik, részben annak kinetikus energidjara. Ezek mellett még akar a
katodnak is adhat valamekkora energiét, tehat:

Ef =W + B, + Ak (327)

Ahol W kilépési munka tulajdonképpen az atom ionizacids energidja. Ha ezeket az elekt-
ronokat Vj fesziiltséggel éppen meg tudjuk allitani, akkor eV, = E., tehat eV, = By — W,
ami éppen a kivant lineéris Osszefiiggés és mérésébsl azt mondhatjuk meg, hogy Ef = h - f,
ahol h a Planck-alland6. A kiiszobfrekvencidra pedig innen adodik: W = hf,. Ekkor éppen
kiszabadulnak az elektronok, de a legkisebb fesziiltség gatat sem tudjak legy6zni.

Az intenzitas minden értéktdl fiiggetlen. A megfigyelések csak tugy értelmezhetGek, ha a
fény kvantumok, azaz fotonok formajaban terjed és ezen beliil hf energiat hordoznak és 6k
tudnak kilokni elektronokat. Hiaba a nagy fény intenzitasa, ha a frekvencidja kicsi, akkor az
egyes kvantumok energiaja is kicsi.

10.2. Compton-effektus

Nevét Comptonrol kapta, aki Rontgen sugarak szérodaséat vizsgalta paraffinon. A szort
sugarzasban nagyobb hullamhosszt komponensek jelentek meg, valamint a szogeloszlés is
etlért a varakozéasatol. Klasszikus fizikiban a bemend és a kimend hullam frekvenciaja azonos
vagy esetleg nagy intenzitasnal van jelentés hatés. Igy a Compton-effektus bizonyitékként
szolgélt a fény részecsketermészetére, ezzel megalapozva a kvantumelméletet is.

A magyarazata az volt részecskeképben, hogy bemegy valamilyen p = h—cf impulzussal
a részecske és kijon valami p’ = % impulzussal, mikozben kett§ kozti kiilonbséget atadta
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az elektronnak, illetve az energiajabol is adott at. Az elektron energiaja eredetileg E? =
m2ct volt és ebbdl lett E? = m?c* + p?c?. Ha felirjuk az energiamegmaradast, valamint az
impulzusmegmaradést, kiszamolhatjuk a hullamhosszmoédosulést.

N =)=

h 0

1 — cos(0)) = 2X.(sin=)? 328
(1= cos(6)) = 2A(sing) (328)
ahol A\, = 2.4pm a Compton-hullamhossz. Alacsony energiaji fotonok esetén tehat nincs
hullamhossz valtozas. A bejové fényt hf energiaju fotonokra bontva a szort részecskék sza-
ma aranyos a fotonszammal, azaz a Compton-szoras elemi folyamat, ami a részecske képet
tamasztja ala.

10.3. Hoémeérsékleti sugarzas

Egymastol elvalasztott, kiilonb6z6 hémérsékleti testek kozott is megindul a kiegyenlits-
dés a melegebb test altal kibocsatott és az alacsonyabb test altal elnyelt hGsugarzas révén. Az
egyensuly jellemzésére feltételezhetjiik, hogy az nem kozvetleniil a testek kozott, hanem az
egyes test és az azokat koriilvevs elekromégneses sugarzasi tér kozott termelddik meg a test
altal idSegység alatt elnyelt és kisugarzott energia egyenlGségének elérésével. Kirchoff vizsgal-
ta els6ként az egyensuly kérdését hullamhosszanként. Bevezette a frekvenciatartomanyban
kisugarzott spektralis teljesitménystriiség fogalmat.

w(T) = /000 p(v, T)dv (329)

Ahol u(T) a teljes energiastirtiség. A test egységnyi feliiletre esd, illetve onnét kisugarzott
spektralis teljesitménye termikus egyensulyban egyenls. A beess teljesitmény az energiast-
riiség és a vakuumbeli fénysebesség szorzata.A beess teljesitménynek a test A hanyadat nyeli
el, igy az egyensuly:

Ew,T)=A(v,T)cp(v,T) (330)

Ha egy test hémérséklettsl és frekvenciatol fiiggetleniil tokéletesen elnyeli a raesé sugarzast,
akkor abszolut fekete testnek nevezziik.

A Stefan-Boltzman-torvény azt mondja ki, hgyo az Osszemisszio-képesség aranyos a hé-
mérsékletének negyedik hatvanyaval, azaz:

P=o-T* (331)

Ahol P, a fekete test altal egységnyi id6 alatt, egységnyi feliileten, valamennyi hullamhosszon
kisugarzott Osszenergia, T a hdmérséklet, o a Stefan-Boltzman-allando:

W
_ -8
Wien 1896-ban a kis hullamhosszak esetén vett spektralis stirtiségre a QZEQ e~ MWT Bssze-

fiiggést vezette le. Wien eredménye a mérések szerint nagy energian téves. Wien ezen kiviil
az abszolut fekete test T hémérsékletéhez tartozo spektralis emisszioképesség gorbéjének
maximumhelyére vonatkozoan allapitott meg torvényt, mely szerint az abszolit fekete test
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emisszioképességének hullamhossz szerinti maximumbhelye forditottan aranyos a hémérsék-
lettel (Wien-féle eltolodési torvény).
1900-ban Rayleigh és Jeans javasoltak, hogy a statisztikus mechanikai rendszerek minta-
jara a sugarzési tér energiaviszonyainak jellemzésére is alkalmazzak az ekviparticio tételét,
azaz, hogy termikus egyensilyban minden egyes termodinamikai szabadsagi fokra, k,T'/2
energia jut. Csatolt oszcillatorok rendszere esetén a fliggelten rezgési modusok vagy nor-
malkoordinatak szamanak kétszerese adja a termodinamikai szabadsagi fokok szamét. A
Rayleigh-Jeans sugarzasi torvény:
p(v,T) = SC—ZVQkBT (333)
Ez alacson frekvenciak esetén jol adja vissza a méréseket, de a teljes térbeli energiastirtiségre
végtelen értéket ad. A nagy frekvencids korlatlan névekedést hivjuk ultraibolyakatasztrofa-
nak. Ezt kévetGen Planck megadott egy interpolalo képletet, ami kis frekvencian a Rayleigh-
Jeans, nagy frekvencian a Wien-torvényt adja vissza:
3 1

BT — 1 (334)

p(v,T) = av

ahol « és 3 két allando, melyeket az adatokhoz lehet illeszteni.

10.4. Rutherford-kisérlet

Rutherford 1911-ben mérte az alfa-bomlasbol szérmazo részecskék aranyfolidn valod szo-
rodasaban a differencialis hataskeresztmetszetet. A Thomson-modell alapjan féleg kis szogi
szorast vartak, de a részecskék nagyja visszaszorodott. Ezt valamilyen pontszert maggal és
annak centralis erGtérben valo eltériilésével lehet magyarazni. Egy F energaju a részecske egy
7 rendszamu, rogzitett magot a kezdeti mozgési energia és a Coulomb-potencial egyenlésége
alapjna d = 2kZe” tavolsédgra tudné megkozeliteni, ha b=0 impakt paraméterrel rendelkezik.

E
Ezek alapjan a differenciélis hataskeresztmetszet:

do . 7% I d?
dQ  4AE?2  sin(0/2)*  16sin(0/2)4

Rutherford ezzel megegyezé differencialis hataskeresztmetszetet mért, ugyanis a besu-
garzott alfa részecskék nem tudtak volna annyira megkozeliteni egymast az aranymaggal,
hogy a magerének szerepe legyen. Rutherford azt tudta megmondani, hogy az atommag su-
gara kisebb, mint 3 - 1071* méter. Nagy energian azonban nagy szogekre eltérést talaltak a
fenti formulatol, ugyanis ekkor az impakt paraméter nem tekintheté pontszertinek. Impakt
paraméter a mag sugaranak és magerd hatotavolsdgénak osszege. A Rutherford-féle atom-
modell 1ényege tehat, hogy a mag egy, az atom angstrom nagysagrendii méreténél tiz- vagy
szazezerszer kisebb objektum, az atom méretét pedig elhanyagolhatd tomegi elektronfelhd
adja.

(335)

10.5. Milikan-kisérlet

Az elektron toltésének pontos meghatérozasat Robert Millikan 1910-ben elvégzett kisérle-
te adta, Homogén, de valtoztathatd nagysagi elektromos térbe toltétt olajcseppet juttatott.
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A cseppek mozgésat megfigyelve azaz a sebessiigket mérve, meghatarozhatoé az olajcsepp
toltése. Feltételezve, hogy a kis, m tomegu cseppiink feldleti fesziiltség miatt gémb alaki. Az
elektromos teret kikapcsolva, a mozgd olajcseppre a gravitacios erd, a levegd felhajtoereje és
a surlodési eré hat. Utébbit a mozgd cseppnek a levegé molekuléival valo titkozése okozza.
Ha a csepp mérete joval nagyobb, mint a levegé mulekulédk szabad tthossza, a sturlodési erd
a Stokes-féle fékezGer6bsl meghatarozhato.

F = 6mnrv (336)

A sebességgel aranyos fékezGers miatt a csepp egy id§ utan fiiggélegesen mozog egyenletes
sebességgel. A nehézségi erdvel egyensilyt tart a levegs felhajtoereje és a surlodasi ers. Az
olaj és a levegg stirtiségének ismeretébdl meghatéarozhato a csepp sugara. A lemezek kézott d
tavolsag van és akkora fesziiltséget kapcsolunk, hogy a cseppek lebegjenek, azaz egy cseppre
qU/d erét fejtiink ki, ami egyensulyt tart a felhajtoerével. Az értékének felhasznalasaval
meghatarozhaté az elektron toltése nagysagrendileg: 107 C .

10.6. Davisson-Germer-kisérlet

A kisérletben visszavert elektronok intenzitasanak a visszaverddési szogtol valo fiiggéségét
mérték. Elektronnyaldbot irdnyitottak egy nikkel céltargyra, hogy az atomok elektromos
terét, illetve a feliilet szerkezetét vizsgaljak, a rugalmasan szort elektronokat figyelve.

Ismert volt, hogy a rontgensugaraknal az interferenciamintazatban maximumok jelent-
keznek. Ha ennek megfelel§ mintazatokat talalnak az elektron-szorasban, az azt jelenti, hogy
elektron-interferencia jon létre, tehat az anyag hullamként viselkedett. Az erésités feltétele:

2dsin(f) = nA (337)

Ahol 0 a bejovs sugarzas kristalysikkal bezart szoge. Ezt valamint a hullamhosszra vonatkozo
képleteket felhasznalva, meghatarozhato, hogy:

B hn
2dsin(0)v/2me

—K.n (338)

Ahol K konstans. Ha fix 6 szognél vizsgéljuk a kilépd nyaldb intenzitasat, akkor a gyorsi-
tofesziiltség gyokének fliggvényében maximumokat tapasztalunk, méghozzéa éppen a fenti K
egész szamu tobbszoroseinél.

A Davisson-Germer-kisérlet a Compton-effektussal egyiitt igazolta de Broglie hipotézisét,
miszerint minden anyag a foton hullam-részecske kettés természetét mutatja. A Davisson-
Germer-kisérlet a hullimtermészetet igazolta.

10.7. Stern-Gerlach-kisérlet

Az impulzusmomentumhoz klasszikusan magneses momentum is tartozik. A magnseses
momentum definicidja kor alakt aramhurokra:

-

L
= (339)

2m
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Eszerint ha adott energiaszintd atom esetén a perdiilet iranya vagy nagysiga més mas ér-
tékeket vesz fel, akkor a mégneses momentum is megfelels értékd lesz és ez mérhets.Ha
a perdiilet nagysaga vagy irdnya kvantalt, akkor egy atomnyalab egyes atomjaira diszkrét,
kiilonb6z6 mértékid ers hat, igy a nyalab diszkrét komponensekre eshet szét.

Ez alapjan végezte el Stern és Gerlach 1922-ben a hires kisérletét. Inhomogén nagysagu,
de mindenhol Z irdnyd B maéagneses térben vezettek monoenergias atomnyaldbot, amelynek
magneses momentumara igy eré hatott. Ekkor a v sebességgel [ tavolsdgot megtévs atomok
0 eltériilési szoge igy kaphato meg:
w,VBI

mu?

6= (340)

Adott p.-hez adott eltériilés tartozik tehat.

A kérdés az volt, hogy abszolutértékben p momentummal rendelkez§ eziist atomnyalab
felhasad-e kiilonb6z6 diszkrét ., értékd nyalabokra, vagy a 4+u kozott tetszéleges értékeket
vesz-e fel. Els6re til nagy volt a felhasadas eredményeképpen 1étrejovs két folt és atfedtek,
de utana a nyaldbot lesztikits rést kor alakirol vékony téglalapra cserélték és mar megjelent
a két kiilonallo folt. Két nyalab = a magneses momentum kvantélt.

10.8. Einstein — de Haas-kisérlet

Feltették, hogy a ferromagneses anyag magnességét az atomok mégneses momentuma
okozza, amelyet viszont a perdiiletiik, és igy ha atforditjuk az elektromagneses polarizaciojat,
akkor a perdiilet is megvaltozik, amely megfigyelhetd.

Ferromagnest fiiggesztettek fel vékony torzios szalra, amelyre tiikroket erésitettek, hogy
a forgéast egy lézer segitségével megfigyelhessék, A ferromégnesre tekercset csévéltek és az
ebben foly6 arammal allitottak be a mégnes atomjainak méagneses momentumat és ezzel a
perdiiletét. A mégneses momentum és az impulzusmomentum véltozasanak a hényadosat
vizsgaltak. Atfordulas esetén:

5,uteljes o ZNN o ﬁ
6Lierjes 2NL L

(341)

ha N darab L perdiilett ; magneses momentumi atom talalhaté a radban. Igy a rid meg-
neses momentumanak és a perdiiletének megvaltozasan keresztiil tulajdonképpen az atomok
mégneses momentuméanak és perdiiletének aranyat vizsgaltdk. Ha bevezetjiik a pup Bohr-
magnetont és a g giromagneses faktort, akkor:

= gppl (342)

ahol l-re igaz, hogy L = hl. Ha feltessziik, hogy igaz az el6bbi Osszefliggés, akkor a kisér-
letben a giromégneses faktort mérhetjiik, mely értéke eltér egytsl. A péaros szamra hasadas
a Stern-Gerlach kisérletben, illetve az Einstein-de Haas kisrélet eredménye is magyarazatra
szorul. Ezeket az elektron belsé tulajdonsaga, egyfajta belsé perdiilete kell, hogy okozza,
amit elneveztek sajatperdiiletnek vagy spinnek. A spin a péalyaperdiilethez hasonlé. Ugyan
ugy a teljes értéke és egy vetiilete egyszerre mérhets. S = h/2 értéket vesz fel, az annak
megfelel§ kvantumszam s = 1/2. A spinhez tartozé magneses momentumrol kideriilt, hogy
i = gh/m nagysagu és a g giromagneses faktort bevezetve u, = eh/2m miatt g = 2 adodik.
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10.9. Zeeman-effektus

Ha egy atomot kiils6é magneses térbe helyeziink, az energiaszintjei eltolodnak, az erede-
tileg degeneralt szintek felhasadhatnak, Ez a jelenség a Zeeman-effektus. A felhasadast az
atomi magneses momentumok /i és a kiils6 tér B kolcsonhatasaként felléps energia okozza:

AE = —[iB (343)

A skalarszorzat tehat fiigg a magneses tér és a magneses momentum relativ iranyatol. A
mégneses magrezonancia és az elektron spin rezonancia egyarant az atomi energiaszintek
Zeeman-felhasadasanak kovetkezménye. Az optikai Zeeman-effektus soran az atom egy ger-
jesztett allapotbol alapallapotba relaxal és az energiaszintek kozotti energia egy foton formé-
jaban sugarzodik ki. Ha ez a folyamat kiils6 magneses térben zajlik, akkor mind a kezdd, mind
a végallapot energiaszintjei felhasadhatnak és ennek megfelelGen tébbféle, kicsit kiilonbozd
energiaju foton figyelheté meg.

A jelenség Zeeman-Lorentz féle magyarazataban a méagneses térben mozgéd elektronokra
Lorentz-eré hat, ami kissé modositja a palyajukat és ezaltal az energiajukat. Ez az energia-
valtozas fiigg a palya iranyatol. Ha a merdéleges a palya a magneses térre, akkor a AFE energia
pozitiv vagy negativ lesz, attol fiiggden, hogy az elektron mozgéasa a palya mentén 6ramutato
jarasaval megegyez6 vagy ellenkezd. Ha a mégneses tér a palya sikjaba esik, akkor pedig a
Lorentz-er atlaga egy kiirbejaras soran zérus lesz és emiatt AE = 0 lesz. Ez az érvelés
minden esetben a spektrumvonalak harmas felhasadasara vezet.
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11. A kvantummechanika alapjai (Csillag Barnabés)

A kvantummechanika matematikai hdttere, kvantummechanikai reprezentdaciok. Hatdro-
zatlansagi reldcio, szabad részecske hullamfiigguénye, szuperpozicio. Anyaghullamok, valdszi-
niséqi értelmezés, a fizikai dllapot leirdsa. Fizikai mennyiségek operdtorai, sajdatfiigguények,
sajdatértékek. Schrodinger-egqyenlet és szepardldsa. Impulzusmomentum-operdtor, sajdtértéket,
sajdtfigguényei. Spin. Korrespondanciaelv. Ehrenfest-tétel.

11.1. A kvantummechanika matematikai hattere, kvantummechani-
kai reprezentacidk

A kvantummechanika els§ posztulatuma a kiévetkezs. A fizikai allapotok egy komp-
lex test feletti Hilbert-tér elemei. Reprezentalhatok ¢ € H-val, de 1) nem feltétlentil fizikai.
A Hilbert tér egy vektortér, igy a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

e ha 91,9y € H, akkor a -1 + -9y € H Va,p € C,

e J (), amelyre igaz, hogy 0 + ¢ =0+ 0 =1 Vi e H,

e van skalarszorzat: ha ¢y, 1y € H, akkor (11,15) € C.
A skalarszorzat tulajdonséagai:

e linearis a masodik komponensében: 11,199,195 € H, o, f € C esetén (Y1, a-1ho+5-13) =
- (Y1, he) + B (Y1,93),

e konjugalt lineéris az els6 komponensében: ¢, 19,193 € H, o, € C esetén (a -1 + [ -
7/’2777@3) =a*- (¢1a¢3) + 5* . (w27¢3)a

e pozitiv: ¢ € H esetén (1, 1) > 0,
o Uy, 1o, € H fiiggetlenek, haV a, B € C, o, 8 # O-ra o - 91 + 5 - g #£ 0,
o 1y, 1. € H allapotok ortogonalisak, ha (v;,1;) = 0 Vi # j-re.

Definici6 szerint egy teljes ortogonalis ®; € H halmazt bazisnak neveziink a Hilbert téren.
Ezen bazison minden allapot kifejthets. Ennek interpretacidja: ®; bazisvektorok egy fizikai
mennyiséghez tartozo lehetséges allapotokat irjak le. A mennyiség mérése utan a bazisvekto-
rok valamelyike irja le a rendszer allapotat. Kvantummechanikaban rendszerint ortonormalt
bézist alkalmazunk, tovabba normalt ¥ € H allapotokat:

i (‘Dm q)j) = (51',]‘7
L (¢7¢> - 17

o P(p — ®;) = |(Ps,%)]? (ez ®; mérésének valoszintisége).
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A kvantummechanika masodik posztulatuma: minden fizikai mennyiség megfelel-
tethet$ egy hermitikus operatornak a Hilbert-téren. Legyen A : H — H hermitikus operéator.
Egy ¢ € H akkor hordozza az A-hoz tartozé fizikai mennyiség egy hatdrozott allapotat "a"
értékkel, ha eleget tesz Aw = a - 1) sajatértékegyenletnek.

A hermitikus operéatorok linearis leképezések, amelyek varhaté értéke a valos szdmok hal-
mazéaban van, sajatallapotaik pedig ortogonélisak. A hermitikus operatorok énadjungaltak:
At = A Egy, a teljes Hilbert-téren értelmezett hermitikus operator sajatallapotai bazist
alkotnak a Hilbert-téren. Ebbdl kovetkezik, hogy ha A : H — H hermitikus operator i-edik
sajatértéke a;, és az ehhez tartozo sajatallapota pedig ®;, akkor tetszéleges ¢ € H kifejthetd
a ®,;-k bézisan:

) = Z¢i©i — = (D, 0). (344)

Az eddigieket interpretalhatjuk tgy, hogy a ®; allapot mérésének valoszintisége egyben
a; fizikai mennyiség mérésének valoszintisege, tehat P(a;, ¢ — @;) = |[(®;,9)|*. Ebbdl kovet-
kezik, hogy az A-hoz tartozo fizikai mennyiség varhato értéke egy v allapotban:

(A)y =D P = @) = 3 ail(@;9). (345)

A kvantummechanikaban elterjedt formalizmus a Dirac-féle jelolésrendszer:

vo— W), (Y, (346)
(W, 0) — (W), (347)
(A —  (W|Af). (348)

Folytonos bazis esetén a szorzéas a kovetkezSképpen reprezentalhato a Hilbert-téren (egy
dimenziés példa):

(Wl = / () (e ) (349)

11.2. Hatarozatlansagi relaci6

Két tetsz6leges H — H operdtor kommutatora a kévetkezs: [A,B] = AB — BA.

Legyenck A, B : H — H folytonos bézissal rendelkezs, kiilonboz6 fizikai mennyiségek-
hez tartozé hermitikus operatorok. Ezek varhatod értéke tetszSleges v € H allapot esetén
kiszamithato, ahogy a varhato értékiik szorasa is:

oa =V ({A%) = (A)?, op= (B —(B)* (350)

Az A, B operatorokra vonatkozo hatarozatlansagi relacio levezethets a Schwarz-egyenlGtlenség

felhasznalasaval: Vi), )" € H-ra

(W, ") ? < (W, 9) - (¥, 9). (351)
A hatérozatlansagi relacio:
7a- 05> (0,14, BlY). (352)



Ennek kovetkezménye, hogy ha [A B] = (), akkor a nulla az als6 korlatja az egyenlet JObb
oldalanak, hiszen kommutélé operatorokra létezik olyan ®; bézis, hogy Ad; = a;P;, B®, =
b;®;. Vagyis ha a rendszer egy ilyen ®;-vel irhat6 le, akkor mindkét fizikai mennyiségnek
hatéarozott (a;, b;) értéke van.

A hatarozatlansagi relaciobol kivetkezik az is, hogy nem kommutalé operatorok altal leirt
fizikai mennyiségeket nem lehet egyszerre teljesen pontosan mérni. Mivel a helyoperator ()
és az impulzusoperator (p) kommutatora [z,p] =i - h - I, ahol I az identitasoperator, ezért

(353)

Ogp " Op =

N | St

Ezt hivjdk Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacionak. Szemléletes jelentése, hogy nem lehet
teljesen pontosan egyszerre meghatarozni egy részecske helyét és impulzusat, a két érték hiba
szorzatanak also korlata ;—i

A Hamilton-operétor sajatértéke az energia, és a helyhez, impulzushoz hasonldéan bevezet-
het6 egy olyan operéator, amelynek sajatértéke az id6. Jelolje o egy részecske energidjanak
mérési hibajat, és ugyanigy o, az idémérés hibajat. Ezekre az el6z6 esethez teljesen hasonlo
modon levezethets, hogy

h
op -0y > 5 (354)

amely a hatarozatlansagi relacioé egy masik aspektusa.

11.3. Szabad részecske hullamfiiggvénye

A legegyszertibb kvantummechanikai rendszer a szabad részecske modellje. Ebben az
esetben egy olyan részecskét akarunk lefrni, amely alland6 sebességgel halad egy rogzitett
iranyba. Erre megfelel§ lehet a sikhullam megoldas:

W(r,t) ~ ernPED, (355)

ahol I/ = - a szabad részecske kinetikus energiaja, a h-al valo osztas pedig azért sziikséges,
hogy az exponensben dimenziétlan szam legyen. Ezen megoldassal az a probléma, hogy
¥ (r,t) nem normalhat6. Az allapot (amelyet itt hullamfiiggvénynek is szokéas nevezni) gy
vallhat normalhatéva, ha nem egy &allandé amplitudoja sikhullamot vesziink, hanem egy
hullamcsomagot:

/ ¢ 'er wt) d3/€ (356)

ahol p = hk, és E' = h - w. Ezen megoldas megfelels ¢(k) esetén méar normalhato.

Kvantummechanikdban az éllapotokat az adott rendszerre felirhatd Schrodinger-egyenlet
hatérozza meg. A szabad részecske hullamfiiggvényére levezethet§ a Schrodinger-egyenlet
specidlisan ezen rendszerre vonatkozo formaja:

L0U(r,t) K
ih—r= = =5~ A (r,t), (357)

ahol jobb oldalon a H= —%A a Hamilton-operétor szabad részecskére vonatkozo formaja.
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11.4. Anyaghullamok

A fény kettSs természetére tobb elméleti leiras és kisérlet is utal. Ilyen a Maxwell-
egyenletek hullim megoldasa, amely alapjan a fény elektromégneses hullam, de ilyen a foto-
effektus jelensége, amely alapjan a fény egy részecske (foton) jol definialt energiaval.

de Broglie-féle anyaghullam hullam elméletnek hivjuk azt a feltevést, miszerint minden
részecskének vannak egyszerre hullam tulajdonsagai is. Ha vesziink egy fejezetben leirt
szabad részecskét, akkor amennyiben részecskeként kivanjuk leirni, akkor vehetjiik ugy, hogy
E energidval és p impulzussal rendelkezik. Amennyiben viszont hullamként akarjuk leirni,
akkor tekinthetjiik egy k hullamszami, w frekvenciaju sikhullamnak.

11.5. Valészintiségi értelmezés, szuperpozicio, fizikai Allapot leirasa

Sokéig azt volt az elterjedt értelmezés, hogy ¥(r,t) egy kiterjedt részecskét ir le olyan
modon, hogy |1|? a részecske siirtiségeloszlasat adja. Born mutatot ré, hogy ezen interpetacio
nem lehet helyes, hiszen részecskék szorésa esetén 1 a szorocentrumtol tévol szétterjed (
> ~ %), de a kisérletek mindig egész elektronokat mutattak.

Born interpretécioja szerint |1|> nem a részecske siiriiségeloszlasa, hanem a megtalalasi
valoszintiségének eloszlasa. Igy egy kisérlet nem determinélt, hanem kiilonbozé eredmények
kiilonbo6z6 valoszintiséggel mehetnek végbe, 4&m ha sokszor végezziik el az adott kisérletet,
akkor az eredmény visszaadja a valoszintiségi eloszlasfliiggvényt, igy igazolja Born értelme-
zését. Ezen értelmezés alapjan annak valészintisége, hogy a mérés sordan egy vizsgalt AV
térfogatban talaljuk a részecskét:

AP = [PAV  —  dP = |y|*d®r, (358)

ahol az utobbi esetben mar AV — 0.

Vizsgaljuk meg, hogy értelmes-e ez az interpretacio! Az biztos, hogy |¢|* > 0, tehét ne-
gativ megtalalasi valoszintiségrsl nem lehet sz6. Az allapotok normaltsagat vizsgaljuk most
elGszor egy adott idépontban, mondjuk ¢t = 0-ban. A részecskék hullamfiiggvényét meghata-
roz6 Schrodinger-egyenlet linearis, igy ha talaltunk egy 1 megoldast, akkor A -1, A € C is
megoldés. Tegyiik fel, hogy van egy ¢ € H hullamfligvvényiink, amelyre

| e =opar =, (359)
ahol N véges. Ekkor a linearitas miatt attérhetiink egy masik hullamfiiggvényre, amely mar

normalt: ¢'(r,t =0) = %, igy

/ [ (r,t = 0)]*d’r = 1. (360)
A linearitasbol kovetkezik, hogy N normalési faktor nem fligghet az id6tél. Vagyis ha létezik
normélhatéo megoldas, akkor teljesithetd az a feltétel, hogy [ |¢]|?d®*r = 1, és csak ezen
megoldasnak van értelme fizikailag.

Fontos hangstlyozni, hogy a Born-féle interpretacié szerint nem tudhatjuk, hogy hol van
egy részecske, amig meg nem mérjiik a helyét - ugyanigy nem tudhatjuk az egyéb jellemzéit
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(impulzusét, spinjét - lasd késébb), amig le nem mérjiik azokat. Csak azt tudjuk megmon-
dani, hogy adott id6pontban adott allapotban mekkora valoszintiséggel van - erre lehet azt

“ e,

amint lemértiik az adott jellemz6t, a hullamfiiggvény ott 6sszeomlik, és a részecskét onnantol
a mért érték jellemzi.

11.6. Fizikai mennyiségek operatorai

A kvantummechanika masodik posztuldtuma kimondja, hogy minden fizikai mennyiség
megfeleltethets egy hermitikus operatornak a Hibert-téren. Ha ezen operatorok, illetve sa-
jatallapotaik folytonosak, akkor sajatértékeik is azok. Legyen AH—>H egy fizikai mennyi-
séghez tartozo operator folytonos béazison! Ekkor a varhato értéke a kovetkez6 modon szé-
molhat6, ha a rendszer ¥ € ‘H hullamfiiggvénnyel jellemezhetd:

wldl) = [~ v (v, (361)
A helyoperator varhato értéke:
(ri) = / ) Ve dr (362)
Sikhullamra konny levezetni az impulzusoperator sajatértékét:

pY=—i-h- 0. (363)

Belathato, hogy ez altaldnos v hullamfiiggvényre is igaz, igy az impulzus varhaté értéke

(ps) = —ih / Tt o) dr (364)

11.7. A Schrodinger-egyenlet és szeparalasa
A Schrédinger-egyenlet alakja altalanos id6fiiggetlen potencial esetén:

ov(r,t)  h e
ahol ¥(r,t) € H. Amikor a Hamilton-operator nem fligg az id6tsl, akkor a hullamfiiggvény

felirhat6 szorzat alakban:

ih

(e, ) = ult) - $(r), (366)
ebbdl kifolyolag a Schrodinger-egyenlet szeparalhatova valik. Ilyen moédon az egyenlet meg-
oldasénak elsg lépése lehet, hogy megkeressiik a Hamilton-operator sajatértékeit és i (r)
sajatvektorait. A Hamilton-operator sajatértékegyenletét hivjuk idéfiiggetlen Schrodinger-
egyenletnek: R

H,(r) = E b, (1), (367)
ahol a 1, (r)-ek a Hamilton-operator sajatallapotai, F,-ek pedig az ezen sajatéallapotokhoz
tartozo sajatértékek, vagyis az energia lehetséges értékei.
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Az el6z6 harom egyenletet megvizsgélva leolvashato, hogy a hullamfliggvény idéfiggd
része felirhatod a kovetkezd alakban:

at) = e wtH, (368)

ezért felfoghato egy idéfejleszté operatornak is. Mivel a Scrodinger-egyenlet lineéris, ezért a
teljes megoldésa az 0sszes megoldas linearis kombinacioja::

T(r,t) =D cpe iy, (r), (369)

ahol a ¢, egyiitthatokat az allapotok normaléséabol lehet meghatarozni.

11.8. Impulzusmomentum-operator, sajatértékei, sajatfiiggvényei

Tomegpont impulzusmomentumanak definicioja klasszikus mechanikdban (az Einstein-
konvenci6 hasznalataval):
Li = &i,j,kTjPk- (370)
Kvantummechanikaban a palyaimpulzusmomentum ugyanigy adhaté meg, csak itt & a hely
és p az impulzus operétorok.
Levezethetd, hogy barmilyen p-bél, 2-bél allo © operatorra igaz, hogy az impulzusmo-
mentummal valé kommutatora
[f/,', @J] = ihgi,j,k@ky (371>
és barmilyen x2-b6l, p>-bdl elsallitott U operatorra igaz, hogy kommutél az impulzusmo-
mentummal: [L, U] = 0. Ebbél kévetkezik, hogy ha H = —% A4V (r), és ha V(r) potencial
centralis, akkor
[L,H] = 0. (372)
Ha az impulzusmomentum kommutal a Hamilton-operatorral, akkor 1étezik kézos sajatallapot-
rendszeriik.
Szintén levezethetd, hogy [ﬁz, IA/z] =0, igy L2-nek, L;y-nek és H-nak létezik kozos sajatallapot-
rendszere. A perdiilet z komponense:

L. =xp, — yp, = ? : (xa% - y%) : (373)
Térjiink at gombi koordinatarendszerbe:
x = rsin(f) cos(¢), y = rsin(f)sin(¢), z = r cos(h). (374)
Ezen rendszerben L, = ?a%? hiszen

0 or d O0yd 0z0 0 0

— =+ S+ =a— —y—.

op 0p0dx 09Oy 0¢ 0z dy ox
Innen azt felhasznalva, hogy L, hermitikus operétor levezethetd, hogy a perdiilet z kom-
ponensének sajatértékei m, - h-k, ahol az m.-k egész szamok. Ez altalanosithaté ugy, hogy
a perdiilet minden komponensének sajatértékei egész szamok h-szorosai. Ennek koévetkez-
ménye, hogy kvantummechanikdban az impulzusmomentum minden komponense csak jol

meghatarozott diszkrét értékeket vehet fel. Az impulzusmomentum operator sajatfiiggvényei
a gombfiiggvények.

(375)
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11.9. Spin

Kvantummechanikai rendszerek forgatasi szimmetriaibol (vagyis abbol, hogy egy jelenség
lefrasa nem fiigghet attol, hogy egy adott koordindtarendszerben, vagy egy ahhoz képest
elforgratott koordinatarendszerben van reprezentalva) levezethetd egy J teljes impulzusmo-
mentum, amely sok esetben nem egyenls az eddig targyalt L palya-impulzusmomentummal.
J-re minden i igaz, ami L6l a () fejezetben leirasra keriilt, hiszen J is impulzusmomen-
tum.

Definici6 szerint egy részecske spinének a ra felirhaté teljes impulzusmomentum és palya
impulzusmomentum kiilonbségét hivjuk:

S=J—1,

ahol S sajatértékei s-h, ahol az s értékek lehetnek egészek vagy félegészek részecskétsl fliggs-
en. A spin a palya impulzusmomentummal ellentétben a részecske sajat, belsé tulajdonsiga.

Belathato, hogy [j 2 jg] = 0, vagyis J2nek és Js-nak létezik kozos sajatallapot rendszere.
Ezen sajatallapotokat jeloljiik |7, m)-el! Ekkor a sajatértékeket irhatjuk a kévetkezs alakban:

J21j,m) = h%5(j + 1) |4, m), (376)

AJE= J1 ing operatorok bevezetésével, és ezek, illetve a J3, J? kommutatorainak vizs-
galataval belathato, hogy rendszertdl fliggd nagysagig j egész és félegész értékeket, tovabba
m=—3,—7+1,. — 1, 7 értékeket vehet fel.

11.10. Korrespodencia elv

A klasszikus fizika és a kvantummechanika kozotti kapcesolatot Niels Bohr fogalmazta
meg az ugynevezett korrespondencia-elvben, mely szerint mindkét elmélet bizonyos koril-
mények kozott azonos eredményre vezet. Nagy részecskeszamok esetén a kvantummechanika
kovetkeztetéseinek és eredményeinek at kell menniiik a klasszikusfizika megfelel6 kovetkezte-
téseibe és eredményeibe. Méas szavakkal: a klasszikus elmélet és az azt tovabbfejleszts elmélet
kozott torvényszertd kapcesolatnak kell fennallnia. Ha egy rendszer energiaja nagy az egymas
utan kovetkez6 energianivok kiilonbségéhez képest, akkor a kvantumelmélet eredményei alig
kiilonboznek a klasszikus elmélet folytonos eredményeitsl vagyis megsziinik a kvantumossag.
Az elv beteljesiilése belathato a H-atom sugérzasa esetében.

11.11. Ehrenfest-tétel

Ha egy rendszer nem stacionarius, akkor mennyiségeinek varhato értéke idében valtoz-
hat. Legyen F' egy fizikai mennyiséghez tartozé operator a Hilbert-téren, és legyen ennek
sajatértéke f:

o) _ 00 0
90— (2 1) (1 25 ) + (01 FI2E) (378)
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Az id6fiiggs Schrodinger-egyenletet (365) felhasznélva:

o(f) OF i . -
— = —+ —[H,F . 379
= () ( S+ 1L F) ) (379)
Tegyiik fel, hogy az operator nem fiigg az id6tsl, vagyis %—f =0
o) i
—L = —|H, F . 380
0wl (1.51) 1o (350)
Amennyiben az T helyoperatort vizsgaljuk, ugy lanc szabéllyal levezethets, hogy
oNz) 1
L= p,). 1
= ) (381)

Az eredmény a klasszikus g—f = v = £ eredményhez hasonlé.

Ha az impulzus varhato értékének idébeli valtozasat vizsgaljuk, akkor a Hamilton-operétorbol
elhagyhatjuk a kinetikus tagot, mivel az kommutal az impulzus operatorral. Ha az erétér
konzervativ, akkor a potenciélis energia operatora egyszeri fiiggvényszorzast csinal, igy

9(pa) 0o oV (z)
2l — (l (51720 ) ) = = - (]2 (382)
Vagyis a potencial negativ gradiense az erd, pont ugy, mint a klasszikus mechanikaban.
Azt kaptuk tehat, hogy ha a valtozasok lassiak, vagyis megtehetjiik a % =0, Bgf =0

elhanyagolasokat, akkor visszakapunk két egyenletet ( , ) a klasszikus mechanikabol.
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12. Atom- és molekulaszerkezet

Atomi energiaszintek, emisszids, abszorpcids spektrumok. Bohr-modell. A hidrogénatom
spektruma. Felhasaddsok: finomfelhasadds, hiperfinom felhasadds, Lamb-eltolodds. Spektrum-
vonalak felhasaddsa kiilsé térben: Stark- és Zeeman-effektusok. Kvantummechanikai kézelitd
modszerek. Fermi-féle aranyszabdly, alagutjelenség. He-atom, Kétatomos molekuldk, Pauli-
elv

12.1. Atomi energiaszintek, emisszos és abszorpcios spektrumok

Az atomi szinképet (spektrumot) viszonylag koran felfedezték, és anyaganalizisre mar
azel6tt hasznaltak, hogy az atomok mélyebb ismerete megmagyarazta volna létezésiiket.
A spkterumvonalak elméleti leirdsa Bohr és Ritz nevéhez kothets, magyarazatuk szerint
vonalakat a diszkrét (kvantumos) atomi energiaszintek létezése okozza. Az emisszios (fotont
bocsat ki az atom, legerjesztdik) és abszorpcios (az atom elnyel egy fotont, gerjesztédik)
vonalak megjelenését az energiaszintek kozti atmenetek okozzak. Eppen emiatt az elnyelt
vagy kibocsatott foton energidja ezen energiaszintek koliinbésége lesz (n <> n’ atmenet,
E, > En):

E,=hv=Ey—E,. (383)

Az energiaszintek jellemzésére kvantumszamokat haszalunk, melyek az alabbiak (tovabbiakat
is definialhatunk):

f6kvantumszam n 1,2,3,...
mellékkvantumszam / palya impulzusmomentum | [ 0,1,...,n—1
magneses kvantumszam my | —l,—l+1,...,0—1,1
spin kvantumszam / sajat impulzusmomentum s 0, %, 1,...
ms | —8,—s—+1,...,s—1,s
teljes impulzusmomentum j l—s|,....1+s
m; | —j,—j+1,...,5—1,]

12.2. Bohr-modell, a hidrogénatom spektruma

Bohr arra kdévetkeztetett, hogy mivel h Planck-allandé dimenzi¢ja impulzusmomentum,
igy legyen az kvantalt. Ez alapjan pl. a hidrogénatom elektronjanak impulzusmomentuma:
nh

L = mur =nh — v = : (384)
mr

ahol i = h/(27) a redukalt Planck-alland6 (ennek értéke nem trivialis, pl. a spketrumvona-
lakra felirt 6sszefiiggés klasszikus n — oo hataresetébdl kaphaté meg). Legegyszertibb eset,
ha az elektron korpalyan kering a proton koriil (ez maga a Bohr-modell). A centripetalis eré
szerepét a Coulomb-erg fogja betolteni (legyen 1/(4meg) =k = 1):
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Fop = Fc (385)

2f2
mv?  mign  Ze? n?h? Ze?
= = 3 e r = 3 e V= —,
r r r Ze?m nh

ahol megjelenik 7 = ry Bohr-sugar (Z = 1,n =1 és k # 1). Az elektron energiaja ez alapjan
kvantalt lesz, és felirhato a kinetikus és elektromos energia 0sszegeként:

1, Ze*r 1 7% Z%et mZ?et 1

B = g = S = e T M T e (386)
A kibocsatott foton energiaja pl.
mZ2%et (1 1

Ha k # 1, akkor a zéardjel elstt megjelens konstans mZ2e?/(8e2h?) lesz. Definidlhato az tn.
term kifejezés, mely alapjan a foton A hullamhossza:

E 1 mZzZ%* (1 1 1 1
T,=--" = ="t )R (-, 388
he A 8e3hic <n’2 n2> (n’2 n2> (388)

R, az un. Rydberg-allando.

12.3. Felhasadasok: finomfelhasadas, hiperfinom felhasadas, Lamb-
eltol6das

Eddig az an. durva szerkezetrdl volt szo, de az energiaszintek pontosabb vizsgalata soréan
arra lehetiink figyelmesek, hogy a szintek tovabb is hasadnak.
12.3.1. Finomfelhasadas

A finomfelhasadasnak alapvetéen harom oka van.

e Figyelembe kell venni relativisztikus korrekcidkat:

2

Jo— - — VP22 + m2ct —me? . (389)

2m

Ezen kifejezésnek kell venniink a sorfejtését:

p? p*

%_8m302+“' ’

Ekin =~ (390)

ahol a megjelens masodik tag varhato értékét kell meghatérozni (pontosabb szamité-
sokhoz a Dirac-egyenletre van sziikség).
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e A spin-pélya kolcsonhatast is figyelembe kell venni. Ha a koordinétarendszeriinket
attranszformaljuk az elektron mozg6 rendszerébe, akkor az atommagnak megjelenik
a magneses tere, amivel kolcsonhat az elektron spinje. A megjelend energiatag puB
lesz. A mag mégneses tere (ld. Lienard-Wiechert-potencial, de nem akarod latni, és
E = -VV = —ker/r?)):

B:EVXE_—CQT?)VXI':—mCQrngI':WL. (391)
Az elektron spinbdl szarmazo méagneses momentuma:
S
M= —gspin - (392)

Megjelenik a g5 giromagneses faktor is, mely elektronra ~ 2. Ezen feliil lathato, hogy
megkaptuk a kolesnhato tagot:

pB x SL . (393)

A kapott kifejezés varhato értékét kell kiszamitani ebben az esetben is (természetesen a
pontosabb szamitasokhoz ismét a Dirac-egyenlet kellene). A varhaté érték (L4-S)? = J?
kifejezés segitségével kaphato meg.

e A Dirac-egyenlet nemrelativisztikus kozelitésébsl kaphato meg az in. Darwin-tag. En-
nek az elektronok relativisztikus rezgéséhez (Zitterbewegung) van koze. A rezgés miatt
elmozdul (dr) az elektron, és méashogy hat a potencial:

1
3V =V(r+dér) —V(r) = orVV + 5((51‘V)2V +---x AV (394)
A végeredmény az energiaszintek j teljes impulzusmomentum szerinti felhasadasa lesz.

12.3.2. Hiperfinom felhasadas

Az elektron a magspinbdl adédé magneses teret is érzi. A spin-palya kolcsénhatéashoz
hasonlo jelenség érhetd tetten, az energiajarulék p, B, lesz. A mag magneses momentuma (a
sajat g, giromagneses faktoraval)

S
Py = INGp (395)

A Wigner-Eckart-tétel miatt az elektron magneses momentuma is atirhato (megjelenik a g
Landé-faktor):

e e
= “(L+¢S)=—g,J. 396
e m( + 95S) — it (396)

Lathato, hogy
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pB, x IS, . (397)

Ebben az esetben a varhato érték majd (J + S,)? = F? kifejezésbol kaphato meg, ahol F
egy "még teljesebb" impulzusmomentum. A pontos szidmitasok a kvantum elektrodinamikan
keresztiil lehetségesek.

12.3.3. Lamb-eltolodas

A Lamb-eltolodéas egy kvantumtérelméleti eredmény. AlapvetSen ez is harom jelenségre
vezethetd vissza.

e A vakuumpolarizacié soran a fotonok barmikor atalakulhatnak egy elektron-pozitron
parra, melyek majd egybdl djra egyesiilhetnek.

e Az elektron tomege és toltése barmikor csokkenhet, ha kibocsat magébol egy fotont,
melyet majd késébb tjra elnyel. Ez a hatarozatlansag eredménye. A kibocsatott virtu-
alis fotonok "korbelengik" az elektronokat.

e Anomalis magneses momentum. Az elektron kibocsat egy fotont, majd kolcsnhat egy
masikkal, és jra elnyeli az elsé kibocsatottat.

A hatotavolsag kicsi, igy féleg az s-pélyat érinti a hatas. A potencial — hasonléan a Darwin-
taghoz — fluktual, és ebbdl ered a felhasadas.

12.4. Sptekrumvonalak felhasadasa kiilsé térben: Stark- és Zeeman-
effektus

12.4.1. Zeeman-effektus

Zeeman-effektus esetén az energiaszintek kiils6 mégneses tér hatasara hasadnak fel. A
jelenség a perturbacioszamitas segitségével vizsgalhato. A Zeeman-effektus targyalésa soran
megkiilonboztethetiink "erds" és "gyenge" tér kozelitést, ami azt jelenti, hogy a j-fliggd
finomfelhasadés elhanyagolhato-e. Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy kiilonbo6zé szerkezetd
atomoknél milyen modon fiigg az energia az egyes kvantumszamoktol.

H-atom | alkali fémek

gyenge tér E,; E,;
erds tér E, E,,

Alkali fémek esetén megjelenik [-fiiggés is, ez centralis potencidl sériilésének tudhato be.
Gyenge tér esetén a perturbalé Hamilton-operétor: AHp = —nB. Alkéli fémekre lathato,
hogy az energia: E, ;;, mig a sajatfliggvény legyen |1/J,’Zl) A sajatfiiggvények konkrét alakjara
nincs sziikség, elég tudni, hogy ortonormalt rendszert alkotnak. A magneses momentum az
alabbi alakban frhato:

~

e ~
— — " (L+4.8). 398
o= py + p 2m( + gsS) (398)
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A perturbéaci6é méatrixa:

m| € /f Q m
Wmm/ = < njl _(L +gsS>B njl> . (399>

Indexesen kiirva és a Wigner—Eckart-tétel szerint leegyszertsitve a kifejezés:

2m

W = % ; Bi(njlm'|(L; + gS;)|njlm) = % Z Bi(nglm'|g; Ji|njlm) . (400)

Ha B | e., akkor tovabb egyszertisodik a kifejezés, hiszen B = BJs, és J; majd sajatalla-
potban lesz, igy

e

Wmm/ = gﬂmajémm/ . (401)

2m
A kapott matrix automatikusan diagonéalis, igy az energiakorrekcio:
e
Erés tér kozelitésben a helyzet lényegesen egyszertibb. Nincs j-fiiggés, igy a bazis megva-
laszthato, mint
|lmy)|sms) = [nlmysms) . (403)

A perturbécié méatrixa ekkor (és megint legyen B || e,)

e . A e
Wonimlmam, = 5 Z Bi(nlmjsm/,|L; + gsS;|nlmysm,) = %Bh(ml + G5Ms) Oyt O, -

(404)

A matrix megint automatikusan diagonalis, az energiakorrekcio:

e
AEp = %Bh(ml + gsms) . (405)

12.4.2. Stark-effektus

Stark-effektus esetén az energiaszintek felhasadasa kiils6 elektromos tér hatasara tor-
ténik. Ebben az esetben is perturbécioszamitassal kozelitheté meg a probléma. A pertur-
balé Hmilton-operdtor: AHp = —ed(x) = eEx. Legyen ebben az esetben is E || e, igy
AH, = eE#s. Mivel teljesiil az a kommutacios relacio, hogy [Js, &3] = 0, igy az |njlm) az &3
operatornak is sajatfiiggvénye lesz.

Az Z3 operatornak egyik fontos tulajdonsaga, hogy megforditja a paritast, és ha ellentétes
paritasa sajatfiiggvényekkel skalarszorozozzuk az adott operatort, akkor a matrixelem el-
ttinik. Az |njlm) a gombfiiggvényeket jeloli, melyek paritdasa (—1)!, igy 23|njlm) paritasa
(—1)*1 lesz. Ahhoz, hogy az effektus kialakuljon arra van sziikség, hogy a matrixelem két
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oldalan kiilonbozs legyen az [ kvantumszam, de a paritas megegyezzen: | — I' = 2k + 1 (k
egész). Ehhez els6 rendd korrekciohoz arra van sziikség, hogy [ szerint degeneralt legyen az
energia: a hidrogénatom megfelels erre.

Gyenge tér esetén is az |njlm), erGs térnél pedig az |nlm;sm,) bazis hasznalhato. A legegy-
szeriibb eset, mikor Stark-effektus lép fel:

e n=1—1=1 = 0: nincs effektus,
en=2—j=1/2—=110'=0,1: van effektus; vagy j = 2/3 — | =1’ = 1: nincs effektus

Gyenge tér esetén 4-szeres degeneracio lesz: [ = 0;m; = +£1/2 vagy | = 1;m; = £1/2. Er6s
tér esetén nem lesz j-fliggd finomfelhasadas, igy a degenericié mar 8-szoros: | = 0;m; =
0;mg==+1/2ésl=1,m =—-1,0,1;ms = +1/2.

12.5. Kvantummechanikai kozelit6 modszerek

Kvantummechanikai rendszerek koziil csak nagyon kevés kezelhets egzaktul, igy elenged-
hetetlen kiilonféle kozelité modszerek alkalmazasa.
12.5.1. Iddsfiiggetlen perturbéci(’)szémitésa

Legyen a HO |¢(°)> wn ) sajatérték-probléma ismert, és a perturbalt Hamilton-
operator H=HO" 4+ \[{', ahol A < 1 és H' métrixelemei hasonl6 nagysagrendbe esnek,
mint H© matrixelemei. A megoldando feladat a H |tn) = Ey|thy,) sajatérték-probléma.

Legyen az energia és a sajatfiiggvény sora

E,=E9 4+ \EW + X2 E® 4+ | (406)
¥n) = [0) + A M) +A2wn R (407)

Ezeket a soralakokat kell visszairni a sajatérték-problémaba. Az elsé rendd korrekcio (O(N))
egyszertien megkaphato (ha A? megjelenik, elhagyjuk):

(HO + XH)([P0) + M) = (BQ + AEM) ([) + M) (408)
HOWOY £ AHO DY + A | 0) = EQp®) + AEQ|pDy + AED [y / (0]
WOLEOWD) + O D) = EO @) + B G010)
n n n n n n n n n n

=1

A bal oldal els§ tagja (mivel a Hamilton-operator énadjungalt) meg fog egyezni a jobb oldal
elsé tagjaval:

WO HO MY = (0, YY) = (HOpO, Oy = EO (0|40 . (409)

Az els6 energiakorrekcio:
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WOH |0 = B . (410)

A hullamfiiggvény els6 korrekcidja kifejthetd a perturbalatlan sajatfiiggvényekkel (ha teljes
rendszert alkotnak):

() = caml ) - (411)

A sajatérték-egyenletet irjuk at az alabbi alakra (az egyik oldalon csak (0), a mésikon csak
(1) figgvény legyen):

(HO =~ EP)[0) = —(H' — EPDw) (412)
(HO —EP1) Y cumltl))) = —(H' = EPT)0D)

S cam(BQ — EM ) = —(H' — BEOT)|¢*) /(W)

> com(BY — EO)oi = — | 100) + EDsy,

m#n

Hal = n, akkor d0;,,, = 6, = 1, de ekkor n = m, igy az egész bal oldal eltiinik, és visszakapjuk
az energia elsG korrekciojat. Ha viszont | # n, akkor o, = 0, igy a kifejtés c egyiittatoi
megkaphatok:

0) 7 0
n T (0) © -
Ey —E,

Lathato, hogy ez csak akkor értelmes, ha az energia nem degeneralt, azaz g #+ El(o), ha
n # [. A degeneralt eset kezeléséhez irjuk fel megint az alabbi kifejezést:

(B — B9y = (0|1 |40y . (414)

Ha EY) = El(o) (n # 1), akkor [{”) és |¢l(0)> nem egyértelmi. A probléma kezelésére le-
gyen H'|p;) = E|¢;) k-szorosan degeneralt allapot (|¢;) ortonormaélt rendszert alkot). A
perturbacié matrixa (k x k méretti) pedig legyen:

Wom = (nH'|61n) - (415)

Mivel A’ hermitikus, igy W is az lesz. A probléma kezeléséhez diagonizalnunk kell ezt a méat-
rixot, ezért legyen W sajatértéke \', sajatvektora pedig e’ (legyenek ezek is ortonormaltak):

> Womeh, = Nel, . (416)
Ezek utan legyen

i) = €hlon) - (417)

n

131



Ez lesz a "jo" bazis (ezzel lesz diagonalis W):

<XZ‘HI|XJ <Z€n|¢n H’Z€?n|¢m ) = Zze ¢n|H/’¢m Zefzwnmein

(418)

=N Ze”eﬂ = Mgy

Nem kell mindig megkeresni a "jo" bazist. Ha van olyan operator, ami kommutal az eredeti
és a perturbalé Hamilton-operatorral, akkor a veliik k6z0zs sajatrendszere lesz a "jo" bazis.

12.5.2. Variacioés modszer

A varidcios modszer legf6bb eldnye, hogy becslést tehetiink az adott rendszer alapallapoti
energiajara. Vegyiik azt a sajatérték-problémat, hogy H|p,) = E,|¢,). Egy tetszoleges [1))
allapot kifejthets a sajatallapotokkal:

) = Z Cn|Bn) - (419)

n

Ekkor vegyiik az alabbi skalarszorzatot:

(WIH) = <Zcm¢m H‘ ch¢n> = S S henloullon) = e Eu 2 3By = B
! ! T (420

A valos sajatrendszert nem ismerjiik, de ha van egy sejtéstink erre a [¢)) probafiiggvényre,
akkor valamilyen paraméterezéssel kiszamoljuk a skalarszorzatot, majd minimalizaljuk.

Alkalmazasra példa a He-atom alapallapoti energiajanak becslése. A két protonbél 4ll6 atom
mozgasat nem vessziik figyelembe (redukalt tomeggel lehetne), valamint elhanyagoljuk a
finomfelhasadést is. A rendszer Hamilton-operatora:

A K2 2 2 1
H=———(A1+Ay) - —+— |+ . (421)
2m P Ty |x1 — X
e~ -mag e

A probafiiggvény ekkor legyen a hidrogénatom alapallapoti hullamfiiggvényeinek szorzata:

Z3

Z
to(X1,%a) = ¥ o(r1) ¥ o(r2) = @67(””2) : (422)
Minimalizalaskor legyen a paraméter Z, és a felparaméterezett Hamilton-operator:
. h? Z  Z Z—-2 Z-=2 1
H=——(A1+M) - =+ |+ —+——+ : (423)
2m Ty T2 1 T2 X1 — X2
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Ezaltal figyelembe tudjuk majd venni azt a hatést, hogy az elektronok le tudjak arnyékolni
egymast el6l a magot. A szdmolas végén az "effektiv" rendszém Z ~ 1.69 lesz. A szamithato
energia a mérhets értéktsl kb. 2%-kal tér el.

A kétatomos molekulakat is vizsgalhatjuk variacios modszerek segitségével. Erre példa a Hy
ion, melynek Hamilton-operatora:

- h? 1 1 2
H:——A—62(7+7)+ c (424)
2m Ty T R
—_—
e -pt pt-pt
Ekkor a probafiiggvény legyen két alapéllapoti hullamfiiggvény szuperpozicioja:
Yo(x) = A(¥1o(r) +Uio(r2)) - (425)

Eredménytil azt kapjuk, hogy a kotés energetikai szempontboél elényosebb, az molekula ener-
gidja kisebb lesz, mint az alkotéelemeinek kiilon-kiilon. A kétatomos molekulék tovabbi vizs-
galata lehetséges a merev rotor modell segitségével, ami leirja a forgasi jelenségeket (stlyzo-
modell, N db molekula):

LAY
H:Z%. (426)

Ezen felill statisztikus fizikai targyalas is lehetséges (pl. kétatomos ideélis géz kanonikus
foramlizmussal).

12.5.3. Wentzel-Kramers—Brollouin-kozelités

Ez egy kvazi-klasszikus kozelités. Egydimenzios vagy centralis problémak leirdsara hasz-
naljak. Altalaban a kvantumos jelenségek becslésére alkalmazzak. Alapvets feltevése, hogy
a potencial nem konstans, de nagyon lassan valtozik. Tudjuk, hogy ha V' allando, akkor a

rendszert leird hullamfiiggvény (k = \/2m(E — V), k = ik)

Aetk® ha E >V

w(x):{Ae’“ Db E<V (427)

Ha V lassan valtozik, akkor A és k helyfiiggdk lesznek (E > V):

Y(z) = Az)e*@ (428)

Ezt visszairva a Schrodinger-egyenletbe, majd a lassan valtoz6 pontencidlra hivatkozva el-
hagyva a 02A(z) tagot, akkor az eredmény

c i% f dz'p(z’) L g v
wla) = { VI '
C

" (429)
£ [ da'[p(z’)]
e o , ha E<V

Ip(2)]
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12.5.4. Idé&fiiggd perturbacidészamitas

Ha az eredeti Hamilton-operator perturbald operatora idéfiiggs, akkor az az id6 elére
haladtaval &tmeneteket eredményezhet az eredeti rendszer sajatallapotai kozott. A perturbalt
operator:

H=H,+H't). (430)
A perturbalé operator hatésa:
HYy = dP0n = ) = (Wl H ) = H,, (431)

Egy tetszéleges allapot pedig kifejthets a sajatallapotok bazisan az idéfejleszté operator
sajatallapotanak segitségével:

V() = calt)e iy, (432)
Az idéfiiggs allapot idéderivaltja:
w(t) =3 [<atcn<t>>e-ﬁEnwn e bme iy, (133)

n

Ezt visszairva az id6fiiggs Schrodinger-egyenletbe (Hvp = ihdy)) sszefiiggést kapunk a ¢, (t)
egyiitthatokra. Ezt az Osszefiiggést, kihasznalva, hogy a matrixelemek kicsik, perturbativ
sorként kezelhetjiik. Ez alapjan elészor elhagyjuk az id6fiiggést, majd ¢, (0)-t beirva a kapott
egyenletbe egy id6 szerinti integrallal (az integrandus arédnyos a matrixelemekkel) megkapjuk
cle)—et. Ezt megismételve egy tijabb integral (ami most mar a méatrixelemek négyzetével lesz

aranyos) elvégézésével megkaphatjuk cg)—t. Es igy tovabb.

Az id6tiiggs perturbacioszamitas egy hires eredménye az in. Fermi-féle aranyszabéaly. Ekkor
tn. monokréom (w fix) perturbaciot tételeziink fel, azaz a perturbaldo Hamilton-operator:

H'(t) = Ue™™! 4 Ufet | (434)

Lathato, hogy ezzel valoban onadjungalt operdtort kapunk. Elvégezve a szamitésokat arra
lehetiink figyelesek, hogy csak az egyik tag fog tudni dominélni (vagy egyik sem). Ha ¢ kicsi,
akkor a hatas az idGvel lesz aranyos, azonban nagy idSkre valéban csak az egyik tag fog
jarulékot adni. Ha E,/h = w, = w teljesiil, akkor abszorpciordl beszéliink, azaz az atom
elnyel egy beérkezs fotont (és igy megtorténik az atmenet). Ha w, = —w akkor indukalt
emissziorol beszéliink.

Az atmeneti ratak (E, > E,,) az alabbiak. Abszorpcio esetén

2
T(m — n) = %|Unm|26(En B — ) . (435)

Indukélt emissz6 esetén:
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2
T(m — n) = %]Uané(Em — B, — hw) . (436)

Az eredmény alapjan azt mondhatjuk, hogy nagyobb iddintervallumokra csak akkor lesz
atmenet, hogy nagyon pontosan el tudjuk talalni a sziikséges frekvenciat/energiat.

12.5.5. Hartree-kozelités

Kiilonféle sokrészecske rendszerek vizsgalhatok ezen kozelitésen keresztiil. A Hamilton-
operéator részecskénként hat effektiv Hamilton-operatorokon keresztiil (melyek mind a kiilss
potencial, mind a tobbi részecske hatasat tartalmazzéak), azaz

Hip(xy, ..., x) :/d:v’1 ﬁ;?wiw(aj’l,...,xn)ju..+/d:1:;1 ngff,x,n (x1,...,2)) . (437)

A sajatallapotok felirhatok az egyrészecske sajatallapotok szorzataként:

Yi(z1,. .., xn) = Vi (z1) .. Yin(xy) (438)

Az energia pedig az egyrészecske energiak osszege lesz:

E;=) Ey. (439)
k=1

A szorzatalaka sajatfiiggvénynek azonban rosszak a szimmetriatulajdonsagai, ezt ki kell ja-
vitanunk az aldbbi alakkal:

Yi(wr, . wn) = C Y 6t (Tpn) - Vin(pm) - (440)

A C a normélas miatt szerepel. A p pedig az egyes részecskepermutaciok miatt fontos, mivel
ezaltal mar figyelembe tudjuk venni megkiilonboztethetetlen bozonokat és fermionokat. A 9,
tag pedig

5, — {1 , ha bozon, vagy paros szami fermion (441)

—1, ha paratlan szamu fermion

Eszrevehetd, hogy a felirt szimmetrizalt sajatallapot fermionok esetén egy determinéans alak-
jat oOlti, ez lesz az un. Slater-determinéns. Ennek segitségével figyelembe tudjuk venni a
Pauli-féle kizarasi elvet, miszerint két fermion nem lehet ugyanabban a kvantumaéllapoban.
Ez teljesiil, hiszen, hogy ha a képezhetd matrix barmely két sora megegyezik, akkor a de-
terminans eltiinik. Bozonok esetén ezt nem kell figyelembe venni, 6k barmennyien lehetnek
barmely allapotban.

12.6. Alaguteffektus (réviden)

Ha megoldjuk a Schrodinger-egynletet potencialgatra, akkor (ha E < V) ¢(x) = Ae ",
azaz van valamekkora nem zérus valoszintisége annak, hogy a klasszikusan athatolhatatlan
gaton "atalagutazzon" a részecske.
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13. A magfizika alapjai (Kovacs Zoltan, Szakallas Nikolett
és Pesznyak David)

Lzotoptérkép, atommagok témege, mérete, kotési energidja. Energia és tomeg ekvivalen-
cia, tomegdefektus. A cseppmodell és a félempirikus kétési formula. Maghasadds, magfizio,
radioaktivitds. Sugdrzds és anyag kélcsénhatdsa: Bethe—Bloch-formula. Radioaktiv bomldsok,
magdtalakuldsok. Elemi részecskék és alapvetd kélecsonhatdsok. Kisérleti eszkozok.

13.1. Izotoptérkép, atommagok tomege, mérete, kotési energidja +
Energia és tomeg ekvivalencia, tomegdefektus

Az atomok két részbdl dllnak, az elektronfelhébdl és az atommagboél. Az atommag relativ
tomege nagyon nagy, tobb mint 99%-a az atom teljes tomegének, térfogataranya viszont csak
Wlm a teljes atomhoz képest. Az atommag Z darab protont és N darab neutront tartalmaz.
Ezek alapjan definialjuk a tomegszémot:

A=Z+N

Az azonos protonszamu atomokat izotopnak, az azonos neutronszamu atomokat izoténnak,
az azonos tomegszamuakat pedig izobdrnak nevezziik. Ezeket a mennyiségeket egy N — Z
grafikonon szokas adbrazolni, amit izotoéptérképnek neveziink.

120 W Stable nuclei
O Unstable nuclei
M Predicted bound nuclei

100

80

60

Proton number (2)

40

204

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Neutron number (N)

21. abra. Egy izotoptérkép

Az izotoptérképen megfigyelhets, hogy egy bizonyos tomegszamnal a stabil részecskék
eltérnek az N = Z egyenestdl, és alatta, az an. "stabilitas volgyében" helyezkednek el. Ez az
atommagban 1év6 pt — pT taszitds miatt van, amit csak az atommagban 1év6 tobb neutron
tud ellensulyozni. A stabilitas volgye felett talalhaté instabil izotopok pozitiv § bomlanak, a
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stabilitas volgye alatt pedig a negativ § bomlas a jellemz6. Magasabb tomegszdmoknal meg-
jelenik az o bomlas is, és az izotoptérkép egy bizonyos részén nem is nagyon taldlhato stabil
atommag, csak az un. "stabilitas szigetében". Az izotoptérképen érdemes még megjegyezni
az un. "magikus szamok" létezését. Ha a proton vagy neutronszam pont egy ilyen "magikus
szam", akkor az atommagban lezart héjak alakulnak ki. Ilyenkor nagyobb a kotési energia
az atlagosnél, azaz stabilabb az atommag. A magikus szamoknal ezért gyakran tobb stabil
izotopot is talalunk. Magikus szam pl. a 2,8,20,28.

Az atommagok tobb tulajdonsagat kisérletileg is meg tudjuk hatarozni. Ezek a mérete, t6-
mege, elektromos toltése, a nukleonok eloszlésa, a toltéseloszlas sugara, kotési energidja,
spinje, paritasa. Az atommag véges kiterjedését tobb kisérlet is bizonyitotta, amelyek koziil
a leghiresebb Rutherford szoréaskisérlete volt. Késébbi kisérletek azt is bizonyitotték, hogy
az atommag nem egy jol behatérolhaté mérettel rendelkezik, hanem egy bizonyos stirtiségel-
oszlas irja le. Ezt a stirtiségeloszlast jol leirja a két paraméteres Fermi-fiiggvény:

1
’ 14+ea
Itt R sugaron értjiik az atommag sugarat, ez jeloli azt a hatart, ahol a stirtiség a felére csok-
ken. A feliilet diffuzitasat adja meg a d paraméter.
Az atommag toltéseloszlasat Hofstadter vizsgélta részletesebben, az 50-es években; szorés-
kisérleteket végzett nagy energiaja elektronokkal. Megallapitotta, hogy a stabil atommagok
belsejében a toltések eloszlasat egy hasonld Fermi-eloszlassal lehet meghatérozni, amelynek
az R sugarat a tomegszammal lehet paraméterezni:

R:TO\?/Z

Itt ro = 1,23 - 107 m = 1,23 F'm. A kotési energidn az atommag belsé kotéseinek fel-
szakitdsdhoz sziikséges energiat értjiikk, aminek az értéke ez alapjan mindig pozitiv. Ezt a
kovetkezd képletbdl hatarozhatjuk meg:

p(r)=p

Z - Mproton + N - Mpeutron — Matomm = Am
Einstein hires tomeg-energia ekvivalencia képletét felhsznalva a koétési energia:
2
Amc” = Eigtesi

A tomegeket tomegspektroszkopiabol kapjuk. Itt egy ionforras nyalabjat egy egymaésra me-
réleges elektromos és mégneses teret tartalmazo "sebességszelektorba" vezetjik. Itt azok a
részecskék haladnak at irdnyvaltozas nélkiil, amikre

qF = quB

teljesiil. Ezutan az ismert sebességli nyaldb egy méagneses térbe keriil, ahol atommag korpé-
lyan fog mozogni. Itt a centripetalis erd pont a Lorentz-erével egyezik meg:

2
— = quB
’

Ha ezt atrendezziik a tomegre, és a sebességet atirjuk %—re, akkor a tomegre a kovetkezd
képletet kapjuk:

rqB?
m =
E
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13.2. A cseppmodell és a félempirikus kotési formula

A cseppmodell az atommagot tgy képzeli el, mint egy elektromosan toltott vizcsepp.
Mindkett6ben jelen van az alapvetSen vonzo kolcsonhatas, ami rovidtavon taszitova valik
(Van der Waals kolcsonhatéas a vizeseppnél és magerdk az atommagnal). Mindketts alakja
gbmbszert, viszont fontos eltérés, hogy itt az atommag siirtisége konstans. Ennek a "mag-
anyagnak" a stirtisége:

m Amnukleon _ Mapukleon

Vo iRm i

A cseppmodell alapjan az atommag belsejében talalhaté nukleonok kotési energidja nagyobb
lesz, mint a felszinen 1évéke, mivel mindegyik nukleon tobb szomszéddal rendelkezik, igy a
folyadékokhoz hasonléan itt is létrejon egy feliileti fesziiltség. Ha minden nukleon belsd len-
ne, akkor az energia egy Ey = ayA taggal nagyobb lenne, mint valojaban. A feliileten
lévs atommagok viszont gyengébben kotik egymast, igy bejon egy negativ, feliilettel aranyos
energiatag: Fr = —a FA§ Az atommagban a proton-proton koélcsonhatés is gyengiti a kotést,
amit a Coulomb-taggal vehetiink figyelembe: Ex = —acﬁgl). Mivel a protonok és neut-

p:

3
ronok is fermionok, ezért érvényes rajuk a Pauli-elv. Z és N novekedésével egyre magasabb
energiaju allapotok toltddnek fel. A protonoknal magasabb szintre szorult neutronok szama

(N — Z), és (N — Z)-vel aranyosan magas szintig toltédnek be a tobblet energiaszintek. Ez
=2 _  (4=22)?

alapjan az asszimetria-tag: 4 = —agy Kisérletek kimutattik, hogy azok
az atommagok, amelyekben az egyik nukleonszam péaros, erGsebben kotottek, mint azok,
amelyekben pératlan. Ennek a "péarkolcsonhatasnak" a figyelembevételére vezessiink be egy
d(A, Z)-t, ugy, hogy:
+d09 , ha Z és N paros
(A, Z)=<X0 , ha A péaratlan
—d9 , ha Z és N paratlan

Ezeket az energiatagokat ha Osszegezziik, akkor megkapjuk a Weizsacker-féle félempirikus
kotési formulat:
Z(Z —1) (A—22)?

E(A, Z) = avA — CLFAg — ac—l — A

T 484, 2)

13.3. Maghasadas, magfazié, radioaktivitas

Maghasadéasnak nevezziik azt a folyamatot, amely soran egy atommag ketts (néha tobb)

részre esik szét. A maghasadassal kapott 11j atommagok energetikailag kedvezébbek. Tegytik
fel, hogy az atommag két egyenld részre hasad. Ez akkor lesz el6ny6s, ha E(A, Z) > 2E (%‘, Z).
Ha ezt behelyettesitjiik a félempirikus koétési formulédba, akkor azt kapjuk, hogy ez Z ~ 36
és nagyobb rendszamokra igaz.
A maghasadés képes lancreakciot kialakitani, mivel minden maghasadaskor keletkezhetnek
"szétrepiil¢" neutronok, amelyek tjabb maghasadasokat eredményeznek. Ez hirtelen nagyon
nagy energia felszabaditasara képes, és ezt hasznélja ki az atombomba. Ha az 1j hasadasok
szamat kontrollalni tudjuk, akkor féken tarthato a lancreakcio, és hasznalhatjuk a maghasa-
dast energiatermelésre. Ezen az elven mitikodnek az atomerémiivek.

Energia akkor is felszabadulhat, ha kis rendszamu atommagok egyesiilnek, és egy nagyobb
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kotési energiaval rendelkezé atommag keletkezik. Ezt nehezebb elGidézni, mivel az atommag
protonjai erGsen taszitjik egymast. Ezt a Coulomb-gatat kell attérni, amihez magas hé-
mérséklet sziikséges. Kisebb hémérsékleten csak alaguteffektussal jatszodhat le a folyamat,
kis valoszintiséggel. A fizid leggyakrabban csillagok belsejében jatszodik le, ahol a magas
hémérséklet és a nagy nyomés miatt tartosan fenntarthatod a fuzioé.

IHO O 1H 1H 0 clH
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22. dbra. A p-p ciklus, a napban el6fordul6 leggyakoribb fuzids folyamat

Radioaktivitas alatt egy anyagnak azt a tulajdonsagat értjiik, hogy kiils6 behatas nélkiil,
azaz spontan jellemz6 réa a maghasadas. Ezt ugy tudjuk kimutatni, hogy bizonyos anyagok
akar a kiilvilagtol elzarva is sugaroznak. Ezt Becquerel fedezte fel elGszor, aki uransot helye-
zett egy fekete papirba csomagolt fotolemezre. A fotolemez befeketedett, mintha fény érte
volna. Megfigyelések alapjan egy spontan boml6 anyag részecskeszamanak valtozésa:

N = —AN

Itt A-t nevezziik bomlasallandonak, N-t pedig aktivitasnak. A differencialegyenlet megoldasa
jol lathatoan:

N(t) = Ne
Ezt nevezziik exponencialis bomlastorvénynek. Szokas bevezetni a felezési id6t, ami nevébdl
sejthetfen azt az idGtartamot jelenti, ami alatt a darabszam pont a felére csokken: T% = l”TZ

13.4. Sugarzas és anyag kolcsonhatasa: Bethe—Bloch-formula

Az anyagok szerkezete elektromosan toltott részecskékbdl all: pozitiv elektromos toltésti, kis
kiterjedést atommagbol, melyet negativ toltést elektronok vesznek koriil. Az anyagba belép6
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radioaktiv sugarzasok energiaja altalaban lényegesen nagyobb, mint az anyagban 1évé mole-
kulaké vagy részecskéké. Mikor a sugarzas behatol az anyagba, az abban megtett utja soran
ionokat hozhat létre - az ilyen tulajdonsaggal rendelkezd sugarzast nevezziik ionizélonak. Az
ionizacié energidja altalaban 10 - 100 eV kozé esik. Az elektromosan toltott részecskék az
anyagban haladva kozvetleniil, mig a semlegesek (pl. gamma- vagy rontgensugarzas) kozve-
tett modon ionizalnak. A semleges részecskék elGszor valamilyen kolesonhatas (y-sugarzés
esetén ez lehet fotoeffektus, parkeltés, Coulomb - kh.) révén elektromosan toltott részecs-
kéket keltenek, melyeknek atadjak az energidjukat és ezek ionizaljdk tovabb az anyagot.
A semleges részecskék anyaggal vald kolcsonhatasanak valdszintisége igen csekély, melynek
kovetkeztében hosszi utat képesek megtenni az anyagban anélkiil, hogy iitkéznének vagy
energiat veszitenének.

Az energiamegmaradéas miatt a bejove részecske energidja csokken, mikézben energiat ad at
az anyagnak; a csokkenés addig tart, amig a részecske meg nem &ll. Az energiadtadas formai
lehetnek:

e gerjesztés — az anyagban 1évé elektronok magasabb energiaszintre keriilnek, gerjeszt&d-
nek

e ionizacié — az elektronok leszakadnak, ionok jonnek létre

e rugalmas iitkozés (az atomokkal) — az anyag atomjai mozgasi energiat nyernek a bejové
részecskék révén

o fékezési sugarzas — a gyorsuld toltések elektromagneses sugarzast bocsatanak ki - ha a
mag Coulomb-terében gyorsulnak

o Cserenkov-sugéirzas — a kozegbeli fénysebességnél gyorsabban mozgd toltott részecs-
kék esetén lép fel; a sugarzast a kozeg bocsatja ki (dielektrikumban a mozgd toltés
polarizalja az elektronokat; legerjesztédéskor koherens dipolsugarzas keletkezik)

e Atmeneti sugarzas — atmeneti sugarzast bocsajt ki egy részecske, amikor atmegy kii-
16nb6z6 dielektromos tulajdonsagt anyagok hataran, pl. vakumbol egy dielektrikumba

A nehéz toltott részecskék az anyag elektronjainak adjak at energidjukat. A Bethe - Bloch
- fomulat hasznaljuk akkor, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy az elektron mellett elhalado
részecske mennyi energiat veszit. Az ionizacios energiaveszteség kiszamitasahoz a kovetkezd
kozelitésekkel szoktunk élni:

e a nehéz részecske palyajat egyenesként kozelitjiik
e sebességét allandonak vessziik
e az elektron elmozdulaséat kozel nullanak tekintjiik

e az anyagban az elektronok eloszlasa kozel homogén — vagyis az anyagon athaladé nehéz
részecskéktol kiillonbozs tavolsagra 1évé atomok kiilonb6zé mértékben ionizaldédnak
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A Bethe - Bloch- formula pedig:

dE Arnk?e*Z2% 1 (Emm) drnk?e* 7?2 11 (2mev2>
_ _ ln

@]
NE e i

dx mev? 2 (442)

mev? 2
ahol F,.;, a legkisebb impakt paraméterhez tartoz6 energialeadas, F,,.. pedig az ionizacios
energia, mert ennél kisebb energiat nem lehet atadni.

(Itt nem hatrany atnézni a levezetést az eldadas diakbol vagy egy korabbi tételkidolgozasbol,
de vizsgan valosziniileg a formula alakjara és felhasznéalasara lesznek kivancsiak.)

13.5. Radioaktiv bomlasok, magatalakulasok

Radioaktiv bomlaskor az atomok kozéppontjaban 1évé atommagok alakulnak at. Az ket
alkot6 protonok és neutronok atrendezédnek és erdsebben kotott allapotba keriilnek. Ezek-
ben az atalakuldsokban bizonyos fizikai mennyiségekre megmaradasi térvények allnak fenn,
melyek a kovetkezdk:

e clektromos toltés megmaradasa
e barionszam megmaradasa
e leptonszam megmaradésa

A radioaktiv bomlasok a kovetkezdek:

o - bomlas: X — 573X + 4a. Az a-bomlaskor kibocsétott részecskét a-részecskének ne-
vezziik. Ez tulajdonképpen hélium-atommag, melyben 2 proton és 2 neutron van. a - bomlas
soran a tomegszam 4-el, a rendszam 2-vel csokken. Az A a tomegszam, Z a rendszam.

A 8 - bomlasnak harom tipusat kiilonboztethetjiik meg: negativ és pozitiv 5 - bomlas és
elektronbefogés. Negativ 3-bomlds: $X — 4., X + e~ + V.. A negativ S-bomlés sorén elekt-
ron keletkezik és a leptonszam megmaradasa miatt egy semleges anti-neutrind bocsatodik
ki, melynek leptonszama -1-el egyenls. Pozitiv B - bomlds: X — 4 X + et + v,. Pogzitiv
[-bomlés soran pozitron keletkezik és elektromosan semleges kénnyd részecske, neutriné.
Elektronbefogds: X + e~ — 4_, X + v.. Energetikailag kedvezs esetben az atommag be tud
fogni egy elektront az atomi elektronhéjbol. Az atommag altal elnyelt elektron helye tiresen
marad az atomi elektronhéjban. Ebbe egy kiils6 palyarol beugrik egy elektron és kozben az
atom a tobblet energiat karakterisztikus rontgen-sugarzéas formajaban kisugarozza.

~v - bomlas: A v-bomlas soran az atommag elektromégneses sugarzast bocsat ki. Mivel a
kisugarzott fotonnak mind az elektromos-, mind a barion-, mind pedig a leptontdltése (sza-
ma) nulla, ezért a y-bomlas sordn az atommag semmilyen GsszetevGje nem valtozik meg.

--------

potba megy at és az energiakiilonbséget elektromégneses sugarzas formajaban kibocsétja. A
sugérzas frekvencidjara érvényes a Planck-Gsszefiiggés:

hv =E,, — E,
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ahol E,, > E,,, az atommag kezdeti és végallapotdnak energiaja.

Megemlitend6 még a spontdn maghasadas és a nukleon emisszi6.

A spontdn maghasadds vagy spontan hasadas a nagyon nehéz izotopok egyik radioaktiv bom-
lasi formaja. A spontan maghasadés a kvantummechanikai alaguteffektus révén kovetkezik
be, anélkiil, hogy az atommag neutronnal vagy més részecskével iitkozne, mint ahogy az az
indukalt bomlasnal torténik. Mint minden maghasadésnél, a spontan maghasadasnal is ne-
utronok keletkeznek, ezért ha kritikus tomegii anyag van jelen, akkor a spontan maghasadas
lancreakciot indithat el.

A nukleon emisszio protonok vagy neutronok spontan kilokédése a maghol, proton vagy
neutronfelesleg esetén, pl. hasadasi termékeknél.

13.6. Elemi részecskék és alapveté kolcsonhatasok

A Standard Modellben jelenleg tizenkét alapvetd épitGelem szerepel, hat kvark és hat lepton.
A kiilonb6z6 kvarkokat azok iznek nevezett kvantumszama kiilonbozteti meg egymastol. Az
iz mellett a kvarkok rendelkeznek més kvantumszamokkal is, példaul a szin kvantumszam-
mal. Ennek izenként 3 komponense lehet: piros, kék és zold. A leptonok pedig az elektron,
miion és tau illetve ezek neutrinéi.

Az Osszetett részecskéket megkiilonboztethetjiik aszerint, hogy két vagy harom kvarkbol épiil-
nek fel. A két kvarkbol felépiils részecskéket mezonoknak, mig a harom kvarkbol felépiilGket
barionoknak nevezziik. A kvarkokbol felépiils részecskék osszefoglald neve a hadron. Az ele-
mi részecskék kozott kiillonbozd kolesonhatésok 1éphetnek fel. A négy ismert kdlesonhatast
kozvetits részecskét is az elemi részecskék kozé sorolhatjuk: foton, gluon, W bozon, Z bozon.
Négy alapvetd kolcsonhatas szerepel a Stan-

dard Modellben. Az erds kolecsonhatés a szines .. .o e\ e\
részecskék (kvarkok és gluonok) kozott hat és =" ) * (€ = (t) ® .

a gluonok kozvetitik. Er6s kolcsonhatés ese- i Sham fop aition Higgs
tén a kvarkok kozott hatd eré a tévolsaggal v = e :

novekszik. Az elektromagneses kolcsonhatast Q9 9-® | @

a foton kozvetiti és minden elektromosan tol- down strange bottom photon

tott részecske részt vesz benne. A gyenge kol-
csonhatast a W+, W~és Z° bozonok kozveti- - @I Q- @] @

tik és minden fermionra hat. A kdlcsonhatést electron muon tau Z boson
kozvetits részecskék nagy tomegiiek igy a kol-  w ez
csonhatés rovid hatotavolsaga. Bz az egyet- © . Vo . Vw o o | W

len kolcsonhatas amely képes a kvarkok izét Ssine_) |_néutano_J|_nelitno _J (W boson

megvaltoztatni és a neutrindok csak ebben a
kolecsonhatasban vesznek részt. A gravitacios
kolesonhatéast a kvantumtérelméleti leirasok-
ban a graviton kozvetiti és minden tomeggel rendelkezs részecske részt vesz benne. Az elmélet
azonban feltehetGen nem miikddik kis tavolsdgokon és a hipotetikus gravitont sem fedezték
még fel, igy e koleson hatést nem szoktak a Standard Modell kélesénhatasai kézé sorolni.

23. abra. A Standard-modell elemi részecskéi
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13.7. Kisérleti eszkozok

A részecskefizikai kisérletek elvégzéséhez altalaban detektorokat hasznalunk. A detektorok
miikodésének alapelvei: a sugarzas eléri a detektort, kdlcsénhat az anyaggal, elvesziti az
energiajat vagy annak egy részét, sok kis energiaju elektron szabadul fel, ezeket 6sszegytjtve
elektromos jellé alakitjuk. A detektorokat miikodési elviik szerint csoportosithatjuk:

o giaztoltésd detektorok: a detektoron athaladé részecske a detektorban 1évs gazt ioni-

zalja. Az ionizaci6é soran leszakadt elektronok ezutéan a detektor elektromos terében
az anodszéalra gytilnek,ahol elektromos impulzusként észlelhetjiik Gket. A gaztoltési
detektorok tovabb csoportosithatoak aszerint, hogy mekkora fesziiltség van jelen és
hogy milyen jelenségek zajlanak benniik — ionizaciés és proporcionalis kamra + Geiger-
Miiller-csé.
Az ionizacios kamra esetén a detektorra kapcsolt fesziiltség kicsi, igy a leszakadt elektro-
nok nem tudnak tovabb ionizélni. Ekkor a jel aranyos az ionizaciéval. A proporcionélis
kamréak esetén a nagyobb fesziiltség kovetkeztében elektron-lavina alakul ki a szal ko-
zelében, melyet aztan érzékelni tudunk. Az elektronok két titkozés kozott elég energiat
szereznek az elektromos térbdl az Gjboli ionizacidhoz. A Geiger-Miiller-cs§ esetén a
detektorra akkora fesziiltséget kapcsolunk, hogy az egész hengerben 6nfenntarté lavina
jon létre, azaz mindig egy adott nagysagu jelet kapunk. E detektortipus nem alkalmas
energiamérésre, csak érzékeny szamlélasra.

e szcintillacios detektorok : az athaladd toltott részecske a szcintillacios lapon fényvil-
lanast kelt, melyet azutan fotoelektron-sokszorozok segitségével erdsithetiink mérhets
jellé. Fontos, hogy a szcintillator anyaga a sajat kibocsatott fotonjaival szemben atlat-
sz6 legyen.

o félvezets detektorok : az athalado részecske hatasara elektron-lyuk parok keletkeznek,
melyek a rdkapcsolt fesziiltség hatasara kimennek az elektrodakra, ahol aztan detektal-
hatjuk Sket. Ezen detektorok hatranya, hogy a h6mozgas csokkentése érdekében hiiteni
kell ket.

e vizudlis detektorok: kddkamra, buborékkamra. A kodkamraban az athaladé ioniza-
16 részecskék ionokat hoznak létre, melyek jo kondenzacios magvak, igy a tultelitett
viz- vagy alkoholgdz ezeken a részecskéken csapddik ki, lathatova téve utjukat. A bu-
borékkamraban folyadék talalhato kicsivel a forraspont alatt, majd egy dugattyival
csokkentjiik a nyomaést, aminek kovetkeztében a folyadék a forraspont folé keriil. Az
athalado részecskék ionizalnak, korilottiik buborékok keletkeznek.

(Itt 4t lehet nézni a mag- és részecskefizika kurzus detektorokrol szolo diit (kb. utolso két
elgadés). A didkban ismertetve vannak még a Cserenkov- detektorok, kaloriméterek, stb.)
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14. A termodinamika statisztikus alapozasa (Szakallas Ni-
kolett)

Mikrokanonikus, kanonikus, nagykanonikus sokasdg. Mikrodllapotok fogalma, Boltzman-
nentropia, eqyszerd alkalmazdsok. Ergodikus hipotézis. Maxwell-Boltzmann-statisztika. Maxwell-
féle sebességeloszlds.

Egy rendszer makroszkopikus éllapotat termodinamikai egyensulyban allapotjelzékkel jelle-
mezhetjik. Ezek az allapotjelzdk lehetnek intenzivek (p, T, p)- melyek egyenstlyban kiegyen-
litédnek - és extenzivek (U,S,N,V,F,G) - &sszeadodnak. Egy makroszkopikus allapot belsd,
un. mikroszkopikus allapotokkal valosul meg. Arra a kérdésre, hogy egy adott idépillanatban
a rendszer melyik mikroallapotdban van, nem tudunk valaszt adni, hiszen a rendelkezésiinkre
all6 mérémiszerek nem tudnak mikroallapotokat detektalni. Erzédik, hogy ez egy informéa-
ciohidnyos allapot. Itt jelenik meg a statisztikus fizika, ahol az eseményekhez valoszintiségeket
rendeliink.

14.1. Mikrokanonikus, kanonikus, nagykanonikus sokasag.

Az (Gsszes) olyan mikroszkopikus allapotok halmazat, melyek ugyanazt a makroszkopikus
allapotot valositjak meg, sokasdgnak nevezziik.

14.1.1. Mikrokanonikus sokasag

Az egyenld valoszintségek elve kimondja, hogy zéart rendszer (rogzitett E, V,N értékek) esetén
az adott rendszer minden mikroallapotét egyforma valoszintiséggel latogatja meg (elegendGen
hosszt id6 elteltével). Az ilyen rendszerekben a mikroallapotok eloszlasa allando és azok
eléfordulasanak valoszintisége (P,,) csak a mikroéallapotok szamatol (Q2) fligg. Ezt nevezziik
mikrokanonikus sokasagnak.

1

P = ————
" Q(E,V,N)

(443)

14.1.2. Kanonikus sokasag

A kanonikus sokasag esetén a vizsgalt rendszer egy hétartéallyal van kapcsolatban, a rendszer
a hétartalytol egy jo hévezets fallal van szeparalva - tehat a hétartaly hécserére képes a
rendszerrel- és az egész Osszeallitas a kiilvilagtol izoldlva van. A mikrokanonikus sokasaggal
ellentétben, itt nem az energia (E), hanem a hémérséklet (T) rogzitett.

Tekintsiink tehat egy rendszert, mely az elézGekben emlitett modon egy hétartallyal van
kapcsolatban, ahol a hétartaly méretei lényegesen nagyobbak a rendszer méreteinél és a
hémérséklet allandosagat a hétartaly biztositja. A térfogat (V) és a részecskeszam (N) mind
a term. rendszer, mind a hétartaly esetén allandoé.

A term. rendszer egy kiszemelt mikroéllapotat jeloljiik m-el, a hétartaly mikroallapotat
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pedig n-el. Az izolaltsag kovetkeztében a term. rendszer és a hétartaly energidinak Osszege

egy allando értéket vesz fel(Ey),

Eyn + E, = E, (444)

és az egylittes rendszer (m, n) mikrokanonikus sokasagnak tekinthetd, tehéat a mikroallapotok

elsfordulésanak valoszintsége egyforma. Keressiik P,,-t, vagyis a termodinamikai rendsze-

riink egy kiszemelt mikroallapotanak megtalalasi valoszintségét. Mivel m rogzitett, (444|) ér-

telmében a tartéaly energidja (E,,) is rogzitett, igy a tartaly allapotainak szama: Q(Eq— E,,).
Ha egy maésik allapotat rogzitenénk a term. rendszernek, akkor is erre az allapotszamra jut-
nank. Levonhato a kévetkeztetés, hogy P, ~ Q(Ey — Ey,).

Hasznéaljuk ki, hogy a hétartaly lényegesen nagyobb a rendszeriinknél, tehat Ey >> E,,.
Ekkor Q(Ey— E,,) sorbafejthets Ey koriil, és mivel Q(Ey— E,,,) egy gyorsan véltozo fiiggvény,

vegyiik a logaritmusat. (Ahhoz, hogy a valoszintiség és az allapotok szama kézott egyenléséget
tehessiink, sziikséges egy konstanst bevezetni.)

In P,,, = InQ(Ey — E,,) + In konst (445)
A sorfejtés elsérendig:
din)
IHQ(E()) - E@E|E3:EO (446)

Itt latszik, hogy a rendszer Osszes energiaja a tartalyban van.

~ din$?
InP,, =k —FE,—|g =
n P, = konst m i, |2 =

(447)
Az egyenlet utolsé tagjat kibdvitve k-val, megjelenik az S, (E,) = kinf),, ekkor észre-

dS -
vehetjik, hogy az utolsé tag tulajdonképpen — = ﬁ,

Ebbdl is latszik, hogy az egész rendszer hémérsékletét a tartaly hatarozza meg. Az egész
exponencialisat véve:

ahol T, a tartaly hémérséklete.

Em
Py, ~ e FT (448)
Em
ahol az ardnyossagi tényezd a rendszer allapotosszegének reciproka, %, ahol Z =) e 71

lesz.
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Tehat kanonikus sokasag esetén a mikroallapotok megtalalasi valoszintsége:

1 Bm

Pp=——5-"€7% (449)
S YT

ahol megjelenik a hires Boltzman-faktor.

Kanonikus targyalasmodban a kiilonb6z6 energidkhoz tartozé mikroallapotok valészintisége
nem ugyanaz - de ugyanazon energiaértékhez tartozé mikroallapotok valészintisége megegye-
zik -, ezért sziikségiink van egy olyan allapotjelzére, mely a mikroallapotok szaman kiviil azok
valoszintiségét is tartalmazza. Ilyen az F(T,V,N) szabadenergia (mely az allapotosszegen ke-
resztiil tartalmazza a sziikséges informaciokat).

F=U-TS (450)

Az egyenlet differencialis alakjat véve és behelyettesitve az ismert dU = T'dS — pdV + pdN
belss energiara vonatkozo fundamentalis egyenletet, megkapjuk a szabadenergidra vonatkozo
fundamentalis egyenletiinket:

dF = —SdT — pdV + pdN (451)

A szabadenergianak teljesitenie kell az tn. Helmholtz-egyenletet:

F=U+ T(?—?)V’N (452)

melynek megoldésa a szabadenergia méasik ismert alakja:

F = —kgTinZ (453)

Megjegyzés: ebben a targyalasmoédban az energia nem rogzitett, tehat fluktual egy bizo-
nyos érték koriil. Eppen ezért, mint minden fluktualé mennyiség esetén, annak atlagaval
dolgozunk. A rendszer U belsé energiajat az E energia atlaganak tekintjiik. Egy fluktuéld
mennyiség atlaga a kovetkezSképp irhato fel:

A= = = = Z P, A, (454)

14.1.3. Nagykanonikus sokasag

Tekintsiik tovabbra is a kanonikus esetben targyalt elrendezést, de most hGcserén kiviil ré-
szecskék atadasa is folyik a term. rendszer és kornyezete (jelen esetben hétartaly) kozott.
Ekkor egy adott mikroallapot eléfordulasanak valoszintisége:
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1 _L(E@_NN@)

— kT
P@ Z 67ﬁ(E@*#N@) € (455)
A nagykanonikus sokasag esetén definidlhaté a nagykanonikus potenciél:
O(T, V1) = F — uN (456)
Irjuk fel a Neumann-entropiat:
S=—kp Y  PulnPp (457)
Behelyettesitve P,,-et:
6*ﬁ(E@*NN@) 1 1 o
S = —kg ; Ppln————— = kp nZ + — ; (B = i) = kp WZ + —(E — pN)
(458)

Egyszert atalakitasokkal és kihasznalva, hogy F = U a nagykanonikus potencial kovetkezd
alakjara jutunk:

kgT InZ =TS —U+ uN = —-o = ¢ =—kpT InZ (459)

14.2. Mikroallapotok fogalma, Boltzmann-entrépia, egyszerii alkal-
mazasok.

14.2.1. Mikroallapotok fogalma

A mikrodllapot egy adott makroszkopikus rendszer teljes részletességgel leirt belsd allapota.
Egy makroszkopikus rendszernek nagyon sok mikroallapota van: mikroéallapotok szama >
Avogadro - szam.

Kvantummechanikai rendszerek esetén egy mikroallapot megadasa az Gsszes 1étezs (a rend-
szerre jellemz3) kvantumszam megadésaval torténik: m < (nq, no, ..., ny). Ebben az esetben,

ha kivalasztok egy mikroallapotot, vele egyiitt valasztok egy (hozza tartozo) hullamfiiggvényt
is. Definidlhaté  multiplicitas, mely megadja, hogy egy energiaszint hany mikroallapottal
valosithatd meg, vagyis mennyire elfajult az adott energiaszint.

Klasszikus rendszerek esetén egy mikroallapot a hely- és impulzuskoordinatak altal kifeszi-
tett fazistér egy pontja. Egy mikroallapotban ismert az Osszes részecske helye és impulzusa.
A fazisteret altaldban faziscellakra osszuk, ezzel diszkretizalva a mikroallapotok folytonos
halmazat. Egy faziscella mérete a hatarozatlansagi relacioval becsiilhets, AxAp ~ h, vagyis
ezek a cellak h (Planck-allando) nagysaguak. Ez teremti meg a kapcsolatot a kvantumme-
chanikai targyalasmoddal. Ugyanis ismert, hogy a klasszikus statisztikus fizika a kvantum
statisztikus fizika magashémérsékleti hataresete.
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A fazistérfogat a kovetkezdképp irhato fel olyan allapotokra, melyek energiaja kisebb, mint

E:
I'(E) :/.../dql...dqfdpl...dpf (460)

Rogzitett energiaértékek altal kifeszitett feliiletet energiahiperfeliiletnek nevezziik. Pl. E =
H(q1,...,q5;01, .., pf) egy feliiletet definial (E rogzitett), ahonnan p-t kifejezve megkapjuk
a hiperfeliiletet. Adott E-nél kisebb energiaju, illetve E és E + 0E kozé esd (energiahéjban
1évs) allapotok szama pedig (ami a multiplicitas klasszikus megfelelGje):

O(E) = —T(E) (461)

Q(B,0E) = 3(I(E + 6E) — I(E)) (462)

ahol f a mikroszkopikus szabadsagi fokok széma.

14.2.2. Boltzmann-entrépia

Hogy miért olyan fontos ismerniink a mikroallapotok szamat, arra Boltzmann-entrépia adja
meg a valaszt. Ez a kovetkez§ alakban irhato fel:

S = kpln(Q(E)) (463)

Lathato, hogy a statisztikus entropia a mikrodllapotok szamatol fiigg. Energiafiiggése pe-
dig a mikroallapotokon keresztiil van. Ez az els6 olyan altalanosan érvényes képlet, amely
a rendszer mikroszkopikus tulajdonsagait (Q(F)) jellemz§ mennyiséget Osszekoti egy mak-
roszkopikus mennyiséggel (5).

Ebben az esetben €2 olyan mikroszkopikus allapotok szamat jeloli, melyek rogzitett (U,V,N)
értékek esetén megengedettek. A rogzitettség miatt a sokasag Gsszes pontja ugyanolyan va-
loszintiséggel latogatott, ezzel magyarazhatd az entropia €) - fiiggése.

14.2.3. Egyszerd alkalmazasok

Tekintsiink elGszor egy kornyezetétdl izolalt edényt, melyet kbzépen egy vélaszfal oszt ketté.
Szedjiik ki a valaszfalat. A molekuldk igyekeznek kitolteni a rendelkezésre allo helyet. Mi a
helyzet, ha csak 1 molekula van az edényben? A rendelkezésre allo hely ekkor "nagyobb"
lesz. N részecske esetén novekszik az allapotok szama, vagyis Q ~ V. Ekkor az entropia:
S ~In(Q) ~ N -In(V).

A kovetkez6 példank legyen a termikus kolcsonhatas. A kornyezettdl izolalva rakjunk egy-
mas mellé két kiillonbozd hémérsékleti testet, melyek k6zott jo h6vezets fal van. A magasabb
hémeérsékleti (75) helyrdl energia aramlik az alacsonyabb hémeérsékleti (77) test felé. Mi tor-
ténik a statisztikus entropiaval? (a termodinamikai ebben az esetben novekszik). Mivel egyfit-
tesen izolalva van a két rendszer a kornyezettsl, energiaik Osszege egy fix érték: Ey 4+ Fy =
E('jsszes. Ekkor az éllapotok szama Q(Eo) = Ql(El) . QQ(EQ) = Ql(El) . QQ(E@SSZQS — El) Az
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entropia az allapotszam logaritmuséaval aranyos, tehat a logaritmus tulajdonsigai alapjan a
rendszer teljes entropidja az alrendszerek entropidinak Osszege.

14.3. Ergodikus hipotézis. Maxwell-Boltzmann-statisztika.
14.3.1. Ergodikus hipotézis

Tekintsiink egy M makroszkopikus rendszert, mely kanonikus, makroszkopikus paraméterei
pedig (T,V,N). Képezziik ennek masolatait. A masolatok halmaza pedig legyen egy statisz-
tikus sokasag. A sokasag elemeinek szama > 1. Ha egy adott idépillanatban tekintjik a
sokasag elemeit, felmeriilhet a kérdés, hogy vajon a sokasag hany eleme van ugyanabban
az m mikroallapotban. A mikroallapotnak a statisztikus sokasdgon alapuld valdszintisége,

definici6 szerint, a sokasagon beliili relativ gyakorisaga. Azt gondolhatjuk, hogy ez a valoszi-
niiség id6fliggs (hiszen adott idépillanatban tekintjiik a rendszert), azonban termodinamikai
egyensulyban 1év6 sokasag esetén az m mikroallapot el6fordulasa a sokasagon beliil nem

valtozik. Ezt tugy lehet elképzelni, mintha a sokasdgon beliill a mikroallapotok sorrendjét
minden iddpillanatban megvaltoztatnank (mintha lenne egy pakli kirtyank és azt pl. min-
den méasodpercben megkevernénk), de ezzel az el6fordulasuk nem valtozik - nem tiinnek el és
nem jelennek meg Gjabb mikroéllapotok. Tehat ergodikus hipotézisnek nevezziik azt a felté-
telezést, hogy egy makroszkopikus rendszerben a mikroallapotoknak a belsé dinamikéjukbol
(azaz az id6fejlédésbil) szarmaztatott eloszlasa megegyezik a statisztikus sokasaggal definialt
eloszlassal. Masképp megfogalmazva: egy mennyiség idébeli dtlaga megegyezik a statisztikus
sokasag atlagdval makroszkopikus egyensuly esetén.

14.3.2. Maxwell-Boltzmann-statisztika

Tegyiik fel, hogy van egy kanonikus rendszeriink 7" hémérsékleten, amelyik N figgetlen (az-
az egymassal kélcson nem hato), egyméstol megkiilonboztethetd mikroszkopikus objektumbol
all. (Az hogy mikroszkopikus az objektum, azt jelenti, hogy a szabadséagi fokainak a szdma
egységnyi nagysagrendd.) Jeloljiik a mikroszkopikus objektumok lehetséges allapotait s-el

(utalva arra, hogy ezek single state = egyrészecske allapotok), mig a makroszkopikus rendsze-
riink mikroallapotait tovabbra is m-el. A mikroszkopikus objektumok lehetnek klasszikusak,

kvantum rendszerek és vegyesek. A fent leirt rendszerre kés6bb Maxwell-Boltzman rendszer-
ként hivatkozok majd.

Irjuk fel az ergodikus hipotézis feltételezését kanonikus rendszerre:

Em

b, = —e¢ 7T 464
m= 7€ (464)
A fenti képlet értelmében, ha kiszemeliink egy m mikroallapotat a makroszkopikus rendszer-

nek, akkor

~ A~

Nm = pm : Ni)'sszes (465>
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N,, a sokasagon beliil m mikroéllapotban 1év6 rendszerek szama és Nigges a sokasdgot alkoto

ekvivalens rendszerek szama.

Ahhoz, hogy a Maxwell-Boltzmann-statisztikat hasznélni tudjuk, egyes feltételeknek telje-
siilnie kell: megkiilonboztethet&ség és fliggetlenség. Vegyiik észre, hogy a fent emlitett M.-
B.-rendszerben teljesiilnek ezek a kritériumok, hiszen a mikr. objektumok megkiilonboztet-
hetGek és fiiggetlenek egyméastol. Igy felirhato az, hogy a rendszeren beliil hany objektum
talalhato ugyanabban az s allapotban:

Es E s

1 & S
N, =N Ze’W ahol az egyrészecske allapotosszeg: ¢ = Z e~ T (466)

s

ahol Ny < Ny, N & Nisees, ¢ & Z (<& = megfeleltethetd).

Konkrét példaként tekinthets egy doboz, melyben 2 (A,B) darab fliggetlen és megkiilonboz-
tethetd részecske és 2 (1,2) kiilonboz6 lehetséges részecskeallapot van. A MB-statisztika arra
tud valaszt adni, hogy hanyféleképpen foglalhatjak el a részecskék ezt a két allapotot. 4 eset
van: 1. allapotban van mindketts (AB); 2. allapotban van mindketté (AB); 1.-ben van A,
méasodikban B; 1.-ben van B, 2.-ban A.

14.4. Maxwell-féle sebességeloszlas.

A Maxwell-féle sebességeloszlas azt adja meg, hogy mi a
valoszintisége annak, hogy egy gdzmolekula sebességének i
nagysaga a sebességtérben a v és v + dv kozé esik (a hé-
meérséklet és a gazmolekulak tomegének fliggvényében),
alakja:

Probabilicy

m

3/2
F('U) — ﬁ (%> IU2€72T (467) velocity v (m/s)

24. dbra. Maxwell-féle sebességel-
oszléas
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15. Kvantumstatisztikik (Mocsko-
nyi Mirko)

15.1. Idealis kvantumgazok: Bose-Einstein
és Fermi-Dirac statisztika

Idedlis kvantumgdzok: Bose—Einstein és Fermi—Dirac statisztika. Fermi-rendszer T=0 ho-
mérséklet kézelében (degenerdlt Fermi-gdz), példa degenerdlt Fermi-gdzra: delokalizdlt elekt-
ronok fémekben. Fermi—Dirac- €s Bose—FEinstein-statisztika magashdmérsékleti hatdresete
(Mazwell-Boltzmann statisztika)

Ebben a tételben részecskék gazanak vizsgalatat kvantummechanikai megkozelitésbdl tar-
gyaljuk. Ehhez felvessziik a gaznak megfelels teljes (koordinatéat és spint tartalmazo) sokré-
szecskés hullamfiiggvényt,

¥(1,2,3,...,N), (468)

egy N részecskébdl allo rendszer esetén. Ha a gaz ugyanolyan részecskékbdl all, akkor a
részecskék cseréjére a kvantummechanikai allapot nem valtozhat meg, azaz példaul az 1 < 2
cserére:

¥(1,2,...,N)=c(2,1,...,N) = *(1,2,...,N), (469)

ahol ¢ egy komplex szam (ett6l még a kvantummechanikai allapot ugyanaz marad), valamint
a méasodik egyenlGségnél felhasznaltuk azt, hogy a visszacsere is ugyanazt a szorzot hozza
be. Tehat ¢ = 1, ahonnan ¢ = +1 esetében bozonokrél, ¢ = —1 esetében pedig fermionokrol
beszéliink.

Bozonok esetében tehat a hullamfligvény a részecskecserére teljesen szimmetrikus, fer-
mionok esetén pedig teljesen antiszimmetrikus. A hullamfiiggvény szimmetrizalasat, illetve
antiszimmetrizalasat a P permutacié-operator segitségével folirhatjuk:

Pip(1,2,...,N)=¢p(1,2,...,N);  Pyp(1,2,...,N) = (=1)°Dyp(1,2,...,N),
(470)
ahol ¥ g a bozonokra, 1r a fermionokra vonatkozo hullamfiiggvény, o (15) pedig a permutaciok
szama. A spin-statisztika-tétel szerint az egészes spind részecskék bozonok, mig a félegész
spintiek fermionok.
Fiiggetlen részecskék esetén

W(1,2,...,N)=p0(1). (N, (471)

ekkor ahhoz, hogy a teljes hullamfiiggvényt megkapjuk, az 0sszes lehetséges permutaciora fol
kell Gsszegezni, valamint megfelel6en normalni kell kifejezéseket. Az deriil ki, hogy fermionok
esetén a hullamfiiggvény egy determinanssal, az tin. Slater-determinanssal feleltetheté meg,
azaz ha egynél tobb részecske tartézkodna ugyanabban a kvantummechanikai allapotban,
akkor ¥ = 0. Ez a Pauli-elv. Bozonok esetében ilyen korlatozas nem lép fel, tetszélegesen
sok részecske tartozkodhat ugyanabban a kvantumaéllapotban.

Tekintsiik tehat bizonyos részecskék gazat. Tegyiik fel, hogy a teljes Hamilton-operéator
felirhato az egyes részecskék Hamilton-operatorainak Osszegeként (elegendéen gyenge kol-
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csonhatés esetén):

N A2
2= A", ahol A = 2p—i +U(#). (472)
m
=1

A teljes hullamfiiggvény ekkor a [{71] egyenlet szerint irhato, ahol az n; értékek az energia-
sajatallapotokat indexelik. Az egyrészecske allapotokat ekkor

~

H®Dq = 5%%(1? (473)

Schrodinger-egyenlet adja meg, ahol ¢,, az n;-edik energiasajatérték. A teljes energia ekkor

N 00
E=) e =Y np (474)
=1 k=1

ahol masodik szummaban n, (nem egyezik meg n;-vell) az g, sajatértékkel rendelkezs ré-
(o @]

szecskék szamat adja meg, valamint »_ ny = N (ny csak bizonyos k értékekre nem nulla). A
k=1
teljes Schrodinger-egyenlet:

Hi = Eip. (475)

Az energiak ismeretében mar képesek vagyunk statisztikus fizikai allapotOsszeget szamita-
ni. Mivel jelen esetben fix N mellett a kanonikus allapotdsszeget nehéz kiszamitani, ezért a
nagykanonikus allapotosszeggel fogunk dolgozni. Ehhez a[d74] egyenletben szerepld méasodik
szummaban bevezetett ny, értékekre, mint 0j kvantumszamokra tériink at (Fock-reprezentacio).
Igy a nagykanonikus allapotsszeg nekiink:

. —8 > nk(ek—n)
Z — Z e PEi—uNi) _ Z e k=1 ’ (476)

ahol {n} ={nklk=1,2,...} és B = kBLT Szamitsuk kil

z Z Z . lﬁ e—ﬁnk(%—#) — ﬁ Z e—ﬁnk(ik—ﬂ) (477)
=1

ny ng k=1 ng

A produktum alatti szummat kiszamithatjuk, ha kihasznéljuk, hogy fermionok esetén n; =
0,1 mig bozonok esetén ny =0,1,2,...:

1 oo
Sp = Z e Pn(er—n) — 1 + e—ﬂ(€k—ﬂ); Sp = Z e Pnk(en—n) —

nk:() nk:()

1

1 — e Blex—n)’ (478)

ahol hasznaltuk a mértani sorosszeg képletét (bozonok esetén csak e > p esetben kovergens
a sor, altalaban p < 0 kell). Ezeket folhasznalva folirhatjuk a nagykanonikus potenciélt a
kovetkezSképp:

O(T,V,p) = kT Z = —kpT Y InSpyp = FhpT Y In (1 e 1), (479)

k=1 k=1
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ahol a produktum helyett mar a logaritmusok Osszegét irjuk. A nagykanonikus potencialboél
a részecskeszamot megkaphatjuk:

0o > 1 > 1 >
_ v —Bler—w)\ — _
N= o ikBT; 1+ o Blrw (Epe7r) = ; B £ 1 ; () 3
(480)
ahol bevezettik a 1
<nk>F/B = B L1 (481)

jelolést, ami tulajdonképpen a nemkolecsonhaté kvantumgéz k-adik egyrészecske allapotanak
betoltottségét adja meg. A + esetben beszéliink Fermi-Dirac-, — esetén pedig Bose-Einstein-
statisztikarol. A [A80] egyenlet megadja a részecskeszamot, az energia pedig

E = (nk>F/Bek. (482)

0o
k=1

A betoltottséget mutatja a két esetben a 25 abra.

n(e)

25. 4bra. Kvantumstatisztikdk betoltési szamai

At szeretnénk térni folytonos ¢ valtozora. Ehhez azt hasznaljuk fel, hogy a fazistéren
az egyrészecske éallapotok a betdlthets térfogat novelésével bestrtisédnek (az allapotszam
fazisintegraljaban a térfogatra is integralunk, ennek pedig az energia szerinti derivéltja az
allapotsiirtiség). Az allapotszam fazisintegralja egy adott E(|p|) <> p(E) diszperzios relacio
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esetén (p = |p|):

d*ad’p gV gV [ dp(E)

Qo(e) =g / = 4rp’dp = = [ 4rp(E)*—=2dE, (483)
E(p)<e h? h? E(p)<e h3 €0 dF

ahol g = 2s + 1 a spindegeneracio. Az allapotstiriiség definicio szerint

A _ gV

= = ﬁ47rp(5)2d—p = CVe®. (484)

D(Z‘:) dE E=¢

Ez alapjan a részecskeszam, valamint az energia felirhatoak integrélforméban:
N = / D(e)f(e)de; FE = / eD(e)f(e)de, (485)
0 0

ahol f(e) attol fliiggben, hogy fermion, vagy bozongazrol van-e szo.

_ 1
- eﬁ(g_ﬂ)il

15.2. Fermi-rendszer 7' = 0 K kozelében (degeneralt Fermi-gaz)
15.2.1. Fermi-fiiggvény viselkedése

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a Fermi-rendszerek viselkedését T = 0 K hémérséklet
kozelében. A Fermi-Dirac-statisztikdnak menetét mar lattuk a 25l abran. Fermionok esetén
a kvantumstatisztika

1O = 5 (456)

A fliggvény néhéany fontos tulajdonsaga: € = p esetén az értéke 0.5, ¢ — oo esetén f(e) — 0,
valamint € < p esetben a T'— 0 K hataresetben f(¢) — 1. Ez azt jelenti, hogy ha T'=0 K
lenne, akkor a fiiggvény egy 1épcséfiiggvénybe menne at, amely € < u tartoméanyon 1, f6lotte
pedig 0 értéket vesz fel. Ezek megfigyelhetSek a [26] &bran. Lathato tehat, hogy a Fermi-
fiiggvény csak p kozelében valtozik szamottevGen. A degeneracié jelentése, hogy a Fermi-
energia alatti allapotok mind, vagy majdnem mind be vannak to6ltve a legkisebb energiatol
kezdédden f6ltoltsdve (ez a Pauli-féle kizarasi elv kovetkezménye). A Fermi-energia kozelében
hirtelen levag a fliggvény, latszik tehét az energia minimalizal6dasa Fermi-rendszerben. T'= 0
K esetben a lépcséfiiggvénnyel egyszeri szamolni, ekkor a reészecskeszam, illetve az energia:

N = /0 " D(e)O (g — £)de = /0 " D) B /0 " eD(e)de. (487)

ahol ©(x) a Heaviside-1épcssfiiggvény, po-t pedig az elss Osszefiiggés definialja, Fermi-nivonak,
vagy Fermi-energianak nevezik, jelolni szokas ¢ p-fel is.
15.2.2. Példa degeneralt Fermi-gazra: delokalizalt eletkronok fémekben

Vizsgaljuk a fémekben levs delokalizalt nemrelativisztikus elektronokat degeneralt Fermi-
gazként! Ekkor az elektronokat szabad részecskeként kezeljiik, feltessziik, hogy a tobbi elekt-
ron és a pozitiv racsionok egymas Coulomb-kolesonhatésat learnyékoljak. Igy alkalmazhatjuk
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fle)

A
—— nagy hémérséklet
1.0 —— kozepes hOmérséklet
— T=0K
0.5
> €
I

26. dbra. Fermi-fiiggvény menete kiilonb6z6 hémérsékleteken

a fenti fliggetlen egyrészecskés leirasmodot. A diszperzids relaciojuk F = %, tehét az alla-
potsirtiség 484] egyenlet alapjan

3
gV m 2m\2? 1
D(€> = ﬁél’ﬂ' . 2€m\/ﬁ =4rnV <ﬁ) €2, (488)
ahol kihasznaltuk, hogy elektronokra s = %, igy g = 2. A részecskeszam integralja T = 0
K-nél: , ,
2m\ 2 er 1 1V 2m \ 2 3
N =A4xnV (ﬁ) /0 EQdEZT (ﬁ) g2, (489)
amibdl a Fermi-energia:
2
h? [ 3N \?
=—|— . 490
= om (87TV) (490)

Ezt az Osszefliggést atalakithatjuk szemléletes modon:

2 172
R3NP\ R [/ LN\ R
- - — = 491
T om ( 8V ) 2m (SW V) 2m (491)

ahol bevezettiik a krp Fermi-hullaimszamot. Tovabb alkalmazva ezt a jelolést a kdvetkezGket
irhatjuk:

1
1 2m 8\ ®
PF = hkp; kF = (37r2n)3 = )\F = k_ = (%) , (492)
ahol n = % a részecskestriiség. Bevezetjiik még tovabba a Fermi-hémérsékletet: Tr = z—g
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Az energiat a részecskeszamhoz hasonléan szamolhatjuk:

3
o 2 2235 3
E = /0 eD(e)de = 4nV (h—TZ) gefp = gng. (493)
Ennek ismeretében felirhatjuk a Fermi-gaz nyomésat is:
oF 3 0 2
pP= = OINEE L (494)

9V 5 AV 5
tehat T'= 0 K hémérsékleten is nagy nyoméasa (~ ng, és fémekben az elektronstirtiség nagy:

n = 1023$) van a rendszernek.
A degeneraltsag ugy is megkozelithets, hogy a termikus de Broglie hullamhossz (A ~
1

kil ~ep? ~ T‘é) sokkal nagyobb, mint a részecskék atlagos tévolsaga (d ~ N3~ Ap ~
1

Tr?), vagyis A\r > Ap, azaz T < Tp. Szamitsuk ki ezt a fém elektronjai esetén:

h2

172
= o | (37%) ] ~ 107 = Ty ~ 80000K. (495)
m

EF
Lathato, hogy akar a szobahémérsékleten (T = 300 K) vizsgalt fémre is nagyon jo kozeli-
tés a degeneralt Fermi-gaz leirasmodja. Ez abbol is latszik, hogy fémekben jo kozelitéssel
teljesiil a Dulong-Petit-szabaly (a fajhé ¢y = 3R), vagyis a fajhs szamottevéen csak a kris-
taly szabadsagi fokaibol jon. Ehhez képest a kristalyban degeneralt Fermi-gazként kezelt
elektronok jarulékat vizsgalhatjuk, ekkor a vezetési savot az elektronok nagysagrendileg a
Fermi-energidig toltik be, amelyre ep > kgT, ha T a hémérséklet. Mivel ep koriil a de-
generalt Fermi-fiiggvény rohamosan lecsokken 1-r6l O-ra, ezért csak az ottani kg1 savban
elhelyezkedd elektronok tudnak magasabb energiaszintre jutni (alacsonyabb energidkon levs
elektronok nem, mivel a Pauli-elv nem engedi a magasabban is betoltott allapotok miatt). Ez
azt jelenti, hogy a gerjesztédni képes elektronok szdma ~ N %, vagyis a fajh6hoz varhatoan
%R% jarulékot adnak (ekviparticié szerint). Lathato, hogy T' < T esetben, vagyis nem tul
magas hdmérsékleten az elektronfajhé elhanyagolhato a kristalyé mellett. Tulajdonképpen
felfoghatjuk tgy, hogy a szabadsagi fokok alacsony hémérsékleten kifagynak.
Megjegyzésképp, a Bose-gaz gyokeresen mashogy viselkedik alacsony hémérsékleten; els-
fordulhat ugyanis az un. Bose-Einstein-kondenzacio jelensége, avagy egy (altalaban nagyon
alacsony) kritikus hdmérséklet alatt a részecskék nagy része a legkisebb energiaju kvantum-
allapotba keriil. Ekkor a mikroszkopikus kvantumos jelenségek makroszkopikusan is észreve-
hetévé valnak.

15.3. Fermi-Dirac és Bose-Einstein statisztika magas h&mérsékleti
hataresete

Térjiink vissza a [81] egyenletben hasznalt diszkrét irasmodral A magas hémérsékletd
hataresetet vizsgaljuk, irjuk ekkor fel a részecskeszamot:

= 1
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Ha T — oo, akkor 8 — 0, azaz a fix részecskeszdmot adé szummaban az exponencialis
csOkken, amit akkor lehet ellensilyozni, ha —p > ¢ (1 egy nagy negativ szam), azaz ha
<nk>F/B < 1. Ekkor

e > 1 = (k) /B = e PlEm) — (), (497)

vagyis mar nincs kiilonbs