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errdl kell bévebben beszélni, viszont segitenek is a felelet kézben. Nincs folkésziilési ido,
hanem azonnal a diplomamunka ismertetésével és védésével kezd az ember, utana jon a
tétel, amit a terembe valo belépéskor mond meg a bizottsag elnoke. A szakdolgozatra is a
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olyan tételt, amir6l semmit sem tud. Tudomasunk szerint minden tétel kiosztasra keriilt,
igy nem érdemes arra épitkezni, hogy ,ez a tétel nem fontos, ugyse lesz”.

A tételkidolgozasok kozott talalhatdéak olyan fejezetek is, melyek a tételsorban ugyan
nem szerepelnek, de a tételek megértését segitik, vagy csak egyszeriien illik ket tudni,
ezeket csillaggal jeloltiik. Egyszer mindenképpen érdemes lehet Oket elolvasni.

Reméljiik, hogy az itt kovetkezd kidolgozasok hasznosnak bizonyulnak majd. J6 tanulast
kivannak e dokumentum szerkeszt6i, Bird Laszlo és Kalmar Gergely.
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1. A hullAmegyenletek

1.1. Alapfogalmak

A hullam egy, a térben vagy valamilyen anyagban tovaterjedo zavar. Altalénosségban
egy idoben és térben valtozo fiiggvénnyel leirhato jelenség, sokszor azonban a

1 02
“2oe "

(1.1)

hullamegyenlet megoldasat tekintik hullamnak, mi is ezzel fogunk foglalkozni. A fenti egyen-
letben ¢ a hullam terjedési sebessége. A megoldas lathatéan linearis.

1.2. A megoldas fajtai

A valtozok szétvalasztasaval keressiik a megoldast, ezt mas néven Fourier-mddszernek
hivjak:

w= X(©)T(t). (1.2)
Az (1.1) egyenletbe helyettesitve:
AX ()] T(t) = 0—12 {%T(vﬁ)} X(r). (1.3)

Leosztunk u-val (ha vektor, akkor a komponensenként), dtszorzunk c*-tel, {gy:

AX(r)  T(1)
c Xo) 1) (1.4)

Akkor és csak akkor egyenlé (1.4) mindkét oldala, ha konstans. Vélasszuk ezt a szepardcids
allandét —w?-nek! Ekkor az idéfiiggd rész:

T+wT=0. (1.5)



1.2 A megoldas fajtai 4

Ez egy harmonikus oszcillator egyenlete, tehat
T(t) = e*™t . (1.6)

A térszerl rész: )

w
AX + ?X =0. (1.7)

1.2.1. Sikhullam

Ha derékszogii koordinatakban irjuk ki a Laplace-t, sikhullAammegoldast kapunk:

0? 0? 0? ,
A — X _ ptikr ] 1.
ox? + oy? * 072 = (r)=e (18)

Vilagos, hogy
k* ==, (1.9)

ez a diszperzids relacié (ldsd késébb). A teljes megoldas:

u = Cei(ikl‘iwt) ’ (110)

ahol C' egy allandé!.

1.2.2. Gombhullam

Ha goémbi koordinatakban dolgozunk, akkor gédmbhullam a megoldas. A Laplace-
operatornak csak a sugarirdnyd komponensére van sziikség?:

"

1 a a 1 n !/ / X 1 / 14
A X (r]) = - [rQEX(M)] =~ (rX"+2X") = rX'+2— = = (2X'+rX") . (L11)

r-rel megszorozva az (1.7) egyenletet erre jutunk:

(rX) +k*(rX) =0, (1.12)

gazabdl 8 allandét lehet felirni, melyet a kezdeti- és peremfeltételek hatdroznak meg.

2 Azért, mert igy olyan megoldasokat kapunk, amelyben csak olyan gémbfiiggvény, Yo szerepel, aminek 0
a z irdnyd impulzusmomentuma. Ez jo, mert a hullamegyenlet minden megoldédsa folirhaté sikhullamokkal,
azok pedig gémbhulldmok szerint gy fejthetéek sorba: e?** = S (—4) (214 1)y (kr) P;[cos()], ji az l. gombi

1=0
Bessel-fiiggvény, P, az [. Legendre-polinom.



1.3 Rugalmas hullamok )

ahol k = w/c. Ez lathatéan megint egy homogén linedris egyenlet. Ebbél a teljes megoldés:
1 .
u=C _ez(:l:k'rzl:wt) 7 (113)
r
az allandét és az eléjeleket a peremfeltételek hatdrozzak meg. Itt et /r a kifelé, e=*" /r a
befelé haladé gombhullam (példaul egy gombkondenzator gerjesztését ez irja le). Tovabbi
alakokat kaphatunk, ha mas koordinatarendszerekben irjuk f6l a Laplace-t, de ennyi boven
elég.

1.3. Rugalmas hullamok

Ha folirjuk a rugalmas kozeg egy adott pontjara a Newton-egyenletet, és linearizaljuk
azt, akkor kapjuk meg a rugalmas hullamokat:
2

ahol f a térfogati, Div(6) = pAu+ (1 + A) grad[div(u)] a feliileti eréstirtiség. Ha f allandd,
akkor levélaszthatjuk az idofiiggetlen részt, és ha foltessziik, hogy Osszenyomhatatlan a
folyadék, azaz div(u) = 0, a kovetkezét kapjuk:

92
Q@U_:MAU. (1.15)

Részletesebben lasd a 4. tételt.

2. Elektromagneses hullamok

A négy Maxwell-egyenlet:

j[BdF =0 (2.2)
fma — % [ 2



Ezek differencidlis alakja:

divD = p (2.5)
divB = 0 (2.6)
rmE::—%B (2.7)
rotH = J—f—%D. (2.8)

A teljesség kedvéért lefrom a mennyiségek nevét is az 1. tablazatban.

magneses indukcio vagy fluxussiirtiség

magneses térerosség

elektromos indukcid

vagy eltolasiaram-stirtiség

elektromos térerdsség

(elektromos) toltésstiriiség

g.@mumw

(elektromos) aramsiiriiség

1. tablazat. A Maxwell-egyenletekben szereplé mennyiségek neve

Vegyiik hozzé ezekhez az anyagegyenleteket: D = ¢E, B = yH. Vakuumban, tolté-

sektol és aramoktdl tavol, tehat ahol o = 0
alakot 6ltik a Maxwell-egyenletek:

divE
divB

rot E

ArotB

Vegyiik (2.12) rotacidjat, helyettesitsiik be
hasznalva ezt kapjuk B-re:
1

, j = 0, tovabba € = g, u = po, a kovetkezo

= 0 (2.9)

= 0 (2.10)
0

= 5B (2.12)

rot E helyére B-t (2.11)-b6l, és (2.10)-et ol-

62

AB - ——B=0. (2.13)

c2

ot?

Hasonl6an, (2.11) rotaciéjabdl, (2.12)-bol helyettesitve, (2.9)-et felhasznalva:

1

82

AE - ——E=0. 2.14
c? Ot? ( )



2.1 EM hullamok vakuumban és dielektrikumban 7

Ha bevezetjiik a

2
O-a-19 (2.15)

d’Alembert-operédtort, akkor a (2.13) és a (2.14) egyenlet a kovetkez6képpen irhato:

D(E) =0. (2.16)

2.1. EM hulldmok vakuumban és dielektrikumban

Ha (2.16) megoldésat sikhullim alakjaban keressiik, azaz>:

E _ Cy i(kr+wt)
(5) - (&) .

és behelyettesitjiik a Maxwell-egyenletekbe, megkapjuk azok Fourier-transzformaltjat:

kE = 0 (2.18)
kB = (2.19)
kxE = wB (2.20)
c’k xB = —wE. (2.21)

(2.18)-bdl és (2.19)-bél lathatd, hogy csak tranzverzélis elektromdgneses hullimok terjed-
hetnek vakuumban, (2.20) és (2.21) pedig azt mutatja, hogy az elektromos és magneses
tér egyszerre van jelen a hulldimtérben, valamint k, E, B jobbsodréasi rendszer alkot*. Az
egyenletek linearisak, tehat két megoldds Osszege is megoldds marad, sot, végtelen sok
megoldast is 6sszeadhatunk:

B(r,t) = / U(k)e'tkr—elklt) g3k | (2.22)
R3
ez a Fourier-transzformécié®. Igaz marad mindez dielektrikumokban, itt egyszertien csak
ki kell cserélni a permeabilitasokat, és a fénysebességet, a hullamok terjedési sebessége:

Caiel. = Cvikuum (223)

NG

3A C; és Cq allandék komplexek is lehetnek.
4Ha e!krtwt) helyett ei(kr—wh)_t vilasztunk, akkor balsodrast rendszert alkotnak.
5Vegyiik észre, hogy csak a hullimszdmtérben végezhetjiik el az integraldst, mert a frekvencia fiigg a

! .
hullamszamtdl, vagyis csak fénysebességli megoldédsaink lehetnek, mésrészt U € L (R3).



A szallitott energia aramstriségét a Poynting-vektor adja meg:
S=ExH. (2.24)

A kovetkezo részben megvizsgaljuk, mi torténik olyan dielektrikumokban, ahol a /2., = n
abszolit torésmutaté fiigg a frekvenciatol.

3. Diszperzié

A diszperzio egy hullamcsomag szétfolyasat jelenti, ami kezdetben adott alaku volt,
késébb megvaltoztatja burkoldjat bizonyos feltételek mellett. A tovabbi vizsgalatokhoz fol
kell frni az w(k) diszperziés reldciot. Vakuumban egyszerii:

w = *clk|. (3.1)

3.1. Csoport- és fazissebesség

A csoportsebesség:

ow
Vg = 8_k ; (32)
a fazissebesség:
w
Uph = m . (33)

A csoportsebesség vektor, tehat w-nak k szerinti gradiensét kell venni. Ez szabja meg az
energia terjedésének iranyat, és mindig kisebb vagy egyenld, mint a vakuumbeli fénysebes-
ség. A csoportsebesség a hullamcsomag maximuma&anak haladasi sebessége, ezen til nem
bir valédi fizikai tartalommal. Vakuumban

vy, = c— lletve v, =c, (3.4)

azaz
Ve = vpn - (3.5)

Ha azonban n = n(w) é w = £|k|, tgy



Elofordulhat olyan eset, hogy n + wg—z < 1, de ekkor sem terjedhet gyorsabban a jel a
vakuumbeli fénysebességnél. Ez az anomalis diszperzid, bizonyos kristalyok az elnyelési
csucsok kozelében viselkednek 1gy. A fazissebesség kiszamitasa véaltozatlan, képlete mas:

c
Uph = ﬁ . (37)

Tehat akkor valtozik a hullamalak, ha a torésmutato valtozik w fiiggvényében.

4. Retardalt potencialok

Mivel a mégneses indukciénak nincs divergencidja [lasd (2.10)], ezért azt az elektromég-
neses vektorpotencial rotaciéjaként irhatjuk fol:

B =rotA. (4.1)

Ekkor (2.11)-be helyettesitve, azt atrendezve kapjuk:
A
rot <E + 8_) =0. (4.2)

Ha viszont egy vektor rotacidja tiinik el, folirhatjuk azt egy skalarmez6 negativ gradiense-

ként:
0A

E+E:—grad<1>. (4.3)
A mérheté mennyiségeket tehat igy vezethetjiik vissza potencialokra:
0A
E = —grad®— — 4.4
arad @ — 7 (1.4
B = rotA. (4.5)

A potencidlok egy skalarfiiggvény erejéig hatarozottak, azaz

A" = A+grady (4.6)
Ix
o = o2 47

ugyanazon E és B tereket irjale, mint A és ®, ez a mértékinvariancia. A Maxwell-egyenletek
invariansak erre a mértéktranszformaciora. A potencialokat, mint majd latni fogjuk, a
toltések és aramok eloszlasa hatarozza meg.



4.1 A potencialok részletes levezetése 10

4.1. A potencialok részletes levezetése

Altaldnos esetre vezetem le, tehat amikor toltések és aramok is talalhatoak a térben.
Hogy megkonnyitsiik a szamolast, valasszuk a

1 0d

divA+ —=-—=0 4.8
ivA+ 2 : (4.8)

tin. Lorenz-mértéket®! Tekintsiik a (2.12) egyenletet, szorozzuk be u-vel:

1 OE
tB = —— 4.9
ro Mt g (4.9)
Helyettesitsiik a terek helyébe a potencialokat:
10 0A

t(rot A) = puj — —— do 4.10
rot(rot A) = pj 25 (gra + > ) (4.10)

A rotrot = grad div — div grad vektoranalitikai azonossagot elvégezve, a jobb oldalon allé

612 %‘f tagot atvive a tuloldalra, a grad div-es tagba beleirva
1 0d . 10°A
grad <d1VA+§§) AA:MJ—C_QW' (4'11)

~
=0 a Lorenz-mérték miatt

Ezek utan atvissziik a jobb oldalon allé6 A-s tagot tartalmazé tagot balra, bevezetjiik a
d’Alembert-operatort és készen is vagyunk:

1 9’A .
T 2ae —H) (4.12)
A = —uj. (4.13)

Most az elektrosztatika Gauss-torvényébdl induljunk ki [(2.9)]!

dvE=2. (4.14)
€
Fejezziik ki E-t a potencialokkal:
0A 0
di do =—=. 4.15
iv (gra + o ) 5 ( )

Gyakoroljuk a fizikus miivészetét: szirjunk be 0-t két ellentétes elgjelit 522 tag segitsé-

gével!
0 10°0 10% 0
AP+ —divA+ ——— —— =—=. 4.16
+ ot WA 2 ot? 2 otz € ( )
=0a Loren;rlertek miatt

6Ludvig Lorenz dan fizikusrél van elnevezve, nem pedig Hendrik Antoon Lorentz holland kollégéjardl.
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El is késziiltiink:

1 0?® 0
AL-SoE < - (4.17)
06 = —f. (4.18)

Az ilyen egyenleteket d’Alembert-egyenleteknek hivijak. A megoldasuk a kovetkezo:

. |r—r/|
j(r tF =
A = ﬁ/ < >d3r’ (4.19)

47 |r — 1|
V/
1 [o (r', tF —‘r;r,‘> ,
o = d’r’ 4.20
dre / lr —r/| " (420)
V/

[

Verpr!
ként hozzdadhatunk egy sikhullamot is, csak ennél a folirasnél nem szokas, de az 5. fejezet-

ben majd azt hasznaljuk. Ha j illetve p argumentuméaba r’, t — “%l'—t irunk, a retardalt
potencialt kapjuk, r’, ¢t + @ el6jellel pedig az avanzsalt potencialt. Azért a — jelet tet-
tem foliilre, mert nekiink ez kell, ez tudja az oksdgot (kauzalitds). Az id6fiiggés azért ilyen,
mert a tér egy pontjaban a potencidlok az aram- és toltésstirtiségek eloszlasanak korabbi
allapota szerint fejlodnek, gy, hogy az informacié éppen a kozegben érvényes fénysebes-
séggel ér el az adott pontba. (Az avanzsélt potencidlnal pont a jovébol érkezik az adat.) A

(4.19) és (4.20) egyenletek csak homogén és izotrép kozegekben érvényesek.

és d3r pedig a térfogatelem, tehat skaldr. Ezekhez a megolddsokhoz egyéb-

ahol v =

5. Doppler-eltolédas

Ezt legegyszeriibben a specidlis relativitdsbol érthetjiik meg. Ha bevezetjiik a j* =
(co,j) négyes-dramsiiriiséget és az A*¥ = (c®, A) négyespotencidlt, akkor (2.13) és (2.14)
fgy frhaté, toltésektdl és dramoktdl tavol (j* = 0):

0,0'AF =0. (5.1)

A megoldasa: o
A™ = Cmetmik (5.2)
ahol k! = (¢, k) a négyeshullamszam. Ez a Lorentz-transzformacié szerint valtozik, ha

mozgd rendszerbdl nézziik (1asd 1. tétel). Gyakorlatilag ez a Doppler-eltolodas.
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6. HullaAmvezetok, iliregrezonatorok

A hullamvezet6 egy iireges fémesd, amiben az elektromagneses hullamok haladhatnak,
viszonylag kis csillapitassal. A mindkét végén zart hullamvezetd az iiregrezonator. Tegyiik
fel, hogy a hullamvezet6 z irdanyban végtelen! Ekkor a benne 1évé terek ebben az irdanyban
harmonikusan valtoznak, azaz:

5)- (g

Mivel nincsenek benn sem toltések, sem dramok, a (2.16) d’Alembert-egyenletbe helyette-
sithetjiik Oket. Az idofiiggést és z-fiiggést egyszeriien megkapjuk, a Laplace x és y irany,
tranzverzalis A; = g—; + 22 része marad meg;:

o7
[At + (er,uro:—; - k2)} (];) =0. (6.2)

Ez egy sajatértékegyenlet. Idedlis vezetSk belsejében (tehat a csé vagy az iireg fémfaldban)
nincsen sem elektromos, sem magneses tér. A Maxwell-egyenletek hatarfeltételeibdl tudjuk,
hogy két kozeg hatdran az elektromos térerdsség tangencialis (Ej) és a méagneses induk-
ci6 merdleges komponense (B) megy at folyamatosan, a mésik komponensek ugranak.
Ezeknek tehat el kell tlinniiik a tokéletes vezeto falanal, igy a hatarfeltételek:

B
9Bl . (6.3)

E.lg=0 és on |, =

A hatérfeltételek” megkvantdljdk a megoldasokat, tehat csak bizonyos frekvencidji hullé-
mok terjedhetnek a hullamvezetében (van levagési frekvencia), az anndl kisebb frekvencia-
juak ki fognak halni. Nyilvan kiilonb6zo sajatértékeket kapunk az elektromos és a magneses
térre.

o A transzverz elektromos (TE) hulldmoknal E, = 0 mindenhol,
e a transzverz magnesesnél (TM) B, = 0 mindenhol.

e Ha mind E, = 0, mind B, = 0, transzverz elektromdgneses (TEM) hullamokrdl
beszéliink.

Az elso ketténél eggyel kevesebb hatarfeltételt kell kielégiteni, az utolsénal az egyiket sem.
Erdemes megjegyezni, hogy a fazissebesség nagyobb a fénysebességnél, levagasi frekvencian
végtelen. Az {iregrezonatorban allohullamok alakulhatnak ki, ezek az adott iiregrezonator
modusai. A Fold is egy nagy iiregrezonator, a villamlasok gerjesztik az ionoszféra rezgéseit,
a frekvenciakat viszonylag jél sikeriilt leirni elméletileg is.

"Ez utébbi egy bonyolult egyenletbdl szamithaté ki, de igy van.
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7. Antenndak, dipdlsugarzas, szoras szabad toltésen

Az antenna egy olyan eszkoz, ami elektromédgneses hullaimokat sugaroz a térbe egy
aramkorbol, illetve a hozza érkezo hullamok terébdl fesziiltséget indukal az dramkorben.
A legegyszertibb egy dipdélantenna, ami két, azonos hosszisagi, egymaéassal parhuzamos
fémrud vagy drét, kozépen megtaplalva.

7.1. Dipodlsugarzas

Vegyiink egy dipélantennat, taplaljuk meg w korfrekvencidju gerjesztéssel! Ha a dipdl-
stirtisége p = poe™?, akkor a toltésstiriiség és az dram:

o = —divp (7.1)
. op

Ezeket a retardalt potencialokba helyettesitve hosszadalmas és egyaltalan nem trividlis
dtalakitdsok utan® (melyeket a nydjas olvaséra bizunk), nagysdgrendileg és az iranyfiiggést
elhanyagolva ilyet kapunk:

2

Do Pow Pow
E| ~ B BE 7.3
[E r3 cr? c2r (7.3)

~— ~ ——

(sztatikus) dipdltér  polarizacids dram tere  sugarzdsi tér
2
Pow Pow

B| ~ 0 + — . 7.4
B (7.4)

~ ~——

aram magneses tere  sugarzasi tér

Attél fiiggben, hogy milyen kozel vagyunk az addéhoz, harom részre osztjuk a teret: ko-
zeltérre (r < N), kozéptérre, és tavoltérre (r > \). Nyilvan tavol csak az 1/r-es tagok
maradnak meg. Az antenna erGsen szogfiiggden sugdroz: a sajat egyenesében egyaltalan
nem, arra merblegesen a leger6sebben, az 1. abra mutatja a kvalitativ képet. A Poynting-
vektor radidlisan kifelé mutat, 1/r%-es a lecsengése, a szogfiiggése a terekéhez hasonls. A
kisugarzott teljesitmény a frekvencia negyedik hatvdnydval ardnyos (P ~ w?).

7.2. Szdéras szabad toltésen

Elektroméagneses szérédas akkor jon létre, amikor egy toltésrendszerre elektromagne-
ses hullam érkezik, és az megrezgeti a toltéseket (p elektromos, és m méagneses dipdlu-
sokat indukél). Ekkor a mozgé toltések rezgésbe jonnek, és maguk is sugdrozni kezdenek

8 A dipdlsugérzés egy sorfejtés elsé tagjabdl szarmaztathaté, a masodik a kvadrupdlsugérzas.
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1. dbra. A dipdlantenna sugarzasi tere.

(dipdlsugarzas ez is). Ennek eredményeként a bejové sugdrzas energidjanak egy része a
beeséstol kiilonbozo iranyban sugérzédik ki. Az Osszes energia azonban megmarad, igy
rugalmas szorasrol beszélhetiink. Ha ezek a szorécentrumok a hullamhosszhoz képest kis
méretiiek, akkor Rayleigh-féle szdérasrol beszéliink. Tetszoleges méretre a Mie-féle szorasel-
mélet ad leirdst, ennek specidlis esete a Rayleigh-féle leiras. A szabad toltésen valo szérodast
Thompson-szérasnak hivjak. Megint a retardélt potencidlokkal dolgozva, harmonikus kiils6
teret foltételezve, a szort tér Poynting-vektora:

P~ __lEbe|27 (75)

a szogfliggése is a mar ismertetett. A szérdédas hataskeresztmetszete viszont fiiggetlen a
bejové tér frekvencidjatol, a Rayleigh-szérassal ellentétben, ahol o ~ w?. Tehdt a kék fény
sokkal jobban szérédik a vorosnél, ezért kék az ég. A szoras kovetkeztében polarizalodik a
fény, errdl a 8.2. fejezetben beszéliink.

8. Optikai hullamjelenségek

8.1. Interferencia

Két sikhullam talalkozasakor a térmennyiségek tekintetében semmi kiilonleges nem tor-
ténik, hiszen a Maxwell-egyenletek linedrisak, igy mindkét hullam létrehozza sajat hatasat,
és ezek osszegzOdnek. Azonban a megfigyelhetd intenzitasok (és energidk) az amplitudék
négyzetével ardnyosak, és a négyzetek nem adodnak 6ssze. A hullamok 6sszegének négy-
zetremelésekor marad egy vegyes tag, ami a sikhullamok faziskiilonbéségtol fiigg. Attdl
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fiiggden, hogy a hullamok milyen fazisban taldlkoznak, erosithetik, vagy gyengithetik egy-
mast, azaz a megfigyelt intenzitas nagyban valtozhat. Ezt a jelenséget nevezziik interferen-
cidnak. Ahhoz, hogy tartds interferenciat tudjunk megfigyelni, a kovetkezo feltételeknek
kell teljesiilnitik:

e Azonos frekvenciaju legyen a két hullam. Mésképp a vegyes tag idéatlaga (két koszi-
nusz szorzatdnak idéintegralja) kozel nulla lesz.

e Ne legyen merdleges a polarizacid, azaz minél hasonlébb polarizaciéju hullamokat
ejtsiink egybe.

e A fényforrdasokbdl kibocsajtott hullamfrontok faziskiilonbsége legyen allandé idoben.
Random fazistényez6 esetén az interferencidlis hatasok kiatlagolédnak, és nem latunk
interferenciat.

Ez utobbi feltételt koherenciafeltételnek is nevezhetjiik. Vagy 1ézerekkel, vagy egy koherens
hullamvonulat kettéosztasaval, majd egyesitésével teljesitheto. Eloszor Young figyelte meg
ugy az interferenciat, hogy tudta, mi okozza, de a Newton-gytirtik is szép példai. A hologra-
fiaban alkalmazzak, vizsgalati modszerként is jelentds: ha az elektromégneses hullam eltérd
kozegeken halad at, fazistolast szenved, ami szintén interferencidhoz vezet, ezt hasznaljak
ki az interferométerekben: Michelson-Morley-, Fabry—Perot-interferométer.

8.2. Polarizacid

Tekintsiik a (2.14) d’Alembert-egyenlet egy megoldasat, egy vdkuumban, z irdnyban
terjedo sikhullamot:
Acos(kz — wt)
E=| Becos(kz—wt+¢) | . (8.1)
0

Lathatéan a ¢ szog hatarozza meg, hogy merre mutat a térerésség vektora.
e Ha ¢ = 0 vagy nm, n € Z, végig ugyanabban az iranyban oszcillal, de lehet pozitiv,
vagy negativ is, ez a linearis polarizacio.
e Ha ¢ = J(+nm) és A = B, akkor cirkularisan,;
e cgyébként a tobbi szogre és amplitudora elliptikusan.
Bizonyos kristalyokkal lehet polarizalni a fényt, illetve kihasznalhatjuk az eltéréen polari-
zélt médusok visszaverédését is (14sd 8.3. fejezet). A Faraday-effektus sordn a staciondrius

magneses térbe helyezett anyagon athaladé fénynek elfordul a polarizaciés sikja. Kirdlis
molekulak is elforgatjak azt, az elfordulas sz6gébdl is mérheté a koncentraciéjuk.
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8.3. Fresnel-formulak

Ha sikhullam érkezik két eltéré kozeg hatarara, a normaélistol mért v szoggel, ak-
kor részben megtorve tovabbhalad 1, irdanyszoggel, részben visszaverddik. A folyamatot a
Snellius—Descartes-torvény irja le:

ny sin(vy) = ng sin(vy) , (8.2)

ny és ny a torésmutatd. A hulldimokat 61 kell bontani a beesési sikban (||, TM) és arra meré-
legesen (L, TE) linearisan polarizalt komponensekre (ez minden hullimnal megtehetd),
mert ezek eltéréen viselkednek, az eltér6 hatarfeltételek miatt. A visszavert és megtort
hulldmok amplitudéjét (r és t) irjék le a Fresnel-formuldk:

ny cos(y) — ng cos(vs)

. ny cos(d1) + ng cos(vs)
P 2n1 cos(v)

T nycos(th) + na cos(Vs)
o T2 cos(ty) — my cos(Us)

= ng cos(d1) + ny cos(vs)
; 2n; cos(v)

=

ng cos(ty) + ny cos(Vs)

A Fresnel-formuldk a Maxwell-egyenletek hatarfeltételeib6l szamithatdk ki. Nyilvan r? +
t2 = 1. A TM médusnal allhat el6 olyan helyzet, hogy nincsen visszavert hulldm egy adott
beesési szognél, ez a Brewster-szog:

ﬁB:mmgCE). (8.3)

ni

8.4. Diffrakcido

A diffrakcié hullamok szétteriilése vagy elhajlasa résen valé athaladast kovetéen vagy
egy akadaly élei koriil. Az eltériilt hullamok azutan interferdlnak egymassal, egyes tarto-
manyokban erdsitik, méshol gyengitik egymast. Elvileg meg tudnank oldani a Maxwell-
egyenleteket, de helyette a Huygens—Fresnel-elvet hasznaljuk kozelitésként: A fény aka-
déllyal val6 talalkozésa soran a hullam az akaddly helyén zérus amplitudét vesz fel, a
hatarfeliilet minden pontja pedig géombforrasként tekintend6. A tovahalad6 hullam a sok
gémbhulldm szuperpozicidja. A skalarelmélet alapintegralja:

mm:—f/mmd<mwm%, (8.4)
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2. abra. Magyarazat a diffrakciés integralhoz.

ahol R = |r + Ry| (1dsd 2. dbra) és d*r a felszinelem, tehdt skalar.

Ez a P pontban adja meg az eredd intenzitdst. Az e*"-es szorzé a lényeges, ennek
megvalasztasatol fligeg, hogy milyen diffrakciét vizsgalunk. A Fresnel-diffrakcié a réssel

szemben, tetszdleges tavolsagbdl érvényes illetve kozel, akarmilyen szogben:

1 52k 2 2
mmw/mwgwodn (8.5)
S

A Fraunhofer-diffrakcio a réstél tavol és ferdén nézve jo:

U(P) ~ / Ulr)e™ d?r, (8.6)
S

ez a Fourier-optika alapja. A tobbirdl Cserti Jézsef Optika és relativitaselmélet jegyzetében
(5. anyagrész) lehet olvasni [1].

9. Nemlinearis optika

A kozeg polarizacidéja tovabba nem csak az iranyfiiggésben lehet bonyolult, hanem a
dielektromos allando, és ezen keresztiil a torésmutato térerosségfiiggésében. Ez azt jelenti,
hogy kelléen nagy energidju sugéar (lézerfény) megvialtoztatja a kozeget maga koriil, és ez
utana visszahat a sajat terjedésére. Ezt a terjedést és visszahatast a nemlinedris optika
targyalja, itt a szuszceptibilitashoz magasabb rendli korrekcidkat is figyelembe kell venni.
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[lyen hatassal lehet példaul a zold lézert eléallitani: egy megfelel6 kristalyra voros lézer-
fénnyel vilagitva felharmonikusokat general, tobbek kozott a zoldet is, amit aztan egy maésik
anyaggal ki lehet szlirni és csak ez latszik (haromhullam-keverés).

Ha a sugar energiaja kicsi, de mi kapcsolunk kiilso erds sztatikus teret a kozegre, akkor
ugyanigy befolyasolhatjuk a terjedést, ez az elektrooptika. A térerdsség elsé hatvanyaval
torténd megvaltozas a Pockels-effektus, a négyzetével aranyos a Kerr-effektus. Ezt példaul
az LCD-kijelz6knél hasznaljak.

Tovébbi effektusok az optika jegyzetben talalhatéak (9. anyagrész), pl. onfékuszalas.
Erdekesség még: az optikai szalakban alaktarté optikai szolitont alkalmaznak.
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1. Rovid torténeti bevezetés (*)

A magfizika kezdetét leggyakrabban az atommag felfedezéséhez kotik! (Rutherford,
1911). Természetesen szamos kisérleti el6zmény vezetett ezen alapvetd felfedezéshez, aho-
gyan az lenni szokott, a kovetkezdekben ezeket tekintjiik at.

A torténet Heinrich Geiller német fizikussal kezdodott, aki 1857-ben megalkotta a
Geilller-féle vakuumcsovet. Ez egy alacsony gaznyomaésu, elektromos kisiilési ¢s6 volt,
azaz a benne 1évo giz a csore kapcsolt fesziiltség hatasara ionizalodott, s a csé igy adott
szinnel vildgitott (a neoncsovek ése). Ezt fejlesztette tovabb William Crookes, tigy, hogy
két elektrodat helyezett el a csében, minek kovetkeztében a természetes ionizaciobol szar-
mazo elektronok a pozitiv elektréda felé gyorsulhattak. Az igy 1étrejovo sugarzast nevezték
katédsugarzasnak (minthogy akkor még nem tudték, hogy ezek elektronok). A kat6dsu-
garzas ezt koveto alapos vizsgdlata szamtalan fontos felfedezéshez vezetett, mint amilyen
példaul a Rontgen-sugarzas, vagy az elektronok léte, tulajdonségai.

Ekozben 1896-ban Henri Becquerel felfedezi a radioaktivitast, majd 1898-ban Ma-
rie Curie kémiai receptet ad arra, hogyan lehet radiumot kivonni az uranszurokércbol,
lehetové téve igy a radioaktiv preparatumok eléallitasat. Ekkor 1ép a szinre Ernest Ru-
therford, aki a radioaktiv sugarzast az athatoloképesség alapjan alfa és béta sugarzasra
osztja. Ezutan hamarosan megméri az alfa-részecskék toltését, majd az alfa-sugarzast vaku-
umesore iranyitja, és a kisiilésben megjelen6 hélium-szinképvonalakat latva felfedezi, hogy
az alfa-részecske a hélium atommagja (1907).

Végiil, e kozmikus szimféniat teljessé téve, vékony arany foliat bombéaz alfa-részecskékkel
(1909), s a kisérlet eredményét elemezve arra a kovetkeztetésre jut, hogy az atom tomege
a teljes térfogatanak igen kis toredékében koncentraldédik, amely pozitiv toltést, s e ko-
riil elektronok keringenek (1911). Amint azt latni fogjuk, e naiv atommodell szamtalan
sebbdl vérzett, amde felismerte az atommag 1étét, mely mérfoldkének bizonyult az elemi
részecskék s a mai tudasunkat 6sszegzé Standard Modell felé vezet6 tuton.

LA Kkisérlet részletes targyaldsat lasd: 10. tétel
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2. Az atommagok tulajdonsagai

2.1. Kisérleti el6zmények (*)

Noha Rutherford mar 1911-ben felfedezte az atommagot, azt akkor még nem lehetett
tudni, hogy az atommag mibdl és hogyan épiil fel. Ehhez tovabbi kisérletekre volt sziik-
ség, melyekben Rutherford tovabbra is jelentds szerepet jatszott. fgy példaul 1919-ben
nitrogént bombazott alfa-részecskékkel, s ekkor szcintillacios detektoran hidrogén-ionokra
jellemzo jeleket figyelt meg. Valdjaban Rutherford ezzel elvégezte a vilag els6 magatala-
kitasat: "N +a — 7O + p, s felfedezte a protont.

Patrick Blackett ezen magatalakitasrol készitett kodkamras felvételei azt is felfedték,
hogy a hidrogén-ion az atommagbdl szakad ki, azaz a proton az atommag egyik alkotéré-
sze (1923). Az atomok tomegét ekkorra Francis William Aston témegspektroszkoépiai
vizsgdlatai nyoman mar ismerték, és azt is tudtdk, hogy ezek kozel egész szdmok. Igy pél-
d4ul ismert volt, hogy a N tomege a hidrogén tomegének 14-szerese, amibdl arra lehetett
kovetkeztetni, hogy a nitrogén atommagja 14 protonbdl all. Azt is tudték, hogy az atom-
héjon 7 elektron van, igy ahhoz, hogy a nitrogénatom Osszességében semleges legyen, 7
negativ toltés, azaz elektron kellett még az atommagba. Ezzel az atommodellel azonban
még mindig voltak problémak, példaul helytelen eredményekre vezetett az atomok spin-
jét illetoen, tovabba az atommagnak a protonok taszitdsa nyomén szét kellett volna esnie.
Sziikség volt tehat még valamire, ami ezeket az anomalidkat képes kikiiszobolni.

1931-ben Walther Bothe és Richard Becker alfa-sugdrzdssal konnyti elemeket (li-
tium, berillium, bdr) sugarzott be, minek kovetkeztében egy tujfajta, az eddigieknél na-
gyobb athatoloképességii sugarzast fedeztek fel. Az athatoloképesség alapjan az 1j-
fajta sugarzast eloszor gamma-sugarzasnak gondoltdak, azonban észrevették azt is, hogy ha
ez a sugarzas paraffinra esik, akkor nagy energiaju protonok lépnek ki. Ehhez azonban a
bombazé gamma-részecskék energiajanak irrealisan nagynak kellene lennie, az 1j sugarzas
igy nem lehet gamma-sugarzas. James Chadwick mutatta meg, hogy egy feltételezett,
a protonnal azonos tomegii, de semleges részecske (neutron) rugalmas szérasaval minden
kisérleti eredmény magyarazhaté (1932). Egy ujfajta kolesonhatds, a nukleonok (proton
és neutron) kozott haté magerd feltételezésével az atommagok stabilitdsdnak kérdése is
megvalaszolhato.

A neutron felfedezésével rovid torténeti attekintésiink véget is ért, minthogy rendelke-
zésiinkre all az atomok minden alkotéeleme — az elektron, a proton, és a neutron.
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2.2. Az atommagfizikaban hasznalatos mennyiségek, jelolések

Miel6tt ratérnénk az atommagok tulajdonsdgainak targyalasara, érdemes attekinte-
niink, melyek azok a mennyiségek, melyekkel a magfizikaban talalkozhatunk.

Az energiat leggyakrabban elektronvoltban szokas kifejezni, ami definicié szerint az
az energia, amelyre egy elektron 1V potencialkiilonbség befutdsanak hatésara szert tesz.
Ertéke:

1eV=1,6x10""J.

Albert Einstein specidlis relativitaselmélete szerint az energia ekvivalens a tomeggel,
attdl csak egy élland6 szorzéban tér el (E = my - ¢?), igy a témeg egységeként hasznal-
hatjuk az eV/c? mennyiséget?. Minthogy azonban a részecske- és magfizikiban gyakran
az un. Planck-egységek hasznalatosak, ahol ¢ = 1, igy a tomeget is gyakran lathatjuk eV
egységekben kifejezve.

Az eléz6ek alapjan mar tudjuk, hogy az atommagot nukleonok (protonok és neutronok)
alkotjak, gy egy adott atommag jellemzésére bevezethetjiik a kovetkezo jel6lést: 42X, ahol
A a tomegszam (protonok és neutronok szaménak Osszege), Z a rendszam (a protonok
szédma), X pedig az atommag vegyjele. (A vegyjel ismeretében a rendszamot elhagyhatjuk.)
A neutronszém (N) az el6bbi két paraméter ismeretében mar meghatérozhat6 (N = A—27).

Miutan a kovetkezo szakaszokban mas mennyiségekkel és jelolésekkel nem talalkozunk,
igy kovetkezzék az atommagok tulajdonsagainak targyalasa.

2.3. Az atommagok tomege

Az atommagot alkoté nukleonok nyugalmi téomegét James Chadwick mérte meg,
ezek mai értéke:

m, = 939,6MeV/c?
m, = 938,3MeV/c*.

Amint az lathatd, a két nukleon témege majdnem pontosan azonos, mely észrevétel a
kvarkok felfedezésének szempontjabdl alapveto jelentéségii lesz. Minthogy az atomok t6-
mege jorészt az atommagban koncentralodik, igy azt mondhatjuk, hogy az atomok tomege
jo kozelitéssel az atommagban 1év6 nukleonok tomegével azonos. A kolcsonhatési energia
— amint azt latni fogjuk — a nukleonok tomegénél tipikusan néhany nagysagrenddel kisebb,
igy ettdl jelen esetben eltekinthetiink.

2Az energia-tomeg ekvivalenca Gsszefiiggésének levezetését lasd: 5. fejezet.
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Az atomok tomegét atomi témegegységekben (u) szokds megadni, mely megéallapo-
dés szerint a 2C-atom tomegének 12-ed része:

1u=931,5MeV/c*.

Az atomok/atommagok témege tehdt nagysagrendileg a GeV/c? tartomanyba esik.

2.4. Az atommagok mérete

Az atommagok esetén megkiilonboztethetjiik az elektromos és a nukledris magsuga-
rat. Az elektromos magsugarat példaul nagyenergidju elektronszéras segitségével ha-
tarozhatjuk meg, mig a nuklearis magsugarra az anomalis Rutherford-széras alapjan
kovetkeztethetiink.

Az elektronszoéras-kisérletek eredményei azt mutatjak, hogy az atommag stirtisége
az atommagok kozepénél allandd, azaz nem fiigg a tomegszamtol, s a stabil atommagok
esetén meg is egyezik. Az atommagoknak azonban nincs éles hatara, diffiz széliikk van.
A mérések alapjin azt mondhatjuk, hogy a tomeg ~ 90%-a egy 2,3 fm sugari gombben
talalhaté. Az atommagok siirtiségeloszlasat jol leirja a Woods—Saxon-alak:

Po
p(r) = 11 e(rro)a”

Az atommagok emlitett diffiz széle miatt nem adhatunk pontos értéket a magsugarra,
azonban az atommagok méretének jellemzésére bevezethetjiilk az un. ekvivalens mag-
sugarat, mely definicié szerint azon egyenletes stirtiségii gébmb sugara, melyre a sugar
négyzetének varhaté értéke azonos az adott stirtiségeloszlashoz tartozé sugar négyzetének
varhaté értékével. Az ekvivalens magsugar a nagyenergiaju elektronszorasi kisérletek alap-
jan: Rpo = 1,2fm - A3,

Anomalis Rutherford-szorasroél akkor beszéliink, ha az {itk6z6 atommagok Gsszeér-
nek. Ahhoz, hogy megmérjiik a nuklearis magsugarat, adott szogben mérve egyre nagyobb
bombazé energidkat kell alkalmaznunk, mindaddig, amig egymashoz nem ér a két atommag.
Ezen mérések alapjdn az ekvivalens magsugar: Rpg = 1,4 fm - A3,

A csekély kiilonbséget a kétféle modszerrel kapott eredmény kozott a kolesonhatasok
kiilonbozésége (elektromos-nukledris) okozza. Osszességében elmondhatjuk, hogy az atom-
magok térfogata a tomegszammal (A) ardnyos, hasonléan, mint egymas érinté tomor golyok
esetén, sugaruk pedig nagysdgrendileg néhény femtométer (fermi).
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2.5. Az atommagok ksGtési energiaja

Az atommagok kotési energiajat az egy nukleonra jutd kotési energiaval jellemez-
hetjiik. Ezt a kdvetkezoképpen hatarozhatjuk meg:

(Z-mp+ N-my —m) - c?

B —
k A Y

(2.1)

ahol Z a rendszdm, m,, a proton témege, N a neutronszam, m, a neutron tomege, m az
atommag tomege, ¢ a fénysebesség, A pedig a tomegszam. A kiilonbozé atomokra vonatkozo
nukledris kotési energidkat az 1. abran lathatjuk.

Uz
yaz3s

Kotési energia [MeV]

0 30 60 20 120 150 180 210 240 270

Tomegszam (A)

1. dbra. Kiilonb6z6 atomokra vonatkozo nuklearis kotési energidk.

Az 4bra alapjan megallapithatjuk, hogy a nukleononkénti kotési energia (a kis magok
kivételével) kb. 8 MeV. Lathatd, hogy a leger6sebben kotott mag a vas (*°Fe). A vas
kornyékét szokas vas-ténak is nevezni, minthogy a magatalakulasok efelé torekednek. A
vasnal kisebb rendszami elemek esetén tehat a magfizié, mig a nagyobb rendszamu elemek

esetén a maghasadés folyamata a jellemzd?.

3A folyamatok részletesebb targyaldsat lasd: 6. fejezet.
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2.6. Tomegdefektus

A (2.1) egyenletet atrendezve a kovetkezd kifejezést kapjuk:
m-c®=(Z-mp,+ N-my)c® — Ej,.

Ezt vizsgalva lathato, hogy az atommag tomege kisebb, mint az 6t alkoté nukleonok
tomegének Osszessége, hiszen a kotési energia levonddik a nukleonok tomegének 6sszegébdl.
Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben a kotott allapot energetikailag kedvezobb, mint amikor
a nukleonok szabadon vannak. Ezzel magyarazhaté az is, hogy az energiaminimum felé
torekvés soran az elemek a legnagyobb kotési energidja allapotot igyekeznek elérni, hiszen
a kotott rendszer 6sszenergiaja ekkor a legalacsonyabb.

Azt a jelenséget tehat, amikor egy rendszer Ossztomege kevesebb, mint a rendszert
alkoté elemek tomegének Osszege, tomegdefektusnak nevezziik.

3. Atommag-modellek

A kisérleti felfedezések altal egyre tobbet tudtunk meg az atommagrél, ennek folytan
az atomot leir6 modellek is fejlodtek. E fejezetben a legfontosabb modelleket tekintjiik at.

3.1. A Thomson-modell és a Rutherford-modell (*)

Joseph John Thomson 1897-ben mérte meg az elektron fajlagos toltését, és felfedezte,
hogy a korpuszkulak tomege fiiggetlen attol, hogy milyen anyagbdl jottek ki. Ezek alapjan
épitette fel atommodelljét: elektronok pozitiv toltésti ,,pudingban”. E modellt a Ruther-
ford-féle szoraskisérletek cafoltdk, ugyanis ha az atom tomege valéban nagyjabol homogén
modon oszlana el a rendelkezésre allo térfogatban, a szoraskisérletek soran joval kevesebb
nagy szogben szorodé részecskét kellett volna tapasztalniuk.

Ernest Rutherford igy kisérletei alapjan arra kovetkeztetett, hogy az atom tomege an-
nak csupan igen Kkicsiny térfogatdban, az atommagban talalhaté. E koriil elektronok
keringenek. E modell sem tudta megmagyarazni azt, hogy a protonok miért nem tavolod-
nak el egymastol, és az energia sem volt kvantumos benne, viszont felismerte az atommag
1étét, és magyarazni tudta a szoraskisérletek eredményeit.
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3.2. A cseppmodell

A cseppmodell az eddig targyalt atommagra vonatkozo kisérleti ismeretek Osszességé-
nek figyelembe vételével jott létre. E modellben az atommagot nukleonok (protonok és
neutronok) alkotjak, mikézben a maganyag stirtisége allandd, akér egy folyadék esetén
(kb. 10" kg/m3). A nukleonokat a magerd tartja 6ssze. A mager6 révid hatétavolsag,
és csak a szomszédok kozott hat. A tavoli nukleonokat igy nem vonzza, nagyon kozel pedig
taszité. (Hasonldan a Van der Waals er6hoz.) A protonok kozott elektromédgneses koleson-
hatas van.

E modell nagyon sikeres, mert tobb szdz atommag tomegét képes leirni 5 paraméterrel,
4%-nal pontosabban. Hidnyossdga azonban, hogy csak az atommagok tulajdonsdgait ma-
gyarazza, az elektronokat és az ehhez kapcsolodé jelenségeket nem irja le, tovabba nem ad
magyarazatot az un. magikus szdmokra sem?.

3.3. A félempirikus koétési formula

A cseppmodellben a k6tési energiat az un. félempirikus kotési formula adja meg,
melyet Carl Friedrich von Weizsécker vezetett be:

Z(Z —1) (A—27)

—av-A—aqe- A3 —q 22 4.
Ek = ay A as A ac A1/3 aA A

+0(A,Z),

ahol A a tomegszam, Z a rendszam, ay, ag, ac, as pedig paraméterek. A formula egyes
tagjait intuitive is megérthetjiik, igy érdemes egy kicsit diszkutalni ezt. Az elsé tag az un.
térfogati tag: az atommag térfogata a cseppmodell alapjan egyenesen aranyos a nukleo-
nok szaméval, s minthogy a szomszédok szamat allandonak feltételezziik, igy a nukleonok
szaméanak (azaz az atommag térfogatdnak) novelésével egyenes ardnyossdgban novekszik a
kolcsonhatési energia is. A masodik tag az un. feliileti tag: minthogy az atommag feliile-
tén 1évo nukleonoknak nincs minden iranyban szomszédja, igy valéjaban a kotési energia
kevesebb ahhoz az esethez képest, mint amikor minden irdnyban rendelkeznek szomszéddal.
Ez a tag tehdt egyenesen ardnyos az atommag felilletével, azaz A%/3-dal. A harmadik tag
a Coulomb-koélcsonhatast jellemzi: a protonok kozotti taszité hatas aranyos a proton-
parok szamaval, és forditottan ardnyos a kozottiik 1évé téavolsdggal (AY3). A negyedik tag
az un. szimmetrikus tag: a protonok és neutronok szamanak kiilonbségével aranyos. Az
utolso tag a parkolcsénhatas kovetkeztében sziikséges, ugyanis a kotési energia nagyobb
paros protonszam és paros neutronszam, mint paratlan protonszam és paratlan neutron-
szam esetén. Lathatd, hogy a formula az atommagra vonatkozé empirikusan (kisérletileg)
talalt torvényszeriiségeket foglalja Gssze.

4A mégikus szdmokrdl részletesebben példéul a [2] jegyzetben lehet olvasni.
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4. Az izotép térkép

Izotépoknak az azonos rendszammal, de kiilonb6z6 tomegszammal rendelkezé mago-
kat nevezziik.

Kisérleti tapasztalataink alapjan létrehozhatjuk az izotdp térképet, melynek vizszintes
tengelyén a neutronszamot, fiiggéleges tengelyén pedig a protonszamot tiintejiik fel. Ekkor
az egyes izotépoknak egy pont felel meg. A természetben el6forduld izotépok ez esetben
egy jol meghatarozott teriileten helyezkednek el, amint azt a 2. dbra is mutatja.

. :'.'ll-
=
A i
oy}
2
= BROOKHFRVEN
8 NATIONAL LABORATORY
o
=
o

neutronszam

2. abra. Az izotép térkép.

A térképen a sarga szin az alfa-bomld atommagokat, a fekete a stabil atommagokat, a
piros a 3%, a kék pedig a 3~-bomlé magokat jeloli®. Lathaté, hogy a stabil atommagok a
45 fokos egyenes koriil taldlhatoak, azaz a stabil magok esetén a protonok és neutronok
szama kozel azonos. Az izotép térkép stabil magokat tartalmazé részét nevezik a stabilitas
volgyének. A nagyobb tomegszamok iranyaba haladva a 45 fokos egyenest6l némi eltérést
tapasztalhatunk, a nehezebb atommagokban ugyanis tipikusan tébb neutron talalhato,
mint proton. Ennek az az oka, hogy a mager6 a nehezebb magok esetén mar csak igy képes
a Coulomb-taszitast kompenzalni. Lathaté az is, hogy az izotoptérkép széle , csipkés”, ezt
a mar emlitett parkolcsonhatas okozza.

5A bomlésok tipusairél késbb lesz részletesebben sz6.
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5. Energia és tomeg ekvivalencia

Mar emlitettiik, hogy a specidlis relativitaselmélet értelmében az energia és a tomeg
ekvivalensek, kozottiik a fénysebesség négyzete teremt kapcsolatot. E fejezetben ezt az
osszefiiggést vezetjiik le, Richard P. Feynman nyoman [1].

5.1. A relativisztikus tomeg

A hivatkozott miiben a szerzd beldtja%, hogy a témeg a sebesség névekedtével nem
marad allandé, hanem a kovetkezo Osszefiiggésnek megfelelden véltozik:

mo

m=———— (5.1)

ahol mg a test nyugalmi témege, v a sebessége, ¢ pedig a fénysebesség. Terjedelmi megfon-
tolasok alapjan e képletet itt nem bizonyitjuk, hanem ismertnek tételezziik fel.

5.2. Az energia és tomeg ekvivalencigja

A fenti Osszefiiggést felhasznalva konnyen eljuthatunk a hires egyenlethez, mely a test
energidja és tomege kozotti ekvivalenciat allitja. Tekintsiik példaul a molekuldk mozgasat
egy kis gaztartalyban. A gaz melegitésével a molekulak sebessége megno, igy tomegiik
is megnd, a gaz tehat nehezebb lesz. Az (5.1) egyenlet hatvanysorba fejtésével alacsony
sebességek esetén kozelité Osszefiiggést kaphatunk a tomegnovekedés kifejezésére:

1 3
mo - (1 —v?2/c?) Y2 =my (1 - 502/02 + §v4/c4 + .. > :

Lathaté, hogy a sor kis v-re gyorsan konvergal, azaz az els6 két-harom tag utan allé tagok
elhanyagolhaték. Ekkor:

N 1 !
ma mg+ §mov (E) . (5.2)
A fenti kifejezésben a jobb oldali masodik tag fejezi ki a molekulak sebessége altal okozott
tomegnovekedést. Minthogy v? a hémérséklet ndvekedésével ardnyosan né, igy azt mond-
hatjuk, hogy a tomegnovekedés a hémérséklet novekedésével aranyos. Mivel azonban ez a
tag a régi, newtoni értelemben vett mozgasi energia, igy azt is mondhatjuk, hogy az 6sszes

6L4sd: [1] 16. fejezet
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gazmolekula tomegének megnovekedése egyenld a mozgdsi energia novekedése osztva c-tel,
azaz:

Am = AWkinetikus/C2 . (53)

A fenti észrevétel vezette Einsteint arra az elképzelésre, hogy valamely test tomegét
egyszeriibben fejezhetjiik ki, ha azt mondjuk, hogy a tomeg a teljes energiatartalom
osztva c-tel (az (5.3) Gsszefiiggéshez hasonléan), szemben a nem kiilondsebben intuitiv
(5.1) képletettel. Az (5.2) egyenletet atalakitva a kovetkezé osszefiiggést kapjuk:

1
me? ~ m002 + §m0v2 .

Ezen 0sszefiiggést a fentieket figyelembe véve értelmezhetjiik gy, mintha a bal oldali tag
a test teljes energiajat fejezné ki, mikozben a jobb oldali masodik tag a mozgési energia
szokasos kifejezése. Az myc?® tagot ennek fényében tekinthetjiik tigy, mint a test teljes
energidjanak egy részét, ez a nyugalmi energia néven ismert bels6 energia. Ezek alapjan
egy nyugalomban 1évé test energidja tobbé nem nulla (ahogyan az a potencidlmentes térben
nyugvé newtoni tomegpont esetén lenne), hanem a kovetkezd osszefiiggésnek tesz eleget:

E:m0'62.

Ezzel a kivant 6sszefiiggést belattuk.

6. Maghasadas, magfazio

Maghasadas soran a nagy atommagok széthasadnak, hogy ezaltal kedvezobb ener-
giadllapotba keriiljenek. A hasadds torténhet spontanul, vagy indukalt médon (termikus
neutronokkal). A mag altaldaban két részre hasad, és létrejonnek tn. késé neutronok is,
melyek tovabbi hasitdsra képesek. A kés6 neutronok nagyon fontosak példaul az atomre-
aktorok vezérlése szempontjabol, ezek teszik lehetové a lancreakcié szabdlyozésat.

A hasadvanyok tomege a 2:3 ardnyhoz van kozel, de széles tartoméanyban véltozik,
hasadasrdl hasadésra is. A felszabadulé energia ~ 200 MeV koriili. Az an. kritikus t6-
meg felett a neutronok mar nem szoknek el til nagy aranyban, igy képesek onfenntartd
lancreakcidra (atomreaktorok, atombomba). Az alkalmazdsokban a leggyakrabban hasznalt
izotépok a #9Pu és az 2°U.

A magfizié a maghasadas folyamatanak az ellenkezdje: kis rendszamu atommagok
egyesitésével kedvezobb energiadllapot hozhaté 1étre, ezaltal a folyamatban ugyancsak ener-
gia szabadul fel. A fzié fontos szerepet jatszik a csillagok energiatermelésében, s folynak
a fizié eromivi alkalmazéasat célzo kutatasok is.
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7. Radioaktivitas

7.1. A radioaktivitas felfedezése, torvényszeriiségei (*)

A radioaktivitas felfedezésének technikdja a véletlen, és némi fotopapir volt.

Henri Becquerel 1896-ban alapvetden egészen mas téman dolgozott. Azt vizsgalta, vajon van-e kdze
a foszforeszkdlé anyagoknak és a rontgensugarzasnak egymashoz. Ehhez fekete boritékban 1év6 foto-
papirra helyezett foszforeszkalé anyagokat, és igy vizsgalta, mi térténik. Minden eredménye negativ
lett, kivéve az urdnsok esetén végzett kisérleteit. Az urdnsok viszont elézetes megvildgitds nélkiil

is befeketitették a boritékba helyezett fotopapirt! fgy fedezte tehdat fel Becquerel a radioaktivitast.

A radioaktivitds modern felfogdsa szerint a radioaktiv anyagban a bomlasok fiiggetle-
nek, és a bomlas valdszintisége fiiggetlen az atommag életkoratol (6rokifjusag). Ezek alapjan
a dt id6 alatt elboml6 atomok szama binomialis eloszlast kdvet:

p(n) = (ZZ)p?(l —p)" ",

ahol N a mintaban 1év6 atomok szama, p; = A dt pedig egy atom dt id6 alatti elbomlasa-
nak valdszintisége. Ha N — oo, mikozben p; - N allando, akkor a binomidlis eloszlds ezen
hataresetben a Poisson-eloszlashoz tart, azaz:

ahol n = p; - N, a dt id6 alatt elbomlé atomok szamanak varhato értéke. A részecskék
szamanak valtozasa igy dt ido alatt:

AN = —fi=—p,- N = —N-\-dt,

ahol A\ egy atom egységnyi ido alatti elbomlasanak valészintisége. Ezek alapjan felirhaté az
egyszeri bomlas differencialegyenlete:

melynek megoldasa:

N(t) = Ng-e .
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7.2. Radioaktiv bomlasok tipusai

A radioaktiv bomldsokat az adott bomlas soran szerepet jatszé kolcsonhatas, valamint
a hasonlé jellegi bomlasok kozos jellemzoi alapjan kiilonb6z6 csoportokba sorolhatjuk.

Alfa-bomlas. Az alfa-bomlés sordn az atommagbdl *He™  atommag 1okédik ki. Ennek
megfelel6en a tomegszam 4-gyel, a rendszam pedig 2-vel csokken. A bomlasban tipi-
kusan 4 — 10 MeV energia szabadul fel, melyet jorészt az alfa-részecske visz el.

Miért éppen alfa-részecske tavozik az atommagbol? Nos, azért, mert ez a részecske
nagyon erdsen kotott, igy a rendszer Osszességében energetikailag kedvezobb alla-
potba keriilhet, ha egy erdsen kotott alfa-részecskét bocsat ki. Ezzel szemben egy
kevésbé kotott, vagy egy szabad részecske kibocsatasa altaldban energetikailag nem
lehetséges, vagy legalabbis igen kicsi a valdszintisége.

Coulomb-gat

Magkdzéptol vett tdvolsag, r

Potencial-
g0dor

3. abra. Az atommag potenciadlgorbéje — kozelitéleg.

Az alfa-bomlas mechanizmusat George Gamow dolgozta ki, 1928-ban. E szerint az
alfa-részecske a 3. abran lathaté potencidlgodérben mozog, ahonnan alagiteffek-
tussal képes kilépni. Ezutan a Coulomb-taszitas miatt eltavolodik az atommagtol,
s kilokoédik az atombdl. A preciz levezetés azt is megmutatja, hogy a kijové alfa-
részecske energidja rendkiviil drasztikusan fiigg az alagutazas val6sziniiségétol (ami
pedig a felezési idével hozhaté Gsszefiiggésbe), mégpedig a kovetkezd Gsszefliggés sze-
rint (Geiger—Nuttall-térvény):

A=¢e ( Z+
=exp|—a1-—=+a |,
VE

ahol Ty, = In2/X, a1 és ap paraméterck, Z a rendszam, E pedig a kijévé alfa
energiaja.
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A Geiger—Nuttall-torvény tehat azt foglalja magédban, hogy a sok nagysagrendet at-
fogd felezési idok igen kis kiilonbségeknek felelnek meg a kisugarzott alfa-részecskék
energiajaban.

Mindezek alapjan elmondhatd, hogy az alfa-részecskék jél meghatarozott ener-
giaval rendelkeznek, azaz adott elem alfa-bomlasanak energiaspektrumaban mindig
egy éles cstcsot talalhatunk. (A Heisenberg-féle hatdrozatlansagi reldcié kovetkez-
tében azonban ez a cstcs sem Dirac delta, hanem rendelkezik egyfajta természetes
vonalszélességgel.)

Béta-bomlas. A béta-bomlas sordan proton alakul 4t neutronnd (vagy forditva), mikézben
egy elektron (vagy pozitron), valamint egy elektron-neutriné (vagy egy anti-elektron-
neutrind) jon létre. A béta-bomlast kiilonboz6 szinteken targyalhatjuk: atommag-
szinten, nukleon-szinten, valamint kvark-szinten. Ezek alapjan a béta-bomlas két ti-
pusat” kiilonbodztethetjiik meg:

e Negativ béta-bomlas:

A folyamat Feynman-grafja:

u e
Atommag szinten:  “C — YN +e™ + 7,
Nukleon szinten: n—+p+e +1,
Kvark szinten: d—u+e +1, w-

d Ve

e Pozitiv béta-bomlas:

A folyamat Feynman-grafja:

d et
Atommag szinten:  ¥F — 180 + et + 1,
Nukleon szinten: p—n+et +u,
+
Kvark szinten: u—d+et +u, w
u Ve

Amint az a Feynman-diagramok alapjan is lathato, a béta-bomlasban a gyenge kol-
csonhatds jatszik szerepet®. Fontos megjegyezni, hogy a kibocsdtott elektron (vagy

7A semleges dramrél most nem ejtiink szét, minthogy a semleges 4ram esetén nem torténik atalakulds.
8Részletesebben l4sd: 9. fejezet.
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pozitron), és a neutriné nem volt az atommag része, hanem a bomldasi energiabdl ke-
letkezik. A kisérleti tapasztalatok azt mutatjék, hogy a kijovo elektronnak folytonos
energiaspektruma van. A béta-bomlas soran a rendszam eggyel véltozik, mikoz-
ben a tomegszam allandé marad. Az izotdp térképen ennek megfeleléen a stabilitas
volgyétol lejjebb 1évé atommagok negativ béta-bomlassal, a feljebb 1év6 atommagok
pedig pozitiv béta-bomléassal torekednek a stabil allapot felé.

Gamma-bomlas. A gamma-bomlasnak az atommagok energiaszintjei kozott elektromag-
neses atmeneteket nevezziik. Az dtmenet tobbféle médon megvaldsulhat: megtortén-
het, hogy az atommag szimpldn kibocsat egy fotont (gamma-sugdrzas), de meg-
torténhet az is, hogy a legkiilso elektronhéjon 1évo elektron viszi el a mag gerjesztési
energidjat, s igy kilokédik (bels6 konverzid). Ha a gerjesztési energia kelléen ma-
gas, akkor parkeltés is torténhet, ez esetben elektron-pozitron parok keltodnek és
bocsatédnak ki (melyeket azutan felhasznalhatunk példaul PET-vizsgdlatokhoz).

A gamma-bomlés soran fontos megjegyezni, hogy az atommag a foton kibocsatasakor
az impulzusmegmaradés miatt némiképp visszalokodik, igy a kisugarzott fotont egy
masik mag altalaban nem tudja elnyelni, mivel az energidja igy egy kicsivel kevesebb,
mint a gerjesztési energia volt.

Az alfa- és béta-bomlést gyakran gamma-bomlés is kéveti, minthogy az elébbi bom-
lasok esetén legtobbszor nem alapallapoti atommagra torténik a bomléds, hanem ger-
jesztett allapotra. Az emlitett sugarzasok koziil a gamma-sugéarzas hatétavolsaga a
legnagyobb, mig az alfa-sugarzasé a legkisebb.

Hasad4as. A maghasadésrél mar volt sz6?, igy e szakaszban csak a legfontosabb jellemzé-
ket ismételjitk 4t. Spontan hasadas viszonylag kevés izotép esetén fordul el6 (példaul
a 251Cf esetén), jellemz8bb, hogy indukalt hasadds torténik. A hasadds féként a nehéz
magokra jellemzo. E folyamat soran az anyaelem tipikusan két hasadvany-atommagra
hasad, melyek a stabilitas volgyétol lejjebb helyezkednek el az izotoptérképen, azaz
negativ béta-bomlék. A hasadas soran keletkezett részecskék tomegszam-eloszlasa
kétcsicsu. Az alfa- és béta-bomlashoz képest egy nagysagrenddel tobb energia sza-
badul fel (= 200 MeV).

Nukleon-emisszio. Esetenként elofordulhat, hogy protonok vagy neutronok 16kédnek ki
a magbol spontan médon, proton- vagy neutronfelesleg esetén, példaul hasadasi ter-
mékeknél. Ebbdl szarmaznak a késé neutronok, melyek — amint azt mar emlitettiik —
az atomreaktorok esetén jatszanak fontos szerepet. Nagyon ritkan el6fordulhat, hogy
nehéz atommag (példaul *C) 16kddik ki az atommagbdl, ennek azonban elenyészéen
csekély a valdszintisége.

9L4sd: 6. fejezet
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7.3. Radioaktiv csalddok (*)

Amint az lattuk, a bomldsok sordn a tomegszam vagy néggyel csokken (alfa-bomlés),
vagy nem véltozik (béta- és gamma-bomlés). Ezek alapjin az izotépokat négy kiilonbozé
csaladba sorolhatjuk, a tomegszam néggyel valé osztasanak maradékai szerint. A csaladok
kozott a bomlasok szempontjabdl nincs atjarhatosig, azaz a bomlasi lancok tagjai mindig
benne maradnak az anya radioaktiv csalddjdban. A mesterséges elemek (melyek példaul
hasadéskor, vagy neutronbefogassal keletkeznek), valamint bomlédsaik oldaldgakon csatla-
koznak a csaladokba. A radioaktiv csalddok:

Csalad Anyaelem Az anyaelem felezési ideje
Térium-sor (4k) ZB2Th 14,1 millidrd év
Neptinium-sor (4k+1) BTNp 2,1 milli6 év
Uran-sor (4k+2) 28y 4,5 millidrd év
Aktinium-sor (4k+3) 25y 0,7 millidrd év

A természetes neptiunium-sor a Fold torténete soran mar elbomlott, minthogy felezési
ideje néhany millié év, mikézben a Fold torténete hozzavetdlegesen néhdany milliard évre
nyulik vissza. Lathaté tovabba az is, hogy az uran 235-6s izotopja a ritkabb, szemben az
uran 238-as izotépjaval, melynek felezési ideje kozel hétszerese a 235-0s izotépénak.

7.4. Magatalakulasok

Amint azt lathattuk, a radioaktiv bomlasok soran az elemek képesek mas elemekké
alakulni, alfa- és béta-bomlas, vagy maghasadas (esetleg nukleon-emisszié) segitségével. A
magatalakuldsok bizonyos koriilmények kozott spontdan modon is végbemennek, de reakto-
rokban vagy részecskegyorsitokban e folyamatokat indukalhatjuk is.

A magatalakulasok targyalasanak alapjat ily modon az izotép-térkép, valamint a mar
targyalt bomlasi ismeretek szolgdltathatjak.

8. Sugarzas és anyag kolcsonhatasa

E fejezetben a toltott és a semleges részecskék anyaggal valé kolesonhatasat targyal-
juk. Eloszor a nehéz toltott részecskék esetét vizsgdljuk meg részletesen, és ennek kapcsan
levezetjiik a Bethe—Bloch-formulat.
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8.1. A Bethe—Bloch-formula

A nehéz t6ltott részecskék (példiul alfa-részecske) az anyag elektronjainak adjék &t
energidjukat. Tekintsiik a 4. abrét, és szamitsuk ki, az elektron mellett elhaladé (nehéz)
részecske mennyi energiat veszit. Az ionizaciés energiaveszteség kiszamitasdhoz néhény
kozelitéssel éliink:

e Feltételezziik, hogy a nehéz részecske palyaja egyenes.
e A sebessége allandé (Av < v).

e Az elektron nem mozdul el (Ar, < b).

3 /

4. dbra. Nehéz toltott részecske energiavesztesége.

Az abra alapjan felirhatjuk:

A B}
F:A—ZZ :>Ap:FAt:>/th:Aﬁ.

Minthogy azt feltételeztiik, hogy a nehéz részecske sebessége allandé, igy [Fjdt =0.
Ekkor:

ket ey
De = /FLdt:/ €2a'COS¢dt:/ €2a.fd¢:
r r v
—00 —7/2
+7/2 +/2
ke*Z, do  ke*Z, 2ke*Z,,
= — = cosp do = .
v r v-b v-b

—7/2 —7/2
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A meglokott elektron energidja:

b P 4(ke®)? 22 2(ke*)? 22
T 2em. 2mah® mo?h?

Tegyiik fel, hogy az anyagban az elektronok kozel homogén mddon oszlanak el, ez eset-
ben az anyagon athaladé nehéz részecskétol kiilonb6zo tavolsdgra 1évo atomok kiilonb6zé
mértékben ionizalédnak. Adott b tavolsagra 1évo elektronok egy hengerpaldst mentén he-
lyezkednek el, igy tehat az elektronok szdma b impakt paraméternél:

N(b)=n-2rb-db-dx.
Ezek alapjan a nehéz részecske energiavesztesége dx uthossz-egységenként:

2k%et 72
mb2v?

dE() =—-N(b) - E.=n-2rb-db-dx -
Ekkor a teljes energiaveszteség megtett thossz-egységenként:

bmaz
dE n - 4dnk*e'Z? db n - 4mrk*etZ? 1 bimaz
— = = - In

o 2 2 )
dzx MU b MV brmin

bmin

Minthogy bmaaj/bmin =V Emin/Emaa: ) igy

dFE n- 47rk2e4Z2 1 1 Ein
- = 2% . _.]n X
dx me'U2 2 Emax

Mivel E,.;, a legkisebb impakt-paraméterhez (frontdlis iitkozés) tartozé energiadtadas,
megallapithatjuk, hogy E,.i. = 2m. - v?, hiszen az elektronnak az iitkozés utéan legfel-
jebb 2v sebessége lehet. Hasonléan éllithatjuk, hogy E,... = I (ionizéciés energia), mert
ennél kisebb energiat nem lehet atadni.

fgy a Bethe—Bloch-formula:

dE n-4rk*etZ? 1 1 2m.v?
_ .—.In

dr mev? 2 1

A minusz eldjel abbdl addodott, hogy a nehéz részecske energiaja csdkken a tavolsaggal
(mikozben az elektron energidja novekszik). A precizebb kvantumelektrodinamikai szami-
tasokban az 1/2-es faktor hidnyzik, tovabbd egyéb relativisztikus korrekcidkat is figyelembe
véve a kovetkezo végso Osszefiiggés adddik:
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dE Amk?et Z2 2mv?
a:_%. (ln m[v —ln(l—v2/c2)—v2/c2—p) )

ahol p a polarizacios tag.

Mit kell mindenképpen megjegyezniink a Bethe-Bloch-formuldbdl? A képlet alap-
jén lathatd, hogy az ionizécids energiaveszteség a részecske t6ltésének négyzetétdl (72),
valamint sebességnégyzetétdl (v?) fiigg. Erdemes megjegyezni, hogy az energiaveszteség
nem fiigg az ionizdlé részecske tomegétol. A relativisztikus korrekciokat is tartalmazoé
Bethe-Bloch-formula menetét lathatjuk az 5. abran.

\pllluul T T T 171117 T T T TTIT7 T T T T T T T 11T

i

1 | A \|III\|H I|HII|HH‘IHI|IH‘;

4]
i
l\

|

\‘

o2
T T ‘ T T 71 I|\\\\|III\|HII|HII|HH‘IHI|HH

—dE /dx (MeV g lem?)
[we]

0.1 1.0 10 100 1000 10000

py=p/Mc

5. dbra. Energiaveszteség a Bethe-Bloch-formula alapjan.

A Bethe—Bloch-formula alapjan felirhatjuk a nemrelativisztikusan mozgé részecske ese-
tére kozelitoleg érvényes skalatorvényt:

dF y A
— =~ const - — .
dx v?

Minthogy nemrelativisztikus esetben:

E 2

1
E=-Mv*~ = A Muyykieon " V> = — ~
9 (% kl (% 1 v,

DO |

ahol A a tomegszam, igy:

ap 24

dx E
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A skélatorvény alapjan kozelit6leg meghatarozhatjuk egy adott nehéz (toltott) részecske
hatotavolsagat:

Eo Eo

R 0
dz 1 1 E?
= [|de= | =2dE=- | —=dE ~ EdF = —% .
1 /x /dE dB Z2A/ 72A
0 Ey 0

dzx 0

8.2. Az elektron energiavesztesége

Az elektron esetén a nehézrészecske-kozelités mar nem alkalmazhaté a Bethe—Bloch-
formula levezetése soran, igy a szamolas komplikaltabb. Az elektron raadasul tipikusan
relativisztikus, és azonos részecske a kozegbeli elektronokkal, ami tovabb neheziti a sza-
mitasokat. Minthogy az elektron témege joval kisebb, mint egy nehéz, toltott részecske
tomege, igy a fékezési sugarzas is jelentds. Osszességében elmondhaté, hogy az ionizé-
cids és a sugarzasi energiaveszteségre fennallnak a kovetkezo osszefiiggések:

dEg,g 9
B const - E - Zkb-zeg,
dEion

o CONSt * Ziisreq -

Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy nagy energiaju részecskék esetén mindenképp a
fékezési sugarzas domindl. Ha egy adott kozegben a kézegbeni fénysebességnél gyorsabban
mozgd toltott részecske halad, akkor Cserenkov-sugarzas is fellép. A sugarzast a kozeg
bocsajtja ki, a 6. abran lathaté mdodon.

\/

.................... > hulldmﬁ”ont

6. abra. A Cserenkov-sugarzas.

Az abra alapjan felirhatd, hogy:
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Ha v & ¢y (ultrarelativisztikus eset), akkor:

) 1
sina ~ —.
n

8.3. Semleges részecskék és anyag kolcsonhatasa

Az egyes semleges részecskék kiilonb6z6 médokon hatnak koleson az anyaggal. E feje-
zetben ezeket a jelenségeket targyaljuk, roviden.

Neutronok. A neutronok kétféle médon hathatnak koleson az anyaggal: egyrészt szérdd-
hatnak rugalmasan az anyagban 1évé atomokon, méas részrél pedig magreakciokat
indukélhatnak (£ > 3 MeV esetén).

Neutrindk. A neutrindk a gyenge kolcsonhatas segitségével hathatnak koleson az anyag-
gal, melyet a 7.2-es fejezetben mar targyaltunk. Ekkor példaul a kovetkezo reakciok
eshetnek meg: 7, +p — n+et, vagy: v+ *"Cl — 3"Ar+e~. (Ezeket a béta-bomldsnal
talalhaté reakcidegyenletek dtrendezésével kaphatjuk.) Az els6 esetben az igy létre-
jovo pozitronok azutan annihilalédnak, minek kovetkeztében két jol meghatarozott
energiaval rendelkez6 annihildcids foton sugarzédik ki, melyet mar mérhetiink is.

Gamma-sugarzas. A fotonok alapvetéen haromféle médon hathatnak koleson az anyag-
gal: egyrészt torténhet fotoeffektus, amikor a foton a teljes energidjat atadja egy
atomi elektronnak, kilokve azt az atombdl. A foton més részrol szorédhat az atom egy
elektronjan, ezt a folyamatot nevezzilk Compton-effektusnak. Harmadszor, ha kel-
l6en nagy a foton energiaja, torténhet parkeltés, minek soran egy elektron-pozitron
par keltédik a vakuumbdl. Ehhez legaldbb 2m.c? foton-energia kell (2 x 511keV).
A tételkidolgozas terjedelmét figyelembe véve ezen effektusokat nem vezetjiik le, de
azok sziikség esetén megnézhetéek példaul a [2] jegyzetben (8. el6adés)!®.

Azt mindenesetre érdemes még tudnunk, hogy alacsony energian a fotoeffektus, mig
nagyenergias fotonok esetén a parkeltés a dominans.

0A fotoeffektus és a Compton-effektus részletesebb targyaldsa a 10. tételben is megtalalhato.
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9. A Standard Modell

9.1. A Standard Modell el6zményei (*)

Természetesen a magfizikai kutatasok nem alltak meg a proton és a neutron felfede-
zése utan sem, az egyre novekvé energidju részecskegyorsiték segitségével 1jabb és tjabb
részecskéket fedeztek fel a részecskefizikusok. A buborékkamrak, kodkamrak, majd késobb
a kiilonféle detektorok lehetové tették a nagyenergids litkozések analizisét, mialtal a vi-
lagot alkotd ,elemi” részecskék szama néhany évtized alatt a sokszorosara nétt. Néhany
fontosabb felfedezés a harmincas évek és a hatvanas évek kozott:

e Carl David Anderson a kozmikus sugarzasban kodkamrajaval felfedezi az els6é anti-
részecskét, a pozitront (1932).

e Carl David Anderson és Seth Henry Neddermeyer felfedezik a miiont (1936).

e George Dixon Rochester és Clifford Charles Butler V-alakt bomlasa alapjan felfedezik
a semleges kaont (1946).

e Cecil Frank Powell felfedezi a pozitiv és negativ pionokat (1947).
e Jack Steinberger a Berkeley gyorsitéban felfedezi a semleges piont (1950).

e 1950-es évek: tovabbi V-részecskék felfedezése: lambda-0, szigma-hiperon, omega-
minusz, stb.

e Szalay Sandor és Csikai Gyula kimutatja az elektron-neutrinét (1957).

Elméleti oldalrdl is szamtalan fontos otlet sziiletett, igy példaul Werner Heisenberg
1932-ben felveti, hogy a proton és a neutron tomegének majdnem-egyenlé mivolta kévet-
keztében hasonlithaté a spinhez, amennyiben foltételezziik, hogy a proton és a neutron
egyazon részecskének két kiillonbozé allapota. Ily moédon bevezeti az ,izospin” kvantum-
szamot, melynek Z irdnyd komponense a spinnel analég médon két értéket vehet fel (,le”
és ,fel”), mely allapotok a protonnak (+1/2), illetve a neutronnak (—1/2) felelnek meg.
Hasonlé fontossagi Paul Dirac munkassaga, aki a Dirac-egyenlet alapjan megjésolja az
antirészecskék létezését.

A szdmtalan 1j részecske rendszerezésére torténd probalkozésok (barion-oktet, majd
az ez alapjan megallapitott Gell-Mann—Nishijima-formula) vezették végiil a Gell-Mann,
Ne’eman, Nishijima harmast arra a felfedezésre, miszerint minden addig ismert részecske ki-
rakhaté harom épitéelembdl, hdrom kvarkbdl (,up” kvark, ,,down” kvark, ,strange” kvark)!!.

Py

A jegyzetben a szakirodalomban eléfordulé angol elnevezéseket hasznalom, minthogy a kvarkok révi-
ditései ezekbll a szavakbol szdrmaznak, igy a késébbiekben a magyar elnevezések félreértésekre vezethet-
nének.



9.2 FElemi részecskék 42

Ez a gondolat vezetett el végiil a Standard Modellhez, mely az elemi részecskékrol és a ko-
zOttiik 16vo kolesonhatasokrol ad felvilagositast.

Utolsé torténeti megjegyzésként érdemes megemliteniink még a kvarkok létezésének
kisérleti igazolasat. A kvarkok 1étét Jerome Friedman bizonyitotta 1968-69-ben, mikoris
a Stanfordi gyorsitéban mélyen rugalmatlan (Deep Inelastic Scattering — DIS) elektron-
proton széraskisérleteket elemezve hasonlé nagyszogii szérési jelenségeket tapasztalt, mint
korabban Ernest Rutherford az atommag felfedezésekor.

9.2. Elemi részecskék

A Standard Modellben jelenleg tizenkét alapvetd épitGelem szerepel, hat kvark, va-
lamint hat lepton. A kiilonb6z6 kvarktipusokat a kvarkok ,,iz” kvantumszama kiilonbozteti
meg, mely a kvarkok tomege szerint névekvo sorrendbe allitva a kovetkezo lehet: up kvark
(u), down kvark (d), strange kvark (s), charm kvark (c), bottom kvark (b), top kvark
(t). A Standard Modellben szerepl6 hat lepton: elektron, elektron-neutriné, miion, miion-
neutring, tau, és a tau-neutrind. Az elemi részecskék tablazatat, azok tulajdonsigaival a 7.
abran lathatjuk.

tomeg < bozonok
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7. abra. A Standard Modellben szerepld elemi részecskék.

Ezekbol a részecskékbdl minden jelenleg ismert Gsszetett részecske felépithets. Fontos
megjegyezniink, hogy a kvarkok tovabbi kvantumszamokkal is rendelkeznek, mint amilyen
példéul a szin kvantumszam, melynek izenként harom komponense lehet (,,piros”, ,kék”,
és ,,z61d”). A természetben csak olyan részecskéket detektalhatunk, melyek ,szinsemlege-
sek”, azaz a benniik 1év6 ,,szinek” a szinkeverés szabdlyait alkalmazva fehéret adnak.
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Az Osszetett részecskéket megkiilonboztethetjiik aszerint, hogy két- vagy harom kvark-
bol épiilnek fel. A két kvarkbdl felépiilo részecskéket mezonoknak, mig a harom kvarkbdl
felépiil6 részecskéket barionoknak nevezziik. A kvarkokbdl felépiil6 részecskék Gsszefog-
lalé neve hadron. A szinsemlegesség miatt a mezonokban mindig egy szin-antiszin paros
talalhatd, mig a barionok esetén egy piros, egy kék, és egy zold szinii kvark foglal helyet.

Az elemi részecskék kozott kiilonbozo kolesonhatasok 1éphetnek fel. A négy ismert kol-
csonhatast kozvetito részecskét is az elemi részecskék kozé sorolhatjuk, ezek: a foton, a
gluon, valamint a W és Z bozonok.

9.3. Alapvet6 kolcsonhatasok
A Standard Modellben a kovetkezo alapveto kolesonhatasok szerepelnek:

Er6s kolcsonhatds. Az erds kolesonhatés a szines részecskék (kvarkok és gluonok) kozott
hat, és a gluonok kozvetitik. E kolecsonhatdst a kvantumszindinamika (QCD) irja le,
mely egy lokdlis SU(6) szimmetridval rendelkezé nem-Abeli mértékelmélet. Az erds
kolesonhatés jellegénél fogva bezard kdlcsonhatas, azaz a kvarkok kozott haté erd a
tavolsaggal novekszik. Ez az oka annak, hogy ma mar nem talalunk szabad kvarkokat
(kvarkbezaras).

Az Univerzum elsé néhany pillanatdban, valamint nagyenergias nehézion-iitkozések-
ben azoban a kvarkok kiszabadulhatnak, ezt a szines allapotot kvark-gluon-plazméanak
nevezziik.

Elektromagneses kodlcsénhatas. E kolcsonhatést a foton kozvetiti, és minden elekt-
romosan toltott részecske részt vesz benne. Elméletét kvantumelektrodinamikéanak
(QED) nevezziik, mely egy relativisztikus térelmélet. Jelenleg ez az elmélet adja a
legpontosabb joslatokat.

Gyenge kélcsénhatéas. A gyenge kolesonhatast a WT, W=, és Z° bozonok kozvetitik,
és minden fermionra hat. A kolesonhatédst kozvetité részecskék nagy tomegiiek (a
Higgs-mechanizmus miatt), igy a kélcsonhatéds rovid hatétavolsagi. Ez az egyetlen
kolesonhatés, mely képes a kvarkok izét megvaltoztatni, és a neutrindk csak ebben a
kolesonhatéasban vesznek részt.

A gyenge kolcsonhatéas és az elekromagneses kolesonhatas egyesitett elméletét nevez-
ziik elektrogyenge kolcsonhatasnak.

Gravitacios kolcs6nhatas. A gravitdcids kolesonhatast a kvantumtérelméleti leirdasok-
ban a graviton kozvetiti, és minden tomeges részecske részt vesz benne. Sajnos azon-
ban kis tavolsagskalakon az elmélet feltehetéen nem miikédik, tovabba a hipotetikus
gravitont sem fedezték még fel, igy e kolcsonhatast nem szoktak a Standard Modell
kolesonhatéasai kozé sorolni.
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10. Kisérleti eszk6zok

A mag- és részecskefizikai kisérletek elvégzéséhez dltaldban kiilonleges eszkozokre/be-
rendezésekre van sziikségiink, minthogy a részecskefizikai folyamatok kisérleti vizsgalatahoz
igen szélséséges allapotokat kell 1étrehoznunk, nem is beszélve a kiilonos részecskék detek-
talasanak mivészetérdl. A kovetkezo fejezetben a legfontosabb detektortipusokat tekintjiik
at, majd a tétel lezarasaképp néhany szot ejtiink a modern részecskegyorsitokrol is.

10.1. Detektorok
A detektorokat miikodési elviik alapjan tobbféle csoportra oszthatjuk.

Gaztoltésu detektorok. A gaztoltési detektorok altalanos miikodési elve a kovetkezo: a
detektoron athaladé részecske a detektorban 1év6 gazt ionizalja. Az ionizacié soran
leszakadt elektronok ezutan a detektor elektromos terében az anddszélra gytilnek,
ahol elektromos impulzusként érzékelhetjiik Oket. Attél fiiggden, hogy a detektorra
kapcsolt fesziiltség mekkora, és ennek kovetkeztében milyen tovabbi folyamatok zaj-
lanak a detektorban, kiilonb6z6 tipusi gaztoltést detektorokat emlithetiink. Az ioni-
zacios kamra esetén a detektorra kapcsolt fesziiltség kicsi, igy a leszakadt elektronok
nem tudnak tovabb ionizalni. Ekkor a jel aranyos az ionizacioval. A proporcionalis
kamrak esetén a nagyobb fesziiltség kovetkeztében elektron-lavina alakul ki a szal
kozelében, melyet azutan érzékelni tudunk. A Geiger—Miiller-cs6 esetén a detek-
torra akkora fesziiltséget kapcsolunk, hogy az egész hengerben énnfentarté lavina jon
létre, azaz mindig egy adott nagysagu jelet kapunk. E detektortipus nem alkalmas
energiamérésre, csak érzékeny szamlalasra.

Félvezeto detektorok. A félvezetdé detektorok esetén az athaladd részecske hatasara
elektron-lyuk parok keletkeznek, melyek a rakapcsolt fesziiltség hatasara kimen-
nek az elektrédakra, ahol aztan detektalhatjuk oket. Ezen detektorok hatranya, hogy
a hémozgas csokkentése érdekében hiiteni kell dket (példdul folyékony nitrogénnel).

Szcintillacios detektorok. A szcintillacids detektorok esetén az athalado toltott részecs-
ke a szcintillaciés lapon fényfelvillanast kelt, melyet azutan fotoelektron-sokszo-
rozok segitségével erdsithetiink mérheto jellé. Fontos, hogy a szcintillator anyaga a
sajat kibocsatott fotonjaival szemben atlatszé legyen. Megkiilonboztethetiink szerves
és szervetlen szcintillatorokat.

Vizualis detektorok. A vizudlis detektorok kozé sorolhatjuk a szikrakamrat, a kodkam-
rat, és a buborékkamrat. A kodkamraban az dthaladé ionizal6 részecskék ionokat
hoznak létre, melyek jo kondenzacios magvak, igy a tultelitett viz- vagy alkoholgé6z
ezeken a részecskéken csapodik ki, lathatéva téve igy tutjukat. A buborékkamra-
ban folyadék talalhato kicsivel a forraspont alatt, majd egy dugattytuval csokkentjiik



10.2 Részecskegyorsitok 45

a nyomast, minek kovetkeztében a folyadék a forraspont folé keriil. Az athaladd
részecskék ionizalnak, koriilottiitk buborékok keletkeznek. Elénye, hogy 100%-o0s de-
tektalasi hatasfokkal rendelkezik, hatranya viszont a lassiséga.

Neutriné detektorok. A neutrindkat a béta-bomlas soran targyalt folyamatok fordi-
tottja, példaul a v, + p™ — n+ e reakci6 sordn mérhetjiik (Reines—Cowan-kisérlet).
Egy mésik hires kisérlet Raymond Davis 1957-es kisérlete, mely sordn a v, + 37Cl —
3T Ar+ e~ reakciéban keletkezé argon gazt detektalta, kimutatva igy a kozmikus neut-
rinékat. Minthogy a neutrindk csak a gyenge kolcsonhatasban vesznek részt, a folya-
matok hataskeresztmetszetei rendkiviil kicsik, azaz oridsi detektorokra van sziikség
a detektalasukhoz. Napjainkban is szamtalan neutrind-detektor miikodik, ezek koziil
az ismertebbek: Kamiokande, Kamland, Sudbury, Antares.

10.2. Reészecskegyorsitdk

A részecskegyorsitokban elektromosan toltott részecskéket gyorsitanak nagy sebességre,
elektromos tér segitségével. A részecskék fékuszalasa, iranyitasa magneses térrel végezheto.
A gyorsiték kozott is tobbféle tipust kiillonboztethetiink meg: vannak linedris gyorsitok,
ciklotronok, szinkrotronok. A mai modern gyorsitékban tobb ezer GeV-os nyalabenergia
érheté el, az litkozések soran létrejovo folyamatokat pedig hatalmas detektor-ériasok rogzi-
tik. Néhdny a ma is miikodé nagyenergias gyorsiték koziil: KEK (Japan), Tevatron (USA),
RHIC (USA), LHC (Svéjc).

Ezzel tételiink véget is ért, fellélegezhetiink (egy kicsit).
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1. Mikro- és makroallapotok

Amennyiben pontosan ismerjiik egy rendszer allapotat, vagyis ismerjiikk minden ré-
szecske koordinatajat és impulzusat, azt mondjuk, hogy ismerjiik a rendszer minden mikro-
allapotat. A mikroallapot értelmezése attél fiigg, hogy klasszikus mechanikai vagy kvantum-
mechanikai lefrast taglalunk. Elobbi esetben a mikroallapot a fazistér egy pontja, utobbi
esetben pedig a rendszer egy kvantumallapota.

2. Az egyensulyi statisztikus fizika feltevései

2.1. Posztulatum. A magukra hagyott makroszkopikus testek elegendden sok idd utdan a
termodinamikar eqyensuly dllapotaba kertilnek.

Az egyensuly bedllasaban fontos szerepet jatszanak a testben jelen 1évo kolcsonhatéasok, az
egyensily beallasa utan azonban az esetek tobbségében a kolesonhatasok elhanyagolhatok.

2.2. Posztulatum. FEgyensulyi rendszer minden olyan mikrodllapotot eqyenlé valoszini-
séggel vesz fel, amely a rdla szerzett, nem teljes informdcicval (tipikusan a makroszkopikus
dllapotjelzdkkel) dsszeegyeztethetd. Mds széval, ha a rendszerrdl kevesebb informdcionk van,
mint amennyi az 6sszes mikrodllapotot lerdgzitené, akkor a rendszernek tébb olyan mikro-
dllapota van, amely az dltalunk megfigyelt makrodllapotot megualdsithatja. A rendszer ezen
mikrodllapotokat azonos valdsziniséqggel veszi fel.
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3. Az ergodikus hipotézis

Vegyiink egy f szabadsagi fokkal rendelkez6 fizikai rendszert! Ezt a rendszert a (g, p) =

(p1,---,Pf, qu, - - -, qf) altaldnositott koordinatdkkal és kanonikus impulzusokkal jellemez-
hetjiik. Ekkor a rendszeren értelmezett mechanikai mennyiség altaldban ilyen alakba irhaté:
A(t) = Alqa(t), -5 qp(), pa(t), - pg(E)) - (3.1)

Az A mennyiség iddbeli atlagat igy értelmezziik:
T
— 1
= lim — ) 2
A= jim / A(#) dt (3.2)
0

Az ergodikus hipotézis szerint tipikus rendszerek esetén a makroszkopikus viselkedésre
csak elhanyagolhaté mértékben vannak hatassal a kezdeti feltételek.

Tekinstiik most a széban forgd rendszer fazisterét, és értelmezziik a fazistéren a o stri-
ségfiigguényt, amely a kanonikus koordinatak és az impulzuskoordinaték fiiggvénye, vagyis

Q:Q(q17"'7Qf7p17"'7pf)' (33)

Ao(qr,---,q501,---,Df) d/q d/p mennyiség azt mondja meg, hogy milyen valészintiséggel
taldljuk a rendszert a (qi,...,qs,p1,...py) allapot d/q d/p kornyezetében. A stirtiségfiigg-
vény segitségével értelmezziik A fdzistérbeli atlagat:

A= /A(Q1>>Qf7p177pf)Q<q177Qf7plaapf) dfq dfp (34)

Az ergodikus hipotézis értelmében, ergodikus rendszerek esetén a fazistérbeli és az
idobeli atlag megegyezik, vagyis: _

A megmaradé mennyiségek (pl. energia, elektromos toltés, impulzus, impulzusmomen-
tum stb.) megszabjak, hogy a rendszer a fézistér mely pontjait érheti el. Ergodikus rendszer
a fazistér barmely pontjat tetszoleges pontossdggal megkozelitheti. Nagy rendszerek esetén
ez a feltétel akkor teljesiil, ha a rendszer kaotikus.
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4. A sokasag fogalma, Boltzmann-entrépia

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy egy makroszkopikus allapothoz altaldaban tobb mik-
roszkopikus allapot tartozik. Egyazon makroszkopikus allapot dsszes lehetséges mikroszko-
pikus allapotainak halmazat sokasdgnak nevezziik.

4.1. Mikrokanonikus sokasag

A mikrokanonikus sokasag a zart rendszer statisztikus modellje. Alapfeltétele az ergo-
dikus hipotézis kovetkezménye, vagyis a rendszer bizonyos megkotések mellett (energia,
impulzus stb. megmaraddsa) az Gsszes megengedett allapotot azonos valdsziniiséggel veszi
fel (ez a Liouville-tétel segitségével konnyen igazolhatd).

Tekintsiink egy olyan zart rendszert, amely két, egymassal 6sszemérheto nagysagu rész-
rendszerbol all! Jeloljiik a két részrendszert A-val és B-vel! Legyen pl. a rendszer térfogata,
energidja, elektromos toltése, impulzusmomentuma, valamint a részrendszerekben a ré-
szecskeszam (N4 és Np, ahol az A és B tipusi részecskék nem alakulnak at egymaésba)
adott, és valassza el egymastol a két részrendszert egy fal! Ekkor két zart rendszert kapunk,
egyenként V; térfogattal, F; energiaval stb. A teljes rendszer térfogata és energidja ekkor:

Vo= VitV (4.1)
E = E +E,. (4.2)

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a fal az energiara nézve atereszto! Ekkor E; és Fo
id6ében véltozni fog, viszont E = E) + E, tovabbra is allandé. Vezessiik be az Qo (E, .. .)
mennyiséget, amely megadja az E energidjundl kisebb energidji allapotok szamat:

kvantumosan: $(E,...): = Z 1 (4.3a)
E<E
1
klasszikusan: Qo(E,...): = PN / dr. (4.3b)
H(ap)<E

ahol h a Planck-dllandd, N a részecskeszam!, H(q,p) a rendszer Hamilton-fiiggvénye,
tovabba definicié szerint

dr .= dfq d’p. (4.4)
A fenti definicié segitségével értelmezziik az allapotstiriiséget:
dQ
QF,...)=——. 4.5

'Kvantummechanikabdl tudjuk, hogy az azonos fajtaju részecskék megkiilonboztethetetlenek, ezért azon
allapotok, melyek csak a részecskék sorrendjében kiilonboznek egymastdl, ekvivalensnek tekintendok, igy
az Osszesen IN! ekvivalens dllapotot csak egyszer kell figyelembe venniink.
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Jelolje W(E,0F,...) az FE és E 4+ 0F kozti energiaval rendelkez6 éallapotok szamét:

W(E,SE,...) =Q(E+0E,...)—Q(E,...) ~ QE,...)dE. (4.6)

A teljes rendszer allapotsiirtisége a részrendszerek allapotstiriiségeinek konvolicidja (itt
felhasznaltuk, hogy E = const, tovdbba E = E; + E»):

klasszikusan: Q(E) = /Q(El)Q(E — Ey)dE; (4.7a)
kvantumosan: Q(E) = Z QE)QUE — Ey). (4.7b)

Annak a valdszintisége, hogy a rendszer az F; energiaju allapotban van:

QE)UE — Ey)
Q(E)

p(El) = (4'8)

Altaléban Q(E) az energidnak egy igen nagy kitevéjli hatvanyfiiggvénye, ezért P(E)
egy ,tiiskeszerii” fliggvény, amelynek egy er6és maximuma van Ej-ban. Ez azt jelenti, hogy
a rendszer kozel 1 valdsziniiséggel tartézkodik az Ef energidju allapotban, vagyis p(E;)

maximuménak meghatérozasaval a rendszer egyenstlyi feltételét hatarozzuk meg. p(E;)
maximuma helyett In p(F;) maximumat is meghatarozhatjuk:

d d

— Inp(E = InQy(Ey) + InQy(E — E .
iE np(Er) pp (In 21 (E1) + In Qs ) =g
= L ayE) - - L mauE) =0 (4.9)
dE, YodE, 2
* d *
= a5, thl(El): —dE2 anQ(EQ).

A fenti egyenléség az energia egyensuly feltétele a statisztikus fizikaban.

Termodinamikédban az energia egyensuly feltétele:

T =1Ts;. (4.10)
Tudjuk, hogy o5 X

— = 4.11

oFr T (4.11)

Ezt felhasznélva, a (4.10) feltétel az alabbi alakot 6lti:

01
0F,

95,

= — 4.12
.~ 0E, (412

E3
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Sziikségképpen a termodinamikai és a statisztikus fizikai egyensilyi feltételek ekviva-
lensek. Ez azt jelenti, hogy az entrépia az allapotsiiriiség logarimusaval aranyos:

S ~InQF). (4.13)
Makroszkopikus testekre, mivel N ~ 6 - 10?3, teljesiil, hogy
InQy(E) =~ InQ(E) ~InW(E,JE). (4.14)

Az entrépia kifejezésében az ardanyossagi tényezot a legegyszeriibben gy hatarozhatjuk
meg, hogy az elobb leirtakat alkalmazzuk az idealis gézra:

Qo(E) = VNEN2 A (4.15)
3N
InQy(E) = 71nE+N1nV+1nAN (4.16)
d 3N 1 1
— O (E) =" — = 4.1
ag B =5 g T (4.17)
ahol felhasznaltuk, hogy idedlis gaz esetén
3
E = §NkBT. (4.18)

Tovébba Qg definiciéjabdl kovetkezik, hogy a térkoordinatakra vett integral (mivel f = 3N)
éppen V. Szabad részecske esetén E = p?/2m, ezért minden impulzus koordindtara vett
integrél egy 3N dimenzids, v2mFE sugaru gomb térfogatat adja meg. (4.13)-bol (4.17) és
(4.14) felhasznédldsaval azonnal adédik, hogy

S=kglnW(E,0F). (4.19)
Az entropiara adott fenti kifejezést Boltzmann-entropidnak nevezziik.

Ha megengedjiik, hogy a két részrendszer kézott a részecskeszam is kicserélodjon, vagy
a fal eltolddjon (,a térfogat is kicserél6djon”), akkor az elébbiekben bemutatott gondolat-
menethez hasonldan, felhasznalva a termodinamika eredményeit, 1j egyensulyi feltételeket
adhatunk meg. Ekkor p nem csak az energiatol, hanem a részecskeszamtoél és a térfogattol
is fiiggeni fog, vagyis a részrendszerek entropidinak nem csak az energia szerinti, hanem
a részecskeszam és/vagy térfogat szerinti parcidlis derivéltjainak is egyenlének kell len-
niiik az Ef, N} és V;* helyeken (i = 1,2). Az energidra vonatkozé egyensulyi feltételbol,
felhasznélva, hogy

oS

Pk (4.20)

ON T
adddik, hogy amennyiben a részrendszerek kozott részecskecsere is zajlik, termodinami-
kai egyensulyban a részrendszerek kémiai potencidljainak is egyenlonek kell lenniiik. Ha a
részrendszerek kozott ,a térfogat is kicserélodhet”, akkor

os p
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felhasznélasaval konnyen beldthato, hogy termodinamikai egyensilyban a két részrendszer
nyomdsa is megegyezik (a tovabbiakban, illetve a fenti egyenletben p a nyomast jeloli).
Altalanosabban fogalmazva, ha megengedjiik, hogy a rendszerek kozott egy X extenziv
mennyiség kicserélédjon, akkor

0s  Xi
— = = 4.22
0X, T (4.22)
felhasznalasaval az alabbi egyensiilyi feltételt kapjuk:
vy =v®, (4.23)

ahol Y, az Xj-hoz konjugdlt intenziv mennyiség.

Koénnyen belathatd, hogy minél tobb extenziv mennyiséget engediink kicserélodni, annal
nagyobb lesz a teljes rendszer entrépidja. Az entrépia megvaltozasa:

oS oS oS oS
dS=—dE+ —dN + —dV + — dX;. 4.24
o " TN Tav Y Tax, (4.24)
Ez az 6sszefliggés az egyensilyi pontban mindig igaz. Az entrépia extenziv mennyiségek
szerinti derivaltjai ismertek. Azokat a fenti egyenletbe helyettesitve, megkapjuk a funda-
mentalis egyenletet:

_ dE — pdN +pdV + Xz dX,

d
5 T

(4.25)

Innen latszik, hogy tobb kicserélodd extenziv mennyiség esetén az entrépia nagyobb lesz.

4.2. Kanonikus sokasag

A kanonikus sokasag a hétartaly statisztikus fizikai modellje. Ebben az esetben is egy
zart rendszert vizsgalunk, amely két részrendszerbol &ll, azonban itt az egyik elhanyagol-
hatdéan kis méretii a masikhoz képest, ezért a teljes rendszer homérséklete gyakorlatilag
allandé, ugyanis a kisebb részrendszer homérséklete csak elhanyagolhatéo mértékben befo-
lyasolja a nagyobbét. A {6 kiilonbség a kanonikus és a mikrokanonikus sokasag kozott, hogy
a kanonikus sokasagban a rendszer hémérséklete rogzitett, nem pedig az energiaja.

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor az alrendszerek csak energiat tudnak cserélni
egymassal! Hasonléan a mikrokanonikus sokasdghoz, az F; energiaju allapot valészintiségét
az allapotstiriiségek segitségével adhatjuk meg:

Ql (El)QQ(E — El)
Qg

f(Ey) = : (4.26)
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Hotartalyrol 1évén szo:

O (E) =~ Q(E) (4.27)
InQ); <In€2 (4.28)
S8 (4.29)
Ei<KE. (4.30)
A Boltzmann-entrépia definiciéjabol kovetkezik, hogy
Q(E) = &%k (4.31)
Ezeket felhasznalva adodik, hogy
QE-FEl)  L(s(B-E1)-S(E)
E)) ~ = ek
f( 1) Q(El) €™
_ eé(S(E)f%ElJr%-SQTgEer...fS(E)) (4.32)
B
~e FBT
ahol felhasznaltuk, hogy
0s 1
— = 4.33
oF T (433)
0?S 1 0T 1 1
= = (4.34)

OF* — T:0E 1% Cy’
ahol Cy a fajhé. Ahhoz, hogy a masod- és magasabb rendii tagokat elhanyagolhassuk,
teljesiilnie kell az

1 L
Ty S (4.35)

feltételnek. Ez az els6 és a masodik derivaltak aranyabol adédik. A feltétel teljesiil, mivel
hétartédly esetén Cy nagy. A fentiek alapjan az f(E))-re az aldbbi kifejezést kapjuk:

F(E) = Ne For (4.36)

Vezessiik be az allapotosszeget:

Z:=> f(E). (4.37)

Ey

Innen az F; energiaji allapot valészintisége:

1 _ B
p(Ey) = 7 ¢ BT (4.38)
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Ezzel analég mddon, bevezetve a 3 := (kgT)~! jelolést, az E; energidji kvantumadllapot
valoszintisége, valamint a kvantummechanikai allapotosszeg:

Z=>Y et (4.39)
l

r
p=-e E (4.40)
Az i =1,2,...,c komponensii rendszer allapotosszegét megadhatjuk a fazistérbeli si-
riségfiiggvénnyel is:
1 e—PH(a:p)
[T Nith3N
i=1
1
7= / e AH@P) qr (4.42)
[T N:!h3N
i=1

Az allapotosszeg az allapotstriiségek segitségével is kifejezheto:
o
klasszikusan: Z = /e‘ﬁEQ(E) dE. (4.43)
0
Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a teljes rendszer allapotstiriisége a két részrendszer

allapotsiirtiségének konvoliciéja. Ezt (4.43)-ba beirva, egyszerli szdmolas utan adodik, hogy
két részrendszer esetén

Z=27-7. (4.44)

Ennek egyenes kovetkezménye, hogy a teljes rendszer allapotosszege a részrendszerei alla-
potosszegének szorzata:

z=1]%- (4.45)

Vezessiik be az F' szabadenergiat:
F:=—kgTlnhZ. (4.46)

Ezt felhaszndlva, a rendszer atlagos energidja:

oF

5 (4.47)

— 9
E:ZplEl:...:—%an:F—l—ﬂ
l

E-ot gyakran a rendszer belsd energidjinak nevezziik.
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A szabadenergia segitségével kiilonbozé termodinamikai erék, pl. a nyomas, egyszertien
szarmaztathatok. Legyen x egy extenziv mennyiség, amelytol az energia fiigg! Ekkor az

E
x = 2E@) (4.48)
Ox
x-hez konjugalt intenziv mennyiség atlaga:
(& BE, 8El 1 6
X - X == _ —_— —BE,
Zl:pl l Xl: 7 or Zﬂaxz
— (4.49)
0 InZ 0 oF
=———=——(kgTInZ) = —.
or f3 ox (kT In 2) ox
Ennek alapjan a rendszer nyomaésa, és igy az allapotegyenlete is kénnyen felirhato:
OF
= —. 4.50
P=50 (4.50)

4.2.1. Az egyensuly stabilitasa, fluktuaciok

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a teljes rendszer allapotsiiriisége exponencidlisan fiigg
az entrépiatél. Ezt és a szabadenergia (4.46) definicigjat felhasznélva, felirhatjuk az élla-
potosszeget az allapotsiriiség segitségével:

Z=e P =N et = / e PEQ(E) dE = / e PP dE . (4.51)
l

0 0

Az integrandus itt is egy ,tiiskeszerti” fiiggvény, vagyis gyakorlatilag csak a maximum
kornyéke ad jarulékot az integralba. Jeldlje E* az integrandus maximumat! A sorfejtést
méasodrendig elvégezve a maximum koriil, az alabbi eredményre jutunk:

o0 o0

* * (E— * *)
efﬁF(ﬁ) = /Q_BE"'% dE = /e—ﬁ(E—E +E )+SE% 4B
0 o (4.52)

0

Az integrandus értéke 0-nal kicsi, mivel E* nagy, ezért az integral alsé hatara —oo-nek
is valaszhatd. Az entrépia mésodik derivaltja a (4.34) egyenletbdl ismert. Ezt beirva a
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fenti integralba, egy T2Cy kg szérdst Gauss-eloszldst kapunk. Az eloszlés szérasa éppen az
energia szorasa egy T hémérsékletli rendszerben:

0% = (H?*) — (H)* = T*Cvks. (4.53)

Az idedlis gaz fajhdje — rogzitett részecskeszam mellett — konstans:

Oy = gNkB. (4.54)

Ez azt jelenti, hogy az idedlis gédz energiajanak szordsa a részecskeszam négyzetgyokével
aranyos, relativ szérasa pedig % ~ \/LN Vagyis az idedlis gaz energidjanak eloszlasa annél
élesebb, minél nagyobb a a részecskeszam. Mas széval: minél tobb részecskébdl all a gaz,
annal stabilabb az egyensulyi allapota.

4.2.2. A szabadenergia néhany tulajdonsaga

Az el6z8 alszakaszban lattuk, hogy?

S(E*)

e T ¢ PR 27 T2 C ks (4.55)

Azt is lattuk, hogy makroszkopikus rendszerek esetén a szoras kicsi, ezért /2nT2Cykp
elhagyhaté az exponencialis tényez6é mellett. Ekkor a szabadenergia kifejezheté a rendszer
energiajaval és entrépidjaval:

S(E)

_BF(B) = —fE + K (4.56)
—% = —% +5(E) (4.57)
F=E-TS. (4.58)

A fundamentalis egyenlet felhasznalasaval felirhatjuk a szabadenergia megvaltozasat:
dFf = -SdT — pdV — pudN'. (4.59)

A szabadenergia infinitezimalis megvaltozasabdl leolvashatok a parcidlis derivaltjai, melyek
éppen a korabban emlitett termodinamikai eréket adjak meg:

OF OF OF
ON |, " WVyr T |y S (4.60)

2Ez a képlet a nyeregpontmédszerbdl jon ki, azért szerepel benne a /2.
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4.2.3. Az ekviparticio tétele

Az ekvipartici6 tétele azt mondja ki, hogy homogén a-ad rendii potenciél esetén minden
szabadsagi fokra ugyanakkor potencidlis energia jut. Homogén a-ad rendii fiiggvény példaul
a hatvanyfiiggvény:

U(z) = azx®. (4.61)
A bizonyitdst az a = 2 esetre végezziik. A fent definidlt potencial mellett a rendszer
Hamilton-operatora:

H = H'+ az*. (4.62)

Ekkor a potencial varhato értéke:

1
(a?) = TN [ e PHaz?dl - fe—,B(H’+aa:2)ax2 ar
- - _ ! +ax2
L Jepmar Jerptirendr
h3N N!

00 _ a 00
J ePar? a2 dg — e—Par? qy
— 0 = 0 = ——1InZ(B) (4.63)

1
=35\ 3a = 3 (—§1n5+“'> :%:EkBT.

Erdemes megjegyezni, hogy a Hamilton operatorbdl csak a potencial maradt meg a varhaté
értékben. Statisztikus fizikai szempontbdl nézve azt mondhatjuk, hogy ez a szabadségi fok
olyan, mintha egymaga alkotna a rendszert, illetve a rendszer tobbi része egy T" hOmérsék-
leti hotartallyal allna kapcsolatban.

Az el6bb bemutatott szamitdssal analég modon, dltalanos «a kitevé esetén hasonlé ered-
ményre jutunk:

(az®) = ék‘BT. (4.64)

Az ekviparticié tételével egyszertien megadhatjuk az idealis gz energiajanak varhato
értékét: az idedlis gazban N részecske van, vagyis 3N szabadsagi fokkal rendelkezik. A ré-
szecskéknek csak mozgési energiajuk van. Egy részecske mozgasi energidja az impulzusanak
masodik hatvanyaval aranyos, igy az idealis gaz energidjanak varhato értéke:

3

(E)=E = INksT . (4.65)
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Hasonlé gondolatmenettel megadhatjuk egy harmonikus oszcillatorrendszer energiajanak
varhato értékét: )
(E) =E =06N - §kBT = 3NkpT . (4.66)

4.2.4. A Maxwell-féle sebességeloszlas

Tudjuk, hogy kanonikus sokasaghan egy fizikai rendszer fazistérbeli stirtiségfiiggvénye:

1 1

Z . W . 6_6H(q’p) dr (467)

flg,p)dl’' =

Ebbdl az eloszlasbdl szeretnénk levezetni a részecskék sebesség szerinti eloszlasat. Elso
lépésben vélasszuk le a Hamilton operatorbdl a mozgasi energiat:

2

H=H(q)+ 2p—m . (4.68)

Ebben az esetben dI' = dI'dp. Ha kiintegraljuk az eloszlasfiiggvényt az altalanositott
koordinatak szerint, megkapjuk a részecskék impulzustérbeli eloszlasfiiggvényét:

= o
eiﬁ% d3p eiﬁTm d3v .
)ty = Y ) . (469

J eiﬁ% dBp [ eiﬁTm d3v

A nevezében szereplo integral megadja az eloszlas normélasi faktorat. Kordbban mar szere-
pelt ahhoz hasonlé integrél, ezért a bizonyitast az Olvaséra bizzuk ;-). Egyszerti szamitasok
utan megkapjuk a részecskék sebességiik nagysdga szerinti eloszlasat, vagyis a Maxwell-féle
sebességeloszlast:

. 3 2
fv)dv = \/% (%) exp <—2TZ;)T> v?du. (4.70)

Az eloszlasnak v*-ban maximuma van. A maximum helye:

2%k 5T
vt = =B (4.71)
m

Az ekviparticid tétel megadja az eloszlds varhato értékét:

S NksT = Jm (o) = (?) = 220 (4.72)
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f(v)

0 v

Maxwell-féle sebességeloszlas
Gauss—gorbe

1. abra. A Maxwell-féle sebességeloszldst a maximum koril jol
kozeliti a Gauss-eloszlas.

Azt 1latjuk, hogy az eloszlas atlaga nem ugyanaz, mint a maximuma. Ez azért van, mert a
sebességeloszlas nem éles, csak az energiaeloszlas az.

Az eloszlas szérasat megbecsiilhetjiik, ha a sebességeloszlast a maximum koriil egy
Gauss-eloszléssal kozelitjiik. Az exponens mésodik derivéltja® a maximum helyén megadja

a szorasnégyzetet:
kgT
2= B (4.73)

o° = .
2m

Ezt felhaszndlva, a Maxwell-féle sebességeloszlast jol kozelité Gauss-gorbe alakja:
fw) = fvr) - e mr (4.74)

Ezt szemlélteti az 1. dbra.

a. . 2
3itt v? is az exponensben szerepel: v? = e™?
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4.2.5. Klasszikus dedlis gaz

frjuk le a klasszikus idedlis gazt kanonikus sokasagban! Az idedlis gaz allapotosszege:

VN 3N p? VN sy oy
Z = BN N1 /eXp(—5; 2m)dpl - dpsy = W(mekBT) >~ 372 . (4.75)
A szabadenergia:
F(T,V,N)=—kgTIlnZ. (4.76)
A Kklasszikus idedlis gaz nyomasa:
oF 0 1
—p = — = — (—kgTTNInV +--+) = —kgTN - —. 4.77
P= 7|, " av ReTNIV ) = ke TN (4.77)
Innen visszakapjuk a termodinamikabdl ismert allapotegyenletet:
pV = NkgT . (4.78)
A klasszikus idedlis gaz entropiaja:
oF 0 3N 3
V,N 5 (4.79)
S=kgplnZ+ §Nk3.
A Kklasszikus idedlis gaz (atlag)energidja:
0 0 3N 3N 3
EFE=—mhZ=——|(——1 «oo )| = — = =NkgT. 4.80
a5 " ap ( p b ) 25 2B (4.80)

Ez az eredmény is konzisztens a termodinamikabdl ismert eredménnyel.

4.3. Nagykanonikus sokasag

A nagykanonikus sokasag a kanonikus sokasag altalanositdsa. Ebben az esetben is hé-
tartalyrol beszéliink, itt viszont az energia mellett a részecskeszam is kicserélodhet a rész-
rendszerek kozott. Hotartalyrol 1évén szo,

Ni < N;~N. (4.81)
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Azt vizsgaljuk, hogy milyen valdszinliséggel van a kisebb részrendszer F; energiaju
allapotban, N; részecskeszammal. A kanonikus sokasaghoz hasonléan, bevezethetjiik az
f(Ey, Np) ,normélatlan valészintiséget”:

Q1 (Ey, N1)Q(Ea, N2)  Q(E — Ey, N — Ny)

S N = Q(E, N) ~ Q(E, N)

(4.82)

Felhasznalva a Boltzmann-entrépia (4.13) definicidjat, majd az entrépiat elsé rendig sorba
fejtve, az E energiaju, N részecskeszamu allapot valdszintisége:

1
e~ PH(@P)+AuN T
3N N
p(B, N) = —1 fV - . (4.83)
3 erfﬁH(q,pHﬁuN dl'y

N=0

A fenti egyenletben a nevez6 a nagykanonikus dllapotosszeq:

- 1
7 = Z RN /eb’HN(q,p)JrﬁuN dly . (4.84)
N=0 '

Kvantummechanikai leirasban az E; energiaju allapot valdszintlisége, és igy az allapot-
Osszeg is fligg a részecskeszamtol:

e_B(El(I\U_MN)
p=— (4.85)
z=3" o BEN —uN) _ S ez, (4.86)
I,N N=0

ahol Zx a kanonikus éllapotosszeg N részecske esetén (ldsd a (4.42) egyenletet).

A kanonikus sokasagban bevezettiik a szabadenergiat. Ezzel analég modon itt bevezet-
jik a ® nagykanonikus potencidlt:

(T, p,V):=—kgTlnZ. (4.87)

Fejezziik ki -t a termodinamikai valtozoival! Ehhez az el6zd szakaszban bemutatott el-
jarassal analég modon kell eljarni. Eloszor irjuk fel a nagykanonikus allapotosszeget az

allapotstriséggel:

7 = %:WN / e PEQ(E) dE . (4.88)

0
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A részecskeszamra vonatkozé szummat integrallal kozelitjiik, majd az allapotstriséget ki-
fejezziik a Boltzmann-entrépidval. Az igy kapott exponenst elsé rendig sorba fejtve! a
legvaldsziniibb értékek, vagyis E* és N* koriil, az allapotosszegre az alabbi kozelitést kap-
juk:

S(E*,N*)
k

Z g e PEHORNTE T (4.89)

Innen mar kifejezhetoé a nagykanonikus potencidl a termodinamikai valtozoival:

—kgTInZ =FE —TS(E,N)— uN = &(T, 11, V), (4.90)

ahol E és N a legvalosziniibb energia ill. részecskeszam.

Az Euler-azonossag felhasznalasaval tovabb egyszertisithetjiik a nagykanonikus poten-
cial kifejezését:
E(AS,A\V,AN) = AE(S,V,N). (4.91)

A fenti egyenletet A szerint derivalva, majd A\ helyére egyet irva, megkapjuk az Euler-
egyenletet:
E=TS —pV +uN. (4.92)

Ezt felhasznalva, két legyet iithetiink egy csapésra®: leegyszertisithetjiik a nagykanonikus
potencial kifejezését, ugyanakkor felirhatjuk a ,nagykanonikus allapotegyenletet”:

®=—pV. (4.93)

A fundamentalis egyenlet felhasznalasaval konnyen megkaphatjuk a nagykanonikus po-
tencidl megvaltozasat:
d® = —-SdT —pdV — Ndu. (4.94)

Innen a parcialis derivaltjai leolvashatoéak:

0P 0P oo

- —_9 =
or|,y

—_| = =—N. (4.95)
v |,

Olyy

4.3.1. Klasszikus idedlis gaz

Lattuk, hogy a kanonikus sokasag jol leirja az idedlis gazt, vagyis statisztikus fizikai
meggondolasok alapjan visszakaptuk a termodinamikabdl jol ismert eredményeket. Nézziik
meg, hogy nagykanonikus sokasagban teljesiil-e ugyanez!

4A mésodrendii tagok az eloszlas szélességét adjdk meg.
5Igen, rimel, na és akkor mi van? Most iisselek meg ezért?
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A klasszikus idedlis gaz nagykanonikus allapotosszege:
Z=> "7y, (4.96)
N=0

ahol Zy a kanonikus &llapotosszeg N részecske esetén. A klasszikus idedlis gédz kanoni-
kus dllapotosszege a (4.75) egyenletbdl ismert. A nagykanonikus dllapotosszeg és annak
logaritmusa:

L[V By 3 " 4 By 3
Z = Z N | 3¢ (2mmkpT)?| = exp T (2rmkgT)? (4.97)
N=0
V' s 3
InZ = e (2rmkgT)? . (4.98)
A nagykanonikus potencial pedig
Vv 3
d=—kgTInZ = —kpT - ﬁeﬂ“ (2mmkpT)? (4.99)
A fenti egyenletbdl leolvashaté a részecskeszam és a nyomas:
—N = 0P =—kgTfInZ=—-InZ (4.100)
op TV
0P 1 1
—-p=— =—kgT-—InZ =—kgTN—. 4.101
Proavl,, v By (4.10)

A fenti két egyenletbdl latszik, hogy a nagykanonikus sokasag is helyesen visszaadja a
klasszikus idedlis gaz termodinamikabdl ismert allapotegyenletét:

pV = NkpT . (4.102)

Nagykanonikus sokasagban becslést adhatunk arra, hogy az idedlis gaz meddig tekint-
het6 klasszikusnak. Irjuk ki részletesebben a részecskeszamot:

3
2rmkgT \ 2
N=V <TB) e (4.103)
Innen: .
N h? 2
r— — [ ———— ) . 4.104
‘ V <27ka’BT> (4.104)

Az egyenlet jobb oldaldn 4ll6 szorzat elsé tényezje r;>-nal aranyos, ahol rq a részecskék
kozotti atlagos tavolsag, kovetkezésképpen

Vo4
= ?ﬂrg. (4.105)
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A masodik tényez6 konstans szorzo erejéig éppen a de Broglie-hullamhossz kidbe:

1
h? 2 h h
— ) = ~—=\. 4.106
(27rkaT) 1 5P ( )
<4ﬂ'§kaT>

Ritka vagy magas hémérsékletli gdz esetén \3/rj < 1, ami azt jelenti, hogy a kémiai
potencidlnak negativnak kell lennie. Az idealis gazt tehat addig tekinthetjiik klasszikusnak,
amig a fenti feltétel fennall.
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1. Bevezetés

A tétel neve kvantumstatisztikak, azaz egy sokrészecskés kvantummechanikai rend-
szert akarunk leirni a statisztika mddszereivel. N részecskés rendszer esetén a Schrodinger-
egyenlet [. sajatallapotahoz tartozé hullamfiiggvényt jelolje \I’I(N), az ehhez tartozo energiat

(sajatértéket) pedig EZ(N). A legtobb esetben arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyi az ér-
téke egy fizikai mennyiségnek ezen a rendszeren. Statisztikdnal mar megszoktuk, hogy ilyen-
kor az adott mennyiség varhaté értékére vagyunk kivancsiak. Ezt egy A fizikali mennyiség
esetén a kovetkez6é modon szamithatjuk nagykanonikus sokasdgban:

N N 1 N
() =3 ™ (uV) Alei™)
I,N

Itt A az A fizikai mennyiséghez tartozé operator, pl(N) pedig N részecske esetén annak a

valészintisége, hogy az [. allapotban talaljuk a kvantummechanikai rendszert. Ezt a valo-
szintiséget a nagykanonikus sokasag esetén ismerjiik:

) _ 1 -s(g™-un)

b -7

A kifejezésben p a rendszer kémiai potencidlja, § = 1/kgT, Z pedig a nagykanonikus
allapotosszeg, mely arra kell, hogy az eloszldas normalt legyen.

7 Ze—B<El(N)_MN) ‘
ILN

A tovabbiakban kizérélag nemkolesonhaté kvantumrendszereket fogunk vizsgalni (ide-
alis gazok, fononok, fotonok, stb.). Ez lényegesen leegyszeriisiti a szamoldsokat. Egy N
részecskébol allé nemkolesonhatd rendszer energidja és részecskeszama kifejezheto igy:

N:Zm

T

E = 257‘”7" .

r
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Itt ugy szamoltunk, hogy vettiik az egyrészecske energia-sajatallapotokat, majd azokra
adott szamu részecskéket pakoltunk. Azaz az r. egyrészecske sajatallapot energidja e, és
ezen a szinten n, darab részecske van. fgy nyilvanvald, hogy a fenti kifejezéssel kapjuk a
teljes részecskeszamot (N) és az Osszenergiat (£).

Ezeket pedig most beirjuk a nagykanonikus allapotosszegbe:

7 = Zeiﬁziozoﬁnr+ﬁﬂzzonr — Zefﬁziio(fr*#)nr )
{nr} {nr}

A kifejezést gy kell 6sszegezni, hogy n,. kiilonb6zo konfiguracidira dsszegziink adott N = 0-
tol N = oo-ig. Most triikkozziink egyet: szamoljuk ki egy energiaszint nagykanonikus 0ssze-
gét, azutan — mivel az allapotosszegek kiilonbozo fiiggetlen rendszerek Gsszetétele esetén
szorzdédnak — szorozzuk Ossze a kiilonbozo energiaszintek allapotosszegét. Kicsit egyszertib-
ben kifejezve, Osszeszorozzuk azokat az allapotosszegeket, melyek azt fejezik ki, hogy az
adott energiaszinten 0, 1, 2, ... stb. részecske talalhato:

7 — ﬁ (Zeﬁ(sru)nr> ‘
r=0 Ny

A Pauli-elvnek megfeleléen megkiilonboztetiink kétfajta tipusi részecskét. A fermio-
nokat, melyeknél egy energiaszinten csak 0 vagy 1 részecske lehet (n, = 0,1), illetve a
bozonokat, melyeknél akdrmennyi (n, = 0,1,2,...,00). Megjegyezném, hogy természete-
sen ekkor a fermionok rendszere kolcsonhaté, de kélecsonhatasuk nagyon rovidtavi és ilyen
egyszerlien veheto figyelembe:

o0

Zfermion = H(l + 675(&7“)) .
r=0

Bozonok esetén egy mértani sor tsszegét kell kiszamolni a produktum belsejében. Az
osszegképlet a kovetkezd (feltéve persze, hogy a szumma konvergél):

o0

1
Zbozon - H—l — e—ﬁ(ér—u) .

r=0

2. Fermi-eloszlas, Bose-eloszlas

Ebben a szekciéban kiszamoljuk a fermionokhoz tartozé Fermi-Dirac és a bozonok-
hoz tartozé Bose—Einstein eloszlasfiiggvényeket. Eloszlasfiiggvénynek azt nevezziik, amely
megmondja, hogy adott energia kis kornyezetében héany darab részecske talalhato.
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A sajatértékeknek megfeleléen diszkrét energiaszintekbdl indulunk ki. Szamoljuk ki,
hogy mennyi a varhato értéke a k. energiaszinten az ott 1év6 részecskéknek!

o 1 0 oo 1 0 10lnZz
— _ —/Bzr:o(ET_N)nT - _ B ZT:()(ET_N)”T — ___Z —
<nk> ZZe 1k Zﬂ ;85k6 Zﬁ@ek 5 8€k

Felhasznaljuk az el6z6 fejezetben kiszamolt allapotosszegeket:

o o ie—ﬁ(ek—u)(_g) B
— -+ 7 —Bler—n)) — ==
Oeg, 7 iﬁek ;ln (1c )=+ 1+ e BlEr—n) ePler—m £1

B 1
= e a1

Azzal feltételezéssel éliink, hogy a spektrum nagyon stirt vagy folytonos, igy adott energia
kis kérnyezetében talalhato részecskék szamét a kovetkezo képlet adja meg:

B 1
n(e) o GB(E_IJ‘) +1
A fols6 eléjel a kordbbiaknak megfeleléen a fermionokhoz tartozik, igy a Fermi-Dirac-
eloszlast adja meg, az alsé pedig a bozonokhoz tartozé Bose—Einstein-eloszlast.

Az Osszes részecskeszam és az Osszenergia a korabbiaknak megfeleléen szamolhato:

r=0

N=3(n)~ / D(e)n(e) de

o0

E = Zer (ng) ~ /5D(€) n(e)de.

0

Emlékeztetésképpen az allapotstirtiséget kifejezé D(e) fliggvény azért kell, mivel az
energia szerint integralunk, ahhoz pedig tudnunk kell, hogy hany allapot van adott energia
kis kornyezetében.

2.1. Klasszikus hatareset

Mindkét eloszlas klasszikus hataresete a Boltzmann-eloszlas, mely akkor teljesiil, ha

e Fr > 1: )
e —— 75(57/1')
n(e) e L1 ¢ .
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A nagykanonikus eloszldsnal levezetett altalanos Osszefiiggés értelmében:
Zy

N

e Br —

Itt Z; az egyrészecske kanonikus allapotosszeg. Szamoljuk ki gyorsan idealis gaz esetén:
1 \%4 8 3 2 vV [2mm\*?
Zy=— [ePdl = — [ezm 2 Pidpidpodps = — [ ——— ] .
1= 73 hg/ p1dp2dps e ( 3 )

Az utolsé 1épésnél felhasznaltuk a Gauss-integralt:

/ e dz = +/7/a.

o0

Ekkor tehat Boltzmann-eloszlasra a feltétel:

L otn_ D ‘/<2kagf>w2
e = = e .

N N h2

Azaz a kvantumhatasok akkor tekinthetéek elhanyagolhaténak, ha a részecskék stirlisége
kicsi, és a gaz homérséklete nagy.

3. Idealis Fermi-gaz

Idealis Fermi-gaz, azaz nemkolcsonhato fermionokbdl képzett gaz. Képzeljiink el pél-
daul dobozba zart elektronokat, vagy fémekben a delokalizalt elektronfelhét! Kivancsiak
vagyunk eme gaz energiaegyenletére, allapotegyenletére... sth. A kordbbiakbdl (pl. el6z6
tétel) jol ismert mddszert kovetjiik, igy annyira részletesen nem is ismertetem itt.

Az idealis gazok Hamilton-fiiggvénye:

_Ipf
om

H

Az allapotosszeg:

2541
Qo) =) 1= =

er<e

(2s+1)Varx|p]* (2s+ 1)4xV 5
/. w3 a2
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Az allapotstriség:

A 2m(2s + 1
D(e) = d;’: ul ;3+ ) om)p/2vels .= Avz.

Megvan az allapotsiirtiség, ez kell ahhoz, hogy a részecskeszamot és az energiat ki tudjuk

szamitani:
o

£1/2

0

o
3/2

e
0

Az allapotegyenletet pedig a nagykanonikus potencial segitségével vezetjiik vissza az ener-
giara:

b =—kgTInZ =—kgT (:I: Zln (1 + 6_6(57‘_”‘))) _

r=0
= FkpT / D(e)In (1 £e ") de =

= FkpTAV /51/2 In (1£e M) de = FhpTAV {3 321 (14 =00
0

3/2 (e—n) 2 S £3/2 9

0

A fenti szamolas soran parcidlisan integraltunk, és kihasznaltuk, hogy a hatarokon vett
tag zérus. Késébb pedig felfedeztiik, hogy a megmaradé integral az energia egy 2/3-os
szorzoval. A nagykanonikus potencialrol tudjuk a kovetkezot is:

O =—pV.

fgy tehat az allapotegyenlet az energia segitségével:

9
V=ZE.
Py =3
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bejévo hullam -

/ s rés, akadaly

1. dbra. Fermi-Dirac-eloszlés. . . Bocs az dbraért, nem volt kedvem rendeset csinalni. . .

3.1. Bethe-Sommerfeld-sorfejtés

A fenti integralok analitikus formaban nem végezhetoek el, azonban ha a fémek delokali-
zalt elektronfelhéjére akarunk szamolgatni, akkor igaz az alacsonyhémérsékletii, in. Bethe—
Sommerfeld-sorfejtés. A homérséklet minél alacsonyabb, annal élesebb a Fermi-eloszlas le-
végasa a kémiai potencidlndl (1. dbra). A nulla hémérséklethez tartozé kémiai potencialt
— amikor a Heaviside-fiiggvényhez hasonléan azonnal levag a fiiggvény — Fermi-energidanak
nevezziik, a hozza tartozé homérsékletet pedig Fermi-homérsékletnek:

A szobahémérséklet 300 K, mig tipikusan a fémek Fermi-hémérséklete 10* — 10° K
nagysagrendbe esik, ezért miikodik a Bethe-Sommerfeld-sorfejtés.

Mivel a fémben talalhato részecskeszam nem fiigg a hémérséklettol, ezért azt lehet
szamolni zérus hémérsékleten:
Er
2
N = AV /51/2 de = §AVE§/2 .
0

Maga a Bethe-Sommerfeld-sorfejtés pedig tetszéleges fiiggvényre T? tagig a kovetkezd
(ezt nem vezetem le, mert szerintem hosszi és felesleges):

[o@se1de= [oerae+ s Ee)gte) + 7 (ka1 ().
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Itt f(e)-nal jeloltem a Fermi—Dirac-eloszlast, mivel a Bethe-Sommerfeld-sorfejtés kiza-
rélag erre igaz, g(¢) pedig egy tetszdleges fiiggvény. Két 1épésben jutunk el az energidig T
rendben: elészor g(e) = D(e) helyettesitéssel, ebbél megkapjuk a kémiai potencidlt, majd
g(€) = €D(e)-nal, melybe vissza kell majd irnunk a kémiai potenciélt.

A g(e) = D(e) helyettesités pont a részecskeszamot adja meg:

2

N = /D(e) de + (n — Ep)D(EFp) + %(kBT)QD/(EF) =

=N+ (u— Er)D(Ep) + %2(kBT)2D’(EF) :

Kihasznaltuk, hogy a Bethe-Sommerfeld-sorfejtés els6 tagja pont nulla hémérsékleten adja
meg a részecskeszamot, és mivel ez a homérséklettol fiiggetlen, ezért ugyanaz az N irhaté
oda. N-nel valé egyszertisités utan kifejezhetjiik a kémiai potencidlt:

o D'(Er)
D(Erp)

2
m
p=Ep— g(k’BT)

A g(g) = eD(e) helyettesités pedig pont a keresett energidhoz vezet:

2

3

(ksT)* (eD(e))c_p,. =

2

(ksT)?D(Er) + %(kBT)2EFD’(EF) -

E = /EFgD(e) de + (n — Ep)eD(Ep) +

2

®|>1 ©|

= /EFgD(g) de + (n — Er)eD(Er) +
— /EFsD(e) de + %Q(k’BT)QD(EF) :

Az utolso lépésben beirtuk pu-t, igy a masodik valamint a negyedik tagok kiejtették egymast.
Az ebben 1év6 integral pedig mér analitikusan elvégezhetd.

Er

2 2 2
E=AV / 32 de + %(kBT)MVE;/? = gAVE;/2 + %(kBT)%AWE}J2
0
- 572 (T \°
12 \Tr

Ezt ismerve kénnyedén szamolhaté az elektronok hékapacitésa:

2
= gAVE;/ ?

dF 7'('2 1/2
CTar T 3
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Az elektronok fajhéje tehat a homérséklettel linearisan valtozik. Ezt alacsony homérsékle-
ten lehet féleg kimutatni, ahol a fononokhoz tartozé Debye-fajhd T3-bel cstkken (amint ezt
egy késobbi fejezetben be is mutatjuk), igy egy bizonyos hémérséklet alatt az elektronfajhd
vélik meghatdrozova. !

4. Idealis Bose-gaz, Bose—Einstein kondenzacié

Tegyiik fel, hogy van egy N darab bozonbdl all6 rendszeriink, melynek alapéllapoti
energidja eg = 0. A Bose-Einstein-eloszlas:

1

b(('f) - GB(E_I“L) — 1

Az eloszlas divergal, ha a nullenergias allapotban a kémiai potencidl tart nulldhoz. A
kémiai potencial negativ vagy nulla. Ha pozitiv lenne, az nem lenne tul jo, mivel ilyen
effektus nem nulla energidkon is felléphetne. Valasszuk le a nullenergids részecskéket, a
tobbi mar kozelithet6 integrallal:

IR -V DV NS NV B o[ BRI
_Zom_ 0+§1:W— 0o+ m €:= Ng+ .
r= r= ;

Idedlis gazra ismerjiik az allapotstiriiséget, N'-t tudjuk szamolni:
oo

T
N/:Av/midé“—/ﬂ/ k‘BT /2/
€
0

0
= AV (kgT)*T (g) F) (g a) ,

ahol bevezettiik az x = e valamint a « = —[u 1j valtozdkat.

eat—i-a _

F&) (§ a) egy a-ban monoton csokkend fiiggvény, mely maximumat « = 0-ban veszi fel:

Ny = AV (kp T)3/2\/_ (2)

max 2

Bevezethetiink egy T¢ kritikus hémérsékletet, melyen N = N/ . Ez esetben még el

max*
tudom helyezni az Osszes részecskét a nem nullenergias allapotokban. A kémiai potencial

itt valik nullava. Ekkor:

'Egy méasik médszer szerint a Bethe-Sommerfeld-sorfejtés képletében csak p-ig integralunk, és a u(Er)
fliggvényt a részecskeszamok egyenlségébdl vessziik. Ezt tanultuk statfiz gyakorlaton is.
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N = AV(kBTC)?’/Qg( (g) :

Ha Tc-nél lejjebb hiitiink egy rendszert, akkor N’ < N, a kiilonbozetet pedig mind
nullenergias részecskék adjak:

3/2
/ T3/2 _ 3/2) 1.3/2 “r\/_“ 3 1

A kritikus hémérséklet alatt a nullenergias részecskék szama elkezd noni, annyira, hogy
ez egy makroszkopikusan megfigyelhet6 kvantumallapot lesz. T = 0 hémérsékleten pedig
mindegyik bozon nullenergiassa valik. A makroszkopikus kvantumjelenségeknek altalaban
ez az alapjuk.

Kovetkezonek vizsgaljuk meg az energiat és az allapotegyenletet. Ezek nem kiilondseb-
ben nehéz feladatok.

A nullenergias részecskéknek az energidjuk nulla, azokat nem kell figyelembe venni:

E= ]050(5)6(5) de = AV (kpT)**T <g) Fe) (5 @> :

27
A kritikus hémérsékleten és alatta a = 0, igy F') (g, 04) =( (g)

A nyomaés egy fokkal érdekesebb. A fermionoknal levezetett Gsszefiiggés az allapotegyen-
letre a bozonokra is érvényes, a levezetésben direkt mindenhol meg is tartottuk a =+ jelet.
A kritikus homérséklet alatt:

pV = %E = AV (kgT)®? r(g) g(%)

p = A(kgT)>? r(g) g(g) .

Azaz a nyomas fiiggetlen a térfogattdl. Ilyesmi el6fordul példaul telitett vizgéznél, innen
a kondenzéacié megnevezés.

4.1. Fotonok rendszere

Ebben az alrészben fotonokat vizsgalunk meg, és levezetjiik a Planck- illetve a Stefan—
Boltzmann-torvényt. A fotonokat tekinthetjiik az elektromagneses tér rezgéseinek.
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A fotonokra érvényes diszperzids relacio:

w = clk|.

Az energia pedig:
e = hw = hlk|c = |p|c.

Felirjuk a kanonikus egyrészecske allapotosszeget:

_ —Ben _ —Bhwi (n+3) _
Zy=>Y ePm=Y" i 2)_1—675}7“”“'
A teljes kanonikus allapotosszeg a kiilonboz6 egyrészecske allapotosszegek szorzata:

zZ=1]z=]] |
k k
A szabadenergia:

F=—kgThhZ = Z%hwk + Y kTl (1—e ) = Fy+ > kTl (1 — e )
k k k

Emlékeztetoiil irjuk fel a nagykanonikus potencialt — melyet korabban vezettiink le —

bozonokra:
O =kpT» In(1—e ),
k

mely a konstans tagtol eltekintve olyan, mintha egy specialis bozonikus kvantumrendsze-
riink lenne p = 0 és ¢, = hw értékekkel. Rdadasul a foton spinje s = 1, egész, tehat tényleg
bozon. Elektrodinamikai okok miatt s, = 0 allapotat nem veszi fel, igy a degenerdcidkor
el6jovo faktor egy 2-es szorzd, azaz két polarizacidja van.

Az allapotosszeg:
_Vidrp|®? 8’V

TR 3 3 @3R3

Qo

Az allapotstiriség:
8V e?
D) ="

Mivel a Planck-torvény a frekvencidkrél fog szolni, ezért attériink az energiaspektrumbdl
a frekvenciapsektrumba. Felhasznaljuk az ¢ = hw Osszefiiggést az attéréshez.

B 87TV€2d
T T T as

B 87V h2w? Vw?

D(e)de hdw = a2 dw = g(w) dw.
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A nullponti energiatdl eltekintve az energia:
hw
E= g(o.z)eﬁmi1 dw =V [p(w)dw

L w hw
plw) = 32 efhw — 17

Ezt hivjuk Planck-torvénynek. Ha elvégezziik az integraldst, a Stefan—Boltzmann-térvény-
hez jutunk, azaz F o< T*. Ennek beldtdsahoz szerencsére elég, ha megfeleld valtozdcserével
az integralt dimenziétlanna tessziik: = := Shw. Igy:

i d .
Vo A2 / et — 1 T

4.2. Fononok rendszere

A fononokat, azaz szilard testek rezgéseit a fotonokéhoz hasonléan kell kezelni, azonban
kisebb eltérésekkel. El6szor is més a diszperzids relacié, a fotonokénal kicsit bonyolultabb,
masrészt a rezgés nem lehet akdrmekkora frekvenciaji, hiszen a racsallandénal kisebb hul-
ldmhosszui rezgések nem fordulhatnak elo, igy a frekvenciara kapunk egy fels6 limitet. Ezen
fels6 hatarfrekvencidhoz tarsitjuk az igynevezett Debye-homérsékletet:

hwmax - kBTD .

Tovabbi eltérés még, hogy kristalyban longitudinalis és transzverzalis sebességek is vannak,
melyeket a kovetkezo effektiv sebességgel vehetiink figyelembe:

1 1 2

i + ]
A g

A szadmolas menete ugyanaz, mint a fotonok esetén, csak integralni wy,..-ig kell:

Wmax Wmax 9 4 T/TD 3
huw Vw fuw V(kgT) x
R L B KL ==l e L1
0 0 0

Ha jéval a 10? K nagysagrendii Debye-hémérséklet alatt vagyunk, akkor az integralds
fels6 hatardba nyugodtan beirhatjuk a végtelent. Ekkor gyakorlatilag megkapjuk a Stefan—

Bolztmann-toérvényt:
ExT* = cxT?.

A fajh6 ekkor ardnyos a homérséklet harmadik hatvanyaval!
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Ha jéval a Debye-homérséklet f6lott vagyunk, akkor e” — 1 &~ x kozelités tehetd. Ezzel
elvégezve az integralt:

Tp/T X
o VksT)! [ as- V(ksT)" (Tp
C2m3cn? oSt \T )
0
Azaz:
ExT.

fgy magasabb hémérsékleten a fajho kozel konstans érték, ez a Dulong—Petit-szabaly.
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A Kklasszikus mechanika alapjai

e Mérés, mértékegységek, dimenzidanalizis

* Kinematikai alapfogalmak, mozgéas leirdsa kiilonb6z6 koordindtarendszerekben.

» Statika, dinamika, Newton-torvények, er6fogalom, mozgasegyenlet, tehetetlen €s silyos tomeg, Eotvos-kisérlet.

* Gyorsul6 koordinatarendszerek, jelenségek a forgé Foldon, tehetetlenségi erdk, Foucault-kisérlet.

e Munka tétel.
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A Klasszikus mechanika elméleti targyalasa

Virtualis munka elve, d'Alembert-elv

Gauss féle legkisebb kényszer

Hamilton-elv.

Legkisebb hatds elve{Maupertuis-elv }

Lagrange-féle els6faji mozgasegyenletek.

Lagrange-féle mdsodfaju mozgdsegyenletek.

Hamilton fiiggvény, kanonikus egyenletek.

Kanonikus transzformaciok, ciklikus koordinatak.

Hamilton-Jacobi egyenlet.{ Hatasvaltozdk, invaridns térusz, Poisson-zaréjelek }
Szimmetridk és megmaradasi tételek.

Klasszikus energia, impulzus és impulzusmomentum megmaradasi tételek tomegpontra és pontrendszerre
{Liouville-tétel }.

A relativitas elmélet alapjai

Inerciarendszer, Galilei-, Lorentz-transzformacid, relativisztikus hatdsok, paradoxonok.

A relativitdselmélet kisérleti alapjai: Michelson-Morley kisérlet.

Relativisztikus kinematika, relativisztikus dinamika.

Négyesimpulzus, energia-impulzus megmaradas a relativitiselméletben. {Energia-impulzus tenzor }

Energia és tomeg ekvivalencia, tomegdefektus.

Egzaktul megoldhaté fizika problémak

Csillapitott- és kényszerrezgések, rezgések osszetétele, csatolt rezgések, linedris lanc
Kepler-probléma (bolygémozgas, kipszeletek, kozmikus sebességek).
Potencialvolgy, oszcillator, rotator, Coulomb-potencial (hidrogénatom).

7 2

Klasszikus hatdresetek. Eltlintetd és keltd operatorok.

Folytonos kozegek mechanikaija

Rugalmas és képlékeny alakvaltozasok, Hooke-torvény, specidlis deforméciok.

A deforméciéval kapcsolatos mennyiségek (Young-modulus, Poisson-szam, {Lamé-allandék}, energiasiiriiség,
fesziiltség- és deforméacios tenzor)

Hullamterjedés deformalhat6 testekben, Doppler-effektus

Folyadékok tulajdonsdgai, hidrosztatika, Torricelli-kisérlet, uszds feltétele és stabilitasa, feliileti fesziiltség
Laplace-torvények, felhajtéerd.

Aramlasok jellemzése, Bernoulli-egyenlet, tokéletes folyadék aramlasa, Euler-egyenletek, viszkézus folyadék

aramldsa, orvények, turbulencia. { Navier-Stokes-egyenletek }
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Fenomenologikus termodinamika

* Kinetikus modell, idealis gazok.

* Termodinamikai dllapotjelzk, h6tdgulas, idedlis gaz és folyamatai, dllapotegyenlet.

* Gazok munkdja, nyilt és zart folyamatok, Carnot-folyamat, bezin- és dizelmotor.

» Fbtételek.

* Termodinamikai potencidlok, fundamentalis egyenlet.

» Fazisatalakuldsok jellemzdi, tipusai, Gibbs féle fazisszabaly, fazisdiagramok. {skdlatorvények}

» Kémiai potencidl, fazisegyensulyok.

Elektro- és magnetosztatika, Aramkorok

* Coulomb- és Gauss-tdrvény, szuperpozicié elve, staciondrius dram.
* Vezetdk, szigetelok, dielektrikumok, kondenzator, magnetosztatika.

» Staciondrius dram, dramkori torvények: Kirchhoff-térvények, Ohm-torvény.

Elektrodinamika

* A Maxwell-egyenletek

¢ Indukcio

* Az elektromdgneses tér makroszképikus mennyiségei
¢ RLC elemek, aramkorok

* Viltakozédram

* Elektromos dram a mindennapokban

Hulldmegyenlet és hullamoptika
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e Hulldmegyenletek szdrmaztatdsa, megoldasai, EM-hullimok el6allitdsa.

* Hulldmok vdkuumban, dielektrikumban, hulldmjelenségek, diszperzid, csoport és fazissebesség,
Doppler-effektus.

* Retardalt potencidlok.

e Antenndk. {hullimvezetdk, iiregrezonatorok }

* Dipdlsugarzas, szords szabad toltésen (Rayleigh-szords). {multipdlsugdrzasok}

e Hulldmjelenségek: torés, visszaver6dés, interferencia.

* Polarizacid, Fresnel-formuldk, diffrakcié (skaldris elmélet, Fraunhofer és Fresnel), nemlinedris optika.

Geometriai optika és alkalmazasai

* Fény, fénysugar, eikondl, Fermat-elv, analdgia a klasszikus mechanikdval. Paraxidlis kozelités.
* Optikai eszk6zok (tdvcs8, mikroszkdp), matrix reprezentécio, leképezési torvények, felbontoképesség.

* Optikai jelenségek a természetben, kausztikdk.

A kvantumelmélet alapveté kisérletei

* Homérsékleti sugarzas, foto-, Compton-effektus.
¢ Rutherford-kisérlet, atommodellek.
¢ Davisson-Germer-kisérlet, Stern-Gerlach-kisérlet, Einstein-de Haas-kisérlet, Zeeman-effektus.

¢ Az elektron adatainak mérése (Millikan-kisérlet).
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A kvantummechanika elméleti hattere

A kvantummechanika matematikai héttere, kvantummechanikai reprezentaciok, Schrodinger és Heisenberg kép.
Fizikai mennyiségek operdtorai, sajatfiiggvények, sajatértékek.

Hatarozatlansagi elv, szuperpozicid.

Szabad részecske hullimfiiggvénye, anyaghullamok.

Impulzusmomentum operator, sajatértékei, sajatfiiggvényei.

Schrodinger-egyenlet, a Schrodinger-egyenlet szeparalasa sugar és szogfiiggd részekre.

Spin, Pauli-egyenlet

Korrespondancia elv, Ehrenfest-tétel.

EPR paradoxon, Bell-egyenl6tlenség.

Atom- és molekulaszerkezet

Kvantummechanikai kozelité modszerek {Perturbacidoszamitas, Varidcidoszamitas, Hartree-Fock kozelités }
Atomi energiaszintek, emisszids-, abszorpcids spektrumok.

A hidrogénatom spektruma, felhasaddsok, Lamb-féle eltolédés

Spektrumvonalak felhasaddsa kiils6 térben: Stark- és Zeeman-effektusok

Szoras centralis térben, hataskeresztmetszet, Rutherford-kisérlet.

Kvantumétmenetek: alagitjelenség, Raman- €s infravords spektroszkopia.

He-atom, Kétatomos molekulak, Pauli-elv.

Periodusos rendszer, kémiai ismeretek kvantummechanikai alapjai.

A magfizika alapjai

Az izotép térkép, atommagok tomege, mérete, kotési energidja.

A cseppmodell és a félempirikus kotési formula.

Maghasadds, magftizid, radioktivitds, sugdrzds és anyag kolcsonhatdsa.
Radioaktiv bomldsok, magatalakuldsok.

Elemi részecskék és alapvetd kolcsonhatasok.

Kisérleti eszk6zok (GM cs6, buborékkamra, szcintillator)

A termodinamika statisztikus alapozasa

Egyenstlyi feltételek

Termodinamikai potencidlok, dllapotjelzdkre és az entrépidra vonatkozé osszefiiggések.
A termodinamika f6tételei.

Az egyensiily stabilitdsa, fluktudciok.

Maxwell-féle sebességeloszlas

Mikroéllapotok foglama, Boltzmann entrépia.

Mikrokanonikus, kanonikus, nagykanonikus tirgyalasméd, egyszerti alkalmazasok.
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Kvantumstatisztikak

* Bose-Einstein-eloszlas, idedlis Bose-gdz, klasszikus hatareset, Bose-Einstein kondenzacié.
e Ho&mérsékleti sugdrzas, Stefan-Boltzmann torvény.

* Fononok, szilardtestfizikai alkalmazasok (diszperzids relacio).

* Fermi-Dirac-eloszlds, Idedlis Fermi-gaz, klasszikus hatdreset. Degeneralt Fermi-gaz.

* Elektronfajhd, kvantumkorrekcidk. {Bethe-Sommerfeld sorfejtés, Landau-paramagnesség}

Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok

» Ritka gazok allapotegyenlete, viridl sorfejtés, Van der Waals gazok.

* Maignesség statisztikus elmélete: Ising modell.

* Atomi paramdgnesség, atomi diamdgnesség, Pauli szuszceptibilitds, Landau diamédgnesség.
* Ferro-, antiferro-, ferrimdgneses anyagok, ferromédgneses domainek, hiszterézis.

* Curie-Weiss-torvény.

* Specidlis anyagok: spiniiveg, magneses ellendllds, szupravezetés.

Kristalyos anyagok fizikaja

* Pontcsoportok, Bravais-racsok, szimmetridk.

¢ Bloch tétel, adiabatikus szétcsatolas.

 Diffrakcid, kinetikus elmélet. Ewald-szerkesztés. Elektron- és rontgendiffrakcié sajatossagai.
» Elektronoptika, elektronmikroszkop.

* Récsrezgések termikus hatdsai.

Nemegyensiilyi folyamatok leirasa

* Irreverzibilis folyamatok. {az id6 nyila}

* Master egyenlet, részletes egyensuly.

* Entrépia és szabadenergia.

* Ingadozasi jelenségek: Brown-mozgds, diffizid, Langevin-egyenlet, Brown-mozgds potencidlban (Drude modell).
* Vezetési jelenségek

o Kereszteffektusok

Az asztrofizika alapjai

* Newton-féle graviticids erdtorvény.

* Az 8srobbands elmélet alapvetd feltevései, a Hubble-torvény, Friedmann-egyenletek szemléletes értelme.
* Galaxisok kialakuldsa, morfolégidja.

* A HR diagram és a csillagfejlddés szemléletes képe, csillagok energiatermelése.

* Kompakt objektumok: fehér torpék, neutroncsillagok, fekete lyukak.

* Megfigyelés alapjai: luminozitds, magnitido, vordseltolddas.
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A Kklasszikus mechanika alapjai

Mérés, mértékegységek, dimenzidéanalizis™

Mérés

A fizikai fogalmakat (tt, id6, sebesség, tomeg stb.) mérhetd mennyiségekkel tessziik egyértelmiivé (egzakttd). A
mérés altalaban valamilyen onkényesen megvdlasztott egységgel torténd osszehasonlitds. A mérés eredményét a
mértékegység €és a méroszdm egyiitt fejezi ki. Azt, hogy milyen mennyiség mértékegységérdl van szo, az illetd
mennyiség mértékével, dimenzidjdval adjuk meg (példaul a sebesség dimenzidja a hosszisidg dimenzidjanak és az

1d6 dimenzidjanak a hanyadosa). A mértékegység megvalasztasa megallapodds kérdése.

Mértékegységek

Ebben a szakaszban f6leg az SI mértékegységrendszerben haszndlt alap mértékegységekre (alapmennyiségekre),
illetve azok definicidira térnék ki. A mértékegységre definiciét az el6z6 szakaszban lathattunk. Alapmennyiségnek
nevezziik azokat a mértékegységeket, melyek nem vezethetSk vissza kordbban értelmezett mértékegységekre.
Amelyek visszavezethetSk, azokat szdrmaztatott mennyiségeknek hivjuk. A fizikai mennyiségek Osszessége a
mértékegységrendszer, melynek alapjat az alapmennyiségek képezik. Megéllapodds kérdése, hogy mit vdlasztunk

alapmennyiségnek.

A mértékegységek egységesitésére tett legsikeresebb probalkozds az SI (Systéme International d'Unités) nemzetkozi
mértékegységrendszer. Alapmennyiségei: hosszisdg, i1d6, tomeg, elektromos dramerdsség, termodinamikai
hémérséklet, anyagmennyiség, fényer6sség. Az SI mértékegységrendszer az alapmennyiségekbdl, kiegészitd

mennyiségekbdl, és az egységek tobbszorosét vagy tortrészét kifejezni segit6é prefixumokbdl (elétagokbol) all.

SI alapmennyiségek

Az idd mértékegysége a masodperc, jele: s. A masodperc az alapallapoti cézium-133 atom két hiperfinom energiaszintje kozotti dtmenetnek
megfeleld sugdrzds 9 192 631 770 periédusdnak idStartama.

1

A hossziisdg mértékegysége a méter, jele: m. A méter annak az ttnak a hossziisiga, melyet a fény vakuumban mmésodperc alatt

megtesz.

A timeg mértékegysége a kilogramm, jele: kg. A kilogramm az 1889. évben Périzsban megtartott 1. Altaldnos Stly- és Mértékiigyi Ertekezlet altal
a tomeg nemzetkozi etalonjdnak elfogadott, a Nemzetkozi Suly- és Mértékiigyi hivatalban, Sévres-ben 6rzott platina-irridium henger tomege.

A villamos dramerdsség mértékegysége az amper, jele: A. Az amper olyan édllandé villamos dram ergssége, mely két egyenes, parhuzamos,
végtelen hosszisdgu, elhanyagolhatdan kicsiny kor keresztmetszet(i és egymadstol 1 méter tdvolsdgban, vakuumban elhelyezkeds vezetSben
fenntartva, e két vezet$ kozott méterenként 2 - 107 "newton erédt hoz létre.

1

A termodinamikai hémérséklet mértékegysége a kelvin, jele: K. A kelvin a viz harmaspontja termodinamikai hdmérsékletének 973 1G-Szorosa.

Az anyagmennyiség mértékegysége a mol, jele: mol. A mol annak a rendszernek az anyagmennyisége, amely annyi elemi egységet tartalmaz, mint
ahdny atom van 0,0012 kilogramm szén-12-ben. (A mdl alkalmazdsakor meg kell hatdrozni az elemi egység fajtdjat; ez atom, molekula, ion,
elektron, mds részecske vagy ilyen részecskék meghatdrozott csoportja lehet.)

A fényerésség mértékegysége a kandela, jele: cd. A kandela az olyan fényforrés fényerGssége adott iranyban, amely 540 - 10"hertz frekvencidji
1

monokromatikus fényt bocsat ki és sugdrerGssége ebben az irdnyban @—ad watt per szteradidn.

SI kiegészité mennyiségek

1 fok a teljes szognek 360-ad része. 1 fok = 60 szogperc, 1 szogperc = 60 szogmsodperc. 1 radidn annak a

kozépponti szognek a nagysaga, melynek ivhossza egyenld a kor sugardval. A szog ivmértékben kifejezett nagysdga:
5

¥ = ?—_, ahol s a koriv hossza, r a kor sugara. A teljes sz6g {vmértékben 2 T, mivel a sugar a kor keriiletére 2
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-szer mérhet§ fel. 360 fok = 2 Tradidn.

A térszoget szteradidnban mérjik (jele: sr). A szteradidn a gOombsugidr négyzetével egyenld teriiletd

&

gombfeliiletrészhez tartozé kozépponti térszog. Képlete: 0= — ahol A a gombfeliiletrész teriilete, r a gomb
T

L
. . 4r?
sugara. A teljes térszdg a kovetkezd formula alapjan adhat6 meg: {3 = 5 = 4
r

SI prefixumok

A kovetkezd prefixumok haszndlatosak 107 15-t61 10'%-ig sorrendben felirva, két szomszédos prefixum kozott

1000-szeres a kiilonbség: atto, femto, piko, nano, mikro, milli, egy(ség), kilo, mega, giga, tera, peta, exa.

Dimenziéanalizis

A mérések célja a vizsgdlt jelenségek minél pontosabb megismerése. A mérés tobbszor elvégezhetd, kiilonbozd
személyek altal reprodukalhat6, ezaltal az adott jelenséget iranyit6 torvények megismeréséhez keriilhetiink egyre
kozelebb. A torvényszeriliségek megfogalmazdsa tobbnyire matematikai képletekkel, egyenletekkel torténik. A

jelenség megértését az eredményekbdl kapott torvényszertiségek elméleti értelmezése teszi teljessé.

A kisérletezés és az adatkiértékelés sordn nagyban megkonnyitjiikk sajat dolgunkat, ha figyelembe vessziik, hogy a
legtobb fizikai mennyiség mérészdmmal és mértékegységgel rendelkezik, s a kiilonbozé fizikai torvényeket leird
egyenletek két oldalan all6 kifejezéseknek azonos dimenzidjiinak kell lennie. A fizikai mennyiségek dimenziéjat ugy
értelmezziik, hogy mint az adott mennyiség mérésekor haszndlatos alapmennyiségek Osszességét. A mechanikdval
kapcsolatos problémékban leggyakrabban a hosszisag (L), tomeg (M) és id6 (T) dimenzi6 szerepel. A szdrmaztatott

mennyiségek (pl. v - sebesség, F - er, P- siirliség) dimenzidja minden esetben az alapdimenzidk hatvanyanak
szorzataként jelenik meg: dimv = LT % dimF = MLT !, dimp = M L

Legyen x bizonyos L1 T2, --- LNparaméterek X fiiggvénye, azaz: T = X($1 1825 -y 35’\-)
A paraméterek koziil néhany kisérletileg is valtoztathaté. A fenti fiiggvénykapcsolat feltérképezése jelenti a fizikai

torvény megismerését, a rd vonatkozé matematikai Osszefiiggések feldllitasat. A fizikai torvények gyakran

hatvdnyalakban  jelennek meg. Ekkor: & = @(Ty,To, ..., Ty) - (27! - 257 - - 23" Jalakd,  ahol
99(371_‘ R PR $N)dimenzié nélkiili fiiggvény. A fenti egyenletbdl tehat a dimenzidkra vonatkozéan a kovetkezd
egyenletet kapjuk:

dimz = dim(z]" - x5* - ... - 2}{").

Mechanikai mennyiségek esetén: dimzr = LPM*T", dimx; = LP* M*T™ (i =1,2, )

A fenti egyenletbe torténd behelyettesités utan: egyrészt:
1 = [PPrar—pror—..—pyay] ) rla—qra1—qaz—..—gnay)pir—riei—rjay—..—ryay)

masrészt:

P=pon + Pata + ... + POy

P= Qi + G203 + ... + gNaN

T=T10y + Tl + ... + Ty

egyenletekre jutunk. (Az alapegységek dimenzidi a vektortér bdzisvektoraihoz hasonléan viselkednek.) A fenti
linedris egyenletrendszerben az ismeretlenek az ©1: @2, ---; @Nmennyiségek. Az egyenletrendszernek 4ltalaban

tobb megoldasa van, ezek koziil lehet kivdlasztani azokat, melyek fizikailag redlisan {rjdk el a keresett torvényt. Ez a

dimenzidanalizis alapgondolata, mellyel bizonyos sejtések tartalmilag redlis formdban fogalmazhaték meg.




A klasszikus mechanika alapjai

Kinematikai alapfogalmak, mozgas leirasa kiilonb6zo
koordinatarendszerekben

Kinematikai alapfogalmak

* A mozgds az ember leg8sibb élménye. A mozgds sordn a testek egymdshoz viszonyitott helyzete valtozik.

* Ahhoz, hogy egy test mozgasat leirhassuk, célszerii kivdlasztani egy masik testet - vonatkoztatdsi rendszert - ,
amelyhez viszonyitva megadjuk a széban forgé test hely-, illetve helyzetvaltozasat. Vonatkoztatdsi rendszer lehet
példaul a tanterem, mint rogzitett test, amelyhez viszonyit leirjuk a kisérletekben felhasznalt testek mozgasast.

* Az anyagi pont mozgésat vonatkoztatasi rendszerhez rogzitett koordidnta-rendszerben irjuk le. A
koordiantarendszer kezdSpontjabdl (orig6jabol) az anyagi ponthoz hizott szakaszt (amely id6fiiggd is) r
helyvektornak nevezziik, r(t)-vel jeloljik.

* Pdlya: az a gbrbe, amelyet az anyagi pont mozgédsa sordn lefr.

* A pdlya teljes hosszanak, vagy egy részének hossza az ut, jele: s.

* A palya két, kezd§- és végpontjat 6sszekots irdnyitott szakasz az elmozdulas, jele: Ar. Az elmozdulds hossza
altalaban nem egyezik meg a két pont kozott megtett it hosszdval.

* A pélya alakja fligg a vonatkoztatdsi rendszertdl (pl. egy a megfigyelt anyagi ponthoz képest mozgé
vonatkoztatasi rendszerben egész mas alaku a pédlya, mint egy nem mozgdban).

* A sebesség dltaldnositott definicidja: tetsz6leges gbrbén mozg6 test esetén képezziik az elmozdulds és a kozben

eltelt id6 hanyadosét:

Ar _ r(fo + At) —r(2)

At At
Ar r(t) — r(to) dr
i so: Vitg) = lim | — ) =lim| ——— ) =| — | =1t
Ebbdl pillanatnyi sebesség: { 0) feiis (.ﬁf) i ( t— 1, i ( D)
A fentiekben a helyvektorbdl vezettiik le a sebesség definicidjat. Most vezessiik le az elmozdulds-vektorbol:
Ar  ArAs
At As Al

Belathat6, hogy a fenti képlet jobb oldaldnak elsd tagja az egységnyi hosszisdgi érintd irdnyd ¢ (tangencidlis)
vektorhoz tart, mig a bal oldaldt egyszertien v-vel jelolhetjiik. A fentiekbdl lathatd, hogy a helyvektorbdl és az

elmozduldsvektorbdl szdmolt pillanatnyi sebesség kozotti Osszefiiggés:

v = vt

Egy mozgé pont sebessége derékszogii koordindta-renszerben: V{to) = \/ T2 (f-o) + 5',"2 l:fo) + 22 l:fo).
* A gyosrulés dltaldnositott definicidja: tegyiik fel, hogy v(t) sebességet minden iddpillanatban ismerjiik. Ekkor a

pillanatnyi gyorsuldsvektor:

atto = tim (57) = () =it = (57) =7t)

A gyorsulds meghatarozdsa derékszogii koordinata-rendszerben: a(tg) = \/ F2(to) + 2 (ta) + 22 (ta).
» Hajitas: fliggbleges: egyszerli gyorsuldsi feladat, a gyorsulds nagysdga g. vizszintes és dltaldnos: mindig

felbonthaté a mozgés egy egyenes vonalld egyenletes mozgast és egy szabadesést leiré komponensre. A test
pillanatnyi 4llapota ezek szuperpozicidjaval irhatd le.
» Kormozgis: kényszerfeltétel: a test egy rogzitett, r sugard palyan, egy adott (rogzitett) kozéppont koriil mozoghat.
F&bb mennyiségek:
* Periodusido: egy korlilfordulds ideje, jele: T, mértékegysége: masodperc. (Fordulatszdm = 1/T).
* Szogelfordulds: adott id6 alatt a kiinduldsi helyzetbd] torténd elfordulds szoge. Jele: ¥, vagy ﬂ*%’r‘(ha két
id6pont kozotti szogvaltozast nézziik).

* [vhossz: adott id6 alatt befutott palyaszakasz (ivhossz, mert ez a kor keriiletének tortrésze), jele: § = Ap-r,
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5
» Sebesség: id6egység alatt befutott ivhossz: ¥ — +
» Szogsebesség: egységnyi idé alatti szogelforduldst adja meg; jele: W = ©.
_ 2rm 2T
* A sebesség és a szogsebesség kozotti kapcsolat: ¥ = —— — W = —

» A fentiek alapjdn a kormozgds sebessége, a keriileti sedbesség: V' = TW

A kormozgast végzd test sebességének irdnya pillanatrdl pillanatra, valtozik, ezért a kormozgdst végzd test gyorsul.

A gyorsulés értéke:

Ap
2

Ap

. (Ap :
|-’3U| = 2vsin (T) Kis szogekre azonban: Ay € 1 — sin . Ennek alapjan a fenti kifejezést

a kovetkezSképpen irhatjuk at:

|Av| Ap o, P
a= lim =wvlim =W =TW

at—=0 At At—0 At
irdnyaval, ami Ay — Dhatdresetben merdleges a sebbességre, és a kor kozéppontja felé mutat. Ezért az egyenletes

A gyorsulds irdnya megegyezik a sebességvaltozds

kormozgast végz$ test gyorsuldsat centripetdlis gyorsuldsnak nevezziik., amelyet a fentebbi kifejezéssel adhatunk
meg. Vektoros alakban pedig:
U
Aep = rw'n = —n = vwn, ahol n a kor kdzéppontja felé mutatd (normdlis) egységvektor.
T
Egyenletesen gyorsulé kormozgés esetén mind az ivhossz, mint a szogelfordulds az id6 négyzetével ardnyos, €s

bevezetjiik a id6 szerinti elsé

B=i=pp="tw=

szoggyorsulast,

5t, 3 =dllando.

amely a szogsebesség derivéltja:

Szogsebességvektor: vegyiink egy Q pontot a kdrmozgds sikjira merSlegesen, amibdl kiinduld, a kérmozgds
rogzitett pontja felé irdnyuld egységvektor és a szogsebesség értékének szorzata a szogsebességvektor. Valasszunk
egy r vektort, mely a Q pontbdl a test aktudlis helyére mutat, és a rendszert ugy alakitsuk ki, hogy (e,r,v) jobbsodrasu
rendszer legyen. Ekkor a pillanatnyi sebesség: v = o xr

A harmonikus rezgések a kormozgds adott egyenesre levetitett véltozatai.

Mozgas leirasa kiilonb6z6 koordinatarendszerekben

Kiindulédsi alapként a Descartes-koordindtdkat hasznilom (DK - X, y, z), ehhez from fel a kiilonb6zé egyéb

sz z

koordinatarendszerekre torténd atszamitast oda és vissza.

A sebességek/gyorsuldsok kiszamitdsa a Descartes-koordindtdk alapjan torténik, csak x, y, z helyére mindig a masik

7z

koordinatarendszerbeli megfelel§jét kell behelyettesiteni (természetesen a derivalasi szabalyok figyelembevételével).

Hengerkoordinatak (HK) | Gombi koordinatak (GK)
P,z T, ’!9_, [

DK —*HK DK —*GK
p:1|l'$2+y2 y2+22

w = arctg (E)
T

w = arctg E)
T

zZ==z

(
(a:

= arctg ) )
DK $"HK DK *~GK
T = pcosy x = rsintcosy
Y = psing y = rsindsing
2=z z = reosyp
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Simulosik és simulokor

e

S(P’ PP’

Simulékor szerkesztése

Legyen egy mozgé pont t id6pillanatban a palyagorbe P pontjdban. Ehhez felvessziik egy kis idével kordbbi, majd
egy kis idgvel késébbi (P'(t") és P"(t")) pontokat. A P', P, P" ponthdrmas egy sikot hatdroz meg, illetve ezen a harom
ponton keresztiik kor rajzolhat6, melynek kdzéppontja a P'P és a P"P szakaszok felez6merdlegeseinek metszéspontja.

Ha t' —*t és t" —t, akkor a fent nevezett sikot simulésiknak, a kort simulékornek nevezziik, melynek sugara R(P). A
térgorbe P pontbeli gorbiiletét a Q{P ) = m Kis sugarhoz nagy gorbiilet tartozik, az egyenes gorbiilete
minden pontban nulla. A sikgorbe gorbiileti sugara egyébként minden olyan pontban, ahol y’{xo) < 1, ot
koriilbeliil: 5 = ¥ (Z0)

R(xo)

A természetes koordinatarendszer

A térgorbe a P pont kornyezetében belesimul a simuldsikba. A gorbe adott pontbeli t érinté egységvektora a
simulékor kozéppontja felé mutaté n egységvektorra merSleges. A fenti két vektor a simuldsikban van. Erre a sikra
valasszunk egy merSleges egységvektort, amely a P pontbdl indul ki, méghozza tigy, hogy a (t, n, b) jobbsodrasu,

derékszogli rendszer legyen. A (t, n, b) koordinitarendszert természetes koordindtarendszernek nevezziik. Sebesség:

2
v=v-t=(Rp) t gyorsulis A=V =0 -t+v-t=0-t+vp-n=0-t+ % n
Specialis térbeli mozgasok
Csavarmozgis Ciklois mozgds Spirdl Logaritmikus spirdl
x(t) = Reos(wt + @) |z = R(p — siny) | r(t) = vt + 710 r(t) = ro — (vocosa) - t
y(t) = Asin(wt + ¢) |y = B(1 — cosp) | p(t) = wot + po p(t) = —tga - (In|r(t)| — InC)
z(t)=ct+ 2z () = 1 (w) Y ro=ap+b | r(p) = ree ()

A sebességek kiszamitdsa itt is az id6 szerinti elsé derivaltakkal torténik.

Newton torvények, statika, dinamika, eré6fogalom, mozgasegyenlet, tehetetlen
és sulyos tomeg, Eotvos-Kisérlet

Statika

A statika a mechanikdnak az az 4ga, mely a kiillonb6z6 rendszerekre hatd, vagy azokban ébredd erdket,
forgatonyomatékokat/momentumokat vizsgélja statikus egyensilyban, azaz olyan é&llapotban, ahol a testek
egymdshoz viszonyitott helyzete id6ben nem véltozik, vagy ahol a komponensek és strukturdk dllandé sebességgel
mozognak. Statikus egyensilyban a rendszer nyugalomban van, vagy a tomegkdzéppontja egyenes vonald

egyenletes mozgast végez. A mozg6 testeket a dinamika vizsgalja.
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Dinamika

A kiilonboz6 fizikai jelenségek id6beli fejlodését vizsgélja.

Eroéfogalom

Empirikus: Az er barmi olyan hatds, mely egy tomeggel rendelkez6 testet gyorsuldsra késztet. Rugos
erémérénél a rugd azért nem gyorsul, mert benne ellenerd ébred.

Dinamikai: Adjuk meg a mozgasallapot-valtozast a sebességvaltozds €s a tomeg segitségével. Ha két teljesen
egyforma kocsit iitkoztetiink, azok "sebességet cserélnek” az iitkozés utan. Ha kiilonbozbeket, akkor a
sebességvaltozasok nem lesznek egyenldek, de megfeleld (6nkényes) szorzok bevezetésével egyenlévé tehetGek:
m Avap = mpAvpga. A Miszorzok az iitkoz6 kocsik tulajdonsdgat fejezik ki. Belathatd, hogy harom testet
paronként iitkoztetve a fenti egyenlet mintdjara kapott harom egyenletbdl all6 tdlhatarozott egyenletrendszer
megoldhatd, a testekre jellemzd egyiitthatdt taldltunk. Vezessiik be az impulzusvéltozds (lendiiletvaltozas)
mennyiségét: Ap = mAU, ahol m a fentebb megismert szorzd, a test tomege. A kocsikat kiilonb6zé minSségi

rugds erémérdkkel elldtva tapasztalhatd, hogy ugyanaz a mozgasallapot-véltozas kiilonbozé id6 alatt is

végbemehet, a mechanikai kolcsonhatas folyamatdnak elemzésére szolgilé erdt ezért célszerti az ' = —alak

dt

felirdsa (ezt az Osszefiiggést impulzustételnek is nevezik).

Newton torvények, tehetetlen tomeg

1.

Tehetetlenség torvénye: erShatds mentes inerciarendszerben minden test nyugalomban van, vagy egyenes vonald

egyenletes mozgast végez.

. Mozgés torvény (dinamika alaptorvénye): kiilonboz6 erdk, kiillonboz6 gyorsuldsokat hoznak 1étre a testeken, de

az ardny jellemzd a testre, ez a tehetetlen tomeg. F=m-a—sm=—
a

. Hatas-ellenhatds torvénye: Ugyanakkora, de ellentétes irdnyu erd ébred minden parkolcsonhatdsban.

4. Erbhatdsok fiiggetlenségének elve (szuperpozicid): A test igy mozog, mint a rdhat6 erdk altal egyenként

létrehozott mozgédsok ereddje. Z F.=F
T

Mozgasegyenlet

A dinamika alaptorvénye a testre hatd eredé er$ és a test gyorsuldsa kozott dllapit meg kapcsolatot. A torvény

segitségével, ha az erdket ismerjiik, akkor a test mozgdsara kovetkeztethetiink, ha a test kinematikai jellemz&it

ismerjiik, akkor az er8krdl nyerhetiink informdcidkat. A tapasztalat azt mutatja, hogy az er6k igen sokszor a

%

kolcsonhatds természetétdl fiiggetleniil, pusztdn az erdt Kkifejtd test meghatdrozott paramétereinek (pl. a

helykoordinatdinak) fiiggvényében megadhaték. Az ilyen fiiggvényeket erotorvényeknek nevezzik. Azt az

egyenletet, amit akkor kapunk, ha a dinamika alaptorvényébe beirjuk az erStorvényeket, valamint a gyorsulds

helyébe a helyvektor méasodik derivaltjat, mozgdsegyenletnek nevezzik. Az 1M - F= Fmozgésegyenlet éltaldban a

mozgés palydjat meghatarozé masodrendd differencidlegyenlet. Ahhoz, hogy a mozgds pontos leirdsat megadjuk, az

erSk mellett valamely pillanatban ismerniink kell a mozgas kinematikai jellemzdit is (vagyis a kezddfeltételeket).
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Tehetetlen és sulyos tomeg

Newton masodik torvényében - mint fentebb lathat6 - a tomeg, mint a tehetetlenség mértéke jelenik meg. A
tehetetlen tomeg szamértéke alapjan a testek sorrendbe rakhaté aszerint, hogy mennyire gyorsulnak az adott erd

hatasara.

Newton graviticids torvényében azonban a testeknek az a tulajdonsdga nyilvanul meg, hogy mennyire vonzzdik
egymdst. Ez egészen tdvolinak tlinhet a tehetetlen tomeg fogalmdtél, megkiillonboztetésiil nevezziikk el sulyos
tomegnek, és helyettesitsiink be a mozgasegyenletbe:
" MygMige I'
myt = —G————
re r
A fenti mozgésegyenletben az egyes test mindkét tulajdonsdga szerepel. A kérdés az, hogy a stlyos, és a tehetetlen
tomeg egyenld-e, egyszerisithetiink-e 77*1-gyel? Newton fonalinga-kisérletekben vizsgélta ezt a kérdést, ahol adott
A mf
fonalhosszisdg mellett valtoztatta a leng6 test anyagi minségét és mérte a periédusidét. T = 2my/ ———, ahol B

Bm,
a Fold sugardra és tomegére jellemzé 4llandd, 1 a fonal hossza, T*és Mspedig a silyos és tehetetlen tomeg. Ha a
kettd eltérS lenne, akkor az anyagi minGségtdl fiiggben valtozna az inga lengésideje. Newton mérési pontossagon
belill ilyet nem tapasztalt, azaz a tehetetlen és a stilyos tomeg ardnya allando, az anyagi mindségtdl fiiggetleniil. A

sulyos és tehetetlen tomeg ardnyét igen nagy pontossdggal Eotvos Lorand mérte.

Eotvos-kisérlet

My
Ebtvos az gare’myt az altala kifejlesztett torzids ingdval mérte (1889-ben). A mérés a kovetkezd elven alapult: a

&
forgd Foldhoz képest nyugvo testre - inerciarendszerbdl szemlélve - hat a Fold gravitaciés vonzasabdl szarmazé Fg'r
erd, valamint a talaj 4ltal kifejtett K kényszererS. A két erG tartja korpdlydn a testet: Miedep — Fgr + K,
2 2

(e = rw” = Reosy) -w®),
A test G sulyvektora a Fold kozéppontjabol hizott sugérral €szoget zér be. Ez a szog megadhat6 az Fg?‘! Fcp, G

vektorokbdl all6 haromszogre:

Az Eotvos-inga mogotti elképzelés
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A fenti egyenlet teremt kapcsolatot a sulyos

sine  |Fg|  myReosy . w2 B (mt) Ruw?cosy)
sin(v+€)  |Fgl M5 Gage Gooe

o S z 7z 7 7z .. povd 7z
és a tehetetlen tomeg kozott. A W =45 foldrajzi szélességen a sulyos €s a tehetetlen tomeg megegyezdsége esetén

Mg

€ = 307". Ha €adott helyen, kiilonboz6 testekre més és mds lenne, az azt jelenteni, hogy a stlyos és tehetetlen
tomeg ardnya anyagi min8ségtdl fiigg.

Eotvos médszere a kovetkez6 volt: A torzids inga vizszintes ridjara azonos magassagban fiiggesztett testeket. A rud
egyik végére platina hengert, a masik végére pedig kiilonbozé anyagu testeket. Ha a két test sulydnak irdnya
kiilonbozik, akkor a torzids szdl kissé elcsavarodik. Ha az inga rddjat K-Ny irdnyba allitva egyenstlyba allitjuk,
akkor nem lehet megallapitani, hogy a torzids szdl csavaroddsmentes dllapotdban hol lenne az ingardd egyensulyi
helyzete. amennyiban azonban az egész ingatestet, a torzidszalat tartalmazé miiszerhdzzal és a felfiiggesztéssel
egyiitt szaznyolcvan fokkal elforgatjuk, akkor az els6é helyzetben haté forgatonyomaték ellentétes irdnydva valik,
emiatt az ingaridnak az els6 mérési helyzethez képest el kellett volna fordulnia. Ilyet azonban E6tvos nem tapasztalt,

pedig a 357" milliomod részét is képes volt kimutatni a miiszere. A tehetetlen és silyos tomeg kozotti eltérés Eotvos

méréseiben: Ax < 1 : 20000000 =5 - 1075

Gyorsul6 koordinatarendszerek, tehetetlenségi erék

Ha egy egyenes vonalon egyenletesen gyorsulé koordindtarendszerben végziink kisérleteket, akkor azt tapasztaljuk,
hogy:
* A magéra hagyott test gyorsul,

* A nyugalom fenntartasdhoz er6 kell.

Ezek alapjan a Newton-torvények nem tarthatéak fenn eredeti alakukban. Ez azt jelenti, hogy a gyorsulé rendszer
nem inerciarendszer. Ebben az esetben a szamitdsok ugy végezhetbek el, ha bevezetiink egy fiktiv erdt, amely a
mozgastorvényben a haté erékbdl vonddik le, és értéke a koordindtarendszer gyorsuldsa szorozva a tekintett test

tomegével:

F—F' =mad
a' ekkor a relativ gyorsulds.

Ha a koordinatarendszeriink forgé mozgast végez, akkor az szintén nem lesz inerciarendszer. Beldthat6, hogy ekkor
tetsz6leges V vektor nyugalmi rendszerben vett idéderivaltjara és a forgérendszerben vett derivaltjara a kovetkezd
kapcsolat all fennt:

v _dV

& oV
a @ e

Ezt alkalmazva a helyvektorra kétszer, megkapjuk a gyorsuldsokat és a tomeggel beszorozva a fiktiv erbket. A

kifejezés ekkor:

dt

Az elsd korrekcids tag az egyenes gyorsuldsndl is fellépett transzldcids tag, a masodik a centrifugdlis erd, a harmadik

F—mag —mw x (w xR)]—Qm(wxvf)—m(%xR) = ma’

a Coriolis-er8, a negyedik az Euler-erd.

Jelenségek a forg6 Foldon

A fentiek egy életszerti alkalmazdsa a forgd Foldon megfigyelhet6 jelenségek szamoldsa. A Fold gyakorlatilag
egyenletesen forog, igy az Euler-er6 nem 1ép fel. A centrifugdlis er6 a kett8s keresztszorzat hatdsdra a forgdsi
tengelyt6l kifelé mutat. Ennek hatdsdra a nehézségi er6 csokken, tovabba irdnyat is megvéltoztatja egy kicsit. A
centrifugdlis erd hatdsa a Fold lapultsdga is. Igen kis mértékben a nehézségi erd vektora érzékeny a kozelében levd
anyagstirtiség eloszldsara. Ezt igen érzékeny miiszerekkel, példdul az Eotvos-ingdval ki lehet mérni, ennek

segitségével probdltak tobb helyen az orszagban kolajat keresni.
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Mozgé testek esetén jatszik szerepet a Coriolis-erd. Célszer( lehet a szogsebességet a lokalis felszinre merdleges és
érintSleges komponense bontani. Ekkor a Coriolis-erének hdrom tagja lesz amelyek harom rokon jelenségért

felelGsek:

* A vizszintesen elinditott test az északi féltekén jobbra, délen balra tériil el,
* A lefelé mozgé testek keletfelé, a felfelé mozgd testek nyugatra tériilnek el,

* A kelet felé mozgé testekre az erd fligg6legesen felfelé hat, a nyugatfelé mozgdkra lefelé.

A masodik pont igen nagy jelentéségili a mérsékeltovi ciklonok lefrdsdban, amelyek mozgdsdra igen nagy hatdssal

van a Coriolis-erd.

Foucault-kisérlet

Szintén az el6bbiekhez tartozik a Jean Foucaoult dltal demonstrélt kisérlet, amelyben egy felfiiggesztett és lengésbe
hozott inga lengéssikja lassan elfordul, ahogy a lengés vizszintes sebessége miatt a fenti elsé pontban leirt er6 hat ra.

Munka tétel

Definidljuk F er8 munkdjdt gy, mint az erd és az erd iranydba esé elmozdulds szorzatat: W = F' - 5 - coscy, ha F
eré @¥szoget zar be az elmozdulds irdnydval. Az erd azonban helyrSl helyre véltozhat, vezessiik be az elemi munkat,

amelyen olyan kis szakaszokon nézziik az er6t, ahol az dllandénak tekinthetd. Az elemi munka definicidja:

OW; = Ficosa;As;Bl A telies  munka  ekkor: W= Z oW = Z FilAsicosa As S0
T T

W = [) (Ficosa) ds; — W = /F - dS(ahol F és s vektorok).

Eddig egyenes palyaval és valtoz6 erével foglalkoztunk, most nézziik a teljesen altaldnos, gérbe vonald palyat (g).
Ezen felvehetiink tetszdlegesen kicsiny ivdarabokat, amelyeket az ivdarab kezd8pontjdbol a végpontjdba mutatd
elmozdulasvektorral helyettesitiink. Az {vdarabok hosszdval a nulldhoz tartva a kovetkez6t kapjuk (egyébként az F

B
erd (g) gorbe mentén vett vonalintegraljat): W = / F.dr= f F -dr A munka skaldarmennyiség, értéke

(g) 4,(g)
2 jr2 kg -m?
pozitiv és negativ is lehet. Dimenzi6ja: M L” /T~ mértékegysége: 1J = 1N - m = l—5—
5

A munkatétel lefrasahoz induljunk ki az impulzustételbsl: F' = ar és szorozzuk meg az egyenletet a palya kicsiny
szakaszat megadé Ar = vAtelemi elmozduldssal. Ekkor az elemi munka:

d dv dv
SW=F Ar= 2 . v. At = m—  vAt = mv - Av, mivel Av = — At

dt dt dt
- 1 2 1 2 1 2 1 2
Es haszndljuk fel azt is, hogy: A gV | = Em{v + Av)* — gV =mv - Av + Em{&v) :
amibdl elemi sebességmegvaltozas esetére az kovetkezik, hogy:

1 . 1
A (ﬁmvz) =mv-Av = W = A (ﬁmvz . Az elemi munkdra ad6dé jarulékokat a teljes palyéra

.. .. s . r 2 2 p £ .
osszeadva a kovetkezSt kapjuk: W = —mwvy — —mvy, ahol V2és Virendre a test sebessége a pélya

2 2

végpontjiban és kezdGpontjdban. Ez a munkatétel.

2 . Lo P .. .
Az ), = —mv “mennyiséget kinetikus, vagy mozgdsi energidnak nevezziik.

2
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Impulzus-tétel
d’r dv _d(m-v) dp

Pontosabb megfogalmazdsa Newton mésodik térvényének: F = m—— =m— = —— = — azaz az

dt? dt dt dt’
erd az impulzus - lendiilet - id6 szerinti elsd derivaltja. Ezt az 0sszefiiggést impulzustételnek nevezik.
Impulzusmomentum-tétel

Trjuk fel a dinamika alaptorvényét pontszerii testre és szorozzuk balrél vektoridlisan a test helyvektoraval:

d
rxF=rx w Az egyenlet jobb oldaldt alakitsuk 4t a differencidldsi szabdlyok figyelembe vételével a

dt’
kovetkezoké xdp d{x)drx w P Mivel r ids 156 derivaltj

t = t t
ovetkezOképpen: T dr I r<p da p+r dr ivel r id6 szerinti elsd derivéltja, azaz a

sebességvektor parhuzamos p impulzusvektorral, ezért a vektoridlis szorzatuk nulla, a jobb oldal elsé tagja ezért

zérus.

Vezessiik be az impulzusnyomatékot (perdiiletet): N =T X P =T X MV, Ami a forgatényomatékkal a

kovetkezd kapcsolatban 4ll: M =1 x F = E

A dinamika alaptorvényének kozvetlen kovetkezményeként kapott 6sszefiiggés azt fejezi ki, hogy a pontszerii testre
haté erdk forgatonyomatékainak ereddje megegyezik a test impulzusnyomatékdnak idoderivdltidval. Bzt az

Osszefiiggést nevezik impulzusmomentum-tételnek, vagy mas néven perdiilettételnek.

Pontrendszerek

Pontrendszerrdl akkor beszéliink, ha tomegpontoknak olyan halmazit tekintjiik, amelyek kozott csak centrdlis er6k

hatnak. A tomegponok kozotti erbket belsd ercknek, a kornyezetbdl eredd erShatasokat kiilso erdknek nevezziik.

Pontrendszerek tételei

Az egyes tomegpontok mozgdsegyenleteinek 6sszegzésébdl kaphaté a kovetkezd osszefliggés:
Z (k) Z . Z .
Fz’ —+ Fz' i = m;T;
i i,j i
A hatés-ellenhatds torvénye miatt a belsd er6k teljes szummadja zérus.

Impulzus-tétel

A fenti szummabdl egy id8derivaltat kiemelhetiink:

> Y= dt Z v

H
Az id8derivalds mogott a pontrendszer teljes impulzusa 4ll, ez a pontrendszer impulzus-tétele.

Tomegkozéppont-tétele

Egy pontrendszer mozgdasa jellemezhetd dinamikai szempontbdl egyetlen pont mozgasaval, amely pontban egyesiil a
pontrendszer 6sszimpulzusa. Masképp megfogalmazva, barmely pontrendszer tomegkozéppontja igy mozog, mintha
benne a rendszer Ossztomege lenne egyesitve, és rd a rendszerre hat6 er6k ereddje hatna. Ennek a pontnak a
helyvektora:

Do LTy

rrip — —/—/
THKP Emz
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Impulzusmomentum-tétel

Ha az N darab tomegpont mozgasegyenleteit vektoridlisan megszorozzuk a helyvektorral, és dsszeadjuk &ket, akkor
a bels6é er6k forgatonyomatékai megfeleld felbontdsok utdn kiejtik egymast, hasonléan az impulzustételben

latottakhoz. A végeredményben az idéderivalats hasonl6an kiemelve:

ZP@XFEszgzréxpé

i
Baloldalon a rendszerre hat6 er8k eredd forgatonyomatéka all, jobboldalon a derivédlds alatt pedig a rendszer

0sszeimpulzusnyomatéka (perdiilete). Ez a pontrendszerre vonatkozé impulzusmomentum-tétel.

Az impulzusmomentum felbonthaté egy sajat- és egy palyadsszetevlre. A palyadsszetevd iddbeli megvaltozasa a
tomegkozéppontra haté kiils6 er6k forgatonyomatéka. A sajitosszetevore a véltozds a tomegkozépponti rendszerben

felirt helyvektorokkal felirt forgatonyomatékok Osszege a kiils6 erdk hatdsara.

Munka-tétel

A mozgasegyenleteket most kis elmozduldsokkal beszorozva az erdk altal végzett munkdk Osszegét kaphatjuk meg.
Itt nem esnek ki az er6k, ezért az eredményben is megmarad a kiils6 er6k 6sszmunkdja, és a bels6 er6k 6sszmunkdja.

A kettd 0sszege egyenld a kinetikus energia megvaltozasaval:
1
Wi+ Wy = A > mavi?
i

Az energiakifejezés atirhaté a tomegkozéppont mozgasabdl szdrmazé jarulék és az akoriili mozgdsbol szarmazéd

jarulék osszegare:

|y (£m)

ahol €i-k a tomegkozépponthoz viszonyitott sebességek.

Merev testek

Merevnek nevezziik azt a testet, amelyre tetszéleges kolcsonhatds sordn fenndll, hogy kozben barmely két pontjdnak
tavolsaga dlland6. Matematikai alakban ezt a kdvetkezSképpen fejezhetjiik ki: legyen a merev test tetszéleges két
pontjdnak valamely O vonatkoztatdsi pontbdl hizott helyvektora r_A és r_B (A és B pontba mutatnak). Ekkor a két
pont kozotti

|I".1 — I‘B| = d{;‘l,B)

tavolsag alland6. A merev test helyzetét harom, nem kollinedris pontjanak koordindtaival jellemezhetjiik. A test egy
A pontjanak rogzitése utdn a merev test pontjai a rogzitett pont koriili gombfeliileten mozoghatnak. Ha a testnek egy
masik, B pontjat is rogzitjilk, akkor a test az A és B ponton dtmend tengely koriil még elfordulhat. A tengely
egyenesén kiviil fekvd, egyébként tetszdleges harmadik, C pontjdnak rogzitésével mar az egész test helyzete
megadhaté. A harom pont helyének megaddsdhoz kilenc koordinata sziikséges. A merev kiotés miatt azonban ezek
kozott harom 6sszefiiggést frhatunk fel; példaul azt, hogy a harom pont koziil barmely kettének a tdvolsdga allando.
Mivel a kilenc adat koziil hdrom nem fiiggetlen, a merev test helyzete dltaldban 6 fiiggetlen adattal jellemezhets. Ezt
gy mondjuk, hogy a szabad merev testnek 6 szabadsdgi foka van (ebbdl hirom egy tetszdleges pont X,y,z

koordindtaja, a masik harom pedig az Euler-szogek).
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Sztatika: az egyensiily feltétele

Ha egy szabad merev test mozgdasat le akarjuk {rni, két ut all rendelkezésre. Az egyik az, hogy bevezetjiik a merev
test helyzetét jellemzd 6 fiiggetlen koordinétdit, és ezekben, mint 4ltaldnos koordindtdkban a Lagrange-féle
egyenleteket felirjuk; a mdasik pedig az, hogy kiindulunk a barmely pontrendszerre érvényes

tomegkozéppont-tételbdl €s impulzusmomentum-tételbdl:
N
mry = E Fz'[l]
i=1
. N

N
d i
Eng{rg X Ti) = Zrz- x Fi2

2:1 2:1
Egy anyagi pontndl az egyensuly sziikséges és elégséges feltétele, hogy a pontra haté 6sszes erdk ereddje zérust
adjon. Merev testnél az ennek megfelel feltétel nem elegendd, mert [1] szerint csak a tomegkdzéppont
gyorsuldsdnak hidnyét jelenti, igy a koriilotte torténd forgé mozgasok lehetségesek (pl. erdpar). Tehat a forgdmozgas
akkor nem lép fel, ha az er6k forgatdnyomatékanak ereddje is zérus. Az Osszes egyensulyi feltételt megkaphatjuk a

virtudlis munka elvébdl:

N
Z F;or; =0
i=1

Ez a d’Alembert elv specilis esete r; = 0. Igy szabad merev testre az alabbi feltételek adédnak:

N N
ZFE- = Dészrz- xF, =0
i=1 i=1

Egy nem szabad merev testnél ugyanezek a feltételek érvényesek, ha a kiilsé er6kbe beleértjiik azokat a kiilsé
kényszererSket is, amelyek a kényszerfeltételekbSl — az adot testnek mads testekkel valé érintkezésébdl- szarmaznak.
Tehat: Merev test egyenstilydnak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a testre hatd 6sszes kiilsd erdk ereddje és a

kiils6 erdk (tetszéleges pontra vonatkozo) forgatdnyomatékainak ereddje zérus legyen.

Az egyensiily tipusai

Az egyensuly tipusai alatt az egyensulyi helyzet stabilitdsdt értjiik. Ez dgy vizsgdlhat, hogy a testet kissé
kimozditjuk egyenstilyabdl és magdara hagyjuk. Ha a test a kitérités utdn eredeti helyzetének kornyezetében marad
(esetleg visszatér kiindulé helyzetébe), akkor az egyensily stabilis. Ha a test a kimozditds utdn eltdvolodik az
egyensilyi helyzetébdl, és nem tér oda vissza, az egyensilyi helyzet labilis. Abban az esetben, amikor a test az uj

helyzetben is egyensuilyban marad, indifferens egyensulyrél van sz6.
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Dinamika: forgasok

A merev testek forgdsdnak vizsgilatdhoz két koordindtarendszert vesziink fel: az dbran pirossal jelolt

koordinatatengelyeket tartalmaz6 K’-t és a kékkel megrajzolt K koordindta-rendszert. Az dbrdn ldthaté szogeket

Euler-szogeknek nevezziik. Segitségiikkel (és a koordindtdkkal) egy merev test helyzete egyértelmtien megadhaté a

Descartes-koordinatarendszerben. Az N vonal az Gn. csomévonal, azaz az a vonal, ami a két sik metszéspontja.

- 111

Forgésok

Az alabbi osszefoglaldsban az egyes szogek mellett az éltaluk felvett szogintervallum lathatd, ill. az, hogy melyik

tengely koriili helyzetvaltozast irja le.

B0,

csomodvonal

7110, 2]

piros Z

@10, 27

kék z

A forgési szogsebesség pedig kifejezhets a K és K’-beli koordinétdk, ill. az adott tengelyek és csomévonal irdnyd

egységvektorok segitségével:

P R

Az egységvektorok K-beli és K’-beli koordindtéi pedig leolvashatéak az dbrardl.
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A tehetetlenségi-tenzor

Részletesebb leiras:

Tehetetlenségi tenzor

Vegyiink fel egy Descartes-koordindtarendszert! Ebben a merev test tsmegkSzéppontjanak

4t jeloljik ro-val. Régzftsink a tdmegke is egy i dszert,
amiben egy, a merev testhez tartozé tetsz8leges pontnak a helykoordinatéja 1. Egy merev
test pontjénak a sebessége a testre jellemz6 transzldciés sebességh6l és a forgashol
szarmaz6 keriileti sebesség hatdrozza meg: v, = vo + @ X 1,

Amerev test kinetikus energidja:
1, 1, 1 ,
T= Z;m‘ 2= Zimvﬂ + Zm‘vﬂ(w X 1)+ Zim,(w X 1)
= Thatads + Troicsonss + Trorgasi

A mésodik tag akkor lesz nulla, ha a testhez rogzitett koordinatarendszer kezdSpontjst a
tomegkszéppontba helyezzik, vagy ha rogzitjik a testet.

A harmadik tag felirésahoz elszor kifejtjik a vektorialis szorzatot, majd a kapott kifejezés
négyzetét vesszik. Ennek eredményeképpen kapjuk az alabbi kifejezést:

1
Trorg = 3 w0

ahol 0 tehetetlenségi tenzor elemei:
6= 3 it 8y = () = [ P78 =r)av
;

Maésik felirdsi médja:
G by O
o=(-0n 6, 0.
b by O

A tenzor egyes elemeit devidciés nyomatékoknak nevezzik, a f64tl6 egyes elemei pedig a
tehetetlenségi nyomaték komponensei.

Ha a testen kiviili pontbé| hizunk egy forgéstengelyt a testen keresztil, és egy tetszéleges
pontot kivdlasztunk a merev testen bell, aminek a tengelytél mért tévolsdga |, a ponttdl vett

tavolséga r; és a tengely irdnyd n, akkor atest | nyomatéka:
0 =Zm;l§ = Zmilnxril =non

A | segit a test egy O pontjdn dtmend tetszleges
vett 4

6 = Orgp +ms?

1

Merev test impulzusmomentuma:

1

DUTXB =) maixT; = Y mad (@
i

(3

Ahol ®a tehetetlenségi tenzor. A forgémozgés egyenlete:

dN -
— =M
dt

ekkor a kovetkez6 alaka:

d(O3) -
=M

Rogzitett tengely koriili forgds esetén a tengely irdnydba mutaté egységvektorral az arra a tengelyre vontkoztatott

tehetetlenségi nyomaték:

0 = eB¢

A rogzitett tengely koriili forgdmozgds egyenlete:

Ou=M

Porgettyiik

Porgettytinek hivunk minden olyan merev testet, amelynek csak egy pontja (a tdmaszpontja) van rogzitve, vagy
dltaldnosabban, amelynek az aldtdmasztdsi pontja koriili mozgdsa ennek a pontnak mozgésitdl elkiilonitve
targyalhatd. A porgettylinek 3 szabadsagi foka van. A mozgasegyenletek felirdsahoz a porgettyiit belehelyezziik egy
forgé és egy nyugvé koordindtarendszerbe. A két koordindtarendszer origdja megegyezik, a forgd rendszer nem

feltétleniil forog egyiitt a porgettyfivel.

dA

Legyen ——valamely A vektor vdltozdsidnak sebessége a nyugvé koordinata-rendszerben (K). Ha a forgd

dt

rendszerhez képest A nem valtozik, a nyugvé rendszerben a valtozas csak a forgasbol all:

) = ZW(TEQ—(?:QQ)?:&) = Zm(lrf—ﬁ@ﬁ)w — O3
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dA
dt

Amennyiben a porgettyd a forgé rendszerhez képest mozgést végez, az egyenlet igy médosul (K’-ben):

dA dA

=wx A

_ 1 A

i~ at T

Ha A =N, akkor az egyenletiink:
d N

? =M-wxN

Ha K’ fétengely-rendszer: IV; = with; w = (wy,wy,ws)

A fenti egyenletbdl a forgatdnyomatékot kifejezve és a keresztszorzas elvégezve komponensenként megkapjuk az
Euler-egyenleteket:

B160, + wows (B — B3) = My

By + wawy (01 — B3) = My

B33 + wiwy(ty — 61) = M3

Erdomentes porgettyi
M = 0; két fétehetetlenségi nyomaték megegyezik : 01 = b3, ezek pedig nem egyeznek a harmadikkal. Igy
Oaws = 0 = wa = all. = wy. J6 kozelitéssel a Fold is ez.

f3 — th

Ha bevezetjik az & = Twomennyiséget, és ezt, valamint az elébbi feltételeket behelyettesitjiik, linedris
1

oszcillatort leiré eredményt kapunk:

w = (Aeos(at + §), Asin(at + ), wp)

A szogsebesség az Euler-szogekkel is kifejezhet6k. A felirdskor fel kell irni a szogsebesség komponenseit az
Euler-szogekkel kifejezve nyugvéd koordindta-rendszerben. Ezutdn az egyes komponenseket egyenldvé tessziik az
oszcillator rezgését leir6 megfelelé6 komponensekkel, és a kapott egyenletrendszer megoldjuk.

Erémentes aszimmetrikus porgettyii
By > 0y >0
az energiamegmaradas:
2 2 2

impulzusmomentum:
N? = wf{-}'f + wgﬁg + w§3§[2] = Nf‘ + NEE + N;‘z‘ =-gombfeliilet
Az “igs Waaz alabbi Knorr rafinéridval hatdrozhaté meg:

2
6 - [1] — 2] = ws

2
- [1] — 2] = w;
A masodik komponens pedig a 2. Euler-egyenletbdl fejezhet6 ki.

Szimmetrikus sdlyos porgettyii

Ennek a porgettylinek a mozgasat csak abban az esetben vizsgéljuk, amikor a porgettylinek van szimmetriatengelye,
a rogzitett O pont ennek egyik pontja, és az S tomegkdzéppont is a szimmetriatengelyen van, O-t6l OS=s tdvolsdgra.
A térben rogzitett koordindtarendszer Z tengelye mutasson fiiggblegesen felfelé, a testhez rogzitett X'Y'Z' {6
tehetetlenségi rendszer (amelynek tengelyeire rendre az A,A,C {6 tehetetlenségi nyomatékok és a p,q.r
szogsebesség-komponensek vonatkoznak) helyzetét jellemezziik az Euler-szogekkel. A probléma megolddsdhoz
felhaszndlhatjuk a mozgdsegyenletek els6 harom integraljat (hdrom els6rendd differencidlegyenlet a szogekre). Az

egyik integralt a T+V=const. energiatétel adja. Ha m a porgetty(i tomege, a potencidlis energia (az Euler-szoges abra!
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a TKP a Z’ tengelyen van):

1
E(Aﬁ + A¢® + Cr?) + mgscos3 = const.

A masik két integrdlhoz gy jutunk, hogy tudjuk azt, hogy a nehézségi erd forgatényomatéka a Z és Z’ dltal alkotott

tengelyre mer6leges, ezért a forgatdnyomaték z komponense 0. Az impulzusmomentum tétele alapjan N. = const.
- N = const.

A tovébbi szamitasok: NV, = N - Nefelirjuk, majd az energiatételbe p,q,r-et az Euler-szogekkel és derivéltjaival
felirva behelyettesitjiik. Végiil megoldjuk az egyenletrendszert (a megfeleld kezdeti feltételek felirdsa utdn: 3 = (;
a =0 ’)’ = To).

Gyors porgettyii
2mgsA

—~; Ha a mozgast teljesen leirjuk, azt

C

kapjuk, hogy a szimmetriatengelynek a fiigg6legessel bezart szoge periodikusan ingadozik a kezdeti és egy ettdl

Ez a fajta porgettyd az elGbbinek egy specidlis esete: ilyenkor Tg 2>

2% 4

kicsit eltérd érték kozott. Ezt az ingadozast nutidcidnak nevezziik. Az ingadozasok anndl kisebbek, igy egyuttal annél
gyorsabbak, minél nagyobb a porgetty(i kezdeti T0sz6gsebessége. A szimmetriatengely vizszintes vetiilete pedig
allandéan meghatarozott irdnyban forog. A szimmetriatengely e mozgasdnak, a precesszionak a szogsebessége
periodikusan véltozik 0 és egy maximadlis érték kozott. A precesszié €s a nutdcid egyiittesen az Un. pszeudoreguldris
precessziot eredményezi: a szimmetriatengely végpontja az O rogzitett pont koré irt gombfeliilet két paralel kore

kozott cikloisszerd gorbét ir le.

[1] Tasnadi-Skrapits-Bérces: Mechanika 1., 4, 8, 10. §

[2] Tasnadi-Skrapits-Bérces: Mechanika I., 12, 17, 18, 21, 29. §

[3] A W ,jelblés arra utal, hogy kicsiny munkavégzésrdl beszéliink. Mivel a munka nem a vizsgdlt rendszerre jellemzé mennyiség, ezért a
megviltozdsardl nem beszélhetiink, innen a megkiilonboztetés.

Tételek A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti tirgyaldsa | A relativitds elmélet alapjai | Egzaktul
megoldhaté fizika problémadk | Folytonos kozegek mechanikdja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
magnetosztatika, &ramkorok | Elektrodinamika | Hulldmegyenlet és hulldmoptika | Geometriai optika és alkalmazdsai | A
kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti héttere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok |
Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyensiilyi folyamatok lefrdsa | Az asztrofizika alapjai
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A Kklasszikus mechanika elméleti targyalasa

A mechanika elvei

A klasszikus mechanika alapvet§ torvényeinek megfogalmazdsdt Newton megtette. Azonban ugyanezek az elvek
megfogalmazhatdak szdmos, a Newton-i axiémdakkal ekvivalens, azonban matematikailag mas alakban, ami sokszor
szemléletesebb, illetve egyszer(ibb tud lenni. Ezek a mechanika elvei, amelyek nem bizonyithat6 axiémak, ezek

helyességét a tapasztalatok adjdk.

A virtualis munka elve

Vegyiink egy N anyagi pontbél 4116 mechanikai rendszert, amelynek koordinatai i, ¥i, %, a hat6 er6t pedig F;
jeloli. Legyen 0Tiaz i-edik anyagipontnak a kényszerek dltal megengedett infinitezimdlis és virtualis elmozduldsa.
Itt a virtudlis alatt azt értjiik, hogy nem tartozik ezen elmozuldsokhoz idStartam. A targyalt rendszer akkor lesz

egyensulyban, ha a hat6 er6k virtudlis munkdja zérus:
N
S Eér, =0
i=1

Szabad mozgds esetén minden t5’F‘g'tetszfileges, tehdt az erGvektoroknak kell zérusnak lenniiik. Ha van N pontunk,
akkor azokhoz 3N darab koordinata tartozik, és ennél kevesebb kényszerfeltétel lehet adott, kiillonben nincs mozgas.

Itt most feltessziik, hogy a kényszereink egy feliiletre korldtozzdk a rendszert, és ezért alakjuk igy frhat6:

¢(T13 Tayoy TN) =0
A kényszerfeltételek a virtudlis elmozduldsok alatt is kell, hogy teljesiiljenek, ebbdl valamint egy infinitezimalis
elmozduldshoz tartoz6 Taylor-sorfejtésbdl beldthatd, hogy a kényszerfeltételek a kovektezd 4ltaldnos alakba
frhatdak:

N
) gradgudr; =0k =1,...5 <3N
i=1
Ezeket a Lagrange-multiplikdtorok mddszerével vehetjiik figyelembe: egy ismeretlen Akszorzéval hozzdadjuk Oket
a virtudlis munka egyenlethez:
N ]
Yo B+ Mgradgy | or =0
i=1 k=1
Most a szabad esettel szemben csak (3N-s) darab egyiitthatd lesz zérus, de a tobbinél a Lagrange-multiplik4torokat
vélasztjuk ugy, hogy a maradék egyiitthatok is eltinjenek. Ekkor gy tekinthetjiik, mintha a virtudlis elmozduldsok

fiiggetlenek lennének, ezért az egyenl8ség teljesiiléséhez az erdk 6sszegének kell zérusnak lennie, ezért:

=
Fi+ ) Mgradig, =0
k=1
A maésodik tagot elnevezhetjiik kényszererdknek, és ekkor a az egyensiily feltétele, hogy a szabad és kényszerer6k

Osszege zérus legyen. A Agradg.g definiciobél az is lathato, hogy feliileten mozgasnal a kényszereré merdleges a

feliiletre (mivel grad ®a feliileti normalis irdnydba mutat).
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d'Alembert elv és a Lagrange-féle elsofaji egyenletek

Jean le Rond d'Alembert a virtudlis munka elvéhez hasonl6 kifejezést vezetett be, de az nem csak az egyensulyt irja
le, hanem egyben mozgéstorvény is:
N
Z (Fz' - 15:') or; =0
i=1
A mechanikai rendszer az elv értelmében Ggy mozog, hogy a fenti kifejezés minden id6pillanatban teljesiil. Szabad
rendszerre ez a Newton mozgasegyenletet adja, hiszen tetszSleges : OT;-re el kell tinnie a zardjelnek, azaz F; =p;
. Ha kényszerek is jelen vannak, akkor ismér a Lagrange-multiplikdtoros atalakitist végezziik el:
N ]
Z F; + Z Avgrad;op — p; | dr; =0
=1 k=1
A virtuélis munka elvéhez hasonldan itt is formdlisan fiiggetlenként kezelhet6k a megvaltozasok, igy

&
pi=Fi+ Y Mgrades
k:l
Ha feltessziik, hogy a tomeg alland6, akkor i — "I, tehat:
&

mt; = Fi + ) Mgrad;y
k=1
Ezt az egyenletet nevezzilkk a Lagrange-féle els6faju egyenleteknek (N darab van bel6liikk). Mivel ezek vektor
egyenletek, igy tulajdonképpen 3N darab egyenletiink van, és ezenkivill az s darab kényszeregyenlet. Ez éppen

annyi, mint az ismeretlenek szdma: 3N darab térkoordinata az id6 fiiggvényében, és az s darab multiplikator.

A Gauss-féle legkisebb kényszer

Gauss bevezette a kényszer mértékét:

Z = Z (mi; — X,

Itt ngzabadero. A zardjelben tehdt a szabad mozgdstdl vald eltérés dll a kényszerek hatdsdra. Gauss elve a
kovetkez6t mondja: a kényszerek altal megengedett gyorsuldsvaltozasok koziil a legkisebb valésul meg. Variacios

modszerrel alakithaté ez tovabb, amlkorls csak a gyorsuldst varidljuk. Holonom-szkleronom kényszerekre

C]f“u",!b d@l’h
Z ; = 0. Ez id6derivalds utén: Z 9z =0 Ugyanakkor a kényszert is megvaridljuk:
2- Z (ma; — X;) 62, =0
Ehhez hozzaadva a szokdsos médon Lagrange multiplikatorral a kényszereket:
anN by,
z@% X, - Z“a)@—”
=1

Ismét a megszokott médon a megvalasztés fiiggetlen, illetve ahol nem, ott a Lagrange egyiitthatokat valasztjuk meg,
tehat:

Izzzxk_'E:Akgfi
o O
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Altalanos koordinatak és a Lagrange-féle masodfaji mozgastorvény

Az eddigi targyaldsokban a kényszerek, mint fiiggetlen egyenletek voltak figyelembe véve. Ha azonban olyan
koordindtdkra tériink at, amelyek illeszkednek a kényszerekhez, akkor ezekben ezek a feltételek eltlinnek, igy
egyszeriibb alakot kapunk a mozgisegyenletekre. Az 4llitds az, hogy ilyen transzformicidk léteznek, az ilyen
attéréssel kapott Gj koordindtdkat dltaldnos koordindtdknak nevezziik, és @k-val jelsljiik, az altaldnos sebességeket

pedig r-val. Itt kell megjegyezni, hogy ezek nem feltétlen hosszisdg illetve sebesség dimenzidji valtozok.

A koordindta transzformdcids fuggvenyek derivéltjaival és kis megvaltozasaival 4tirhaté a d'Alembert-elv variécids

dx;
moédszerrel. Ha bevezetjiik a Qr = ZXM altalanositott er6t, amely nem feltétlen erd dimenzidjui, de a
k
=t anN
ZQ‘ Timunka dimenzi6jd. Tovdbba bevezetjiilk a mozgdsienergiit: K= 2 Zm'axz . Ezekkel 4tirva a
i=1

d'Alembert-elv a kovetkez6 alaki lesz:
I (ddK 0K
Z A — a5 —@r)dg =0
=1 dt C]E}k C]E}k

Itt f a szabadsagi fokok szdma (a 3N szabadsig az s darab kényszerrel csokkentve). A tetszleges varidcid miatt:

d OK 0K —0 f

BT ks - '| neny

dtOgx  Ogx T

Ezek a Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenletek. Ha az er6k konzervativak, akkor felirhaték potencidl
derivéltjaként, és ekkor minden K helyére K-V irandd, amelyet elnevezhetiink Lagrange-fiiggvénynek, igy a képlet a
jol ismert alakot olti:

d oL  JL
dt dgy, O

Ezek felhaszndldsdval dltaldnos moédszert adhatunk a mechanikai problémdk megoldédsara: Ismerjiik fel a rendszert

—0,k=1,..f

jellemz6 éltalanos koordinatdkat, és irjuk fel a transzformécidés fiiggvényeket. Az igy definialt &ltaldnos
koordinatdkkal fejezziik ki a potencidlt (V), az 4ltalanos sebességekkel pedig a kinetikus energidt (K). Végiil irjuk fel
a Lagrange-fiiggvényt (L = K - V), és bel6le a Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenleteket. Az igy kapott

mozgésegyenlet pedig elvileg megoldhatd.

Hamilton-féle variacios elv és az Euler-Lagrange egyenletek

A Hamilton 4ltal kimondott variiciés elv, az eddigieken azért mutat tdl, mert nem csupdn a mechanikai problémak
altalanos megfogalmazdsaban hasznalhat6, hanem az optika €s a kvantummechanika torvényeit is egyszerlien meg
lehet 4ltala fogalmazni. Konzervativ rendszerre az 4llitas a kovetkezd:

2

S = f Ldt =extrémum

Itt S a hatds, L a Lagrange-fiiggvény. Az allitas az, hogy ebbdl E}'J!c(f)meghateirozhat(’). A problémadt varidciészamitasi
mddszerekkel lehet megoldani, amely egy funkcionalt szélséértékbe vivé fiiggvényeket hatirozza meg. Ez pont az
itteni probléma, hiszen a Lagrange az altaldnositott koordindtdktol, sebességektol és esetleg az id6tdl fiigg, és mi az

altalanositott koordinatdkat keressiik. A varidciés médszerbdl ad6dé egyenletk a kovetkezbek:

JdL d oL

dge  dt B,
Ezek az Euler-Lagrange egyenletek.

=0k=1,..f
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Kanonikus egyenletek, Hamilton-fiiggvény

Az eddig haszndlt Lagrange lefrdsban mdsodrendii differencidlegyenletket kaptunk. Az uUgynevezett kanonikus
egyenletek azzel szemben elsérendd differencidlegyenleteket szolgéltatnak, amelyek a masodrendtiekkel
egyenértékiiek, azonban kétszer annyi van bel6liik. Bevezetjiik a kanonikusan konjugélt impulzust:
dL
Dy = 75—
gy,

Es bevezetjiik a Hamilton-fiiggvényt:

i)
H=7) pir—L
k=1
Az Euler-Lagrange egyenletek figyelembevételével, és a Hamilton-fiiggvény teljes differencidjanak felhasznaldsaval

kapjuk a kanonikus egyenleteket:

. OH

i = ap&

o on

pk - aqh
Tovabba:

OH oL

ot ot

Ha a rendszer konzervativ, és az altaldnositott koordinatdkra valé attérés id6fiiggetlen, akkor a Hamilton-fiiggvény a
mechanikai energidt adja. Ennek a formalizmusnak kiemelked6 szerepe van a kvantummechanika és a

kvantumtéreleméletek tdgyaldsanal.

Ciklikus koordinatak, kanonikus transzformacio

Ha a Hamilton-fiiggvény nem fiigg valamely koordinatatdl, akkor az ahhoz a koordinitihoz tartozé konjugélt

impulzus dlland6 a kanonikus egyenletek miatt, és azonnal megoldast szolgdltat a mozgasegyenletre (
Qk(t) =qy-t+c= % -t +¢). Az ilyen tulajdonsigi koordintit ciklikus koordinitdnak nevezziik.
k

Ertelemszerien minél tobb ciklikus kooridnitank van, anndl egyszertibb megoldani az adott problémat. Ezért
érdemes foglalkozni azokkal a transzformdcidkkal, amelyek véltozatlanul hagyjdk a kanonikus egyenleteket, de
ciklikus koordindtdkra térhetiink 4t segitségiikkel. Ezek a transzformdaciok tehdt olyan koordindtdk kozott visznek ét,
amelyek teljesitik a kanonikus egyenletket tovdbba a varidciés elvnek is eleget tesznek (a kanonikus egyenletek is
abbdl szarmaztathatdak). Ezek alapjan beldthatd, hogy a varidlt funkciondlban van egy szabadsdgunk egy tetszdleges
fliggvény id8szerinti derivaltjdnak erejéig. Ezt a fiiggvény nevezziik alkoté fiiggvénynek, mert segitségével
kifejezhet6ek a transzformécids szabalyok. Az alapjan, hogy az alkot6 fiiggvényt melyik két valtozoval fejezziik ki a
négy (régi és 4j koordindta, régi és 1j impulzus) koziil, kiillonboz6 osszefiiggéseket kapunk a koordinatik és az alkotd

fliggvény kozott, valamint megkapjuk a Hamilton-fiiggvény transzformdcéjét is.
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Maupertuis-elv (*)

A Maupertuis-elv energiamegmaradé rendszerekre vonatkozik, vagyis a Lagrange-fiiggvény nem fiigg explicite az

1d6t6l. Az elv kimondja, hogy a rendszer dltal megtett it olyan, hogy a roviditett hatas

So = fpd.q = muin.

ahol az integralt a palyara vett vonalintegrilként kell érteni.

A Hamilton-Jacobi egyenlet

A mozgasegyenletek megoldhatéak egy szélsGséges tanszformdcidval is, amennyiben a a Hamilton-fiiggvényt
zérusra transzformdljuk. Ekkor mind a koordinatdk, mind az impulzusok derivaltjai nulldval egyenléek a kanonikus
egyenletek értelmében. A Hamilton-fiiggvényre vonatkozé transzformécids egyenlet az alkotéfiiggvénnyel kifejezve
a kovetkezd:

_ aW’
H=H+ 5

Mivel a végs6 Hamiltonnak zérust szeretnénk, ezzel a feltétellel egy specidlis alkotofiiggvényt definidlhatunk, amely

a kovetkezd egyenletet elégiti ki:
as
D = H e
ot
A Hamilton-fiiggvény a koordinatdk, az impulzus és az id6 fiiggvénye lehet. Ezek koziil az alkot6 fiiggvénnyel az
impulzus is kifejezhetd, ezért:
s as
0=H gy — 1]+~
(Q ' qu' ot

Ez a Hamilton-Jacobi egyenlet, és S a hatdsfiiggvény, amelyet mar kordbban bevezettiink a Hamilton-féle varidcids

elvnél. A Hamilton-Jacobi egyenlet abban kiilonbozik az eddigiekt6l, hogy parcidlis differencidlegyenlet, ezért
hatarfeltételek is kellenek hozzd, és nehezebb megoldani, ennek ellenére ha nem kozvetleniil a mozgdsegyenletet

akarjuk megkapni, csak Osszefiiggéseket a hatds és a koordinatdk kozott, akkor sokfelé jol hasznalhat6.

A Liouville-tétel(*)
A Hamilton-i mechanikai rendszerekre kimondhat6 a Liouville-tétel, ami azt fogalmazza meg, hogy nem-disszipativ
rendszerre a fazistérfogat 4llandé marad. Ha Pa fazistérbeli eloszlds fiiggvény, és a rendszer d dimenzids:
d_p_a_p_i_i(ap-é ap'z‘)_[]
at — ot "= \og? Tl ) T

Ez azért fontos egyenlet, mert nem csak egyensulyi szitudciokban haszndlhat6, hanem sokrészecskés bonyolult

dinamikai problémakra is, ezért alapvetd fontossagu a statisztikus jelenségek targyaldsiban.

Megmaradasi tételek, mint szimmetriak kovetkezményei

A kozismert és a klasszikus mechanikdban el6bukkané megmaradasi tételek igen egyszerfien kovetkeznek a

Hamilton-fiiggvényes formailzmusbol.

Impulzusmegmaradas

Az impulzusmegmardds a targyaldsi koordindtarendszer eltoldsdval szembeni invariancidbdl vezethetd le. Ez
tulajdonképpen a tér homogenitdsa: mindegy hogy hova tessziik a mechanikai rendszert, a Hamiltonja ugyanaz, és az

események ugyanugy zajlanak.
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Impulzusmomentum megmaradasa

Az impulzusmomentum megmaraddsa a koordinatarendszer elforgatdsdval szembeni invarianciabol vezethetd le. Ez
tulajdonképpen a tér izotrépidja: mindegy hogy hogyan forgatjuk el a mechanikai rendszert, a Hamiltonja ugyanaz,

és az események ugyantigy zajlanak.

Energiamegmaradas

Ez az idédbeli eltoldsbdl kovetkezik, azaz mindegy, hogy egy adott kisérletet mikor végziink el, a lefolydsa ugyanaz, a

Hamiltonja ugyanaz.

Noether-tétel(*)
A Noether-tétel azt mondja, hogy a Lagrange-fiiggvény szimmetridihoz hogyan lehet megmaradé mennyiséget
rendelni.

Allitas:Ha a Lagrange-fiiggvénynek szimmetridja a:
@ — 4; = g + €filq, 9)
G — ¢ =G + €filq,q)
akkor a kovetkez6 mennyiség megmarado:
dL
> d‘_qu :

Bizonyitas:
L(Qﬁ+efis(ji+efi)_l‘(gi!g}‘i) = Zg_jefz"‘z_ f= - Z ; ( ) efi +Z— f‘ N (gjfz) =0
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kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | Kolcsonhat6 rendszerek, magneses anyagok |
Kristalyos anyagok fizikdja | Nemegyensulyi folyamatok leirdsa | Az asztrofizika alapjai
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A relativitas elmélet alapjai

Alapgondolatok

Az 1d6 és a tavolsag csak absztrakt fogalmak. Attdl fiigg, ki nézi. :)

Vonatkoztatasi rendszer

Amikor egy test pozicidjat, vagy palydjat akarjuk megadni, valamihez azt viszonyitanunk kell. Viszonyitdsi alapként
felvesziink egy koordinatarendszert (origd, és bazisvektorok, illetve a rendszer id6fejlédése, pl.: mozgasa, forgasa) és
ebben tiargyaljuk a mozgdsokat. Vannak Kitiintetett vonatkoztatdsi rendszerek, ezeket Newton elsd torvényével
tintetjik ki: ahol a tehetetlenségi axidoma teljesiil, azok inerciarendszerek. Kiilonb6z6 mozgdsi
koordinatarendszerekben fellépnek egyéb nemfizikai erdk is, az inerciarendszerekben definicidbdl kifolydlag ilyenek

nincsenek. A tobbi Newton-torvény is inerciarendszerekre érvényes.

Galilei-transzformacio

Newton masodik axiémdja a mozgdsokra vonatkozik, azonban az itt tirgyalt differencidlegyenletben van egy szabad
konstans, amely a derivdldsok miatt kiesik, ezért erre invaridns a madsodik axiéma. Ez az invariancia a
Galilei-transzformacidban foglalhaté 6ssze:

r=r+uvt

t' =1t

Szavakban elmondva az egymashoz képest egyenes vonald egyeneltes mozgast végzé koordindtarendszerekben a
mechanikai jelenségek azonosan mennek végbe. Az egyes rendszerek kozott a Galilei-transzformdacidval térhetiink

z

at.

A Lorentz-transzformacio

Amikor a XIX.-XX. szdzad fordul6jan a megprobaltik egységes képbe Osszehozni a mechanikat és az
elektrodinamikdt, egyre problémdsabb lett az a felismerés, hogy a hullimegyenlet nem invaridns a
Galilei-transzforméciora. Ugy tiint, mintha az elektrodinamikaban lenne kitiintetett koordinatarendszer, szemben a

mechanikdval. A korabeliek harom felolddsat képzelték el a problémdnak, csokkend valdsziniiség szerint:

¢ A Maxwell féle elmélet hibas, a valddi elmélet Galilei-invarians.

* A mechanika Galilei-invaridns, az elektrodinamikdban van kitiintetett koordindtarendszer, amelyben a fény
terjedését lehetdvé tevd éter nyugszik.

» Létezik egy mind a mechanikdra, mind az elektrodinamikara érvényes relativitasi elv, ami nem a Galilei-féle, és

ez egyben azt is jelenti, hogy a mechanika torvényeit kell megvaltoztatni.

A Maxwell-féle leirdst rengeteg kisérlet tdmasztotta ald, és minden joslatat sikeriilt ellendrizni. A mdasodik
lehet6séget nem sikeriilt aldtdmasztani kisérletekkel, azonban egyre irredlisabb megszoritasokat lehett ra adni, amik
végsd soron tarthatatlannd tették az elméletet. Az Uj relativitdsi elmélet kidolgozdsat Einstein végezte el, két

posztulatumra épitve:

* A természet torvényei, és a kisérleti eredmények azonosak az egymastol csak egyenes vonald egyeneltes
mozgdsban kiilonboz6 inerciarendszerekben.

* A fénysebessége véges, és forrdsanak mozgasatol fiiggetlen.

Ha feltessziik, hogy a tér izotrop, tovdbbd az 1j transzformacié is csoportot alkot a Galileihez hasonl6an, és

megengedjiik, hogy az id§ is transzformdlddjon az attéréskor (é€s nem szeretnénk véges sebességekbdl kiindulva

végtelen sebességeket kapni a transzformdacidk és sebességosszeaddsok sordn), akkor a 2. posztulatumbodl és az
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izortopiabol kovetkezik az ivelemnégyzet dllandésiga ( ds® = di* — da® —dy® — dz%), a tobbi feltételbsl pec

Lorentz-transzformacidk alakja (1+1 dimenziéban):
v
r

' =~(x —vt)
1

ahol 7 = 2 a Lorentz-faktor.
1-Z

A c konstans értékét a kisérletek adjak meg, itt csak az deriil ki, hogy hatarsebesség, mégpedig felss, az kisérleti

tény, hogy ez egyezik a fénysebességgel.

A Michelson-Morley kisérlet

A relativitds elmélet kialakuldsa felé az egyik nagy 10kést ez a kisérlet szolgdltatta azzal, hogy nem mutatta ki az éter
hatdsat. Az elméletileg feltételezett éter a fény terjedésének kozege lett volna. Ha ez igaz lenne, akkor a kézeghez
képest relativ mozgast végzd megfigyel6 masnak méri a fénysebességet. A kisérletet ezért félév kiilonbséggel
megismételték, ekkor ugyanis a Fold éppen ellenkezd irdnyban halad a feltételezett éterben, akarmilyen mozgast is
végez az. A kisérleti elrendezés egy fényforrasbol allt, annak a fényét egy féligateresztd tikkorrel kettéosztottak, majd
az azonos utakon visszaverddd fénysugarakkal interferenciat hoztak 1étre. Ez az elrendezés ha az azonos utakon mas
a fénysebesség eltérést tesz lathatéva az interferencia segitségével. Az elméletileg megjosolt eltérések a vizsgalati

id6pontokban nem jelentkeztek, ezért erSteljesen kétségessé valt az éter elmélet tarthatésaga.

A Lorentz transzformaciok kovetkezményei

A Lorentz-transzformacidk képleteibdl tobb a klasszikus gondolkodéssal szembenalld jelenség vezethetS le. Ezeken

feliil hasznos, a kiilonboz6 rendszerek kozotti Osszefiiggések is levezethetSek.

Az inerciarendszerek relativ sebessége

Ahogy kordbban lattuk, a Lorentz-transzformdaciok is csoportot alkotnak. Beldthat6, hogy a transzformdcié csak a
sebességtol fiigg, ezért egyparaméteres a csoport, ekkor van dgynevezett kanonikus paramétere. Ez azt jelenti, hogy
ha egymdsutdn csoportelemeket hattatunk, akkot az eredd transzformdcié eléllithaté az egyes elemek
paramétereinek Osszegeként (analdgiaként gondoljunk 2D-s forgatdsokra: az eredd forgatdsi matrix eldéllithatd a

részforgatdsok szogeinek 0sszegeként). A Lorentz-transzformdacidk ezen paraméterét rapiditdsnak nevezzik, ez tehat
v

osszeadddik. Definicidja: X = arct-hg

LevezethetS a transzforméciés szabdlyokbdl, hogy barmely két inerciarendszer (amelyek kozott a Xparaméteri
Lorentz-transzformacid visz at) relativ sebessége:
V =rc-thy

amibdl az is kovetkezik, hogy ez a sebesség nem lehet c-nél nagyobb. VIGYAZAT Ez az egész csak 1 id6 és 1 tér
dimenzidban igaz, amikoris a tér-tengely egyirdnyi a sebességgel. Az dltalanos eset bonyolult, azt érdemes
megjegyezni, hogy két egymds utdni, de kiillonbozd irdnyd rendszerbe vald attranszformacié (boost) eredbje egy
megfeleld irdnyd boost és egy forgatds. Ennek ellenére a rapiditds paraméter az egyirdnyd boostok kezelésére igen
alkalmas, példdul egy kisérletben a nyaldb és a labor rendszer kozotti transzformdacidkra, amikor a l1ényeges

mozgdasok egy irdnyba esnek.
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Sebességek osszeadasa
Az el6z6 formulabdl a tangens-hiperbolikusz sz6gosszeadasi formuldjat felhanszalva:
VitV

14 Uy

Ennek kis sebességli (v << c) hataresete visszaadja a klasszikus Vi = Vi + Vaformulat.

Vi

Paradoxonok

A paradoxonok az egyidejiiség relativitdsidra vezethetSek vissza: ha egy koordindtarendszerben adott egy két
esemény, akkor létezik olyan koordindtarendszer is, amelyekben ezek egyidejliek, illetve olyanok is, ahol az egyik,

és olyanok is, ahol a masik torténik hamarabb.

b
(L h g
A B [7 7 s \t\: i
: - T” 7(.\ f” \ B - A
f_.e o __’__,.a-" - A \-,
"i. [_- T " \'\ A B
’f;J_ — X \ X
HH"'\-»____\__ -
H""'\- L ]
T X

Az egyidejliség relativ, fiigg attdl, hogy a koordindtarendszerek mekkora sebességgel mozognak egymashoz képest!

A legfontosabb paradoxonok a kovetkezdek:

* Az 4ll6 megfigyel6 a mozgé targyakat rovidebbnek latja: Lorentz-kontrakcid

» Az 3116 megfigyel6 a hozzdképest mozg6 rendszerekben elteld id6t hosszabbnak 1atja: id6dilatécio.

» Ikerparadoxon: két iker koziil az egyik a Foldon marad, a masik egy gyorsul6 tirhajéban elmegy, majd visszajon a
Foldre. Ez utébbi személy fiatalabbként ér vissza. A gyorsul6 rendszerekben inerciarendszervéltds torténik,

ezekben a pillanatokban véltozik az egyidejtiség is.

Relativisztikus fizika

A relativitdselméletben csak olyan mennyiségeket engediink meg, amelyek invaridnsak a Lorentz-transzformaciora.

Ez azt jelenti, hogy a klasszikusan ismert mennyiségeket valahogy 4t kell alakitani, hogy ne a
Galilei-transzforméciora legyenek invaridnsak, hanem a Lorentzre. Az altaldnos an levezethetd 3+1 dimenzids

Lorentz-transzformacié az ivelemnégyzetet valtozatlanul hagyja:
ds® = dt? — da* — dy* — d2*
Ez gy interpretdlhatd, hogy a relativitdselméletben a tér és az id6 egyiitt alkot egy kovaridns mennyiséget. Hasonl6t

lathattunk a klasszikus geometridban, az ottani transzformdicidk a térbeli tdvolsdgnégyzetet (skaldrisszorzatot)

tartottdk valtozatlanul, ezzel definidltuk a vektorokat. Ezzel az analdgidval élve vezetjiik be itt is a vektorokat,

melyeket megkiilonboztetésképpen négyesvektornak neveziink, a négyesvektorok skaldrisszorzatit a
Lorentz-transzformacié véltozatlanul hagyja. A klasszikus mennyiségekbdl tehdat négyesvektorokat kell

1étrehoznunk. Példaul:
w
k= (—,kl,kg,kg)
c

E
r= ( ,p1,pz,p3)

C
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Ez utébbi kiilondsen jelentds, hiszen ennek a hossznégyzete a részecske nyugalmitomegével 4ll kapcsolatban:

EZ
2 2 22
r="3- p|” =m"c
Ebbdl az is kovetkezik, hogy ez minden rendszerben ugyanaz. Beldthat6, hogy az itt definidlt négyesimpulzussal

egybefoglalhaté az energia és az impulzusmegmaradds, mert a négyesimpulzus maga a megmaradé mennyiség a

relativitdselméletben. Ezt dtrendezve az E-p Osszeiifggést kaphatjuk meg, ami diszperzids relacioként is felfoghato:

E = ym?c* 4+ p?c?

Ez pedig 4ll6 részecskére a hires:

E = mc*

képletet adja. Nemrelativisztikus esetekben tovdbbra is visszakapjuk a klasszikus képleteket. A relativisztikus
dinamika alaptorvényeként a Newton-torvény relativisztikus megfogalmazasat vehetjiik. A klasszikus F' = 1mia-val
egyenérték kis sebességekre az
o d
= gp,
ez utébbi azonban relativisztikusan is igaz, itt Ta részecske nyugalmi rendszerében mért id6 (sajatids), ami kis
sebességekre a mindenkori id6vel helyettesithetd. Fontos, hogy az id6derivélés aldl a tomeg nem emelhetd ki, hiszen

ez is fligg a sebességtdl, tehat sebességvaltozaskor ez is valtozik.

A fenti energia kifejezésnek van még egy fontos kovetkezménye. Ha egy rendszer két dllapota kozotti dtmenet
energia kisugdrzdssal, vagy elnyeléssel jar, akkor az a rendszer tomegét is megvaltoztatja. Ennek legékesebb példdja
a periédusos rendszerben megfigyelheté moldristomegek értéke. A periddusosrendszerben szereplé magok mélyebb
energiaszinten vannak, mint az alkotéik kiilon-kiilon Osszeadva, ezért a két dllapot kozotti kiillonbség valamikor
felszabadult, és ekkor tomeget is elvitt, tehdt a periédusos rendszerbeli tomegek mindig kisebbek, mintha a protonok,

és neutronok szabad tomegét adndnk Ossze. Ezt az effektust nevezik tomegdefektusnak.

Az elektrodinamika relativisztikus formaja (*)

Az elektrodinamika mar eleve egy relativisztikus diszciplina, igy a Maxwell-egyenletek relativisztikus 4ltalanosara

nincs sziikség. Ez ugy fejezhetd ki, hogy a Maxwell-egyenletek dtirhatok szembeotléen kovaridns egyenletekké.

—

divB =10
Kovetkezésképpen B felirhaté mint egy vektorpotencidl rotcidja:
B =rotA
Ha ezt behelyettesitjiik az elektromos tér rotaciéjat leiré egyenletbe, akkor akovetkez6t kapjuk:
~ 94
rot | £+ - =0
ot
igy a zdrdjelben 1év{ kifejezés felirhatd, mint egy skalartér gradiense:
. 04
E+ — = —gradg
ot~ I

Ez a ®skalar- és 1 vektorpotencidlok szokdsos definiciéja. Konnyen beldthatd, hogy a potencidlok egyértelmiien

P

meghatdrozzadk a térerdsségeket, de ez forditva nincs igy. A potencidlok rogzitéséhez mértéket szokds eldirni. Ezt a

feltételt pedig érdemes igy megadni, hogy maga is szembeotlGen kovaridns legyen. Olyan megszoritast érdemes

megtenni, hogy a skaldr- és vektorpotencidlokbdl egy l:z;b, :1)négyesvektort lehessen csindlni.

Belathatd, hogy a jp, = E: 2, j)éramsﬁrl’iség egy négyesvektor. Ekkor az elektrodinamika kontinuitdsi egyenlete:
#j =0

Most emlékezziink vissza Lorenz-mérték definicidjara:
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do =
E-FVH.—D

és arra, hogy ezen mértékben a négyespotencidlokra a kdvetkez6 hullimegyenletek adddtak:

&’ 2\ ., _ P
(a?‘v)‘”—a

P o\ i J
(a?_v)ﬁ_a

Namost, mivel a jobboldal négyesvektor, és a d'Alembert operdtor a koordinitarendszer megvaltozasaval nem

valtozik, ezért az *'1# = (qt‘:. A)is négyesvektor. Négyesvektor jelolésben a hullimegyenlet:

B, A, =2

€0
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Egzaktul megoldhato fizika problémak

Rezgések

Harmonikus oszcillator

Az egész kvantitativ fizika legalapvetobb megoldhaté rendszere a harmonikus oszcillator. Ez egy olyan tomegpont

mozgésa, amely V(I) = Ekxgalakﬁ potencidlban végez csillapitatlan rezgémozgast. Ekkor:

av
Flz) = —— = —k
(2) = —— x
Es a mozgdsegyenlet:
F=mr=—kx

Az dltalanos matematikai alak:
T = —ar
Ennek megoldésa:
z(t) = Acos(wt + @)
A kezdéfeltételek hatdrozzak meg A-t és ffJ-t, a korfrekvenciara:

w=va
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Csillapitott és gerjesztett harmonikus oszcillator

A fenti probléma két tovabbi, bonyolitott valtozata is egzaktul megoldhaté. Hozzdadhatunk az egyenlethez, egy
sebességgel ardnyos csillapitast:

T =—ar — Gz

Ekkor a megoldas:

2(t) = exp [% (—,ﬁ + M) t] ,

Harom elkiiloniil6 régié van, a négyzetgyok alatti mennyiség el§jele alapjan:
* Ha negativ: alulcsillapitott, 1étrejon oszcillacid, ami lecseng,
* Ha nulla: kritikusan csillapitott, egy félhullam lehet az egyensily felé tartdsban, de nincs nulldtmenet,
» Ha pozitiv: tilcsillapitott: a kitérés mindig az egyensilyi helyzet felé hiz, hullimok nélkiil.
A fenti differencial-egynlethez allandé periodikus gerjeszt6er6t is hozzaadhatunk:
I =—ax— ft+ F(wp)
Az el6bb részletezett hiarom régié most is ugyanaz, a kezdeti allapotbol a rendszer a csak csillapitottnal

megfigyelhetd relaxdcidval keriil be a gerjesztési amplitidé és frekvencia éltal megszabott oszcillicidhoz. Az

explicit megoldasokat 1asd itt (1,

Regések osszetétele

Egyszer( trigonometridval beldthatd, hogy azonos frekvencidju, de tetszéleges amplitud6ju és fizisi harmonikus
rezgdmozgdsok ereddje is harmonikus rezgémozgds, ugyanazzal a frekvencidval. Az amplitudéra az Osszegzés

eredménye:
2 2 2 ' ;
A = ;11 —+ :12 —+ 2:11:12005{(31 — ﬁbg)
és a fazisszogre:
_ Aysing; + Assing,
~ Ajcosgy + Ascosgs

Ezek a formulék tetszleges szamu, azonos frekvencidjd harmonikus rezgés 6sszeaddsdra dltaldnosithatdak.

tgd

Két eltérd frekvencidji, de azonos amplituddju és fazisu rezgés osszetételének eredménye pedig:

z(t) = 2Acos (L;LD?‘Q - sin (@142-7@20

Az ered6 amplitud6 pedig:

Ag(t) = 2Acos (M;—Mf)

Az eredd amplitud6 id6beli harmonikus valtozdsa a lebegés jelensége.




Egzaktul megoldhaté fizika problémak

34

Csatolt rezgések
Csatolt rezgésrdl akkor beszéliink, hogyha a testeket nem csak az egyensilyihelyzetiikh6z, hanem egymashoz is
harmonikus erd koti. A mozgasegyenletek ekkor:
mydy = —Dhyxy + k(zg — x4)
Mafs = —Doxy — k(x9 — 11)
Megfeleld valtozdcserével a csatolds kitranszformdlhatd, és két fiiggetlen harmonikus rezgémozgést kapunk

eredményiill. Ezek Osszege és kiilonbsége adja a helyfiiggvényeket. Az itt megjelend frekvencidkat

normdlfrekvencidknak nevezziilk. Ha megvizsgdljuk az energiaviszonyokat, akkor azt tapasztaljuk, hogy a két test

harmonikus energidjan ( E = —mu? + —DIE) kiviil fellép egy csatolasi energia is:

2 2

1
Ecsca! - Ek(:ﬁZ _xl)z

A teljes energiamegmaradds ennek a harom energidnak az 6sszegére érvényes. Az id6fejlédés sordn periodikusan

valtozik az egyik és a mdsik test rezgési amplituddja, szemléletesen az energia oda-vissza vandorol a két test kozott.

Linearis lanc
Tekintsiink egy N tomepontbdl all6 sorozatot, amelyet idedlis rugdk kotnek Ossze. Tekintsiink el a kiils6 erStértdl.

Ekkor az egyes mozgdsegyenletek a kovetkez$ alakdak:

My, = klz(itz — 131)

MaTy = —ki2 (T2 — 21) + koa(w3 — 22)
My_1TN—_1 = —kN—z,,w'—1($,w'—1 - $N—2) + k,w'—l,N(Ij\-' - $N—1)
MyIN = _kN—l,N{IN - IN—l)

Osszunk 4t a tomegek négyzetgyokével és vezessilk be a kovetkezd jelolést: Ui = Ti - /1. Az egyszeriiség
kedvéért, csak szemléltetésiil az egyik kozépss egyenlet igy alakul:

g-’;,:_ki—l,é( Yi i )+ki,i+1( Yiv1 Wi )

YV \ym i) s YT

Az igy kapott egyenletrendszer sokkal 4ttekinthet&bb, ha matrixos alakba frjuk.
Y = MY

Az itt bevezetett M métrix tartalmazza a tomegekbdl, és rugéallandokbdl adédo konstansokat. A fenti valtozdcserére

azért volt sziikség, hogy ez a matrix szimmetrikus legyen, igy a sajatértékei val6sak. Ez pedig azért j6, mert ekkor a
sajatértékprobléma megolddsdval megkapott sajatértékek a normadlfrekvencidk négyzeteit adjdk, a sajdtvektorok
pedig a rezgési moédusokat (azaz, hogy az egyes pontok mekkora amplitidéval, milyen irdnyba rezegnek). A
maétrixnak mindig lesz egy O sajitértéke, ez a transzliciét frja le. Az 4ltaldnos megoldds most is az egyes
meghatdrozott frekvencidk és amplitidok altal definidlt harmonikus rezgémozgadsok ereddje, amiben a szabad

paramétereket (0sszesen 2N darab) a kezdbfeltételek szabjdk meg.
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A Kepler-probléma

A Kepler-probléma a Newtoni-graviticids erdtorvény hatdsdra mozgd test mozgdsegyenletének vizsgdlata. Ez
tulajdonképpen egy centrdlis erStérben torténd mozgds, azonban kitiintetett jelentGsége volt a csillagdszat
fejlodésében, hiszen j6 kozelitéssel irja le a Bolygdk mozgasét a Nap koriil.

A bolygék mozgasa
Adott a Newton-i gravitacids erdtorvénys, itt most vektoros alakban felirva:

mMr

F== 2 r

itt m az adott bolygd, M a Nap tomege. Ez az erd centrdlis, azaz a tekintett testek kozéppontjan keresztiil hat. Ebbdl

kovetkezik, hogy a mozgas stkmozgas, amihez tartozik egy megmarad6é mennyiség, az impulzusmomentum:

rw =\
A mozgasegyenleteket polarkoordinatdkban felirva a gyorsulas radidlis egyenlete:
mr —mrgT = —y 2

Es a sikszoghoz tartozé egyenlet:

. 1d .-
mo =m——(r"¢) =10
rdt (r°¢)
hiszen az er6nek nincs ilyen irdnyd komponense. Ezt az egyenletet az impulzusmomentum éallandésdga megoldja,
tehdt csak az els6 egyenlet megolddsa marad hétra. Ennek érdekében az id6 szerinti derivaltakat atirjuk szogszerinti

derivaltakra, azaz attértiink a szogre, mint paraméterre. Az eredményiil kaphat6 differencidl-egyenlet:

d? (1 ’er) B (1 ’er)
de2 \r A2/ \r A2
ami nem mads, mint egy harmonikus oszcillator egyenlete. Ennek ismert a megolddsa, amelybdl a sugar kifejezhet6:
A2 1
/ Ax? i
~M1 4+ Wcos(qﬁ + )

A koszinuszos tag szorzofaktora az ekcentricités, a kiilsd tort szorzéfaktora a palya paramétere. A kapott egyenlet

()=

egy kipszelet egyenlete.

A Kepler-mozgasok és a kiipszeletek kapcsolata

Az el6z6ekben bemutattuk, hogy a Kepler-probléma kipszelet egyenletre vezet, amelyek altaldnos alakja:
: P
T = -

(4) 1 + ecos(¢ + )

Ekkor harom alapvet6en kiilonboz6 mozgas johet 1étre, amelyeket az excentricitas kiilonboztet meg:

e < 1. Ellipszis (specidlisan, 0 esetén kor),
e € = 1: Parabola,

« € > 1: Hiperbola.

Ezek kifejezhetéek az energidval is:

« FE < 0: Ellipszis,

o E = 0 Parabola,

« FE > 0: Hiperbola.
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Kozmikus sebességek

A fenti energidk fontosak az irkutatdsban. Ha a Foldrdl inditunk egy testet, akkor a legkisebb energidju stabil pélya a
valamely ellipszis pdlya elérése. Els6 kozmikus sebességnek nevezziik a fold sugardval egyezd korpdlya eléréséhez
sziikséges sebességet, ez kb. 7,9 km/s. A mésodik kozmikus sebesség a Fold graviticids terének elhagydsa, azaz a
fenti esetek koziil a parabolikushoz tartoz6 sebesség, ez kb.: 11,2 km/s. A harmadik kozmikus sebesség az el6z8, de

a Napra viszonyitva, azaz ebben az esetben a naprendszer elhagyasarél beszéliink. Ez megkozelitéleg 42,1 km/s.

Kvantummechanikai problémak

Oszcillator Sommerfeld-modszerrel

A linedris harmonikus oszcilldtor energia operatora:

2
)
E=oit3x
hd

Az Xoperitor helyére az x szerinti szorzést, a Phelyére pedig a — d——t irva a sajatérték-egyenlet:
1dr

h? v w
+ " 2% = F1, ebbol:

C2uda? 2
d*i) Q,u ( 1
E— —pu? ) p =0,
dz? TR \T T e
2F [T
Bevezetve a k = Ejeldlést és x-r6l attérve a § = ?iivéltozéra az egyenlet a kovetkezSképpen néz ki:
d*

] +(k—€)y =0
d2a)

de?

megolddsat a Sommerfeld-féle polinom-médszer segitségével szeretnénk megkapni, ezért a pontos megoldast

—&%/2

Az egyenlet aszimptotikus alakja: rf 1) = 0. Ennek megoldésa: W, =€ Az eredeti egyenlet

_g2
w=e &/ vl:rf )alakban keressiik. Ezt beirva a differencidlegyenletbe kapjuk:

d?
de? 25&5

v() = Z & alakban felirva képezziik v(€)elss és médsodik derivaltjat:
r=0

= e
EZ] =3 "r(r—1)e 2

T

Ezt beirva Udifferencidlegyenletébe: Z ((T + 2) (T + 1)C""+2 - (QT +1- k)cf) § = D_

T

Ez akkor igaz, ha Eminden hatvanydnak egyiithatéja 0. gy egy rekurziv Osszefiiggést kapunk a Cregyiitthaték
kozott:

+(k-1)v=0

2r+1—k
—C'T'
(r+2)(r+1)

Beldthatd, hogy r = n fokszdmtdl kezdve az Gsszes egyiitthatonak azonosan 0O-nak kell lennie, ezért 2n + 1 =k. Az E

Crya —

1 1
és k kozotti osszefiiggés alapjan igy az energia sajatértékek: £, = hw (ﬂ. + 5) = hv ('r.: + E)

Az egyes energia sajitértékekhez tartozd sajatfiiggvények: 1, = E_‘Eg’fzvﬂ l:(f), ahol Un(f) =H, {E )ﬁn.

Hermite-polinom.
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Oszcillator 1épteté operatorokkal

A harmonikus oszcillator Hamilton-operatora némi alakitgatas utin:

H= .ﬁw

A 1éptetSoperatorok:

I ]
=55 (24 7a?)

T —
a' = T —
2h ( mwp)
ezek természetesen egymads adjungaltjai. A felcserélési relacio:
[a,al] =1

Legyen ala = Na részecskeszam-operdtor. Koncentraljunk ennek a sajdtallapotaira:
N|n) = n|n)

Konnyen megmutathatd, hogy ha |ﬂ}sajétéllapota N-nek, akkor EI-|ﬂ}és al |ﬂ}is:
Na|n) = (n — 1)a|n)
Nd'|n) = (n+ 1)a|n)

az igy kapott sajatallapotok nem normaltak. Mivel I11-| n}norméja n, ezért a normalt dllapotok:

aln) = vnln - 1)

és hasonldan:

a'lny = vVn+1n+ 1)
Tehat elindulva egy n sajatérékrdl, az a eltiintetd operator n-1,n-2,... sajatértékkel general 4j N sajatallapotokat. Ezek

sorozata viszont nem mehet negativba, hiszen az N sajitérétke egyben a : lCi-|ﬂ)norma’1ja ami nem negativ. Ez csak

ugy lehet, ha n egész értékérdl indulunk, majd elériink n=0-hoz és akkor:

al0) =0
Ebbdl az egyenletbdl rogton adodik az alapéllapoti hullimfiiggvény, a keltd operdtor alkalmazissal pedig a
gerjesztett dllapotok hulldmfiiggvényei. A spektrum is azonnal leolvashato.

Rotator
A forgd mozgést végzd tomegpontot rotidtornak nevezziik. Szabadon forgd tomegpont energia sajatérték egyenlete:
—E&w =Ey. A problémahoz leginkdbb a térbeli poldrkoordinita-rendszer illeszkedik, ugyanis a forgds

centrumdtdl mért r tdvolsag allando.

A Laplace-operétor poléarkoordinéta rendszerben:
A 82+26‘ (dg—i— t(ﬂ)8+ 1 82)

=55 cot(V) s + =33 )

az T rar T hi? dv  (sin(1))? D2

r = dllandé, ezért P = h{f{’ﬂ, E-’«‘)Csak a szogektdl fiigg:
520 o 1 9% D2

ot b o = gy
dv g (sin())? Oy R
Legyen pﬁrz = O(a tehetetlenségi nyomaték a forgds centrumara vonatkozéan). Az egyenlet a kiovetkezd alakra
modosul:
0% P 1 0% 20

t; + cot!— L 5 t; EL =10
dv a9 " (sin(¥1))2 Dy

t.,r[ﬂ_, E-’J) =F (ﬂ)G(Eﬂ)alakban keresve a megoldast:

R IS ] : M9t~ p) £ 1) = hw(atar )
2 $+m2w2+2 Sl or \F o) Ve (B el ) Tg) T iwlaaty
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F'G + cot(9) F'G + —— FG" + i—?EFG _q

(sin(9))?
p o . F" 20 G
Atalakitva: ?(sm{ﬂ))z + cos() sin(¥) — = ?12 E(sin(9))* + == 0,
A 1-t61 és a P-t6 fiiggd részek kiilon-kiilon 4llandok kell, hogy legyenek:
G’ _ m? G = irmug
o ,azaz(F = e

Az azimutszoget 27-vel novelve ugyanabba a pontba jutunk vissza, ezért meg kell kovetelniink, hogy eI = 1

legyen.

Az F-et meghatdroz6 egyenletnél érdemes a §= CDS(ﬂ)Véltozéra 4ttérni, igy az eredeti egyenletet F’ f (1 - £ 2)
-tel megszorozva ({1 — Ez} # () kapjuk:
PF 20 m?
~2t o+ (5B - e ) F =0
) g ~ 2 + -

A £=1lben a differencidlegyenletnek szingularitdsa van, hogy a megoldds itt is véges legyen, ezért

(1-—

F(§) = 1_52)1%[13(5). Ezt visszairva és a kapott egyenlet megolddsdt a polinom-médszer alapjén
U{E) - C"galakban keresve kapjuk:

T=

3 ((r+2)(r+ 1)erin — [(H im|)(r + |m| + 1) - QEEE]CT) e =

T

(r+|m)(r+|m|+1) — 7

(r+2)(r+1)

Ahhoz, hogy a sajatfiiggvény reguldris legyen egy bizonyos fokszdmu egyutthat(’)tél kezdve az Osszes értéke

Ez alapjdn a Cregyiitthatékra egy rekurziés képletet kapunk: Cp 42 = .

azonosan 0 kell hogy legyen. A lehetséges energia-sajdtértékek igy: F; = ﬁf(f + 1), ahol k+|m|> 04

jeloltik I-el 1=0, 1, 2, ...).

A differencidlegyenletet kielégitd polinom neve médositott Legendre-polinom, amit -F)f szimb6lummal jel6link. A

forgd mozgast végzd tomegpont sajatfiiggvényei tehat a gombfiiggvények:

20 +1(1—m)!
A (14 m)!

Yim (U, ) = Yim (9, ) = P cos(9)]e™
2

2ur?

Az impulzusmomentum négyzete: L* =12 (I 4+ 1).a Zirdnyi vetiilete pedig L. = hm.

A teljes energia: By = (I +1).

A Schrodinger-egyenlet megoldasa Coulomb-potencialban, H-atom

A szogfiiggd tagok levalasztasa utan:

(_ﬁ_ld_?ﬂr“““)_ - )RI{T)ZE-RI(T)

2M rdr? 2Mr? dmwegr

Bevezetve ©t = 1 H-t:

h? RAI+1) e
——ull — - F =0
oar ") ( OMr2  dmeqr )“‘(T)
Amegh?
Ezek utin dimenziétlanitunk. Legyen 2 = T;{ rpés € = E ,’{ Ry, ahol a Bohr-sugar *'g = Wés a

et M,

Rydberg-allandé Ry = —————=7. Ekkor:
ydberg-alland6 {1/ {4_”60)22?12 or
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2
£l 2 )
A sziikséges hatéarfeltételek:

+ P — OCben u=0.

e p —+ Uban?

Ha P — @ 7 Oakkor £ X p~ 1 erre hattatva a Laplace operatort az origéban Dirac-deltat kapunk, vagyis nem
elégitjiik ki a Schrodinger-egyenletet. Ezért itt is u=0 lesz a hatarfeltétel.

Az egyenlet megolddsi médszere Sommerfeld féle polinom médszer:

* Megoldjuk az egyenletet aszimptotikusan.

Az aszimptotikus megoldds P —+ %C-ben e=*ahol & = 1/ |€|. A norma miatt csak a negativ elgjel j6.

* A megoldast f (T) . t-{'a(’f“)alakban keressiik, ahol f (T) = Z ﬂn’f"ﬂhatvénysor. Az f(r) eredeti egyenletbe vald

visszahelyettesitése utdn kapunk egy rekurziét az %n-ekre.
* A rekurzié megolddsa elrontja az aszimptotikdt, az egyetlen megoldds, ha a hatvdnysorunk véges, vagyis

valamilyen n-re tn = 0. Ebbdl a feltételbs] kozvetleniil kapjuk az energiaszinteket. Az egyiitthat6k

kiszamolasaval pedig a sajatfiiggvényeket.

Az energiaszintek:

1
£E= ———F
n2
n—1
. . 2 )
Minden energiaszint Z(QI + 1) = T -szeresen degeneralt.
=0

Klasszikus hataresetek

Tételek A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti tirgyaldsa | A relativitds elmélet alapjai | Egzaktul
megoldhaté fizika problémdk | Folytonos kozegek mechanikdja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullimegyenlet és hullimoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A
kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti héttere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | K6lcsonhat6 rendszerek, magneses anyagok |
Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyensiilyi folyamatok leirdsa | Az asztrofizika alapjai

Hivatkozasok

[1] http://mathworld.wolfram.com/DampedSimpleHarmonicMotion.html
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Folytonos kozegek mechanikaja

Rugalmas és képlékeny alakvaltozasok
Nyujtas

.
‘ —
* 1 1 1 |

I L L

li

Al

Huzal nydjtasa

Ha egy homogén, A keresztmetszetii, | hosszisagu huzalt terheliink megfelel6en (nem tidl) kicsi F er6vel, akkor a

megnyulésra a kovetkezd ardnyossag (illetve egyenldség) fog teljestilni:

Fl 1 Fl
Al v = = Al = ——,
A E A
ahol E a Young-modulus [nyomds dimenzidji]. Ez utébbi nem mds, mint a nytldsra vonatkozé Hooke-torvéeny.

Al

Bevezetve a relativ hosszvaltozast (5 = T)és a (mechanikai) fesziiltséget (U =

F
I , a Hooke-torvény a

kovetkez&képp alakul:

o= FEec

Ez az 6sszefiiggés mar lokalis torvény (tetszGleges keresztmetszetre igaz). Mivel teljes hosszon egyenletes, ezért
homogén deformacidérdl beszélink. Ellenkezé esetben inhomogén deformaciérdl van szé (pl.: sajat silyaval terhelt
rid megnyulasa).

Munka és energiasiiriiség nyujtas kozben:

EA

Ha Al-lel megnyijtunk egy 1 hosszisagi rudat, akkor nydjtds kézben x megnydjtasnal F' l:ili) = T*iter(i ébred a

ridban. Igy a linedrisan novekvd erd 0sszes munkdja (6sszevetve a rugéerdvel):

Al EA ral 21 1
a:w:f F(z)dr = f iz =D|E| = ZD(Al?
, Flode=== ) adr [QL g DAL

ahol D a huzal direkciés allanddja. Mivel homogén deforméciérél van szo, ezért alkalmazhatjuk a kovetkezo felirast

az energia stirdiségre:

1 EA 2 2
v Al 2 l 2 2
Nyujtast kiséré harantosszehiizodas:
Ad

Kisérletek alapjan nyujtds sordn a harantmérték relativ valtozasa ? egyenesen ardnyos a hosszméret relativ
Al

véltozasaval T :

Ad Al

— = —p—ésp >0,

d — HT

ahol Ha Poisson-szam. Tehdt nytjtaskor hardntosszehizdds, osszenyomdskor hardnt irdnyd méretnovekedés lesz.
Ennek kovetkeztében a rdd térfogata megvaltozhat. Tapasztalat szerint az anyagok térfogata nyujtaskor altaldban

nem csokken, tehat
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1
L T
D_,u_2

Specidlis anyagt testek térfogata néhet is, ekkor a Poisson-szdm negativ.

Térfogati 6sszenyomas

A test feliiletén egységesen eloszl6 térfogati Osszenyomdst igy valdsithatunk meg, ha példaul folyadékba tessziik, és

ugy fejtiink ki a rendszerre nyomast:

Tapasztalat szerint a térfogat csokkenés ardnyos a test térfogatdval és a
testre gyakorolt nyomadssal/nyomas valtozassal:

AV=—-kVAp

Térfogati sszenyomads

AV = —kVp=—-sVAp

ahonnan:

= L[V
vV \Ap

az anyag kompresszibilitdsa. Ez utébbi megadja, mekkora a relativ térfogat csokkenés egységnyi nyomdsnovekedés

hatdséara. Ez 6sszefiiggésben van a fentebb bevezetett Young és Poisson szdmokkal:
E
3(1 —2p)

Nyiras
Ha egy rugalmas hasdbra lapjaval parhuzamosan erdt fejtiink ki, akkor a hasdb egy bizonyos 7szoggel fog

deformalédni. Ez a nyirds, és a szog (tapasztalatok szerint) megfelelen kis erd esetén ardnyos az erdvel és

forditottan ardnyos a lap teriiletével. Tovabba fiigg az anyagi min6ségtdl:

] /7 4 .
— ~ F
'
1/

LI E7 (R S Ry £

4 ,/—h—
Nyirds
1 . ,
7= ahol G az anyagi min&ségtdl fiiggd nyirdsi modulus. Ha ez nagy érték, akkor az anyag er6sen ellendllo

GA

a nyir6 eréknek.
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Mindezt ugy értelmezhetjiik, hogy kiilsé F erd hatdsdra az er6vel parhuzamos rétegek elcsisznak egymadson, igy

ennek megfelelden visszahtiz6 Tnyiréfesziiltség ébred. Az ebbdl szdrmaz6 erd kiegyenliti a kiils6 erdt:

TA=F azaz T = G’)’.
-t kifejezve a Hooke-torvénnyel analég kifejezést kapunk. Mindkét egyenletnek a 1ényege, hogy a deformdcio
ardnyos a fesziiltséggel. A nytjtdshoz hasonldan itt is bevezethetd (és hasonléan szdmolhaté is) a munka (W)

v 2

valamint az energiasiiriség (u).

Csavaras
Az 4brdkon lithat6 moddon deformdljuk a hengert, és a megértés érdekében felbontjuk koncentrikus
hengerekre/csovekre (2. dbra).

Az rés T+ Ar falvastagsdgi hengerek a csavards sordn nyirédnak

egymason. (Tehét az eredetileg hasab formdju paldst paralelepipedonna

torzul.) fgy a deformaciét leir6 két szog kozott az Ssszefiiggés:

::T:

]
1

1

1

1

1

1

1

1
[T
1

1

1

¥

Szivacsmodell w —F

Csavaras

o = ly
Tehét Tés igy vele a deformécié mértéke is r-rel ardnyos. A fentiekbdl:

T 1AF 1 AF r 1 AM
= G T OAL - COmArr = COmiAr ahol A M az er6nyomaték.

A nyomatékot kiszamitva (integrilva) a teljes hengerre, megadhaté az elcsavarodds szoge ( ¥), amibdl azt kapjuk,
hogy az elfordulds szoge egyenesen aranyos a szabad végen haté forgatonyomatékkal és forditottam ardnyos a sugar

negyedik hatvdnyaval. Ez utébbi tulajdonsdg miatt széleskorben alkalmaznak torziés mérlegeket.

Hajlitas

Rugalmas rdd hajlitdsa esetén a keresztmetszeti lapok mozdulnak el egymdshoz képest. Az egyes riddarabok ugy
deformalddnak, hogy egy réteg felett nyilik, alatta pedig Osszenyomddik az anyag (ezek mértéke fiigg a koztes
részt6l vald tavolsdgtol). A koztes részt, melynek hossza nem vdltozik, neutrdlis zéndnak nevezziik. Egyik jol

hasznalhat6 példa, ha egy oldaldn rogzitett riidnak a masik végére F erdt fejtiink ki, 1dsd az dbrit.

Tovabb4a  eltekintink a  rdd  hossztengelyére  merdleges

sikkeresztmetszetének torzuldsitdl. fgy feltételezhetjiik, hogy mindig

érvényes a Hooke-torvény (Ekkor a neutrdlis réteg egy neutrdlis gorbe

lesz csupén).

Hajlitds
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Mindezek alapjan megadhat6 mekkora erd ébred az egyes

A
I,

tartomdnyokban, mekkora a Young-modulus, mekkora a bels6 AF (€
fesziiltségek ered6 forgatonyomatéka stb. Tovabbi tipikus hajlitasi

modszerek:

Hajlitas

Behajlds és kihajlas

Fesziiltség- és deformacios tenzor

Fesziiltség tenzor felirasa

A pontos vizsgilat céljabdl vegyiink egy A Anagysigu feliiletelemet a testben, ami tartalmazza a P pontot. n a
feliiletre merd8leges normdlvektorunk.

Testben a fesziiltség

Ha szétvagjuk a testet 2. Amentén, akkor ahhoz hogy tjra osszeillessziik, egy ugyanakkora, ellentétes iranyu erdre

lesz sziikségiink. Tehat
Fo) + Fin =0
_Fu

' T AA
A fesziiltségek feliileti er8k, tehdt egy adott feliileten keresztiil fejtik ki hatdsukat. Tovabba belsé erdkbdl

Bevezetve a fesziiltségvektort: Fyn == 0(-n) = —O(n)

szdrmaznak és rovid a hatétdvolsaguk. Valamint léteznek még térfogati erk, melyek tetszGleges AV térfogatelemre
hatnak:

P

F = fAV anhol fa térfogati erdsiirtiség (amely helyfiiggs).
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Ha a P pontban felvesziink egy X,Y,Z (1,2,3) irdnyt egyégvektorok altal kifeszitett tetraédert, akkor a kovetkezd
abrét kapjuk ( A Ak rendre az oldalak tertiletei):

Egység-tetraéder

A térfogati er6kkel a 4 lapon miikodd fesziiltségekbdl szarmazé erdk tartanak egyenstlyt:

D’{_l)."_\:ll —+ D’{_g):ﬁ:lg —+ D’{_g)."_\:lg + D’{_n).ﬂrln +fAV =10

£(abra fent) nem mds, mint &Antévolséga P ponttél, mellyel a térfogati er6k nagysagrendje kobosen, a feliileti
erké pedig négyzetesen viltozik. Ezért € — Dhataresetben:

0{_1].'3:11_ + U{_gJﬂ:lg + O’{_gJﬂ:lg + D’{_nJﬂ:lﬂ =0

Mivel az egyes felilletek kifejezhetSk ﬂu‘lﬂsegl’tségével ( AA; = AA, ‘305/—}(?;;?1) = AAuny), ezért az
egyenlet a kovetkez6képp egyszerlisodik:

O(n) = O(1)71 + O(2)N2 + O(3)N3

X3=Z

o3 (0);5=(0)

023
013

032
o l
31 Gy
(5
G,y 12
S

X,=Y

X=X

Fesziiltség komponensek

Tehat ha ismerjiik a koordinatasikokon fellépé fesziiltséget, akkor barmilyen n irdnyban meg tudjuk hatirozni a

fesziiltséget:

On)i = 0(1),iT1 + O(2),iN2 + 0(3) i713(i=1,2,3)

Igy bevezethetjiik a 7i. = ()i fesziiltség tenzort, amellyel a fenti egyenlet:

3
Im)i =i = E Tijh
j:l

(Tenzorrdl akkor beszEliink, ha a matrix homogén, linedris vektortranszforméciéban szerepel.) A fesziiltség tenzor

2 2

j-edik oszlopdban a fesziiltség komponensek dllnak. A f64tl6 komponensei a nyujtasi/osszenyomadsi fesziiltségek, a

tobbi elem pedig nyirasi fesziiltség. Tovabba bizonyithaté, hogy a fesziiltségtenzor szimmetrikus!!! .
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Deformacios tenzor felirasa
Sikbeli deformaciét vizsgalva (amit késébb kiterjesztiink 3D-ra):

A P pont és kornyezete elmozduldsa leirhaté egy egyszerl u(r)

"4 Ry R

vektor-vektor fiiggvénnyel. T & TF

vear b PEIAR IS - ;

@ xelmozdulasabsl ('yhelykoordindtdi: o la

u(r) g : //

P |- I 1.7
vk

1 1 »
o x x+ Ax X

Sikbeli deformacié

((z + Az) +u, (v + Az, y) ¥y + ug (z + Az, y))

——
A P'@Q)'\ vektor x komponense:

(x + Az) +u, (z + Az, y) — [2 + ug(z,y)] = Az (1+ (?;;)

——
A P'@)'\-vektor y komponense:

y+uy @+ Az, y) [y +uy(e,y)] = Az (%_?)

(Itt alkalmaztuk a skalar-vektor fiiggvények megvaltozasara vonatkozé osszefiiggést:
A¢ = ¢(r+ Ar) — ¢(r) = 0,0Ax + 0,0 Ay + 0.0Az)
Az X-tengely irdnyédban fekvd szakasz relativ megnyulésa tehat:
g
_Aw(l4 %) - A
AN

Ju
Erp = ( * ) —+(A kettds index mutatja a szakasz irdnyat és a véltozas irdnyat is)

dx

Ugyanezzel a gondolatmenettel: Syy — ( 5‘y

O,

=5 . .
AP Hyvektor Y tengellyel bezart szoge: Y2 == 6‘y , ami alapjdn a nyirds szoge:

4 _Su,,_i_auy
T_,Tl Tg_ay ax

Tehat a az alakvdltozast leiré elmoztulasfiiggvény parcidlis derivaltjai kozvetlen fizikai jelentéssel birnak.

_ {Ougy B 1 fOu,  Ouy\ [ Ouy _ { Ezx Exy
o= () ey (Gran) = (a) = = (o 2)

ahol £a deformaciés tenzor.

Altaldnosan 3D-ban: €ij =

1 /ou; Ou; .

— | — + ‘—J 1,7=1.2.3

2\oz; " 0x;) 7T 05

Ennek f6atlébeli komponensei a koordindtatengelyek irdnyaban torténd hosszvaltozasokat, a vegyes index{ tagok a
hozzéjuk tartozé egyenesek kozotti szogvaltozasok felével egyenldek. A tenzor spurja a relativ térfogatvaltozast adja

meg. Fontos tétel még, hogy tetszbleges deformacio felirhaté egyenletes 6sszenyomads és egy nyirds 0sszegeként.
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Altalanos Hooke-féle torvény

Eremes a Hooke-torvényt olyan deformacidkra dltaldnositani, amelyek soran a fesziiltség-tenzor elemei a
deformécids-tenzor elemeinek linedris fiiggvényei. Mivel ezek a tenzorok szimmetrikusak, igy hat fiiggetlen elemiik

van, és helyettesithet6k a kovetkez§ kifejezéssekkel:
T = (D—zz! Tyys T2y Opyy Oy O—y:)! g€ = (Ezzseyy! s Epyy Exay E'y;)

Es az altalanos Hooke-torvény szerint ezek kozt linedris kapcsolat van: @ = ('£, ahol (C'egy 6x6-0s matrix és a

rugalmas allandok tenzora (ez is mindig szimmetrikus). Komponensekkel felirva:

G
GJZZCEJEJ . j:1,26
j=1

Tehat az dltaldnos Hooke-torvény egy 6 egyenletbdl 4116 egyenletrendszer, melyhez 36 rugalmas dllandé sziikséges.
Ha figyelembe vessziik, hogy C is szimmetrikus, a deformacié homogén és izotrop és a koordinata rendszert is Ggy
valasztjuk, hogy a tengelyek egybeessenek a fGfesziiltségi irdnyokkal, akkor a Hooke-torvény 3 egyenletre
egyszerisodik:

o = Cier + Coeqr + Cacqng

orr = Cierr + Cogrrr + Cagg

orrr = Cieprr + Cher + Caepg

ahol 01,011,011, féfesziiltségek, €1+ E11: €111 fédilaticiok, C1, Ca, Capedig a rugalmas 4llandék. Mivel a
T Iiranyra mer6leges masik két irany koziil egyik sem Kitiintetett, ezért Cy = Ch, Igy bevezethetdek a kovetkezs
jelolések:

Cy—Cy = Q,U]rés Cy=0;= X

Ezekkel a fenti egyenletek atirhatok:

or=2u'er + XN (er + e+ e11)

orr =2 + X (er + e+ 21r)

orrr=2p'err + N (er + e + €rr)

Tehat izotrop test esetén a deformdci6 és a fesziiltség allapot kozott két rugalmas dllandd teremt kapcsolatot, melyek

itt ,Ufés XN, Ezeket hivjuk Lamé-féle allandéknak. Ezek segitségével a kordbban definialt deformacick allandéi

felirhatéak, néhany példa: Young modulus:

g o #2pt3A)
B+ A
A Poisson-szam (itt most : ¥):
B A
EIPESY)
Kis deformdcidkra a kompresszibilitds:
. 3
SIS

Nyirasi modulus:

G=pu
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A kompresszibilitas és a hangsebesség

Erdemes még tudni két differencidlis Osszefiiggést a deformélhaté anyagokkal kapcsolatban, az egyik a

kompresszibilitas:
19V
V ap
A masik a hangsebesség:
2 _ Op
dp

Hullamterjedés deformalhaté testekben, Doppler-effektus.
Rugalmas hulldm: ruagalmas kdzegben keltett deformdci6 térbeli terjedése.

Attél fiiggben, hogy gomb vagy sik mentén terjed a hullam, beszélhetiink gomb- vagy sikhullamrol.
* Transzverzalis hulldm: a részecskék elmozduldsa merdleges a terjedés irdnydra

* Longitudindlis hulldm: a részecskék elmozduldsa megegyezik a terjedés irdnyaval

Transzverzalis hullamok terjedési sebessége:

Egy kotélen levé hullim-hegy terjedését vizsgdljuk. Felfoghatjuk dgy, hogy a hulldim csicsa (egy, a csucs
mozgésahoz rogzitett koordinatarendszerben) hullimsebességli kormozgast végez. Ehhez a centripetilis er6t a kotél

két végén levd feszitGerdk ereddje adja.

F F

- At

A hullam csucsa

Ao Ao
Felhasznalva, hogy Aa <€ 1 == sin 5 ~ 5

. Ao
F.= QFsmT = FAa
Az {v tomege: RAaqgp, ahol q a kotél keresztmetszete, Pa stirtisége.
A kormozgds dinamikai egyenlete alapjan:
F

c?
FAo = R&aqpii,ahonnan a terjedési sebesség: C¢ = o

F o
Bevezetve a kotélben levs hizofesziiltséget: & = E == = E
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Hullamfiiggvény

Egy kotél egyik felén T periédusidével hullamokat keltiink. Egy periédusidé alatt a deformacié cT tavolsdgra jut, ez

a hulldmhossz: A.

Egy altalanos pont rezgésére az 0sszefiiggés:

y(x,t) = Asinw (t - g) .ahol

xT
y a kotél kitérése, A a rezgés amplitddédja, a korfrekvencia, ?az adott ponthoz tartoz6 id6késés.

Ez a hullamfiiggvény az eddigiek alapjan étirhat6 a kovetkez6 alakba:

. t X D
y(z,t) = Asin2r7 (f - X) ;ahol ha bevezetjiik a hulldmszdmot: k = 5y

y(:t:_. f—) = Asin (Lb‘f - ki?)egyenletet kapjuk, mint végs6 format.

Hullam-tulajdonsagok
A tulajdonsagok demonstraldsara jol alkalmas pl. a hulldmkad...
Visszaverddés (reflexio):

Az akadalyhoz érkezé és visszavert egyenes sikhulldm ugyanakkora szoget zarnak be a fallal.

Kiilond6z6 hullamok visszaverddése

Torés (refrakcio):

Pl. ha megvaltozik a medence mélysége, akkor az mas kozegnek szdmit. A mélyebb vizben gerjesztett, adott

hulldmhosszisdgu, egyenes hullimok a hatarfeliileten irdnyvaltozast és hullimhossz-rovidiilést szenvednek.

- <+
<+ <+
<+ <+

Egyenes hulldmok torése

Interferencia:

Két pont pontszer{i hullimforras a viz felszinén dllandé interferenciakképet mutat.
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\D
X

N

‘u

Interferenciakép

A 1étrehozott korhulldimok hol erdsitik, hol kioltjdk egymadst. A két hullimegyenlet:

t t
yi(x,r1) = Asin 2w (? — r—/:) , yo(x,1p) = Asin 27 (? — r—;)

g — T
dtkiilonbsége: As =1y — 1)

A két hullam faziskiilonbsége egy adott P pontban: 6 =2mr———

Erésités maximadlis helye ott van, ahol d = 2nm, (?1 S Z)illetve As =nA

A
Kioltds pedig, ahol 0 = 2(n+ 1)mgs As = (2n + 1)5
Elhajlas (diffrakcio):

Ha hullimvonulat utjdba akadélyt tesziink, melyen rést hagyunk, akkor azt tapasztaljuk hogy a fal mogotti
"arnyéktérben” is keletkeznek hullamok. S&t, ha a rés a hullimhosszal egy nagysagrendd, illetve kisebb, akkor a rés

mogott korhulldmok keletkeznek (mint egy pontforras esetén).

Elhajlés
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Ez magyardzhat6 a Huygens-elvvel, mely szerint:

* A hulldmfeliiletek minden pontjabdl elemi hullimok indulnak ki

s 2

* Az j hullimfeliiletet egy kés6bbi id6pontban az elemi hullimok burkol6 feliilete adja.

Doppler-effektus

Ha egy hullimforrds mozog a kozeghez viszonyitva, akkor a forrds el6tt a hullimokndl hullimhossz rovidiilés,
mogotte hullimhossz novekedés figyelhetd6 meg. Ennek megfeleléen a mozgds irdnydban nagyobb a rezgés

frekvencidja, mint a mogotte levo térrészben. Ez a Doppler- effektus.

Doppler-effektus (v < ¢)

Nézziik a hangtani esetet, mert ez “latvanyos”. Ha feltessziik, hogy a megfigyel6 nem mozdul, a forrds kozeledik,
illetve hogy a terjedési sebesség kisebb, mint a hangsebesség (v < c¢), akkor a frekvenciavaltozas a kovetkezSképp

adhat6é meg:
A forrés egységnyi id6 alatt f darab hulldmot bocsdjt ki, melyekbdl az elsd ¢ tdvolsdgra jut. Ez alatt v tdvolsdgra jut a

forras, tehat az f darab hullimnak c-v hosszon kell elhelyezkednie, ami csak tgy lehet, ha megvaltozik a

hullamhosszuk:
c — v = fXahol Naz észlelt hulldmszam.

Az észlelt frekvencia pedig:
C C

f’:/\,_

c—v
C
Ugyanezen gondolatmenet alapjén, ha tdvolodik a forrds: =7 ct v
. . . C :t v
Hasonl6 gondolatmenet alapjan, ha nyugvé forrasnal kozeledik/tavolodik az észlels: f> = f
C

Ha a hullimforrds gyorsabban mozog a hangsebességnél, akkor a hanghullimok mar nem tudjik megel6zni a

forrast:
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>

Doppler-effektus (v > c)

,

A hang ekkor olyan kupfeliilet mentén terjed, melynek csicsdban a hangforrds van. Az dbra alapjan a kip
nyilasszoge:

) C
SN = ;(Ennek reciprokat nevezziik Mach-szdmnak [M])

Folyadékok tulajdonsagai

Hidrosztatika

Pascal-torvény: A nyomds a folyadékokban egyenletesen tejed, vagyis a kiils6 nyomdsbdl szdrmazé nyomds a
folyadék belsejében és a hatarfeliiletén minden irdnybban uagyanakkora.

Demonstraciés példak:

* Vizibuzogany: minden irdnyban egyenlé mértékben dramlik ki a viz.

» Vékonyfald tivegpoharban (bolognai) tivegcsepp: ha megroppantjuk a csepp végét, akkor az iiveg porra esik szét és

a gyors folyamat szé&ttori a poharat is.

F, E

» Hidraulikus emeld: I = E

Hidraulikus emel6

A hidrosztatikai nyomas egyenesen ardnyos a felszintGl mért mélységgel és a folyadék striiségével:

G = a‘thQ(A - a folyadék oszlop alapteriilete, h - a magassaga, - a sfirisége)
A hidrosztatikai paradoxon: Kiilonb6z6 formajd, de azonos alapteriilet(i edények esetén a mérleg egyensily mutat,
ha ugyanakkora magassagi folyadék van benniik. (Ilyenkor is a folyadék oszlop nyomasa fontos... “Az edény fala

vagy tartja, vagy nyomja a folyadékot”)
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= 45
L L AFHa}

Kozlekedd edények: Szintén a Pascal-torvény értelmében (és a fentiek alapjan is lathato), a folyadékszint az dbran

lathat6 rendszerben ugyanolyan magasan lesz mindenhol. (A hidrosztatikai nyomdsok egyenlek!)

1
—
L]
|

i
|
|
Y
|.|
|I.
1 II

Kozleked6 edények

Felhajtoerd

Egyszert alakd testre (h magassagu, A keresztmetszetd henger stirtiségti folyadékba) a felhajtéerd:

Felhajetoerd

A hidrosztatikai nyomdsndl az oldallapra haté erSk ereddje 0, az alsé és felsd lapra hatok osszege pedig megadja a
felhajtéerdt:

Fr=F, — Fy = haprgA — hiprgA = (ha — h1) prgA = hAprg = Vipsg

Ez a torvény éltaldnosan is igaz: barmely folyadékba meriil§ testre a test altal kiszoritott folyadék stlyaval

megegyez6 nagysagu felhajtéerd hat. Ez Archimédész torvénye.
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A testek uszasa és annak stabilitasa

Attol fiiggben, hogy a test silya vagy a testre haté felhajtd er6 nagyobb, a test tszhat, elmeriilhet vagy lebeghet.

F, = Fnehe:segg - Ffefhajto = VE(P: - Pf)g

«Ha Pt = pr = Fo > 0. 4 test elmeriil

*Haft = Pf = Fo=0. 3 test lebeg

«Ha Pt < pr = Fo < 0. 4 test dszni fog.

Uszds esetén a test részben belemeriil a folyadékba tgy, hogy Vipe = Vfﬂffeltétel teljesiiljon (ahol Vfa test
folyadékban levd része).

Ahhoz, hogy stabil dszasrél beszéljiink, tovabbi feltétel sziikséges: a felhajto- és a nehézségi eré ne fejtsen ki

forgatényomatékot. Hiszen a test stlypontja (S) és a kiszoritott folyadék silypontja (S') nem mindig esik egybe.

Uszds feltétele

Ha a kibillentett tisz6 test vissza all eredeti helyzetébe, akkor stabilis az dszas. Ha ha kibillentve mindig ugyanigy
marad, akkor az egyensilyi helyzet indifferens (pl. homogén gomb esetén). Ha pedig masik helyzetbe megy ét,
akkor labilis volt.

Feliileti fesziiltség

Ha megnézziik egy folyadék molekula hatdsgombjét a folyadékon beljebb, akkor azt lithatjuk, hogy a

kolcsonhatdsok eloszldsa joforman egyenletes. Viszont a feliileten levé molekuldkra ez nem igaz.

Feliileti fesziiltség

Tehat kisérletek és elméleti szamitdsok alapjan a felszini réteg lazdbb, nagyobb az dtlagos molekulatavolsag, mint a
folyadék belsejében. Ezért a feliileti réteg feszitetté vélik. Es ennek a felszinnek a noveléséhez/atszakitdsdhoz

munkdt kell végezniink.

Ha egy keretre - aminek egyik oldala mozgathat6 - szappanhartyat feszitiink ki, akkor azt tapasztaljuk, hogy az erd

pI%

(ami hiizza az | hossziisdgu oldalt) nem fiigg a hartya teriiletétol:
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F=qa-2]
Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy 6sszehizddaskor a hartya szerkezete/struktirdja nem véltozik. Tovdbba a
potencidlis energiaminimum-elve kovetkezében 1étrejonnek a minimalfelilletek. Az energiaminimumot pedig a

feliileti energia minimuma adja. (pl.: szappanos vizbe martott kocka...)

Gorbiilt feliilet gorbiileti nyomasa:

Gorbilt feliilet gorbiileti nyomasa

Az adott hartyadarabka nyomasat a kovetkez6 0sszefiiggéssel kaphatjuk meg, mely Laplace L. torvénye:

(7 )

= | — [

b= \R " R,

(Ennek segitségével lehet magyarazni a kapillaris emelkedést is 3] )

Nedvesitd és nem nedvesitd folyadékok:

Az iivegre cseppentett folyadékok alakjat a nehézségi eré és a feliileti fesziiltség egyiittesen alakitjak ki.

ay @) Chi

Cseppek

Az édbran lathatéak a 3 anyag érintkezési vonaldban hatd feliileti fesziiltségek. (Jelmayardzat: v-viz, h-higany,
i-tiveg, 1-levegd) Az egyensulyt a kovetkezd Osszefliggés irja le:
(yl = Qg + Oy COST, Uaz illeszkedési sz0g. (Higanyra hasonl6 az egyenlet.)

Ezt az Gsszefiiggést nevezziik Laplace II. torvényének.

Torricelli-kisérlet

A levegd stilyabol adodo 1égnyomds meghatdrozasahoz Torrichelli egy 1 m hosszi kémcsovet megtoltott higannyal
és higgannyal telt edénybe helyezte a cs6 nyitott végét. A cs6ben a higany szintje az edényben levé higanyhoz képest
76 cm-re esett (fliggetleniil az iivegesd dblésszogétdl). Ezzel a magassagi higannyal tud a levegd nyomadsa

egyensulyt tartani (kozlekedd edények elve).

Tovabbi példak: befbttes tiveg behorpadt celofdnnal, magdeburgi féltekék....
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Aramlasok

Lagrange-féle leiras

Folyadékot a szilard testekhez hasonléan kezeljiik, és részekre bontjuk. Majd minden részelemnek kiilon megadjuk a

helykoordindtdjat és a palyavonalét. De ez a felirds nagyobb idére til kusza palydkat eredményez.

Euler-féle leiras

Nem a kozeg egyes pontjait, hanem az dramldsi teret nézzilk a kovetkez6képp: minden pontban megadjuk a
sebességet (v), a nyomdst (p) és a siiriiséget ( /) id6t6l fiiggéen. Ekkor nem szamit, hogy egy adott részecske éppen
hol tartézkodik. A szemléltetéshez haszndljuk az dramvonalakat, melynek derivaltja megadja az adott pontban a

sebességvektor egyenesét.

Aramldsi csé

7 z

Aramldsi cso: az aramlasi térben egy elméleti zart gorbe pontjain &rmend dramvonalak 6sszessége.
Aramlasok osztdlyozdsa:

» Strlédasos/surl6dds mentes: sirlédasos, ha a folyadékrészek relativ mozgdsabol szdrmazé nyiréer6k nem

elhanyagolhatok.
+ Orvényes/6rvény mentes: drvényes, ha a folyadékrészek forgémozgast is végeznek.

* Staciondrius/nem staciondrius: stacionarius, ha v,p és Pnem fiiggnek az id6td].

Tokéletes folyadék aramlasa

Vegyiink egy AV'térfogati folyadék részecskét egy r(x,y,z) helyen. A rd haté er6k x komponense az X-tengelyre
merdleges lapjaira haté nyomésbdl szarmazik. Igy:

F, = [p(e.3. 2, 1) — ple + Az, y, 2. 8)] AyAz = _gﬁmw
i

Felhasznalva, hogy Am = pAV = pAxAyAz arészecske mozgésegyenletének x komponense:

dvs Op felirhat6 az y k i
= — ——ugyanez felirhaté az y komponensre is.
P dt o 8y y p
N . . dv. _ Op
A z komponensnél viszont figyelembe kell venni a nehézségi erét: pﬁ = _3_ — pg
I z

Vektoridlisan megkapjuk az idealis folyadékokra vonatkozé dinamikai alapegyenletet(Euler-egyenlet):

dv
P =—VP—r8
Ahol a teljes iddderivélt kifejtésénél figyelembe kell venni azt, hogy mire kis idé milva odanézek, a részecske mar

nem ott lesz, ahol eddig volt, igy a derivéltat a ldncszabdly szerint {rhatjuk le:
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dv  0v

dt ot

Ez az egyenlet még nem elég az dramlds problémdjianak megolddsdhoz, hiszen ez csak 3 egyenlet mig az

+ (Ugrad)v

ismeretlenjeink szdma: 3(sebességek)+1(nyomads)+1(stirtiség) Kell még a kontinuitdsi egyenlet és egy

allapotegyenlet.
A peremfeltételek nem sirlodé folyadék esetén azt mondjak, hogy a sebesség a falakra mer6leges komponense 0.
Kontinuitasi egyenlet:

Az Osszenyomhatatlansdg miatt az dramldsi cs6 két tetszéleges keresztmetszetén egyenld térfogati folyadég halad

keresztiil.

Aramlasi csO

™ rlg
Ajv At = Aoy -’lf, ahonnan: — =
() :11
Sztkiiletben tehdt nagyobb sebességgel dramlik a folyadék.

Altaldnos esetben a kontinuitési egyenlet a kovetkez&képpen irhat6 fel:

adodik, ami a staciondrius dramldsra vonatkoz6 kontinuitdsi egyenlet.

» Egy térfogatot kivalasztva a folyadékon beliil, a térfogaton beliili tomeg megvaltozasa:

& [ orrav

* Ennek egyenldnek kell lennie a térfogat szélein(feliiletén) kidramlott tomeggel:

- [ weyinr
A feliileti integrdlra Gauss-Oszrogradszkij tételt alkalmazva, majd kihaszndlva, hogy ez minden térfogatra igaz,

kapjuk a szokdsos alaku kontinuitdsi egyenletet:

[

ap .
Fri div(pv) =0

A leggykrabban valasztott dllapotegyenlet £ — kmSt-Vagyis az Osszenyomhatatlan folyadék esete. Ekkor az el6z6
egyenlet igy egyszerdsodik:
divt =0




Folytonos kozegek mechanikdja

57

A Bernoulli-egyenlet

\\?\&\\\\

N\
ANN

Folyadék darab elmozduldsa

Vizsgéljuk meg az ABCD folyadék rész elmozduldsét (A'B'C'D'-be megy 4t Atidé miilva). Mivel az 4brén fehéren
hagyott rész nem véltozik az dramlds szempontjabol, ezért ugy tekintjitkk, mintha ABA'B' folyadék CDC'D'-be jutott
volna 4t. A munkatétel szerint a folyadék mozgdsenergidja megegyezik a rdhaté er6k munkdjdnak Osszegével.
Stirléddasmentes esetben csak a nehézségi erd és a P15 P2nyomasokbol szdrmazé erdt kell figyelembe venni. A
nehézségi er6 munkdja:

H",l = J—llvlﬂf?pg{hl — -"12)

A nyomoéerdé pedig:

H"’g = plfll Ulﬂ.f — P2 :122,‘2 AN

Felhaszndlva a kontinuitési egyenletet: V = Ayv At = Asva At és a munkatételt:

1 1

ﬁv,ové? - EV,OU% = Vpg[hl - h,g) + V{pl — P2 ) melyet dtrendezve a kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk:
1 2 1 2

P+ pghi + 5pvr = pa + pgha + 50

2 2

Ezt az Osszefiiggést hivjuk Bernoulli-egyenletnek. Ez alapjan ez az Gsszeg barmely dramfonal esetén allandé -

osszenyombhatatlan folyadék sirléddsmentes, staciondrius dramlésa esetén:
1 2
P+ pgh+5pv7 = C

Viszkozus folyadék aramlasa

Amikor a folyadékrészek relativ sebességiik nem 0, akkor a részek kozotti belsd strléddsi eré6 mar nem hanyagolhaté

el altalaban.

Tapasztalat: egymdsra rétegzett szines és szintelen glicerinb8l kihizunk egy iiveglapot. Az iiveglapon 1évé
folyadékok sebessége a legnagyobb, a tdvolabbiaké kisebb. A relativ sebesség és belsé sirlédas miatt a lasabb

rétegek lassitjdk a gyorsabbakat és forditva.

Meégjobban vizsgédlhatd, ha két parhuzamos lap kozotti folyadék dramldsat vizsgaljuk, tigy hogy csak a felsd lapot

mozditjuk el.

dv

'}
dry . Iy

I

4

Parhuzamos lapok kozti folyadék aramlasa
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Ekkor legfeliil a leggyorsabb a folyadék, mig legalul O a sebessége. Ekkor a folyadék sebességének az dramldsra
merblegesen gradiense van. Eredményiil azt kapjuk, hogy a belsd stirlédédsi erd egyenesen ardnyos az egymdason
csusz6 folyadékrétegek feliiletének nagysdgdval és a keresztmetszetben vett egységnyi tdvolsdgra esé

sebességviltozassal:

dv

Ezt az 6sszefiiggést Newton belsd stirlédasi torvényének nevezziik. (Ahol Ta dinamikai viszkozités.)
Stokes torvénye:

Aramlési térbe helyezett kozelében réteges dramlés alakulhat ki. A belsd strléddssal a kozeg erdt fejt ki a golyora,

ami ardnyos a golyo relativ sebességével, a golyd sugardval, és a kozeg dinamikai viszkozitdsaval:

F = 6mro

Ezt a torvényt haszndlta fel Millikan is a kisérlete sordn, amikoris megmérte az elemi elektromos toltést.....
. 2z dr

Tovabbi pl.: Brown-mozgaskor felhasznalt mozgdsegyenlet: M-y = —ﬁ?TT]a.E + Flctetien

Turbulencia

Azt tapasztaljuk, hogy ha egy dramlési cs6ben lamindris (staciondrius) dramlds sebességét noveljiik, akkor egy adott
sebességnél az dramlds kavargd, turbulens dramldsba csap dat. Ugyanezt tapasztaljuk, ha a sebességet nem
vatoztatjuk, de az dramlasi cs6 méretét noveljilkk. Egyes vizsgdlatok alapjan a turbulenssé valas fiigg az dramlasi
sebességtdl (v), az dramlési cs6 hardntméretétdl (r), a kozeg siirtiségétdl ( P) és a dinamikai viszkozitdstdl (7). Az
atmenet akkor torténik meg, ha

pro
R= 7 ahol R a Reynolds-szdm.

Ez a szdmérték hozzarendelhetd az adott testekhez is, melyeket az dramlési csatorndba helyeziink. Két test koriili
aramldsok pedig akkor lesznek hasonléak, ha Ry = Ry, (Tehat pl egy 10x kisebb repiilégép modellhez 10x
nagyobb szél kell...)

Aramlasok hasonlésaga

Az el6z6 pontban emlitett Reynolds-szdm csak egy a hidrodinamika rengeteg dimenziétlan szama koziil. Altaldnosan
elmondhat6, hogy két dramlads akkor hasonld, ha az adott probléma szempontjabdl jelentés dimenzidtlan szamai
egyenléek. Két dramlds hasonldsdga alatt itt azt értjiikk, ha dimenzidtlanitott formdban megegyez6 fiiggvények irjak
le a sebesség és nyomadseloszlasukat(ha mas 1ényeges valtozoink is vannak, pl.: hémérséklet, akkor azokat is). Ennek
oridsi jelentdsége van, mivel a hidrodinamika egyenletei nemlinedrisak, és sokszor megfelel6 kozelité megoldds sem
taldlhaté rajuk, igy a mérnokok/kutatok kénytelenek modellkisérleteket alkalmazni, pl. a vizsgdlandé hajétest

kicsinyitett mdsdn.
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Orvények
Két, nem azonos sebességli lamindris dramlds hatarfeliiletén a nyiréer6k vékony sdvban forgdsba hozzdk a

folyadékot, orvények jonnek 1étre.

Oty

000000

v¢vv

Orvények két dramlds hatdrdn

Ha egy testet (pl. hengert) helyeziink lamindris dramlasba, akkor a testtdl tdvolabb az dramlds nem valtozik, de a test
kozelében a folyadéknak nagy lesz az dramldsra merdleges sebesség-gradiense. (Ez a Prandtl-féle hatarréteg.) Ez
amiatt van, mert a test felilletén a folyadékrészek sebessége nulla, a hatdrréteg masik szélén pedig maximalis. A
belsd strlddds miatt nem tudnak elhaladni a test mellett, hogy mogé jussanak (a magas nyomdasud részhez), hanem
mar hamarabb lefékez6dnek és visszakanyarodnak a kisebb nyomadsu rész felé. Viszont itt a nagysebességii dramlas
elkapja a visszadraml6 folyadékot és igy forgdsba jon. Ez a kialakulé orvény egyre nagyobb lesz, majd levalik a
testr6l. Ez a jelenség periddikusan ismétlédik, €s ellentétesen forgd orvényparok szakadnak le egymds utdn. Ezt

nevezziik Karman-féle érvénysornak.

Karman-féle 6rvénysor

A Navier-Stokes-egyenlet(*)

Osszenyomhatatlan folyadik esetén:

p(a—v—i-v-VV) = —Vp+ uVi +f.

ot

Az Euler-egyenlethez képesti egyetlen dj tag a viszkozitds hatdsit frja le. Ha kinenatikai viszkozitds
;J. — E
)

N peremfeltételek viszkézus folyadékra azt mondjak, hogy a falak mentén a viz dramlasi sebessége nulla.
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Fenomenologikus termodinamika

A tétel kordbbi valtozata megtekinthetd a Fenomenologikus termodinamika (2010) cimsz6 alatt. Kevésbé strukturalt,

de részletesebb, mint az tj.

Termodinamikai allapotjelzk

Az allapotjelzé a termodinamikai rendszernek egy olyan jellemzGje, amely csak a rendszer allapotatdl fiigg, és nem
fligg att6l, hogyan jutott a rendszer ebbe az dllapotba. Az allapotjelzd a rendszer egyensulyi allapotat irja le. Példaul
a bels6 energia, az entalpia, entrépia, nyomds és hémérséklet allapotjelz6k, mivel kvantitative jellemzik egy
termodinamikai rendszer egyenstilyi dllapotdt. Ugyanakkor a mechanikai munka és a hé nem éllapotjelz8, mivel
kvantitative a termodinamikai rendszerek egyenstlyi allapotai kozotti dtmeneteket irjak le. Megkiilonboztetiink

intenziv és extenziv dllapotjelzdket.

Hétagulas

Hétagulasnak nevezzilk azt a fizikai jelenséget, amikor valamely anyag a h&mérsékletének valtozasdval
megvéltoztatja a méretét. Melegitéskor az anyagok altaldban tdgulnak, a tdgulds relativ mértékét a hotaguldsi
egyiitthaté fejezi ki. A hotagulds 4dltaldban kozelitéleg linedrisan fiigg a hdmérséklettdl, ez aldl kivétel, ha
halmazallapot-véltozas torténik, illetve néhany specidlis, vagy bomlékony anyag zsugorodik (negativ hétagulas).
Léteznek keramidk és fémotvozetek, amelyek gyakorlatilag nem véltoztatjdk a méretiiket.

A linedris hétdgulasi egyiitthatd a szildrd anyag hdmérséklet valtozasra adott hosszméret valtozasanak a mértéke:

A térfogati hotdgulasi egyiitthatd az anyagok termodinamikai tulajdonsidga, melyet az aldbbi 0Osszefliggéssel
definidlnak!!!:

_L(ovy _ _1(o\ .,
“vi\er),” plar)*!

ahol T'a hémérséklet, Va térfogat, Pa siirliség, a derivalast 4llandé nyomds mellett hajtjak végre; f pedig a stirliség

véaltozdsdnak mértéke dllandé nyomdson, a hdmérsékletvaltozas hatdsara.
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Idealis gaz, kinetikus modell

A gazok torvényszeriiségei lefrhatok a mozgé testekre vonatkozd fizikai torvényekkel, ha feltételezziik idedlis
voltukat, amihez a kovetkez6 kritériumoknak kell teljesiilniiik:

* A gizmolekuldk sajat térfogata elhanyagolhat6 a géz altal betoltott térfogathoz képest

* A gdzmolekuldk egymdsra sem vonzo, sem taszit6 hatdst nem fejtenek ki, az iitkozésektdl eltekintve

* A gizmolekuldk egymadssal illetve az edény faldval val6 titkozése rugalmas

* A gazmolekuldk dtlagos sebességét és kinetikai energidjat a gdz hdmérséklete adja meg

* Azonos hdmérsékleten, azonos szamu gazmolekula kinetikai energidja megegyezik, és fiiggetlen a gz anyagi
mindségétdl

Az idedlis gizokra, és csak az idedlis gdzokra teljesiil az egyesitett gaztorvény.

Altaldban szamitdsoknal a gdzokat — els§ kozelitésben — idedlis gdzoknak tekintjiik. A légnemii kozegek jellemzéen

akkor kozelitik meg a tokéletes gazokra jellemzd tulajdonsdgokat, ha hémérsékletiik kritikus hdmérsékletiiknél

nagyobb (ahol a pérolgdshd nulla). Azokat a 1égnemii anyagokat, amelyeknek hémérséklete a kritikus hdmérséklet

alatti, géznek hivjuk.

Nyilt és zart folyamatok
Nyilt rendszer
A nyilt rendszerek jellemzje az anyag és az energia dramldsa a rendszer és kornyezete kozott.

Ilyen példaul egy pohar lefedetlen viz.

Carnot-folyamat
A Carnot korfolyamat, ha h6er6gépként miikodik, négy allapotvéltozasbol 4ll:

1. A géz reverzibilis izoterm tagulasa
(expanzidja) a TH[Z] nagyobb

B hémérsékleten (izoterm hékozlés). Ez

alatt az allapotvéltozds alatt (Az 1. dbran
A éllapotbdl B allapotba) a tagulé gz
munkdt végez a dugattyin. A gz
taguldsat a nagy hémérsékletii tartalybol

bearamlé hd okozza.

T. J < 2. Izentroépikus (reverzibilis adiabatikus)
tagulas. Ennél az dllapotvaltozdsnal

(B-bdl C-be) feltessziik, hogy a henger és

a dugattyu hészigetelt: nem kap, és nem

S[ g SI is veszit h6t a rendszer. A giz tovabb
A B p P .. <
tagul, munkat végezve a kornyezetén.
1. dbra: HGer6gépként miikodd Carnot-korfolyamat a 7—S sikon. A korfolyamat Ennek eredményeképp a gdz a hidegebb

egy meleg T, és egy hideg T hémérsékleti tartaly kozott zajlik le, T a . o
8 METEE 1y &5 ey e T ey ! 7 B hémérsékletre hil.
hémérséklet, S az entrdpia. c

3. Reverzibilis izotermikus
osszenyomaédas (sirités, kompresszid) a T c hideg hdmérsékleten (izoterm héleadds). (C-bdl D-be). Ekkor a
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kornyezet végez munkat a gazon,
mikozben hé dramlik a gazbdl a hideg Pa
tartdlyba.

4. A giz izentrépikus dsszenyomodasa.
(D-b8l1 A-ba) Ismét felételezziik, hogy a
dugattyu €s a henger hoszigetelt. A
kornyezet végez munkat a gdzon
mikozben 6sszenyomja azt, ezéltal a
hémérsékletét TH—ra emelve. Az
allapotvaltozas végén a gaz a kiindulasi
allapotba jut vissza.

Fotételek

2. dbra:Ugyanez a folyamat a p—V (nyomds—térfogat) sikon.

0. fotétel: a termodinamikai
rendszer egyensulya

A nulladik f6tétel tulajdonképpen nem egyetlen "torvényt", hanem tobb posztuldtumot jelent, amelyek a
termodinamikai rendszer egyensulydval kapcsolatosak. Ezek:

* bdrmely magdra hagyott termodinamikai rendszer egy id6 utdn egyensulyi dllapotba keriil amelyb6]l 6nmagatdl
nem mozdulhat ki;

* egy egyensilyban levd termodinamikai rendszer szabadsdgfokainak szdma a kornyezetével megvaldsithatod
kolcsonhatdsok szamaval egyenld;

* akét testbdl 4ll6 magéra hagyott termodinamikai rendszer egyensilyban van, ha a testek kozott fellépd
kolcsonhatdsokat jellemz6 intenziv allapothatarozoéik egyenldk;

» az egyensily tranzitiv (ha A rendszer termodinamikai egyensilyban van C rendszerrel és B rendszer is
termodinamikai egyenstilyban van C rendszerrel, akkor ebbdl kovetkezik, hogy A és B rendszer is

termodinamikai egyensilyban van egymadssal).

I. f6tétel — Energiamegmaradas torvénye

A termodinamika elsé f6tétele mennyiségi Osszefiiggést dllapit meg a mechanikai munka, a cserélt hd és a belsd
energia valtozdsa kozott. Egy nyugvé és zart termodinamikai rendszer belsd energidjat, amennyiben annak
belsejében nem zajlik le fazisatalakulds vagy kémiai reakcid, kétféleképpen lehet megvéltoztatni: munkavégzéssel és
hokozléssel. A rendszer AU belsS energidjanak megvaltozasa tehat a vele kozolt Q hdmennyiség és a rajta végzett

W (barmilyen) munka 0sszege:
AU=Q+ W
Araml6 kozegre a h6 és a technikai munka Ssszege igy szamolhato:

1
G12 + Wp2 = hy — hy + E(C% - C%) + 9(22 — Zl)

ahol q a h6, w(t12) a technikai munka, h az entalpia, ¢ a kozegaramlds sebessége, g a graviticids allando, és z a

vizsgalt pont magassaga (helyzete). Differencidlis alakban:
dU =40Q + oW
Kovetkezménye: Nincs olyan periodikusan miikodé gép, uU.n. elséfaji perpetuum mobile (6rokmozgé), mely

héfelvétel nélkiil képes lenne munkat végezni.
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I1. f6tétel

A masodik f6tétel a spontdn folyamatok irdnyat szabja meg. Tobb, latszélag 1ényegesen kiilonb6zé megfogalmazasa

van.

* Clausius-féle megfogalmazas (1850.): A természetben nincs olyan folyamat, amelyben a h6 6nként, kiils§

munkavégzés nélkiil hidegebb testr6l melegebbre menne at. Csakis forditott irdnyud folyamatok lehetségesek.

» Kelvin-Planck-féle megfogalmazas (1851., 1903.): A természetben nincs olyan folyamat, amelynek sordn egy test
hét veszit, és ez a h6 munkdva alakulna at. Szemléletesen egy hajo lehetne ilyen, amelyik a tenger vizébol
h&energiat von el és a kivont hdenergiaval hajtja magat. Ez nem mond ellent az energiamegmaraddsnak, mégsem

kivitelezhetd.

Az ilyen gépet mdsodfaji perpetuum mobilének nevezziik, tehat az 4llitds szerint nem létezik madasodfaji

perpetuum-mobile.
A két megfogalmazas egymasbdl kovetkezik, de a levezetése nem teljesen egyszer.

A masodik alaptorvénynek ezek és az ezekhez hasonlé megfogalmazisai zavarbaejtéek, hiszen a fizika tobbi,
osszefiiggéseket megdallapité torvényeivel szemben valaminek a 1étezését tagadjak. Egy jobb megfogalmazas végett
egy Uj fogalom keriilt bevezetésre: az entrépia. A termodinamika masodik alaptorvénye az entrépia felhasznaldsaval
a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg: a spontdn folyamatok esetében a magukra hagyott rendszerek entropidja csak

novekedhet.

III. fotétel

Nernst megfogalmazdsa szerint az abszolut tiszta kristdlyos anyagok entropidja nulla kelvin h6mérsékleten zérus.
Olyan abszolut tiszta kristdlyos anyag, amelyre a Nernst megfogalmazdsa érvényes lenne, a természetben nem fordul
els, idedlis fogalom, tehdt nulla entrOpidji anyag nem létezhet. Az entrépia hatarértékét a harmadik fotétel
pontositott megfogalmazésa a kovetkez6képpen rogziti: a termodinamikai rendszerek entrépidja véges pozitiv érték
felé, az entrépia hdmérséklet szerinti derivéltja pedig a z€r6 felé tart, amikor a rendszer hémérséklete az abszolut
nulla érték felé kozelit. Nernst posztuldtumat késébb egy djabb megfogalmazasban hozta nyilvanossagra, mely
szerint az abszoluit nulla hdmérséklet tetsz6legesen megkdzelithetd, de nem érhetd el. E kijelentés a harmadik f6tétel
elobbi megfogalmazasdnak kovetkezménye: mivel az abszolit nulldhoz kozeli hémérsékleten az anyagok fajhdje
nagyon kicsi, igen kis hdmennyiség a hdmérséklet jelentds megvaltozdsdhoz vezet. Barmilyen mddon is valdsitjuk
meg a hiitést, a lehfitendd test valamilyen foku visszamelegedése elkeriilhetetlen. A folyamat megismétlésével a
hémérséklet tovdbb csokkenthets, tehat végsd soron az abszolit nulla hdmérséklet elvileg tetszleges pontossdggal

aszimptotikusan megkozelithetd, de nem érhet? el.

Termodinamikai potencialok

Bizonyos termodinamikai paramétereket elterjedten neveznek termodinamikai potencidl-fiiggvényeknek is. Ez
annyit jelent, hogy - hasonléan a mechanikdban és az elektrodinamikdban értelmezett potencial-fliggvényekhez -

skdldzasuk egy dllandé erejéig onkényesen végezhet6 el, azonban a vdalasztott skalitdl fiiggetleniil szélséértékiik

helye egyértelmtien kijeloli a vizsgélt rendszer egyensilyi allapotat.

Otféle termodinamikai potencidlt kiilonboztetiink meg[4] :




Fenomenologikus termodinamika

64

Név Jelolés Képlet Természetes véltozék
Bels energia E |TS—-pV+uN S, V, {N:}
Helmholtz szabadenergia| F | E — T8 T, V, {N;}
Entalpia H |E+pV S, p, {Ni}
Gibbs szabadentalpia G |E+pV-TS T, p, {Ni}
Landau potencial ® |E-TS—uN T, V, {p:}

A fundamentalis egyenlet

Fundamentélis egyenletnek azt nevezziik, ami hdrom extenziv viltozo6tdl fiigg, pl: S(N, E, V). Fundamentalis
egyenletbdl a makroszkopikus rendszerre vonatkozé informaciék mind kinyerhetSek (ha ezt tudjuk, a rendszer egész

termodinamikdjat ismerjiik).

A fundamentdlis egyenlet (S(E, V, N)) differencidlis alakja:

dS:(dS') dE+(dS) dV+(dS) dN = Py By
V.N UN [ER TS

JOFE av IN r T T
Megfeleléen alkalmazva Legendre-transzformacidkat a tobbi potencial differencidlis alakja:

dE < TdS —pdV + 3 pdN;
dH <TdS+ Vdp+ Y :dN;
dF < —SdT — pdV + Y p:dN;,

dG < —SdT +Vdp+ > jdN;
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Van der Waals gazok
A 1étez$ (redlis) gazok tulajdonsigai
tobbé-kevésbé eltérnek az idedlis %0 A CO, p -V diagramja
[ Y
gazok tulajdonsédgaitdl. Az eltérés oka L
abbSl adédik egyrészt, hogy a bar e .
gazatomok, -molekuldk kolcsonosen 80 ::1. 'n‘ 7.=3106 OC
c— <1,
vonzzdk egymdst — tn. van der i A
P =738 bar

Waals-er6k miikodnek kozottik —, pl__ ¢
mdsrészt nem  pontszeriek, van 73_
kiterjedésiik, azaz sajat térfogattal
rendelkeznek.
Ha az idedlis gdz egyenletébe beirjuk a 601
nyomds- és térfogati korrekcidkat,
akkor n anyagmennyiség esetén a:

50

40 | == . . |

0,5
0,0 0,1 Ve 0,2 0,3 0,4V: dm3>

A CO ,P= V diagramja a van der Waals-egyenlet alapjan kiilonb6z6 hdmérsékleten

VE

kifejezést kapjuk, amely a redlis gdzokra vonatkozé van der Waals-egyenlet.

(p+ ﬁ) (V —nb) =nRT

Ha az 6sszefiiggésbdl kifejezziik a nyomadst, az aldbbi, viszonylag bonyolult 6sszefiiggéshez jutunk:

_RT a
P=y =~
Elvégezve a kijelolt miiveleteket és rendezve az egyenletet, a
RT v ab
Vi (b4 —)V 4+ -V - —=0
P P P

kifejezésbdl lathat6, hogy a térfogatra nézve a fiiggvény harmadfokd, mint a mellékelt dbra — a szén-dioxid p—V
diagramjanak — izotermdin is 14thato.

Redlis gdzokkal végezhet6 kisérletek pl. Gay-Lussac, Joule-Thomson
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Fazisatalakulasok

a régi verzioban: Fazisatalakuldsok termodinamikai tdrgyaldsa és Fazisegyensulyok

Jellemzdi

A termodinamika 4ltal lefrt folyamatok koziil kiemelkedd fontossdguiiak azok, ahol a folyamat kezdeti anyaga és a
folyamat végén keletkezett anyag 1ényegesen kiilonb6z6 tulajdonsiagokkal rendelkezik.”!

A fazisatalakulasokat gyakran kiséri a tdlhités, ritkdbban a tdlhevités jelensége. El6bbit haszndlja ki a Wilson-féle

kodkamra, utobbit a buborékkamra.

Tipusai

Elsorendii fazisatalakulas

Elsérendii fazisatalakuldsnak olyan folyamatot hivunk, amikor az intenziv paraméter folytonos véltozdsa mellet az

extenziv paraméternek ugrdsa van. A fdzisdtalakuds kifejezésen rendszerint els6rend(i fazisdtalakuldst értiink.

Masodrendii fazisatalakulas

Maisodrendd fazisatalakulds az els6rendiitdl abban kiilonbozik, hogy itt az extenziv paraméter is folytonos, csak a
derivéltjdban van rendkiviili viselkedés. Ilyenek példdul a kritikus opaleszcencia, ferromdgneses atalakulds a

Curie-hémérsékleten, ferroelektromos katasztréfa, szupravezetés, szuperfolyékonysag, stb.

Gibbs-féle fazisszabaly

Egy termodinamikai rendszer egyensulyi dllapotdban egyszerre jelen levé fazisok (fizikailag homogén részek) szama
(F), a szabadon vdlaszthat6 allapothatdrozok (vagy szabadsigi fokok) szdma (Sz) és a rendszert alkotd fiiggetlen

komponensek szdma (K) kozotti 6sszefiiggés:
F+Sz=K + 2

A féazistorvény a termodinamika f6tételeibdl vezethet6 le. Pl. ha a viz (egykomponensi rendszer, K = 1) csak egy
fazisban (pl. gbzként) van jelen (F = 1), akkor nyomdsa és homérséklete (bizonyos hatdrokon beliil) tetszSlegesen
véltoztathaté (Sz = 2); mig hdrom kiilonboz6 fazisban (géz, folyékony viz és jég, F = 3) mar csak egyetlen,

meghatdrozott nyomds- és hdmérsékletértéknél (harmaspont) lehet (Sz = 0).
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Fazisdiagramok

Az olyan diagramot, amit fazisok szerinti
tartomdnyokra osztunk fel, fazisdiagramnak
nevezzilkk. A  tengelyeken legtobbszor két

valasztott valtoz6, pl. p-T felmérése mellett,
ilyenkor a tobbi véltoz6t rogzitjiikk. Szemléletesen:
a teljes teret egy sikkal metssziik el. Az dbrdkon a
viz nyomds-hémérséklet fazisdiagramja és a titdn
nikkel

diagramja l4thato.

otvozetek hémérséklet-koncentracid

Nikkeltartalom [tomeg%]

(kPa)

101325

0&

- L T

20306 37105 B47.35

A viz fazisdiagramja. A képen a viz fazisdiagramja lathaté. Ez annyibdl

nem szokvanyos, hogy a szildrd-folyadék fazisegyensilyt jelzs gorbe

1455°C

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
1800 4 . T (. : ! oy d e deveprer f
1670°C
1600
Folyadék fazis
1400 1380°C
=
1 1310°C t
= 1304°C t
w f
= 1200 E
\g [
== 1118°C 3
Jg TiNi (Ni)
Ry
T 1000 984°C F
(8Ti) 942°C
)
o K-
882°C z
g
00 1 785°C
: Z f
t=—{(aTi) -+ o
B 830°C i
600 T T T T T T T v T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ti Nikkeltartalom [atom%]

Ni

A titdn-nikkel 6tvozet fazisdiagramja j6 példa a tobbkomponenst rendszerek

bonyolultsdgara

aG
;‘LI:(ap"r) 1 [J],
i/ p TN

ahol

G arendszer Gibbs-energidja, [J]
Ni az i komponenst alkoté atomok szdma, [1]
p anyomds, [Pa]

T a h6mérséklet, [K].

derivaltja negativ.

A folyadék és légnemili fazisok kozotti
mindségi killonbség megsziinik a kritikus
pontndl (K). A kritikus
folyadékbol
anyag.  Folyadékéllapotbol

fazisatalakulas

pont felett a

folytonosan lesz 1égnemd
légnemiibe
nélkil is eljuthatunk a

kritikus pont megkeriilésével.

Kémiai potencial
A kémai potencidl mas néven parcidlis

szabadentalpia, parcidlis Gibbs-energia a

rendszer alkotéira jellemzd mennyiség.

A kémiai potencidlt definidl6 Osszefiiggés:

Az i komponens kémiai potencidlja egy intenziv fizikai mennyiség, ami megadja, hogy az i komponens viltozasa

esetén mennyivel vdltoztatja meg a rendszer szabadentalpidjat, azaz az integrdlis mennyiségét (mikozben a
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rendszerben a homérséklet, a nyomads és az i komponens kivételével az 6sszes tobbi komponens mennyisége allandé
marad). A kémiai potencial abszolit értéke nem ismeretes, gyakorlatban a folyamatokban bekdvetkezd megvaltozasa

fontos.

Fazisegyensilyok

Clausius-Clapeyron egyenlet

A Clausius Clapeyron egyenlet irja le kétfazisu rendszerek egyenstlyanak feltételét. A szabadentalpia:

G = (T, p) N1+ po(T', p) V2

A részecskeszam megmaradds miatt dNy = —dN3, akkor az egyensily dG=0 feltételébdl visszakapjuk a
kordbban is emlitett M1 = HM2feltételt. EbbSl az egy mdlnyi mennyiségre vonatkozé dpti = —8;d1 + v;dp
Gibbs-Duhem reléci6 adja a Clausius-Clapeyron egyenletet:

(89 — 81)dT = (vy — vy )dp

d_P - i L2

dl' vy —v; T(vg —wy)

ahol v moldris térfogat, s moldris entrépia, IE12mola’1ris latens hé.
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Termodinamikai allapotjelzok

Egy termodinamikai rendszer tobb termodnamikai paraméterrel {rhaté le (ilyen példdul a h&mérséklet, nyomads,
fajlagos térfogat). Az, hogy hany paraméter sziikséges az egyértelmi leirdshoz, az az éllapottér D dimenzi6jatdl
fugg. Példaul az egyatomos gaz kétdimenziés rendszert alkot (D=2). Ebben az esetben tokéletesen jellemezhetd
barmely rendszer két fiiggetlen paraméterrel, mint példdul a nyomadssal és a fajtérfogattal vagy esetleg a nyomadssal
és a homérséklettel. A vdlasztott paraméter-parok egyenértékiiek, egyszerfien kiilonbdzé koordindta-rendszert
jelentenek a kétdimenzidés termodinamikai 4llapottérben. Hasonlé megallapitdsok tehet6k a tobbdimenzids

allapotterekr6l is.

Extenziv allapotjelzok

A rendszer méretével ardnyosan valtoznak. Ilyenek az entrépia, a részecskeszam, a térfogat és a belsd energia.

Intenziv allapotjelzék

Fiiggetleek a rendszer méretétdl. Ilyen a hdmérséklet, a nyomads €s a kémiai potencial.

Elektro- és magnetosztatika, aramkorok

Coulomb- és Gauss-torvény, szuperpozicio elve, stacionarius aram

ELektrosztatika

]

Sztatika esetén nincsen idGbeli valtozas, tehat a Maxwell-egyenletekben [ szerepld, idéderivaltakat tartalmazé

targok O-t adnak jarulakul. Igy a sztatikus Maxwell-egyenletek SI-ben:

divE =2
So
rotk =
rotB = %
£l
divB =

o 2

ahol Eaz elektromos térerGsség, Ba magneses indukcid, Jaz dramsiriiség, Paz elektromos toltéssiirtiség, €0a

vakuum dielektromos dllandéja.

Gauss-torvény

Gauss-torvénynek az els6 Maxwell-egyenletet nevezziik. Az elektromos toltések, vagy toltéseloszlds, és az
elektromos tér kapcsolatit adja meg. Integralis formaban azt mondja ki, hogy ha egy 9toltést korbevesziink egy zart

feliilettel, akkor arra integralva az elektromos teret ( 1), a toltéssel ardnyos mennyiséget kapunk:

f Edf — \q
f o

Ahol €0, az ardnyossigi tényezd reciproka, a vikuum dielektromos alland6ja. Altalanosabban felirhatjuk

toltéseloszlasra is, aminek alesete tobb ponttoltés:

fEdf _1 o(r)av
f

o Jv
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Ezt nevezziik a Gauss-torvény integralis formajanak. Q(I')a toltésstirtiség, V pedig az fzart feliilet 4ltal hatdrolt
térfogat. A matematikai Gauss-torvény értelmében egy vektortér divergencidjanak térfogatra vett integralja egyenld a

vektortér hatarfeliiletre vett integraljaval, vagyis:

: 1
f Edf = / divEdV = — | o(r)dV
f v o Jv
Mivel az egyenlet két oldalan ugyanarra a térfogyatra integralunk, az integrandusok is egyenléek:

o(r)
<o
Ez a Gauss-torvény differencialis formaja.

divE =

Coulomb-térvény

[

Elektrosztatikdban minden id6derivalt eltiinik: ﬁ = 0. gy a Faraday-torvény (egy masik Maxwell-egyenlet) igy
alakul:
JB
otk = ——=10
ot

7z

Rotéiciémentes vektorterek eldallithatéak egy skaldrfiiggvény gradienseként, ezért vezessiik be a Pskaldrpotenciilt,

amelyre igaz:
E = —grad®

®skalarpotencial dimenzidja energia/toltés, igy adott toltés esetén ardnyos a potencidlis energidval, és egy 9toltést

mozgatva elektromos térben “Apontb6l Bpontba, megadija a végzett W™ munkat:

B B
W = / qgEds = —/ gerad®ds = ¢ (P(A) — ¢(B))
A A

A gradienses egyenletet beirva a divergencidsba, kapjuk a Poisson-egyenletet:

o(r)
So
A levezetést mellézve, Green-mddszerrel megoldhaté az egyenlet, az dltaldnos megoldés pedig:

(I) rf) dS !
4‘}T€0 |r — 1|

P

Ha az Origéban van egyetlen, 91toltésti ponttSltésiink, akkor Q(P) = 915( ) Erre konnyen el lehet végezni az

divgrad® = AP = —

integralt:
o) = - [9O0) @ 1
dmeg | |r — 1| dweg T
Az ebbe a térbe helyezett 92t5ltésre haté erd:

Fo1 = —Fi3 =Eiqo = —grad® - g5 =

Ezt nevezziikk Coulomb-térvénynek.
A Maxwell-egyenletek linearitdsa miatt egy adott pontban kiilonbozd toltések altal keltett elektromos tér értéke
megegyezik az egyéni toltések altal 1étrehozott terek vektoridlis 6sszegével. Beldthatd, hogy ez egyenértéki azzal,

hogy az egyes toltések altal 1étrehozott skaldrpotencialok is 6sszeadddnak. Ezt nevezziik a szuperpozicié elvének.
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Vezetok, szigetelok, dielektrikumok, kondenzator, magnetosztatika

Vezetok!™®!

Az elektromos vezetSk - dltaldban fémek - belsejében a delokalizalt elektronok dramldsa hozza 1étre a vezetés
jelenségét. Ezt okozhatja példaul kiilsé elektromos erdtér. Az igy 1étrehozott &ramot vagy mozgdsban kell tartani egy
kiils6 energiaforrassal, kiillonben amint az elektronok kisiitik a kezdeti teret 1étrehoz6 forrasokat, megdallnak. Tehat az
elektronok addig mozognak, amig tigy nem rendez&dnek, hogy a belsé elektromos tér nulla legyen. Mivel a tér beliil
zérus, igy annak divergencidja is nulla, és a Gauss-torvény értelmében akkor a toltésstirtiségnek is 0-nak kell lennie.
Tehat a toltéseknek a vezetd feliiletén kell lenniiik. Ez képszerien is logikus: a toltések taszitjdk egymast,
megprébalnak elszaladni egymas el6l, igy elébb-utébb mindenki a falhoz szorulva figyeli a masikat. Ez egy stabil

helyzet, amikor nagyjabol maximalizaltdk az egymds kozotti tdvolsagot.

Tovéabba a vezetd feliilete ekvipotencidlis feliilet, a térersségnek itt merSlegesnek kell lennie mindenhol. Ha lenne
érintSleges tag, akkor az elektronok elmozdulnidnak a feliilet mentén. A toltésstiriség ardnyos a feliiletnél 1évé

térer6sség nagysdgaval:

goE = 1.

Kiilonb6z6 sugard vezetd gombok esetében:
Ey Ry
B, R

Azaz a térer6sség forditottan ardnyos a sugdrral, nagyobb gorbiileti helyeken kisebb a térerGsség, végtelen kis
gorbiilet esetén nagy a térerdsség. Ezt nevezziik cstucshatasnak. Ez alapjan miikodik a Segner-kerék, vagy a

villimharitd, a van de Graaff-generdtorndl is fontos.

A vezetd belsejében a térerdsség zérus. Igaz ez a vezetd belsejében 18vé (iires) liregre is. Ez a Faraday-kalitka.

Dielektrikumok"™!

El6szor Faraday bdcsi fedezte fel, hogy kozegekben az elektromos tér lecsokken. A csokkenés szorzéfaktorat
nevezte <r dielektromos dllandénak:
Eq
& 1= ol >1

Ahol Fpaz a térer6sség, amit ugyanilyen toltéseloszlds ugyanitt vdkuumban hozna 1étre (pontosabban itt az abszolt
értékeket osztjuk egymadssal). Ennek magyardzata az anyag szerkezetében keresendd. Bizonyos fajta anyagok
molekuldi rendelkeznek sajat P elektromos dipSlmomentummal.

A dip6lmomentummal rendelkez6 molekuldkbdl 4116 anyagokat nevezziik dielekktrikumnak. Elektromos tér hatdsara
ezek a dip6lok bedllnak a térrel ellentétesen, ledrnyékolva (csokkentve) ezzel a teret. Ez lathat6 az aldbbi dbrén is,

egy egyszerl modellen. Itt a dip6lok egy szabdlyos rdcsba helyezve iilnek az anyagban.
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ﬁErre a feliiletre
irjuk fel a Gauss-
torvényt

f feliilet

) o) o))

Dielektrikum kondenzéatorban

Vegytink egy zart feliiletet, amibe belelég a dielektrikum vége. Erre felirva a Gauss-torvényt az elektromos tér
integrélja néhol pozitiv lesz (ha éppen kettévagunk egy dipdlsort), néhol pedig nulla (ha adott szdimu semleges dip6lt

fogtunk korbe). Mivel a dip6lok igen kicsik, és kozel vannak egymdshoz, ezt egy atlaggal kozelithetjik. Ha az f

p, akkor ez az atlag:

v

N0 Nol_ Mo [

feliileten IV t51tés van, és P =

d d
Ez akkor igaz, ha a térfogat, amire integrdltunk, tartalmazza a test hatarfeliiletét, vagyis van egy effektiv,

ugynevezett polarizacids toltés a feliileten. A Gauss-torvényt modositva kapjuk:

1 1 1
f Edf = 1 - (Qt?aiod‘a + qPofa.ﬂ':&cz'os) - Qrvalodi — f Pdf
f Zn £0 £ f

=) 0
Ebbdl:

f (20E + P)df = quatosi= f Ddf
f f

Ahol D-t nevezziik az elektromos eltolas vektoranak.
Kisérleti tapasztalatok alapjan linedris kozeg esetén Eiés Pkozott helyfiiggetlen linedris kapcsolat van:
P = EDXBE
Ahol Xeaz elektromos szuszceptibilitds. Altaldnos esetben S0egy szimmetrikus tenzor, de izotrop anyagokban
skalar (vagy felfoghatjuk egy konstans és egy egységmatrix szorzatdnak). Az elektromos eltolds vektor igy:
D=5E+P=cE+cx.E=c1(1+x.) E
Ekkor definici6 szerint:
(1 +xe) ==
Ahol €ra relativ dielektromos egyiitthat6. rés S0szorzata €, a dielektromos egyiitthaté (vagy elektromos

permittivitas).
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Kondenzator

Az elektromos toltés taroldsara készitett technikai eszkdzoket kondenzéatornak (régies nevén ,siirit6”-nek) nevezzik.
Minden kondenzétor legaldbb két parhuzamos vezetd anyagbol (fegyverzet), és a kozottikk 16vo szigeteld anyagbol
(dielektrikum) 4ll. Az elsé kondenzdtor a leydeni palack volt, amelyet Pieter van Musschenbroek készitett 1746-ban
a leydeni egyetemen.

. Q 5051
A kondenzitor kapacitasa: C' = U = T(ahol Aa lemezek teriilete, dazok tavolsiga)

Kisérleti tapasztalat alapjin, ha dielektrikumot tesziink a kondenzatorba, akkor megné a kapacités.

S |

O =

, ahol €ra dielektrikum relativ permittivitasa.

Mivel a toltések nem valtoznak, ezért a fesziiltségnek kell csokkennie. Viszont ez a potencidlkiilonbség nem mas,
mint a fegyverzetek kozotti térerésség vonalintegralja. Ebbol az kovetkezik, hogy a kondenzétoron beliil csokkennie

kellett a térerdsségnek.

> 7 e PvA
V////xégﬁééﬁ-é 35“‘]“ ! H

s N 1\:\*’%}\{.\}‘; ;ﬂt\
}\\‘\\ s X\\\-\\\\Tﬁtfikum
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Gezad Vezaté
Dielektrikum kondenzatorban

Itt ugyanigy alkalmazhatjuk a Gauss-tételt, és az dbran lathaté (bekeretezett “dielektrikum”) feliiletre integralunk,
akkor a leutébbi kovetkeztetésiink alapjdn arra jutunk, hogy kisebb lesz a toltéssiirliség. (Olyan, mintha két kis
kondenzatort kotnénk sorba.) Ez csak akkor lehet, ha a szigetel6 egyik felén pozitiv, masik felén negativ toltés

indukdlédik. (Vezetd esetén tényleg ezt is varnank...)
Ez okozza a kondenzétor kapacitdsanak megnovekedését.

Dipélmomentummal nem rendelkezd szigetel6k molekuldi is dipdlokkd valhatnak kiilsd elektromos tér hatdsira. Egy
elég jol haszndlhaté magyardzat: az elektronokra és a protonokra mds irdnyd erdk hatnak, igy torzul a részecske, és

az elektronok stlypontja nem esik egybe a protonéval egy részecskén beliil. igy kialakul egy dip6lus.

Fontos tudni, hogy a polarizdci6 NEM azonos a megosztds jelenvégével. Ez ut6bbiban valddi toltések keletkeznek,

és vdndorolnak el a vezetSben, ezzel szemben a polarizacidéban csak atomi méretd roltésszétvdlds torténik!

Szamos anyag van, amelyre a fenti linedris Osszefiiggés nem igaz, a legérdekesebbek taldn az elektrétek, amelyek

allando elektromos teret tartanak fenn, hasonléan az dllandé magnesek magneses teréhez.
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Hatarfeltételek

Kérdésként meriilhet fel, hogy kiilonbozé relativ dielektromos dlland6ji dielektrikumok hatdrdn Fés Dhogyan
viselkedik.

Az Maxwell-egyenletek integralis alakjabdl kovetkezik, hogy sztatika esetén:

rot-EzD#fEdszD

diszD#fDdsz
Ezeket kell kielégiteni a hatarfeltételeken is. Felhaszndlva, hogy 1) = cEimegkaphatjuk a tobbi komponens
transzformacidjat.

E tangenciilis komponense folytonosan megy at a hataron. Az 1 és 2 kozeget elvilaszté hatérfeliileten vegyiink
fel egy kis ( (:oldahi) négyzetet, a négyzet hatarfeliilletre mer6leges oldalaval tartsunk nulldhoz. Ekkor az elsd

Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy:

fEds:qu—E;gzo

Azaz két kiilonboz6 kozeg hatarfeliiletén az Fielektromos térer6sség érinté irdnyt komponense folytonosan halad it,

a hatarfeliilet atlépése soran valtozatlan marad:

t _ ot
E! = E!
A D = cEosszefiiggésbsl adédik, hogy Dtangencidlis komponensének ugrasa van a hatdron:
D, _a
Dg Z9

Dnormal komponense folytonosan megy 4t a hatiron. Az 1 és 2 kozeget elvélaszté hatérfeliileten vegyiink fel
egy kis ( f feliiletli) kockat, a kocka hatérfeliiletre mer6leges oldalaival tartsunk nulldhoz. Ekkor a mdsodik
Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy:

jéDdsz’ff—D‘;fz[]

Tehét az eltoldsvektor normal komponense a két kozeg hatarfeliiletén folytonosan halad 4t. Viszont a D = cl&

Osszefiiggés alapjan az elektromos térerdsség normal komponense ugrik:

Bi _=

Eg N 1
Eés Dvektorok torési torvénye: Vegyiink fel egy beesési merdlegest a kozeg hatdrdn és jeloljik az Fés D
vektorral bezart szogét ¥1-gyel az egyik kozegben (beesési szog) és ¥2-vel a masik kozegben (torési szog), ekkor a

kovetkezd torvény irhaté fel:

tgay  E{/E7  D{/D} ¢

tgas  EL/E? DL/DE gy
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Magnetosztatika [4]

A migneses tér jellemzésre a H magneses térerGsséget hasznaljuk, a Maxwell-egyenletek alapjan sztatika és iires tér

estén a kovetkezd egyenleteket elégiti ki:
divB =10
rotB = pgj

Az divergencidra vonatkoz6 egyenlet azt irja le, hogy nem létezik magneses monopdlus, szemben az elektromos

esettel.

Magneses tér magnesezhetd anyagok jelenlétében

Hasonléan mint elektromos tér esetén a polarizdci6, itt az kozeg magnesezettsége jelenik meg: divH = —divIM
ahol Maz anyag mdgnesezettsége. Ez pici elemi magneses dipGlokbdl adédik. Ezt adhatjdk spinek, és koraramok. A
magneses dipdl hasonléan foghaté fel, mint egy elektromos, azon kivétellel, hogy nem lehet monopd6lusokbdl
elGallitani, 1évén azok elvileg nem léteznek. A elektrosztatikdval anal6g moédon vezessiik be a méagneses térerdsség

vektort:

H::E—M
Ho

Parhuzam 4llithat6 az elektrosztatikus, és a magnetosztatikus esetek kozott: Fianalogja H, és Dparja B.

Linedris kozeg esetén a kovetkez6 kapcsolat van a magneses indukcio és magneses térerdsség vektor kozott:

B = pH = pop, H = po (1 + x0) H
Ahol H0a vikuum mdgneses permeabilitdsa, Fraz anyagra jellemzé relativ magneses permeabilitds, Fipedig a
magneses permeabilitds. Xmaz anyag mégneses szuszceptibilitisa. Igy a kozeg magnesezettsége és magneses

térer8ssége kozti kapcsolat:

M=2 _H-=,H-HZH
Ho

Az anyagok két csoportra oszthatéak, attél fiiggen, hogy milyen XmelGjele: ha Xm < Oakkor diamégnesrdl, ha

Xm = Uakkor paramagneses anyagrél beszélhetiink. Diamdgnes lerontja, a paramdignes pedig folerdsiti sajat

magdban a kiilsé mégness teret. Meg kell jegyezni, hogy Xmmindkét esetben igen kicsi szdm, igy a belsd és a kiilsé
magneses tér nem sokban kiilonbozik. A szupravezetSkre Xm — —1, tehét formalisan hivhatjuk Sket tokéletes
diamagnesnek, azaz teljesen kiszoritjdk magukbdl a magneses teret, benniik B = 0. Azonban a fizikdjuk, és Xm
nagysagrendje is gyokeresen eltér a diamagnesekétdl, igy a kétféle anyagnak nincs sok koze egymashoz. De ez mar
egy masik torténet... (Vagyis madsik tétel.) Diamdgneses anyagok szuszceptibilitisa hdmérsékletfiiggetlen.
Paramagneses anyagoknak szuszeptibilitdsa forditottan ardnyos a h6mérséklettel (Courie torvény). Tovabba vannak
ferromagneses anyagok, ezeknél Hés IMIértéke nem aranyos, hanem bonyolultabb kapcsolat figyelheté meg.

Fontos megjegyezni a kovetkezd osszefliggést:

1 _ 2
Hoco
2 1
Ahol ©0a vdkuumbeli fénysebesség. Kozegek esetén a fény is lassabban terjed, ekkor sebessége: € = I—E’ igy

€0
lathat6, hogy a torésmutaté ekképp all el6: 2 = ? = A Bl
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B és H vektorok viselkedése két kozeg hataran

Az elektrosztatikdban felirtakhoz hasonlé alakd hatarfeltételeket kaphatunk. Mivel a gondolatmenet kb. ugyanaz,

csak roviden kozlom:

rot-Hzﬂ;%andsz[];%thHg

diszD#andfz[]#anB’;

Stacionarius aram, aramkori torvények: Kirchhoff-torvények, Ohm-torvény

A staciondrius dram kifejezés arra utal, hogy nincsen id6beli valtozadsa az aramnak. Ez allandé magneses teret hoz
létre maga koriil. Gyakran haszndljuk a linedris vezetd kifejezést. Ez hasonlé absztrakcié, mint a ponttoltés
bevezetése sztatikdban. Itt arra kell gondolni, hogy adott egy gorbe a térben, és ennek a gorbének minden pontjaban
egy jéramsiir(iség van, amely parhuzamos a gorbe irdnyvektordval. Az dramot valamilyen potencidlkiilonbség hajtja
korben az dramkorben. Ezt valamilyen hatdssal (kémiai, mechanikai, stb.) 1étre kell hozni, és fenn kell tartani. Erre
bevezetjiik az elektromotoros erdt: ez azzal a térer6sséggel egyenld, amely a toltésszétvalasztas sordn 1étrejott teret

kompenzdlja, ha nem folyik dram.

Kirchhoff torvények[5]

A Kirchhoff-torvények a villamossdgtanban a toltés €s az energia megmaraddsat targyaljdk. Feladatok esetén is jol

alkalmazhatjuk (ablak médszer).

* Huroktorvény (energia megmaradds): Egy zart d&ramkori hurokban a fesziiltségek el6jeles 0sszege zérus (feltéve,

hogy nincs kiilsé madgneses tér).

* Csomépont-tdrvény (t6ltésmegmaradds): Az egy dramkori csomOpontban sszefutd dramok eldjeles Osszege

zérus. Ez a kontinuitési egyenlet specidlis esete.

Ohm-torvény

) U
Altaldban: fI = T
A lokalis Ohm-torvény:

j=cE
1

ahol Jaz dramstirtiség, Flaz elektromos térerdsség, J; = Oa fajlagos vezetSképesség és Pa fajlagos ellendllds.

Fontos megjegyezni, hogy ezt sem tartalmazzdk a Maxwell-egyenletek, tulajdonképpen ez is anyagi egyenlet. Lasd a
kereszteffektusokndl taldlhato levezetést.

Erdemes megyjegyezni, hogy a kontinuitdsi egyenlet miatt az drams(irtiség normalis komponense a hatérfeliileteken
egyenld, azonban ha két olyan anyag van a két oldalon, amelyek vezetSképessége (ellendlldsa) mds, akkor a

térerGsség is kiilonbozé kell, hogy legyen, és az eredmény az, hogy a feliileten toltésfelhalmozddas alakul ki.
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Magneses hatasok

Az egyenarammal atjart linedris vezetd egy infinitezindlis darabja altal 1étrehozott magneses teret integralva a vezetd
vonaldra megkapjuk a magneses teret. Ezt a Biot-Savart torvény adja meg. Ez levezethet6 a staciondruis dllapotot

leiré Maxwell-egyenletekbdl:
rotB = pqj
Az eredmény:
B_;uﬂ j(TJ)X(T_TJ)d&r
= — o
dm |r — |3
Ennek egy specidlis alkalmazdsa, amit igen sokszor haszndl a fizika, az egyetlen kis dramhurok &ltal 14trehozott

magneses tér. Ha a hurokban I aram folyik, akkor bevezetjik a méigneses momentumot (hasonlé az elektromos
dip6lhoz):

m:I/d.f

ahol az dramot a hurok altal behatdrolt feliilet nagysdgdval szoroztuk meg, az irdnyt a jobbkéz szabdly adja. Ennek

sehitségével a kis hurok mégneses tere:

i 3(mr)r m
B= & (>——“2 |
4m ( 7o ) r3

Az igy létrehozott térben a toltésekre természetesen hat a Lorentz-erd. Ennek kovetkezménye az is, hogy két

parhuzamos linedris vezet6 kozott er6hatas ébred, ha benniik aram folyik. Ennek mértéke:
F=ILxB

Ha egy irdnyba folyik az dram a két vezetSben, akkor vonzzak egymast, ha ellentétesen, akkor taszitjadk egymast.

Tekercsek

Ha feltekeriink hélixbe egy vezetdt, és dramot folyatunk at rajta, akkor az egyes hurkok mégneses tere osszeadodik,
tovabba j6 kozelitéssel a tekercsen beliil homogén teriink lesz, ami a szélek felé egyre jobban leromlik. A 1étrehozott

B tér egyenesen ardnyos az dramerdsséggel, és a menetszdmmal (n).

Hivatkozasok:

[1] Teljes Maxwell-egyenletek: itt

[2] Feynman - Mai Fizika 5: 57.9 Elektrosztatika

[3] Feynman - Mai Fizika 5: 62. Dielektrikumok

[4] http://en.wikipedia.org/wiki/Magnetization

[5] http://csega.homeip.net/wiki/index.php/Elektrodinamika#RLC_elemek.2C_.C3.Alramk.C3.B6r.C3.B6k

Tételek A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti tirgyaldsa | A relativitas elmélet alapjai | Egzaktul
megoldhat¢ fizika problémdk | Folytonos kozegek mechanikdja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
magnetosztatika, &ramkorok | Elektrodinamika | Hullimegyenlet és hullimoptika | Geometriai optika és alkalmazésai | A
kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti héttere | Atom- €s molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | Kolcsonhat6 rendszerek, magneses anyagok |
Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyensilyi folyamatok leirdsa | Az asztrofizika alapjai
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Elektrodinamika

A Maxwell-egyenletek

A teljes Maxwell-egyenletek differencidlis alakban a kovetkezdek:

crotB =0, F + e
€0

dive = £

€0
rotE = —4,B
divB =10

Az els6 egyenlet az d&ram magneses hatdsat fejezi ki: azaz magneses hatdst a véltozé elektromos tér, illetve a folyd
aram kelt. Az masodik egyenlet azt fejezi ki, hogy az elektromos tér forrasai a toltések. A harmadik egyenlet szerint
a véltozé magneses tér elektromos teret kelt. A negyedik egyenlet szerint a magneses térnek nincs toltése (nincs
magneses monopdlus). Az egyenletek kissé varidlhatéak kihaszndlva, hogy:
&=
Ex

Ezek az egyenletek térrészenként érvényesek. Megfogalmazhatéak a fenti egyenletek integralis alakban is, azok a
hatdrokon is lefrjak a térmennyiségeket, mig a differencidlisokhoz ezeket kiilon hozza kell kapcsolni. Tovabba a
Maxwell-egyenletek nem tartalmazzdk az anyagi hatdsokat, azokat kiilon egyenletekkel kell csatolni, amelyek E és

D tovabba B és H kozotti kapcsolatokat irjak le. Ezen feliil a Lorentz-erd sem vezethet6 le klasszikusan a fentiekbdl:
F=q(F+vxDB)
Az egyenletek implicite tartalmazzdk a toltésekre vonatkozd kontinuitdsi egyenletet, amit példaul az elsd egyenlet

divergencidjabdl vezethetiink le:

Indukcio

Staciondrius dram kozelités: feltessziik, hogy nincs jelen valtoz6 elektormos tér, igy az ennek megfelel6 tag hidnyzik

a harmadik Maxwell-egyenletbdl.

Nyugalmiindukcié

Az id6ben véltozé magneses tér elektormos teret kelt. A harmadik Maxwell-torvény integrélis alakjit haszndlva:

Uy = § Bds = - %—?df:—gthdf:—gt(D

Ahol U az indukalt fesziiltség, Pa magneses fluxus.
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Mozgasiindukcio
A magneses térben mozgd vezetSben dram indukalédik a Lorentz-er$ miatt.

Ha vesziink egy magneses térben levs téglalap alakd dramkort, amelynek egyik éle L hosszisagu, és ezt a részét

mozgatjuk v sebességgel, igy a masik €l hossza x(t) szerint valtozik. Ekkor ez dramot tud hajtani az dramkorben:

d
U, = f@merwﬁL Boa(t)L

Itt felismerhetjiik az dramkor keresztmetszetet, gy voltaképpen ismét a fluxusvaltozas jelenik meg:

d
U=—-——%&
' ot
Kolcsonos- és onindukci6
Vegyiink egy dramkornek egy hurkat (k-dikat) hurkot, és integraljuk korbe az elektromos térerdsséget. Kirchhoff
huroktérvénye miatt az dsszes fesziiltség nulla lenne, ha nem lenne véltoz6é magneses tér. Azonban ha ez mégis jelen

van, akkor az megjelenik a jobboldalon:

fE@:-faB@

A baloldalra beirjuk az Ohm-t6rvényt, és az elektromotoros erdt, a jobboldalra a vektorpotencidlt:

fjﬁ—fyﬁ_ /mﬂﬂ

Mivel a teljes korre integrdlunk, az Ohm-torvényt beirhatjuk a klasszikus formdban az aramerdsséggel kifejezve, az
elektromotoros er6t pedig az dsszes potencidljaval helyettesitjiik. A jobboldalon alkalmazzuk a Stokes-tételt, igy a

feliileti integralt vonalintegralra frjuk 4t:

L'; R;L—E: —8;}:1&!5

A jobboldalra beirhatjuk a linedris vezetd vektorpotencidljanak képletét:

A(r) Ifh_ﬂ

Visszairva:

Ho . e dsyds;
IRy —E, = —— I;
o-m=ga ok | [

Az integralokra a konstansokkla egybeolvasztva bevezetjiik az indukciés egyiitthatét, L-et:

n
Iy - Ry — B = — E I;Lyy,

i=1
Amennyiben L-nek a két indexe azonos, akkor az dramkorben foly6 dram éltal keltett méagnesestérnek az dramkorre
val6é visszahatdsdnak egyiitthatdjardl, azaz az Onindukcids egyiitthatérdl beszéliink. Ellenkezd esetben kolcsonos
indukciérél van szd, azaz egy masik dramkorrészben folyé véltozé dram kelt ebben az dramkorben fesziiltséget a

maégneses hatdsa révén.
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Az elektromagneses tér makroszkopikus mennyiségei

Energia

Tekintsiik els6 és a harmadik Maxwell-egyenlet. Az els6t szorozzuk meg —€epEvel, a harmadikat 6002 B-vel,
adjuk Ossze, €s integraljuk ki térfogatra:
_a {EOEE EOCZ ] dV = ijdV — €oc? / div(B x E)dV
dt 2 2
Itt kihaszndltuk a jobboldalon, hogy div(B x E)= BrotE + ErotB. A baloldali integrandus az
energiasiirliség (jel.: u). A jobboldali elsé tag tartalmazza a konvektiv toltéseken végzett munkdt, a Joule-hdt, a telep

altal szolgéltatott energidt. A masodik tag a tekintett térfogat feliiletén atdramlott elektromdgneses energidt jelenti,

.

példaul hullamok formdjaban. Ez alapjan definidljuk a Poyinting-vektort, masnéven energiastiriség-vektort:

S =¢cEx B

Impulzus

Definidlhatjuk az impulzusstriiséget is:
g=c¢(E x B)
Ha az impulzus megmaradést is fel akarjuk {rni:

d
ai ( Pracchanikai + Prmeso) = andf
't s

Itt S egy feliilet, amely egy V térfogatot hatdrol, n a feliilet kifelé mutaté normdlvektora, a jobboldalon feliileti
integral van az S feliiletre, az integrandusban a Maxwell-féle fesziiltségtenzor jelent meg (részletesebben lasd itt [1]).
A Tn szorzat az S feliilet egységnyi részén egységnyi id6 alatt a V térfogatba dramlé impulzus. Az igy definidlt

impulzus segitségével értelmezhet6 egyszerlien példdul Lebegyev fénynyomdsos kisérlete.

Impulzusmomentum

Definidlhatjuk az elektromagneses mez6 impulzusmomentum-stiriségét is:
m=¢er x (E x B)

Az impulzusmomentum fluxusa megint a Maxwell-fesziiltésgtenzorral fejezhet6 ki:
M=Txuzx

Vigyazat: M mar harmadrendd tenzor! Komponensenként kiirva:

Mij. = Tijoy — T;

RLC elemek, aramkorok

RLC kornek nevezzilk az olyan 4dramkort, amelyben ellendllds, induktivitds, és kapacitds is taldlhat6. Az
induktivitdsban az dramerdsség nem viltozhat ugrdsszertien, a kondenzatoron a fesziiltség. Altalanosan a kovetkezs
differencidl egyenletet irhatjuk fel:

LEQ RaQ 2=

A jobboldalon az aramforrasok elektromotoros erejei dllnak osszevonva. Ez a differencidl-egyenlet teljesen analdg a
mechanikai kényszerrezgésekkel, ezért a megolddsa is hasonlé eredményekre vezet, exponencidlis lecsengésre, vagy

periodikus, de csillapitott rezgésre.

Az 4dramkorokre fontosak tovdbbd a Kirchhoff-torvények, amelyek nem oOndlléak, levezethetéek a

Maxwell-egyenletekbdl.
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* Huroktorvény: Egy zart &ramkori hurokban a fesziiltségek elGjeles osszege zérus (feltéve, hogy nincs kiilsd
magneses tér).

* Csomopont-torvény: Az egy dramkori csomdpontban 6sszefuté dramok elGjeles 6sszege zérus.

Rezgokor

7z

Tekintstink egy RL-kort, amelyet egy periodikus fesziiltségforrds tiplal. Mivel most nincs kapacitds, az el6z6
pontban felirt differencidlegyenletbdl elhagyhat6 a kapacitdsos tag, és atirhaté az egyenlet dramer8sségre, igy csupdn
egy elsorendi egyenletet kell megoldanunk. A megoldasra egy tranziens lecsengd, és egy staciondrius tagot kapunk.
Mivel az dramkorokben gyakorlati szempontbdl igen gyorsan bedll az egyenstily, elég ha a staciondriust vizsgaljuk.
Ebbdl lathat6, hogy a megoldas dramerdsség frekvencidja ugyanakkora, mint a fesziiltségforrdsé, azonban ahhoz

képest késik:
I(t) = Iycos(wt — 4)
o= ——m
T VRt W2
d = arct wl
= ,g R

Erdemes megjegyezni, hogy a Joule-h§ Gsszefiigg a rezgékor paramétereivel:

el = Ec;zjcos&

Altalanos RLC korben azt érdemes tudni, hogy az dramkorbe tett kapacitds hatdsira az dramerdsség sietni,

induktivitds hatdsdra késni fog az elektromotoros er6hoz képest. Az éltaldnos formula:

wL — L
d= arct-gT'“"c

Transzformator

A transzformator feltaldldsit Nikola Tesla nevéhez kotik. A transzformdtorban két induktiven csatolt tekercs van,
azaz a barmelyik tekercs magneses fluxusa atmegy mindkét tekercsen. Az eredmény az, hogy ha valtakozo
fesziiltséggel tapldljuk meg az egyik tekercset, akkor az viltoz6 mdagnesesteret kelt, az pedig a masik tekercsben
véaltozé dramot indukdl. A valtakozds frekvencidja ugyanaz mindkét aramkorben! Egyediil az dramerdsségek

értékeiben lesz kiilonbség. A szekunder és primer korok kozotti amplitidé ardnya:

Jrg . LL-‘ng

Ahol Liza két dramkor kolesonds indukcids egyiitthatdja, L2sa szekunder tekercs 6nindukcios egyiitthatdja, Roa
szekunder oldal ohmikus ellendlldsa, azaz a nevezGben a mdasodik kor impedancidja szerepel. Tehdt az atfolyd
aramot a kolcsonos indukcid erdssége és a kor impedancidjanak mértéke szabja meg. Fellép egy faziskésés is a két
tekercs kozott, ennek mértéke:

R
tg (0 — 1) = _szg

Valtakozoaram

Mivel a Joule-h$ veszteség az daramnak négyzetes fliggvénye, ezért az elektromos dram széllitdsat célszeri minél
kisebb dramerdsséggel tenni, ez az dllandé ellendllds mellett nagy fesziiltséget jelent. Azonban a felhaszndlds sordn
altalaban kisfesziiltségre és nagy aramra van sziikség. Ezért az elektromos tavvezetékek két végén transzformatorok
vannak, amelyek a fesziiltséget (dramot) konvertdljak. Az egész rendszer tradiciondlisan a XIX. szdzad végén alakult

ki. Az egész eljaras csak ardnylag nagy tavolsagokon éri meg, kis tdvolsagokra, és specidlis helyeken (példaul
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tengeri kdbelekben) nagyfesziiltségii egyenaramot haszndlnak széllit4sra.

Elektromos aram a mindennapokban

Eldallitas

Az elektromos aramot a kisszdmui félvezetd elven miikodé naperémiitdl eltekintve valamilyen forgémozgasbol
nyerik, ahol ezt a mozogdst periodikusan valtozé mégnesestérrel elektromos dram indukdldsdra haszndljak fel. A
kezdeti forgémozgast példaul a széllel meghajtott lapatkerék, vizzel meghajtott turbina, vagy gézzel meghajtott
turbina szolgaltathatja. Az els6 két esetben a mozgd kozeg természetesen rendelkezésre all. A g6zzel hajtott esetben
a g6z el6allitasahoz valamilyen hoéforras sziikséges, ez vagy valamilyen éghet6 anyag felhaszndldsaval (t6zeg, lignit,
k&szén, olaj, gdz), vagy atomenergidval torténik. A felsorolt tiizeldanyagok korldtossdga miatt egyre nagyobb
figyelem forditédik ezek kivaltdsara megijulé vagy alternativ (fiziés erdmii) energiatermelési eljardsok

alkalmazasaval.

Szallitas

Lasd feljebb.

Felhasznalas

Igen sokrétli, mivel mind magneses, kémiai, bioldgiai hatdsa van, ezenfeliil konnyen és egyszertien szabalyozhat6, és

sok nagysdgrenden keresztiil megbizhatéan alkalmazhato.

Motorok

A motorok az dram magneses hatdsat alkalmazzak foritva, mint a generétorok, itt a bejové dram hatdsara a magneses

forgérész keriil mozgasba. Megkiilonboztetiink egyendrami és valtédrami motorokat, valamint 1éptetd motorokat.

Kiilonboz6 alkalmzédsokra és kiilonb6z6 arra kiilonbozd tipusi motorokat alkalmaznak. 1dsd: itt 21

Tételek A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti tirgyaldsa | A relativitds elmélet alapjai | Egzaktul
megoldhaté fizika problémék | Folytonos kozegek mechanikdja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
magnetosztatika, &ramkorok | Elektrodinamika | Hullimegyenlet és hulldmoptika | Geometriai optika és alkalmazésai | A
kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozésa | Kvantumstatisztikdk | Kolcsonhat6 rendszerek, magneses anyagok |
Kristalyos anyagok fizikdja | Nemegyensulyi folyamatok lefrdsa | Az asztrofizika alapjai

Hivatkozasok

[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnetic_stress-energy_tensor
[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Electric_motor#Comparison_of_motor_types
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Geometriai optika és alkalmazasai

Megjegyzés: ez a tétel nagyon er6sen koveti Cserti Jozsef "Optika és Relativitdselmélet" targyra készitett didit,
Iényegében azok kivonata a tétel tematikdjat figyelembe véve. Ezekbdl a didkbdl is nagyon jol lehet tanulni,

megtaldlhatéak Cserti Jozsef honlapjén.[l]

Bevezeto, fény, fénysugar
A geometriai optika nem foglalkozik a fény hullam, vagy részecske tulajdonsidgaval. Pusztan a fény viselkedését irja
le olyan tdvolsdg- és id6értékeknél, melyek joval nagyobbak, mint a fény néhdny mennyiségi jellemzdje.

Alapfeltevései 21,

» afény egyenes vonalban terjed, ha homogén kézegben halad és semmi sincs az ttjdban
» kozeghatdrokon megtorik és/vagy visszaverddik
* visszaver6désnél a beesési és visszaver6dési szog megegyezik

» torésnél a beesési €s torési szog kozotti Osszefiiggést a Snellius-Descartes torvény adja meg:

stntly = nsinty, ahol Vsa beesési, Vea torési (transzmissziGs sz0g), n egy ardnyszam, az adott kozeg

(vdkuumhoz viszonyitott) torésmutatdja.

e afénysugarak kozt egymadsra hatds nem mutatkozik

A Fermat-elv

A Fermat-elv, vagy legrovidebb id6 elve azt mondja ki, hogy két pont k6zott a fény az 6sszes lehetséges ut koziil azt

vélasztja, aminek megtételéhez a legrovidebb id6tartam sziikséges.[3]

Co
Kozegben a fény sebessége: g ahol n a fent emlitett torésmutaté (mely fiigghet anyagtdl, helytdl, vagy a fény

1
szinétdl), Copedig a vakuumbeli fénysebesség, értéke a Maxwell-egyenletek alapjan: €0 = \/_ ahol

Enflo’
C? -V
€0 = 8.8510712 a vakuum dielektromos 4llandéja. fto = 4w10™* i
Nm? m Am
alapjdn: €y = 29979.‘2458;,

A Fermat-elv tehdt azt mondja ki, hogy a fény két pont kozott a legrovidebb id6 alatt megtehetS utat teszi meg.

a vakuum permeabilitdsa. A fentiek

Kicsit pontosabban a fénysugar palydjat sok mds szomszédos, csaknem azonos id6t igényld terjedési ut koziil

[4]

vélasztja." ~ Ennek kiszdmitdsa a kovetkezdképpen torténik:
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B

A fenti pélyéra vett integralnak (ahol n(r) helyfiiggs valtoz6) szélsértéket kell adnia. / n(r)ds = extremum
A

,aholra helyvektor[s] . Pl.:

!

minimum P-ben
ellipszis alaku tikor , P o _
N maximum P-ben

Az eikonal kozelités

Homogén eset Inhomogén eset
Hullimegyenlet | 9%¢(r, 1) o ., | OPo(r,1) 5 )
promae AN proamiak (r)Ag

Megolddsa é(r,t) = Agiller—wi) é(r,t) = Alr, t)ei?(l’,f)

Az inhomogén esetben felirt megoldds csak a lassan véltoz6 amplituddji (A), és gyorsan valtozd fazisu ( - A

tévolsagon 27t valtozik) sikhulldmokra vonatkozik. Lassan véltozé alatt azt értem, hogy a karakterisztikus hossz
(L ~ —)Joval nagyobb, mint a hullimhossz ( A). Tehat inhomogén esetben, lassan véltozé amplitudd és

gyorsan valtoz6 fazis esetén Q’J(I', f)hordozza az informdcidt, ez a geometriai optlka.

[rjuk be a fenti inhomogén megoldést a hullimegyenletbe! L

(71

Lassan véltoz6 kozeg

Io(r,t) _ i _ (04 90N L
ot ot (1) = (ﬁ“‘{ﬁ) ‘
Tehat:

2 ¢ 2 [ £ 2 ¢ 2
Oort) |04 50400 0% 4 (09)'| et o _ 32\’ i)
ot? ot? at ot ot ot ot

c*(r)A¢ = —Ac*(r)(gradp) e
A fentiek alapjan tehat:

D 2 Ez az eikondl-egyenlet.
(ﬁ = ¢(r)(grady)’
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Co
Ahol €(T) = n(r) n(T)pedig a lokdlis (helyfiiged) torésmutaté. A © = COnStfeliiletek adjik meg az 4llandé

fazisu feliileteket, vagyis a hullimfrontokat. Az eikondl-egyenlet ezek mozgasat irja le.

dg  Jp
Fejtsiik sorba a fazist: (r,t) = wo + 8—tl' + 8—5;5 +

. | . . . - a2 . oy
Majd irjuk be f.'f?l:l',t)helyére; E;E‘Jl:r,t) — 4% = J_leté‘ﬂez[:'\_f'rr-i-ﬁff) ~ Agttkr—wi)
A fentiek fényében:

k(r,t) = gradp(r,t)

w(r,t) = _9

ot

Az eikondl-egyenlet egyszeriisodik, ha Wallandd, ekkor: 99(1', f) = —wi + l-{'(f). Az jobb oldal utolsé tagjanak
neve "roviditett eikonal".
A

i —w(r,t)

ES:
gradyp = grady

E kett&bdl jon ez:

Az eikonal kozelités korlatai
A levezetés soran a kovetkez6 kozelitéseket hasznaltuk ki:

* Az amplitud6 valtozdsa a hullimhosszal szorozva kisebb az amplitudéndl,

* A hulldmfeliilet gorbiileti sugara sokkal nagyobb a hullimhossznil,

* Az amplitudéfeliilet gorbiileti sugara és a hullimhossz ardanya sokkal nagyobb a hullimhossz és az ampliduté
ardnyanal,

* A hulldmfront linedris méretei sokkal nagyobbak a hullimhossznal.

Ezek fényében az eikondl kozelités nem haszndlhaté példaul fényforrasok illetve fékuszpontok kozelében,

fény-arnyék hatdran. Tovdbbd mindezen feltételek er6sen fiiggenek a tekintett hullim hullimhosszatol.

Analégia a klasszikus mechanikaval

A fentiek fényében itt csak egy rovid tablazatban foglalndm Ossze a legfontosabbakat[g] :

Pontmechanika Geometriai optika
Hatdsintegral P w(r,t) Eikonal
Sr,t) = / L(r,#)dt
Ti]
p = grads k = grady
p~k
p = hik
a5 dy
E=—— W= —,—9’
ot ot
E~w
E = hw
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Hamilton-Jacobi as do ) Eikonal-egyenlet
egyenlet _a = H(I‘, pP= gTadS) —a = Q(I‘, k = g?"ad(b)
E = H(r,p) w = Q(r,k) Diszperzi6s reldcié
E mozgéséllandé S(r,t) = —Et 4 Sp(r) w(r,t) = —wt +P(r) “mozgdsallandé
Roviditett FE = H(r! p= gradS) w = Q(r! k= gradgg) Roviditett
Hamilton-Jacobi eikondl-egyenlet
egyenlet
Hamilton-féle . OH (r, p) . BQ(I', k) Csoportsebesség
. = —t: = —

kanonikus 3_:0 ak
egyenletek
Hamilton-féle . BH(I-_‘ p) . BQ(I', k) Hamilton-féle
kanonikus p=- r k= - r sugdregyenletek
egyenletek
M tius-el ) Optikai tth ~

AUpETtusEy 5 [ pdr=0 5 [kdr=0="25 [n(r)dl~s [ n(x)dl=0 P 0w

Co Fermat-elv

A Hamilton-féle sugaregyenletekbdl paraxidlis kozelitésben levezethetd a lencsetorvény.

Megjegyzés: ugyanez Cserti Jozsef didjan megvan, (szerintem) kicsit atldthatébban, ezért ezt az oldalt beszirtam

képként.

Analogia a pontmechanika és a geometriai optika kozott

.

Hatasintegral: S(r, 1) = f eikondl: ¢ (r, #)

Py — oradw
p = gradS k = g "dr’
. oS ez
i : ot
. . Sir William Hamilt kons .
Hamilton-Jacobi-egyenlet: * 1{1;%?186:)111 titon el{}jlcznal-egyelllet.
1S i ——L = Q(r,k = gradp)
_("Tr — H(r,p = gradS) p ~ k o grady
(
E~w Ol Kk diszperzids
E=H(r.p) p = hk w = QK acis
E mozgasallandd: E = hw ¢ mozgasallando:
: : o(r,t) = —wt + v
S(r.t) = —Et + Sy(r) p(r,t) = —wt +1(r)
roviditett Hamilton-Jacobi-egyenlet: roviditett eikonalegyenlet:
E = H(r,p = gradS) w = Q(r, k = grady)
. dQ(r. k) ,
mozgasegyenletek: | . dH(r,p) r — ————| csoportsebesseg
Hamilton-féle  |* = —55 Ok | Hamilton-féle
kanonikus . 0H Kk — 7() (2 sugaregyenletek
egyenletek P = "o or
Ezekbol paraxialis kozelitésben levezethetd a lencsetdrvény.

(9]

Analdgia a klasszikus mechanikaval
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Ami az analégiabol hianyzik
Pontmechanikdban a Lagrange-fiiggvény:

oL . oL
3i’€SH_pr_L_ iR

Keressiik meg ugyanezt az optikdban:

r—L

L(r.T) = pf — H aholp =

. . . 09 k
L(r,t) = kit — Q ahol 2 = cfr) |kfgs T = T c{k}m

A fentiek alapjan a Lagrange-fiiggvény az optikdban:

. k
L{I', 1') = (C(r) m) k — C(r) |k| =0a Lagrange-fiiggvény az optikdban azonosan nulla.

A mechanikai torésmutaté meghatdrozasandl figyelni kell arra, hogy az anal6gidt ne a Fermat-elvbdl levezetett

1 1
wd @fﬂés ennek mintajara felirt 4 ﬁfﬂegyenlet kozott vegyiik, mert C-l:l')a fazissebesség, a

mechanikai anal6gidban latott ﬁ-ben a U(I')a csoportsebességnek feleltethetd meg, melynek értéke az

[
1

optikdban: v, = 3_1{ A helyes analdgia a Fermat-elv és a Maupertius-elv kozotti megfeleltetés. Ezt végigszamolva
a mechanikdban a torésmutatd értékére a kovetkez6t kapjuk:

2
0= pr(r}dr = 5/ |pldl = 5] \/Qm(E = V(r))dl, mivel E = 2p— — V(r). Ennek nyomdn a
i

torésmutaté analogonja a mechanikdban: n[r) =+ E - V[I‘). V(I') = EU(I’)alkalmas megvalasztiasidval

elektrosztatikus lencsék/tiikrok készithetGek.

Részecske Optika

n(E, r)ﬁigg a részecske energiajatél, diszperziv kozeg n(w, r)diszperzié

Eles képhez monoenergetikus nyaldb kell. Eles képhez monokromatikus fény kell.

n(r)—re nincs korlat n>1, mert € < Co

Paraxialis kozelités

Paraxidlis kozelitésben hengerszimmetrikus, tengelykozeli rendszereket vizsgélunk[m] .

* A tengelytdl val6 tavolsag kisebb, mint barmilyen relevans fékusztavolsig, vagy rendszerméret.
* A sugarak szogei kicsik a tengelyhez képest. (19 < 1)

Ebben a kozelitésben: stnt) & tgi) = o

A fénysugarakat az optikai tengelytSl mért (elGjeles!) y tdvolsdggal, és szintén az optikai tengellyel bezart

(eléjeles![ll] ) szoggel jellemezziik.
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Matrix reprezentacio, leképezési torvények
TetszSleges paraxidlis rendszerben a fény terjedése leirhaté matrix-, és vektormveletekkel ' :
Y N v — ¥ =M y
T:!]_’!g Rg’!ﬂ’ ﬂ.g’ig’ R]_’!g
Harom alapesetre felithatunk matrixokat, amiket aztdn épit6kovekként haszndlhatunk Osszetett rendszerek lefrdsara.

Az alapesetek:

Szabad terjedés

A fény adott, Ttorésmuattéji kozegben dtivolsdgot tesz meg. Ilyenkor a szog és a torésmutaté nyilvan nem

véltozik (vagyis kettejiik szorzata sem). Viszont ¥ Pfiiggvényében igen, mégpedig a kovetkezdképpen:

! i)
Y :y-l—dt-gﬂﬁy—i-dﬂ:y_i_amg

Ebbdl mér konnyt felirni a szabad terjedés matrixat:

1 4
Ms:ab: (D ﬂ)

Torés gombfeliileten
y ’

A fény egy gomb feliiletli kozeghatdron halad keresztiil az dbra szerint. @ ~= — I sy = 1.

Fény torése gombfeliileten

A Snellius-Descartes-torvény kis szogekre: ’Rﬂ:’g — Ck) ~= Rg(ﬂf — Ck)
ny —n

Vagyis: 2V = 7 2y 4+ nyd

A torés matrixa igy:

1 0
Mfores — (n]—nz 1)
R

Fontos észrevenni, hogy egy konvenciét hazsniltunk: FelSjele a gorbiilet irdnyatél fiiggden lehet pozitiv, és
negativ. Ha az 4bran latott eset 4ll fenn, akkor Fpozitiv. Ha az ellenkezd (a gomb kozéppontja a mésik oldalon

van), akkor negativ. Ez nem fiigg a fénysugar irdnyat6l! Ha a fénysugar megfordul, akkor is ugyanezt a konvenciét
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kell hasznalni!

Mégegy megjegyzends, hogy latszik, hogy [t — infesetre visszakapjuk az egységmatrixot. Ennek igy is kell

lennie, hiszen ez a sik toréfeliilet, ahogy Yés niilis dllandé.

Visszaverddés gombfeliiletrol

Ez az eset hasonlit az elsore (jelolések szempontjabdl is) azzal a kivétellel, hogy a fénysugar nem megtorik, hanem

visszaverddik, és ugyanabban kozegben halad tovabb.

y ]
Szintén igazak az elébbi O & — . és Y = yosszefiiggések, dm v — ¥ = ¥ — av. Tgy:

, 2n
nid = —E

Igy a visszaverd gombfeliilet métrixa:

1 0
Mfukm‘ = (_2_-;1 _1)
R

Itt is lehet l4tni, hogy £ — infesetben a siktiikrot kapjuk vissza.

Yy — nv

Osszefoglalva

Szabad terjedés | Torés gombfeliileten | Visszaverddés gombfeliiletrdl

b1 1) (59
01 mong —my

A matrix reprezentdciondl a fénysugarat kovetve a matrixokat balrdl jobbra szorozzuk 6ssze, igy megkapjuk a teljes

rendszert leiré optikai matrixot. (Fontos, hogy a fénysugarat kovessiik, mert menet kdzben pl. meg is fordulhat.)

TetszGleges paraxialis optikai rendszerre igaz, hogy det M = =£1.

A leképezés fogalmai

* Fokuszpont: minden parhuzamos fénysugarat egy pontba gy(jtiink 6ssze, y y'-t6l fiiggetleniil valahol nulla lesz.
+ Leképezés: egy pont leképezése sordn a pontbél kiindulé fénysugarat -t61 fiiggetleniil egy mdsik pontba

gytjtjiik ossze.

A gombtiikor fokusza

A rendszer leképezési matrixa egy szabad terjedési matrixbdl és egy visszaverddési matrix szorzatabdl all, balrdl

jobbra Osszeszorozva: 0 =M 0 M = _9n _”1 (Theta azért nulla, mert a tengellyel
R

pérhuzamosan érkeznek a sugarak:
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R

: 14 2d 2d R
( g’ ) = ( ( +£y)y ) =y = (1 + E) YEs mivel a fékuszpontban y' = 0, ezért d = f = )

A gombtiikor leképezési torvénye

A rendszer leképezési matrixa most egy targytdl a tiikorig tartd szabad terjedésbdl, egy visszaver6désbdl, és egy

tikort6l a leképezésig tart6 szabad terjedésbdl all. A terjedési matrix e hirom szorzata:
2k 2k
Mg:(1+;ik+(1+ﬁﬁt)

2t
R -1-%

Mivel y' a leképezésnél fiiggetlen ¥-tSl, ezért a matrix els soranak masodik eleme nulldt ad, igy (a gombtiikor

fokuszara voantkoz6 Osszefiiggés felhaszndldsdval) megkapjuk a mar ismert leképezési torvényt:

2k k 1 1 1
k 1+—=|t=k l—=Slt=00 - ==4=
(1B ek (1= B om0 T

Vékony lencse fokusza

Egy vékony lencsénél két toréfeliiletrSl beszélhetiink, melyek két, Rigs stugarl’l gombfeliiletbdl allnak. A lencse

anyaganak torésmutatdja n, a lencsét koriilvevd kozegé 1. A bal oldali tordfeliilet matrixa My, a jobb oldalié Mp:
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Ezek szorzata a rendszert leiré matrix ezek szorzata (balrdl jobbra haladva, el6jelesen):

1 0
M = MM, = (n_1)(i 1) )
Ra

- &

Az optikai tengellyel parhuzamosan beérkezd fénysugar valtozasa a rendszeren val6 dthaladds utan:

(5)=(5)= (o)

Es mivel:

T

1 1 1 1
Igy My = —?, tehat a fokusztavolsag: ? = My = (ﬂ - 1) (ﬁl - E)

Vékony lencse leképezése

A vékony lencse leképezésének leirdsdhoz harom madtrixot kell figyelembe venniink, egyszer a tdrgytdvolsagnyi
szabad terjedés matrixat, egyszer a torés matrixat (a fent megismert 6sszefiiggés alapjan), egyszer pedig a lencsétdl a
képtavolsagig terjedd szabad terjedés matrixat. Ezeket 0sszeszorzova kapjuk meg a teljes optikai rendszer matrixat,

ami a kovetkezSképpen néz ki:

k kt
=L ) (5 ) Gn) =0 5y
f o f i

kt 1 1

1
Mivel leképezésnél ¥'fiiggetlen V-t61, ezért Mo =0 — k +1 — ? =0 ? ~ % + e Azaz itt is igaz a

=

leképezési torvény.

Osszetett optikai rendszerek

Osszetett optikai rendszereknél nem mindig igaz els6re a leképezési torvény, de mint ltni fogjuk, kis triikkkel djra
igazza tehetjiik.

* Sok egymads melletti vékony lencse esetén esetén a dioptridk D=- [1,'[ m] Osszeadddnak.

* Vastag lencsék esetén sziikség van az tigynevezett f6sikok bevezetésére. A f6sikok (lasd lejjebb) haszndlatdval a
leképezési torvény Ujra igazz4 tehetd:
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Fosik Fosik

A targy-, és a képtavolsagot a fosikoktél mérve a leképezési torvény ismét igaz lesz. A f6sikok kiszdmitdsa a

kovetkez&képpen torténik:

Rl Tt
A foékusztavolsdgot vastag lencsék esetén a kovetkezd Osszefiiggés adja meg (ez a lencsekészit6k alapképlete).
Egyébként ez harom matrix 6sszeszorzasibol ered: a vékony lencse jobb-, és bal oldali torématrixa kozé be kell

iktatni egy n torésmutat6ji kozegben torténd szabad terjedés matrixat (ezzel jelezziik, hogy vastag lencsérdl van

sz6). E harom matrix szorzatiabdl lehet megkapni a vastag lencse, mint optikai rendszer matrixat.

A fokusztavolsagot lencsékre a rendszermatrix madsodik sordnak elsé elemébdl lehet megkapni (mint fentebb
1 1 n—1 )

1
lathattuk): ? =(1-n) (E & + dm

Altalanos leképezés

Telj iltalanos leképezés esetén a leképezési matrix: M = My M, Ezzel bléma, h
c€ljesen altalanos Iekepezes eseien a 1eKepezest matrix: ﬂ’f‘g‘l ﬂ’flg—z . Bzze€l az a problema, nogy nem

-

lehet  tudni, hogy hol a  rendszer eleje és  vége. Igy  moédositjuk  egy  Kkicsit:
1 ko M 11 M 12 1 to
M: = o 1 . s L .
( 0 1 ) ( My M 0 1 Foss toalkalmas megvdlasztdsdval (és kihaszndlva azt a

tényt, hogy tetszéleges paraxiilis optikai rendszer leképezési matrixianak determininsa detM = +1):

1 1 1
th = — (detM — Myy) = — (£1 — M. = — (detM — M) = — (1 - M
0 ﬂ’f‘zl [: € 22) ﬂ’f‘zl [: 22) 1 ko ﬂ’f‘z]_ [: € 11) ﬂ’f‘zl [: 11)
gy M a kovetkezSképpen egyszertisodik:

1 1—detM 1 0
M= ( T ) ami - mivel detM = +1. M ( M 1 ) Littuk, hogy vékony lencséknél a

matrix éppen igy néz ki, igy meg tudjuk mondani a fékusztavolsagot: ? = — Mo
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Optikai eszkozok (taveso, mikroszkop), felbontoképesség

Az optikai eszk6zok koziil néhdnyrdl csak emlités szintjén, és a cimben szerepld tdvcsdrdl és mikroszképrol
részletesebben fogok irni.

Vetitd, fényképezd, nagyitdlencse, szemiiveg

* Vetitd: egy egyszeri lencse (és egy tiikor) segitségével a targyrol tavoli, nagyitott képet allit eld.

* Fényképezd: tavoli targyrdl készit kicsinyitett, valodi képet tiikkrok, lencsék és blendék (fényerdszabalyzok)
hasznalataval. A képek felvétele fényérzékeny anyagra, vagy djabban CCD-chipek segitségével valamilyen
digitélis taroléegységre (dltaliban memoriakartya) torténik.

* Nagyitélencse (lupe): nagyitott, virtudlis (k < 0) képet készit a fokusztavolsdgnal kozelebb 1évE targyakrol:

Yic
Targy [~ B
| | N e
F - t - Y F e
- k - f _
szabadszemmel: 2 O
t B,
Kg
vy ] - i
lupéval. -
. K £

A lupe nagyité tulajdonsigit két szempontbdl is érdemes megvizsgdlni, az egyik a lateralis nagyitas

N=2_ —

T = TfA madsik a szognagyitas:

Ut -
8;; f'gg;b y;‘,){(—k) —k LO LO LO
[ i = —— R = = —— = — &~ — mivelk > L — i
Mot =G X8 = wiflo € okt~ pomvalz o> d

(képméret/targyméret):

A lupe azért hasznos, mert a tisztinlatds tdvolsdga koriilbeliil Lo ~ 25Cm(viszonylag szubjektiv adat), a lupe

segitségével pedig ennél nagyobb tdvolsdgu targyakat is tisztdn lathatéva tehetiink.

* Szemiiveg: korrekcids lencse a szemlencse elé (a szemlencse kb. 60-64 dioptrids). Rovidldtds esetén a fénytorés
tdl erds, a kép a retina el6tt fokuszalodik, szérolencse kell (D < 0). Tdvolldtds esetén a fénytorés nem elég erds, a

e o

kép a retina mogott fokuszalodik, gyidjtolencse kell (D > 0).
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Mikroszkop és felbontoképesség

A lupe - bar sokmindenre j6l hasznélhat6 - alapprobléméja az, hogy nem tudjuk elég kozel helyezni a szemiinket.

Ennek megolddsara haszndljuk két lencsét, az egyik levetiti a képet (objektiv), a masik pedig a lupe (okular).

fok ~ 2 cm £

objektiv

k> f()b_j

Jobj ~ 0.1 mm o

Egy mikroszképban az objektiv és az okular fokuszsikjai egymastdl a mikroszkép felépitése altal meghatarozott,
allandé tavolsagban vannak. Ez az optikai tubushossz {F{’ijF ok = "3). Egy mikroszképban ennek szabvanyos
értéke 160 mm.| !

r Ye _k k= fou
Az  objektiv  laterdlis  nagyitdsa: N obj = ; = ? = Fori A mikroszkép  szognagyitdsa:
t ' ¥l
N = Oobj  tg0obj _ yr/for _ yr Lo _ A Lo
= 0y tgoy yu"Lo Yt for fobj for

A tipikus nagyitds nagysdgrendileg 1000 * 10.

Felbontoképesség

Az optikai eszkozok felbontoképességét a hullaimoptika kozelithetdsége hatdrolja be. Tokéletes leképezést
feltételezve a Fermat-elv szerint minden képalkotdsban résztvevd fényut optikai uthossza megegyezik. A
hulldmoptika szerint mindenféle palyan haladhat a fény, de ott lesz nagy az amplitudé, ahol koriilbeliil azonos

fazisban érkeznek a hullamok.

Tikéletesen leképezd lencse Elmosodott
R keppont
(Anrv—korong)

. B S Emyé
Pontszeri -

fenviorras |
= | Jellemzé
kepimeret

—

[. (lencse és kép tavolsaga)
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i) A
Szognagyitds: — <. —. Azaz minden lencse megfelel egy résnek, amely —nagysdgui diffrakciét okoz. Ez azt

L D

jelenti, hogy a mikroszkép maximdlis felbontdsa: f—. A lencsére jellemzd ?hényadost numerikus apertiranak

D

nevezik. (Vannak mds definicidk is a numerikus apertiréra, pl: nsinc, ahol f-gﬂf = —. D/f tipikus értéke 0,3

f

koriili, de a maximalisan elérhetd felbont6képesség akar a hullaimhossz nagysagrendjébe esik.

Tavesd

A tavesovek konfokdlis (egybeesd fokuszponttal rendelkezd) Osszetett lencserendszerek. A tirgy a végtelenben van,
a kép is egy végtelen tdvoli pontban keletkezik. Laterdlis nagyitasrdl tehdt nincs értelme beszélni, csak
szognagyitasrol.

Mitrixoptikdval ugy lehet leirni, hogy egy fokuszdlds, majd szabad terjedés, majd még egy fokuszdlds megy végbe,
ez harom matrix szorzataként irhat6 fel. Formdlisan a fékusztdvolsdg végtelen, ha a két lencse kozotti tdvolsag

d=fi+ fa
[

Szognagyitas: |f|,1f22| = f_
1

Tavceso felbontdsa: —, ahol D a taveso lencséjének atmérdje (csillagaszati tdvesoveknél 10 m nagysagrendi).

D

A kiilonboz6 tipusu tdvesovekrdl:
» Kepler taveso (csillagdszati tavesd): két gytjtdlencse, d=f obj + ok

@

ez

* Qalilei-féle tadvesd (szinhdzi tdvesd): az objektivje gytijtdlencse, az okuldrja szérélencse, és d= f obj — f ok,

7z

egyébként ugyanaz, mint az el6z6.

* Newton-tdvcsd: hasonld elvi elrendezésa fentiekhez, 4m eziittal tiikrokkel megvaldsitva.
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parabola tiikor

* Cassegrian-tavcsd: szintén tiikros tdvesd, az alabbi elrendezéssel.

e

A tiikros tdvcsovek eldnyei a lencsésekkel szemben, hogy olcsébban, nagyobb atmérgjd tiikrok allithatéak eld,

ezaltal jobb felbontast lehet elérni. Valamint ugyanolyan felbontést kisebb méretii tdvcsével lehet elérni.

Optikai jelenségek a természetben, kausztikak

El6szor ejtsiink néhdny szot a kausztikakrdl. A kausztika jelentése: gorbesereg burkoléja. Az optikdban kausztikdk
akkor alakulnak ki, ha (kozel) parhuzamos fénysugarak esnek egy nem sik feliiletre. Emiatt alakul ki a szivarvany, a
tavakon naplementekor lathaté fényes sdvok, valamint a henger alaku iivegalkalmatossidgok aljan lathaté furcsa
fényfoltok.

Kausztika egy pohar aljanal

* A szivarvany: feltételezziik, hogy a vizcseppek gomb alakiak (nem teljesen igaz, de a jelenség 1ényegileg nem
véltozik sokat a gombtdl eltérd cseppalak esetén sem). Ha sok parhuzamos fénynyaldb érkezik rd egy iranybol,
akkor ezek a csepp hatdrdn megtornek, majd a cseppben haladnak, annak faldn (akdr tobbszor is) visszaverddnek,
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ezaltal (mivel a kiilonbo6zé szinti (frekvencidji) fénysugarak egy kicsit eltérSen tornek ugyanolyan torésmutatdji
kozegben is) a kiilonboz6 szinek szétvalnak, mashol 1épnek ki cseppbdl néhdny visszaverddés utan. Ha sok ilyen
cseppre esnek ugyanolyan irdnybdl érkezd parhuzamos fénysugarak, akkor a cseppekbdl a fény nagy része

ugyanolyan irdnyban jut ki, ezt latjuk szivarvanynak.

A szivarvany kialakuldsdnak vazlatos képe és egy lathato szivarvany

Nagyobb tavaknal, példdul mar a Balatonndl is lehet latni naplementekor a kovetkezd jelenséget: ha a vizre néziik,
fényes csikot 1atunk rajta, mintha a Nap rafolyt volna a vizre egy sdvon. Ennek oka, hogy a viz hullamzik, igy a

fénysugarak kiilonb6z6 irdnyba verddnek vissza a feliiletér6l, ahogy azt az alabbi dbra is szemlélteti:

A fényes savot azért latjuk, mert minden hullimnak van olyan része, ami a szemiink irdnydba veri vissza a fényt, igy

a sok kiilonbozd helyrdl szemiinkbe juté napfényt egy Osszefiiggd fényes sdvnak l14tjuk.

(1]
(2]
(3]
(4]
(3]
(6]
(71
(8]
[91

Cserti Jozsef (http://complex.elte.hu/~cserti/)

Feynman: Mai fizika 3., 7-8. old.

Feynman: Mai fizika 3., 10-12. old.

Feynman: Mai fizika 3., 16-17. old.

Optika és relativitdselmélet, 1. eladds, 16. oldal, (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O_SpR-1.pdf)
Optika és relativitdselmélet, 6. eldadds, 2. oldal (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O_SpR-6.pdf)
Optika és relativitdselmélet, 6. eldadds, 2. oldal (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O_SpR-6.pdf)
Optika és relativitdselmélet, 6. eldadds, 4. oldal (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O_SpR-6.pdf)
Optika és relativitdselmélet, 6. eldadds, 5. oldal (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O_SpR-6.pdf)

[10] Optika és relativitdselmélet, 7. el6adds, 5. oldal (http://complex.elte.hu/~cserti/okt/O_SpR-7.pdf)

[11] Negativ: éramutaté jardsdval megegyezd, pozitiv: dramutato jardsaval ellentétes.

[12] A teljes fejezet az Optika és relativitdselmélet 7. ordjanak f6lidibol lett osszedlltva

[13] Havancsdk Karoly: Mérések a klasszikus fizika laboratériumban, 188. old.

Tételek A Kklasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti targyaldsa | A relativitas elmélet alapjai | Egzaktul

megoldhaté fizika problémdk | Folytonos kozegek mechanikéja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
magnetosztatika, dramkorok | Elektrodinamika | Hullimegyenlet és hulldmoptika | Geometriai optika és alkalmazasai | A
kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti héttere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | K6lcsonhat6 rendszerek, mdgneses anyagok |
Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyensiilyi folyamatok leirdsa | Az asztrofizika alapjai
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A kvantumelmélet alapveto kisérletei

Hoémérsékleti sugazas és a Planck-torvény

A felmelegitett testek sugaroznak, mégpedig minnél nagyobb hémérséklettiek, anndl jobban. Az mar sejthetd volt a
XIX. szdzad végén is, hogy a h@sugirzds is az elektromdgneses sugirzds egy formdja, ezdltal rd is a
Maxwell-egyenletek érvényesek. Ez alapjan prébélta meg Rayleigh és Jeans levezetni a sugdzas energiastiriiségének
frekvencia szerinti eloszldsat. Ehhez egy zart dobozban elhelyezett test dltal kisugrdzott elektormigneses
all6hullamok egyenleteit irtdk fel, és kihasznéltdk az ekviparticié tételét is, mint a kiilonb6z6 frekvencidknak
megfelel6 oszcilldtorokra jutd energidt leiré formuldt. Az eredmények azonban nem voltak fényesek. A mérésekkel
csak kis frekvencidn egyeztek, tovabba a kapott eloszlds a nagy frekvencidk felé divergélt, nem volt normdalhat6. Ez

az ugynevezett ultraibolya-katasztréfa.

Max Planck-nak volt azaz 6tlete, hogy az oszcilldtor energia esetleg nem folytonosan vehet fel értéket, hanem csak

diszkrét csomagokban, ezaltal hibds az ekvipartici6 kihasznédldsa. A Planck éltal levezetett frekvenciaeloszlés:

8th uv?
¢ efhv _ 1

Ez j6l irja le a kisérleti eredményeket, tovabb4d normadlhatd, és kihozhatd belSle mdsik két fontos Osszefiiggés a

u(v) =

Stefan-Boltzmann-torvény, amely a teljes kisugérzott teljesitményt irja le:

u=oT*
B 8ok
7= 5@

Tovabbd kihozhat6 beldle a sugdrzdsi gérbe maximumanak hdmérséklet novekedés hatdsdra bekovetkezd eltolédésa

a nagyobb frekvencidk felé, ez a Wien-torvény:

kT
Umar = T:{:m
Fotoeffektus

Tobbek kozott Lénard Fiilop is vizsgdlta azt a jelenséget, amelyben egyes fémek UV fénnyel torténd

megyvildgitdsanak hatdsdra elektronok 1épnek ki a fémbdl. A kovetkezd megallapitdsokat sikeriilt tenni:

* A kirepiil§ elektronok sebessége nem az intenzitast6l, hanem a frekvenciatdl fiigg.

* A kirepiil§ elektronok szdma az intenzitdstdl fiigg.

* Bizonyos kiiszob frekvencia alatt semmilyen effektus nem mutatkozik.

A korabeli klasszikus elmélet szeirnt a fémbe behatol6 fény energidjat szedi 6ssze az elektorn és ezdltal tud kilépni.
Ennek utdnaszdmolva teljesen haszndlhatatlan eredményeket kapunk. A jelenséget csak gy sikeriilt megmagyardzni,
ha a fény kvantumokban éri el a fémet, és az 4ltal hordozott energidt egyben elnyeli az elektron, és az igy nyert
energia tobblete fedezi a kilépésimunkat és a visszamarad6 kinetikus energidt, ha azonban nem tudja fedezni a

kilépésimunkat, akkor semi nem torténik. A jelenség energiamérlege:

1
hy =W + ﬁmv2

A jelenséget Einstein magyardzta meg.
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Compton-effektus

Nagyfrekvencidji elektromdgneses sugdrzdsok anyaggal valé kolcsonhatdsidt vizsgdlva Compton arra a
megfigyelésre jutott, hogy a sugdrzds frekvencidja megvaltozik az anyagon val6 athaladaskor. A targyalt sugarzasok
energidja olyan nagy, hogy azok a kotési energiat messze feliilmuljak, ezért a folyamat szabad elktronon val6
szorodasként targyalhatd, teljesen klasszikus részecske szemléletben is. Felirva az energia és az

impulzusmegmaraddst, kiszdmolhat6 a hullimhosszvéltoz4s:

A
AN = 2,\05'11127‘3

Ahol A¢a foton eltériilésiszoge, Ag = ——a foton Compton-hullimhossza, amely annak a fotonnka a
mc

hulldmhossza, amelynek energidja megegyezik az elektron nyugalmi energidjaval. A fenti formula a kisérletekkel jo

egyezést mutat, és ezzel a fény korpuszkuldris természetét timasztja ala.

A Frank-Herz-kisérlet

Ebben a kisérletben gyorsitott elektronokat iitkdztettek ritka gidzzal. Az iitkdzés térmentes kornyezetben tortént, az
elektronokat repiilésiik végén galvanométerrel mérték, azaz gyakorlatilag a beérkezett elektronok szdmat hataroztak
meg. A kisérletben a gyorsit6 tér nagysdginak fiiggvényében vették fel a mért dramerdsséget. Az eredmények szerint
bizonyos helyeken az dramerdsség maximumokat, majd erSs visszaeséseket mutatott, és ezek a maximumok
szabdlyos kozonként kovették egymadst. A jelenséget igy lehetett magayrdzni, ha feltessziik, hogy az energiadtadas
csak bizonyos energidkndl torténik meg az atomok és az elektronok kozott. Ha nincs energia dtadds, az iitkozés
rugalmas, ha van akkor rugalmatlan. Ebbdl az a kdvetkeztetés vonhaté le, hogy az atomok elektronjai nem lehetnek
tetsz6leges energidju allapotokban, azaz nem nyelhetnek el tetsz6leges energiat, tehit a megengedett energiaszintjeik
diszkrétek.

A Rutherford-Kisérlet

Ebben a Rutherford altal vezetett kisérletben arany félidt bombaztak alfarészecskékkel és vizsgaltdk azok eltériilését
kezdeti irdnyuktdl. Egyszer a vizsgdlatokat az alfarészek érkezésének irdnyabol is megvizsgaltdk, és arra a
megdobbentd eredményre jutottak, hogy ugyan ritkdn, de el6fordul, hogy az alfarészecskék visszapattannak a
foliardl. Ismert volt hogy az atom kiviilrél elektromosan semleges, ugyanakkor tartalmaz elektronokat, amibdl az
kovekezik, hogy valamilyen pozitiv toltésnek is jelen kell lennie a magban, hogy milyen forméban, az még vitatott
volt. Rutherford eredményei alapjan azt lehettt kiszdmolni, hogy ez a pozitiv toltés az atom mretéhez képest kis

helyen, €s nagyon sfirin koncentrdlédik az atomban. Egyszerti Coulomb-téren (sztatikus elektromos téren) vald

sz6réddsi szamoldsokbdl értelmezni lehetett a jelenséget.

Atommodellek

Rutherford kisérlete alapjdn maga is kidolgozott atommodellt az dltala leirt szerkezettel 6sszhangban. A Naprendszer
anal6giajat hasnzalta, gy képzelte el, hogy az elektronok a pozitiv mag koriil keringenek, és graviticiés helyett az
elektromos erd tartja ket palyan. Ez a feltevés azonban igen rovidéletd volt, hiszen a klasszikus értelmezésben az
elektron korpdlydn haladva sugidroz, aminek kovetkeztében energidt veszit, és egy idé utdn beleesik a magba,
tovabba az igy kisugdrzott spektrum folytonos kéne legyen, a valdsdgban azonban vonalas spektrumokat figyeltek
meg.

Ezen vonalas spektrumok leirdsara tapasztalati torvényt sikertilt felirni:

1 1
v=R(z-ma)
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Ezeket a vonalakat nem sikeriilt megnyugtatéan megmagyardzni, azonban Niels Bohr-nak sikeriilt ezeket 6sszhangba
hoznia a Rutherford-kisérlet eredményeivel és egy atommodellbe egyesitenie a jelenségeket. Feltette a kdvetkezd

posztuldtumokat:

* Az atomban mozgd elektronok csak diszkrét palydkon mozoghatnak, a palydkhoz tartozé impulzusmomentum
csak diszkrét értékeket vehet fel.

» Ezeken a palydkon tartézkod6 elektronok nem sugdroznak, sugarzas csak két fentebb definialt palya kozotti
atmenetkor torténik.

* Az 4dtmenetkor kisugdrzott foton energidja a két palya energidjanak kiilonbsége.

Ezeknek a feltételezéseknek Bohr nem tudott hétteret biztositani, azonban szdmos jelenséget meg tudott veliik
magyardzni annak ellenére, hogy a klasszikus gondolkoddstdl teljesen idegennek hatottak. A vazolt elmélet azonban
a Hidrogén, és az ahhoz hasonlé alkalifémek spektrumait igen j6l leirta. Ertelemzni lehetett vele a
Frank-Hertz-kisérlet eredményeit is. Azonban az elméletnek igen jelentds korldtai voltak: gyakorlatilag kvantitative
csak a hidrogénre adott j6 leirdst a tobbi atomra nem, és a spektrumvonalak intenzitdsa sem jott ki. Tovabba a
spektrum finomszerkezetét sem magyardzta meg, és az impulzusmomentum fiiggését a kvantumszdmoktdl is rosszul

adja meg. Ennek ellenére alapvetd jelent6sége volt a mikrovildg kutatdsanak fellendiilésében.

A de Brogile hipotézis és a Davisson-Germer-kisérlet

Planck foton hipotézise alapjdn de Brogile arra az elméleti feltevésre jutott, hogy nem csak a fény, de az anyagi

alkotdk is hullimtulajdonsdggal rendelkezhetnek, és a hozzajuk rendelhetd hullimhossz:

Ezt az elméleti Otletet tdmasztotta ald Davisson és Germer kisérlete, amelyen a kistdlyos anyagok vizsgalatanal

jolbevilt Bragg-féle diffrakcids képletet tudtak igazolni elektronokra is:
nA = 2dsinf

A feltétel alapjan n egész értékeire erdsitést kell latni az interferenciaképben. A kisérleteket Nikkel kristdlyon
végezték, amelynek simert volt a d racsallanddja, és de Brogile hullimhossz képletét felhaszndlva ismert energiaji
elektronokra valéban j6 egyezés mutatkozott. Ez a kisérlet alapvetd fontossdgi az anyag hulldmtermészetének

igazoldsaban.

A Stern-Gerlach-kisérlet

Ismert volt klasszikus elektrodinamikdbdl, hogy a toltott részecskék eltériilnek mégneses térben. Ismert volt az is,
hogy a kordramokhoz mdgneses momentum rendelhetd, igy azok is kolcsonhatnak a mdagneses térrel. Stern és
Gerlach tulajdonképpen a Bohr-elméletet kivanta tesztelni, ugyanis a joslat értelmében az elektron palyaihoz tartozé
impulzusmomentum csak diszkrét értékeket vehet fel, amibdl az is kovetkezik, hogy ehhez diszkrét magneses
momentum tartozik. A kisérletben eziist atomokat inhomogén magneses térben téritettek el. Eredményiil azt kaptak,
hogy az atomok a klasszikus folytonos eltériilés helyett diszkrét sdvokba rendez8dtek, ami a Bohr-féle kvantéltsdgot

tamasztotta ala.

A késébbiekben megvizsgaltak a kisérletben, hogy mi torténik ha elektronokkal (vagy hidrogén atomokkal) végzik el
a kisérletet. Ekkor is kvantéltsag jelentkezett az elhajldsi képben, ami arra vezetett, hogy a részecskéknek van
valamilyen sajat magneses momentumként viselkedd jellemzdje is. Ez vezetett a spin fogalmanak kialakuldsahoz. A
késd6bbiekben megmutattdk, hogy az atommagnak is van kvantdlt migneses momentuma, ami a magspinbdl

szarmazik.




A kvantumelmélet alapvetd kisérletei 101

Az Einstein-de Haas-kisérlet

Ebben a kisérletben egy felfiiggesztett ferromdgneses hengert vizsgaltak, amely egy tekercsben helyezkedett el, és
torzids forgdsra volt képes a felfiiggesztés koriil. Ha a tekercsre elektormos impulzust adtak, a ferromagnes elfordult.
Azonban az impulzusmomentum megmaraddsdnak értelmében valaminek el kellett vinnie az impulzusmomentum
ellentétes irdnyu részét. Az eredményeket csak ugy tudtdk megmagyardzni, ha feltételezték, hogy az elektronok
spinje ugyanolyan természetdi, mint a klasszikus impulzusmomentum, és a mégneses hatdsa is van. A kvantitativ
elemzésekbdl kideriilt, hogy egy kettes faktor kiillonbség van a klasszikus kordram értelemzés és a mérési

eredmények kozott. Ez egy djabb érv volt a kvantummechanikai tdrgyalds sikeressége mellett.

A Zeeman-effektus

A spektrumvonalakat magneses térben vizsgilva Zeeman arra a megfigyelésre jutott, hogy azok kiillonb6zd szamu
vonalakra hasadnak fel a magneses tér nélkiil lathaté egyes vonalakbdl. A jelenséget igy magyardztdk meg, hogy
alapesetben a vonalak azonos energidju elektron konfigurdcioknak felelnek meg, amelyek ezért nem
kiilonboztethetbek meg egymastdl. Magneses térbe helyezve azonban ez a degenerdcid (egybeesés) megsziinik,
hiszen minden kvantumszdmban kiilonbozniiik kell az elektronoknak, és a vonalak felhasadnak (dltaldban pératlan

szamu alvonalra).

Ha a pérositatlan spind elektronok dtmeneteit vizsgaltdk, akkor azonban még az el6z6 mddszerrel sem lehetett
értelemezni a jelenséget, hiszen a kisérletek idején még nem volt ismert a spin, ezért ez utdbbi, paros

felhasaddsokkal jaré effektust anomalis-Zeeman effektusnak neveztél el.

Az elektron adatainak mérése

Az elektron fajlagos toltésének mérése: a Thomson-kisérlet

z oz

Tegyiik fel, hogy a VokezdGsebességli, adott fajlagos toltésti részecske a VOsebességre merdleges B

indukciévektorral jellemzett magneses térben mozog és az eltériilés kicsi. Ekkor a gyorsulds kozelitleg allando,

qvoB

merbleges a sebességre, és nagysdga: a = . Ha magneses tér helyett annak irdnydra és a részecske

sebességének irdnydra merdlegesen homogén, kelléen kicsi elektromos teret kapcsolunk be, akkor a részecske

ugyanolyan irdnyban tériil el kozel dlland6, a = Ig—gyorsula’lssal. Ha ezt a két teret egyszerre alkalmazzuk
m

megfelels erdsséggel, akkor elérhetd, hogy a részecske ne tériiljon el.

& kondenzator o
| elteriles o« e/m

(+) toltes

-
izzc’:katﬁ

vesek (-) toltes
(kollimatorok) [ szcens

A Thomson-kisérlet vdzlatos elrendezése

Thomson 1897-ben a kovetkezé mddon hatdrozta meg az elektron fajlagos toltését:




A kvantumelmélet alapvetd kisérletei 102

Megmérte egy adott sebességii elektronnyalab eltériilését a sebességre merdleges elektromos térben:

1 d?
-1 ()eL,
2 \m Vo
(mivel kortilbeliil d/’ Upideig 4llandé gyorsuldssal repiil az elektron), majd a Y0-ra és Fi-re meréleges Bindukcigju

térrel visszadllitotta a nyaldbot eredeti helyzetébe. Ekkor a két tér sebességszlir6ként miikodik, csak a: tp =

| =

sebességli részecskék haladnak tovdbb egyenesen. Ezt felhaszndlva a sebesség bejovd elektronok sebessége

kikiiszobolhetd az eltériilési képletbdl:

1 d*B?
=5 (L)
2 \m E?
Ebbdl kifejezhetd a fajlagos toltés:
q _ 2yE
m  d?B?’

Az elektron toltésének és tomegének mérése: A Millikan-kisérlet

cover
.:—l
] | i
2 lspra microscope
several thousand - = t+ m
Volts =4 L.'

— uniform electric field

A Millikan-féle berendezés vazlatos rajza

Cél: az elektromos tér véltoztatdsaval és a nehézségi er6 kimérésével meghatdrozni az elektron toltését. Millikan
ehhez két fémlemez kozé juttatott olajcseppeket (az olajcseppek porlasztiskor toltéshez jutnak). A lemezek kozotti

fesziiltség valtoztatdsaval a toltott cseppek toltését a kovetkez6képpen mérte meg:

A folyamat kezdetén — mivel ekkor még nem aktivaljuk az elektromos mez6t — az olajcseppek szabadon esnek a
lemezek kozott. A cseppek rovid id6 alatt elérik a végsebességiiket a kamraban 1évé levegdrészecskékkel vald
itkozés kovetkeztében 1étrejovd strlddds miatt. Ekkor aktivéljuk az elektromos mezdt, és ha az megfelelGen nagy,
néhany részecske (a toltéssel rendelkez6k) emelkedni kezdenek (mivel a rajuk haté F £ elektromos mez6 altal az
olajcseppre kifejtett, "felfel€" hatd eré nagyobb lesz, mint a "lefelé" haté G nehézségi erd). Egy megfelelének tlind
olajcsepp kivélasztidsa és a mikroszkop latémezejének kozepére mozgatdsa utdn a fesziiltség kikapcsolgatdsaval
elérjiik, hogy a kivdlasztott cseppen kiviil minden mds csepp leessen. A kisérlet tovabbi részében tehdt mar csak

ezzel az egy cseppel dolgozunk.
A kivdlasztott cseppet hagyjuk, hogy szabadon essen. Kis tomegébdl kifolydlag gyorsan eléri a végsebességét,
amikor mdr nem hat rd elektromos erd, vagyis a graviticids erd kiegyenlitddik a kozegellendlldssal, ami
meghatdrozhat6 a Stokes-torvénybdl:
Fy = 6mrnn
ahol v | & csepp végsebessége,  a levegd viszkozitdsa, r pedig a csepp sugara. A stlyat a kovetkez6 képletbdl

szamoljuk (beleszdmitva a felhajtSerdt):
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4 3
FG’ = E‘H—T g(p - plevegu}
Ezt a két er6t kiegyenlitve a csepp sugardra a kovetkez6t kapjuk:
2 _ 9nvy
QQ(P - Plevegﬂ)

Most bekapcsoljuk az elektromos teret, és olyan erdsre allitjuk, hogy a csepp egy Uj v, sebességgel emelkedjen. A ra

hat6 erdk: graviticio, a Stokes-ers €s az elektromos erd:

v
Fp= GE:::GEE
ahol a V a fesziiltség, a d pedig a két lemez kozotti tdvolsag. A harom erd kiegyenliti egymast:
Fp=Fg+ Fk
ha behelyettesitjiikk az el6z6 mérés ereményét, akkor megkapjuk a csepp toltését:
6y
1= (v1 + v2)

Millikan azt tapsztalta, hogy a kapott q értékek egy bizonyos érték tobbszorosei, ez pedig az elektron toltése:
g =1.602-107C
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A kvantummechanika elméleti hattere

A XIX. és XX. szdzad forduléjan felhalmozodott kisérleti tapasztalatok abba az irdnyba mutattak, hogy az atomi
szinteken mérhet6 fizikai mennyiségek a klasszikus szemlélettel szemben diszkrét értékeket vesznek fel folytonos
helyett. Ez sziikségessé tette olyan matematikai formalizmus bevezetését, amelyt6l nem idegen a diszkrét értékek

megjelenése. Heisenberg, Dirac és Schrodinger voltak a formalizmus kialakuldsanak legnagyobb tttor6i.

A kvantummechanika matematikai alapjai

A kvantummechanikdban a fizikai mennyiségekhez operatorokat rendeliink. Az 4ltalunk mérhetd értékeket a fizikai
mennyiség operatoranak sajatértékeivel azonositjuk. Mivel az altalunk mért értékek valdsak, ez azonnal megkotést

ad az operatorokra: azoknak onadjungaltaknak kell lenniiik:

A=Af

Az adjungélt operatorra definicid szerint:

(Alulvy = (u|Av)[1]
a Hilbert-tér barmely u,v elemeire. Ez méatrixreprezentdciéban a transzpondlt komplex konjugaltjat jelenti.
A klasszikus mechanikdban a kanonikus formalizmus igen koherens és logikus targyaldsmédot jelentett, ezért ezt
tovabb visszilkk axiéma szerien a kvantummechanikdban, és megkoveteljik a klasszikusan fennédll6 kanonikus
relacidk teljesiilését. Klasszikusan az anyagi rendszer helykoordindtdkkla jellemezziik, az impulzust a a
helykoordinatakhoz konjugélt mennyiségként vezetjiik be:
dL
Dy = 75—
gy,
Axiomatikusan megkoveteljiikk, hogy a hely és az impulzus operdtora teljesitse a kovetkezd, Heisenberg-féle

felcserélési relaciokat:

h
[Pks fi’f] = ;If'm
[Pk:pf] =0
['gk! QI] = D

Itt a [a, b] = ab - ba, kommutator, 5;.-,fpedig a Kronecker-delta.

Analégia a Poisson-zardjelek és a kommutatorok kozott (*)

A Kklasszikus mechanikdbdl ismert Poisson-zardjelek szerepe nagyon hasonlit a kvantummechanikai

kommutatorokéhoz, hiszen ha visszaemléksziink:

{pi,p;; =0
{gi,q;} =0
{pi, g5} = 05
A Poisson-zérjelekkel felirva egy mennyiség id6fejlédését a kotekez6t kapjuk:
du  Ou
— = —+{u,H
a = o il
ahol a Poisson-zdrdjel definiciéja:
dadb  da b

(.0} = 5,90 ~ 9p o

ahol a és b az altalanositott kooridnatdk és impulzusok fiiggvénye.
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Ez kisértetiesen hasonlit a kvantummechanikai Heisenberg-képben az operdtorok id6fejlédését leir6 egyenletre (1asd
lejjebb).

Kvantummechanikai reprezentaciok

A fenti megkotéseket tobbféle reprezenticidban ki lehet elégiteni, Schrodinger hullimmechanikat épitett ra,
Heisenberg hermitikus matrixokkal dolgozott. Elvileg integrdloperdtorokat is haszndlhatnank, de azokkal bonyolult
szdmolni. Tradiciondlisan a differencial-egyenletek megoldasi apparatusa volt készen, ezért ezzel dolgoztak nagyon
sokdig. Kés6bb megmutattik, hogy a kiilonboz6 targyaldismddok ekvivalensek. A tovdbbiakban a Schrodinger-féle

reprezenticiéban dolgozunk. Schrodinger a kovetkezd operatorokat vezette be:

q=q
Y
p_iz‘i‘q

Ennek akkor van értelme, ha az operitorok valamilyen folytonos fiiggvényre hatnak. Ezért ebben a reprezentaciéban
a rendszert a koordinataktdl fiiggd hullamfiiggvénnyel adjuk meg. Beldthatd, hogy a bevezetett felcserélési relacidkat
teljesitik a bevezetett operdtorok. A bevezetett hulldmfiiggvényre tovabbi megkotéseink vannak, ha A valamilyen

fizikai mennyiség operatora, akkor fennall a kovetkez6 sajatérték-egyenlet:
A =\

Ennek csak azon wmegoldésait fogadjuk el, amelyek egyértékiiek, folytonosak, és négyzetesen integralhatdak,
ezeket a fiiggvényeket nevezhetjilk reguldris fiiggvényeknek. A tovdbbiakban a reguldris megolddsokra, mint

sajatfiiggvényre, az ezekhez tartozé Aparaméterekre, mint sajatértékekre hivatkozunk.

A hullamfiiggvény valoszintiségi értelmezése

A rendszer éllapotdra bevezettiik a hullimfiiggvényt: W (EI . f). Ennek abszoliit érték négyzete meghatdrozza a
koordinataértékek valdszintiségének eloszlasat, masképpen |tn'i'l:£j', f) |2dij"meghatérozza, hogy a dq elemben
mekkora a valdszinlisége a q koordinataértékek eléforduldsanak. Specidlisan pontrendszerek esetén visszakapjuk a
klasszikus koordindtavektorokkla val6 jellemzést: § = {?“1, ey ?"N) =7, Bz az értelmezés, hozzavéve azt a
tapasztalatot, hogy egy részecskét az idedlis detektor valahol mindig megtaldl, adja a norméldasi feltételt, vagyis hogy

a hullamfiiggvény teljes térre vett integralja 1.

Koppenhagai axiomak
A fentiek szerint a hullamfiiggvény valdszinliséget ir le, és a fizikai operdtorok rajta sajatértéket vesznek fel
méréskor. Ezen fogalmak 6sszekapcsoldsanak értelmezésére a kovetkezbket vezetjiik be:

* Ha adott fizikai mennyiséget akarunk megmérni, az eredmény csak annak valamely sajatértéke lehet.
* Ha tobbszori mérést végziink, és a rendszer a fizikai operator sajitallapotdban van, akkor a sajatallapothoz tartoz6
sajatértéket mérjiik, ha nincs sajatallapotban, akkor a hullamfiiggvényt ki kell fejteni a sajatértékek bazisan, és a

kifejtési egyiitthatok négyzetei adjak az adott sajdtértékek mérésének valésziniliségeit:
|¢*} - Z Q’n|¢n}
n
2
P(A=ay) = |ay]
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A kvantummechanika mértékinvarianciaja

A (Q)és tn{'(ﬁﬂ Eixhullémfi‘lggvényt fizikai szempontbdl egyenértékiinek tekintjiik mivel abszolit értékiik
megegyezik, Xegy tetsz6leges fiiggvény. Ezen transzformacidk az U(1) csoportot alkotjdk.

A Schrodinger-egyenlet
(*A levezetés csak a kitekintés kedvéért szerepel itt)

Az axiomatikus felépitésben érdemes megjegyezni, hogy igen kevés alapfeltevésbdl eljuthatunk a
kvantummechanika taldn legalapvet6bb egyenletéhez, a Schrodinger-egyenlethez. Az elézbekben bevezettiik a
hullamfiiggvényt. Erre a sajatérték egyenlet alapjdn kiréttuk a regularitdst, amely alapjin a fiiggvény négyzetesen
integralhaté. Teljesen jogosan vérhatjuk el, hogy ez minden id6pillanatban teljesiiljon a hullimfiiggvényre, azaz az
idéfejlddés megtartja a normat. Vezessiink be egy kezdetben tetsz6leges G(t) id6fejleszts operatort. Ez az operétor
a hullamfiiggvényt r id6vel késdbbi allapotdba viszi at. Koveteljilk meg, hogy ez a transzformacié fiiggetlen legyen
attdl, hogy ez az eltolds milyen kezdGponthoz képest térénik, azaz legyen idéeltolasi szimmetria. Ez teljesen anal6g
a klasszikus mechanikdndl tapasztaltakkal. Végiil koveteljik meg, hogyha két egymds utdni transzformaciot
(id6fejlesztést, pl t1és to) végziink, az ekvivalens legyen egyetlen, az iddkiilonbségek Osszegével jellemzett

idé6fejlesztéssel ( t3 = t1 +12). Mdsszéval az idéfejlodés egyparaméteres csoportot alkot. A fentiekbSl némi
algebrai 4dtalakitasokkal, és a normafeltétel kihasznédldsaval beldthatd, hogy a G operator unitér, azaz az adjungaltja
az inverzével egyenld. Tovabbi algebrai 4atalakitidsokkal, és az egyparaméteres csoportok azon tulajdonsagat

kihaszndlva, hogy felirhatéak egy masik exponencializalt operator segitésével kapjuk a kdvetkezd Osszefiiggést:

G(t) =e
G unitérségébdl belathatd, hogy Z anti-hermitikus, azaz sajatértékei tisztan képzetesek. Vezessiik be ennek az

operatornak az i-szeresét, ez mar hermitikus lesz, és a sajatértékei valosak lesznek:

S=i-7Z
Mivel ¢ dimenzidja s, ezért S dimenzidjanak 1/s-nek kell lennie. Onkényesen bevezethetiink egy masik hermitikus
operatort, amelynek a dimenzidja Joule:

1
S=-H
h
Ekkor G alakja:

G(t) = e '+H
Egy tetsz6leges Vokezdéfeltételbd] inditva:
w(t) = e "HP(0)
Derivdljuk ezt le id6 szerint, és szorozzuk be th-al:
. d
i (t) = Hy(t)
Ez az egyenlet a Schrodinger-egyenlet. Itt azonban még nem deriilt ki, hogy H micsoda. Beldthat6, hogy ez a
Hamilton-operatora lesz a vizsgalt rendszernek. Az igy nyert egyenlet linedris, azaz a hullimfiiggvényre érvényes a

szuperpozicio elve: ha '1és 1'2a rendszer lehetséges allapotai akkor 1 = ayihy + ag1ais az. Tovabbd feltssziik,

hogy gs a- T.l{'ugyanazt az allapotot irja le (a valés). Ezek koziil a normalassal tudunk kivalasztani egyet.
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Heisenberg-kép

Az el6z6 levezetésben természetesen adddott, hogy a hulldimfiiggvény id6fiiggd, és ezért nem volt sziikség arra, hogy
az operatorokrdl feltegyiik, hogy id6fiiggéek. Ezt a targyalasmddot, hogy az id6fiiggés a hullamfiiggvényben van

7z

Schrodinger-képnek nevezziik. Vizsgaljuk meg egy A operator idgatlagat:

At)= [ w0 Av(t)dt = WO

Itt bevezettiik a bra-ket jelolés rendszert. Irjuk be az id6fiiged hullimfiiggvényeket mint a kezd&allapot és az arra

haté id6fejlesztd unitér operdtort G szorzatat:

A(t) = W(0)|G () AG(1)[1(0))
A bels6 operétor szorzatot elnevezhetjiik egy Uj id6fiiggd operdtornak. Ezt az id6fiiggd operdtort tekinthetjik A

Heisenberg-képbeli reprezenticidjdnak. Az operdtorok idofiiggését leiré egyenlet:

dA DA
ﬂ_ﬂﬁﬂ+8t

Hatarozatlansagi-elv

Ha adott egy operdtor, amelyet hattatva a rendszer hullimfiiggvényére az sajitértéket vesz fel, akkor azt mondjuk,
hogy az az operdtor sajatallapota, ekkor az értéke hatdrozott, a sajatértéket veszi fel. Ha ez nem teljesiil, azaz a
hullimfiiggvényen nem vesz fel az operdtor sajatértéket, ekkor az értéke hatdrozatlan. Ha két operdtor kommutil,
akkor létezik olyan hullimfiiggvény, amelyen mindkettd sajitértéket vesz fel. Azok az operdtorok, amelyek

egymdssal nem kommutdlnak egy igen alapvet6 Osszefiiggésnek tesznek eleget. Definidljuk a kozepes eltérést:

AO = /(0 - D)
Ekkor két hermitikus operatorra fenndll, hogy:

1
ANWAO, > §|[01: 02”

Szavakban megfogalmazva: két felnemcserélhetd operdtor értékét nem lehet egyszerre tetszSleges pontossdggal
megmérni. Mérésnek tekintiink minden folyamatot, ahol klasszikus és kvantumos objektumnak torténik
kolcsonhatdsa. A mérésnek elvi korldtja van. Ezt az Osszefiiggést nevezziik Heisenberg-féle hatdrozatlansagi

relacidnak. A leghiresebb a hely és impulzusra vonatkozé reldcio:

h

Az energia-id6 hatarozatlansagi relacio

Az energia és 1d6 kozti hatdrozatlansagi relacié az el6z6 sémdba nem illik bele, mert az idSének nincs operdtora. A

kvantummechanika korai alapitéinak is vildgos volt, hogy egy

h
AFEAL > 5

alaki relacié fenndll, de nem volt rogton vildgos, hogy mi AL, A gyakorlatban ez a relaci6 pl. azt jelenti, hogy egy
rovid életidejli allapot energidja csak nagyon gyengén hatdrozott. Az éllapot élettartama azonban nem egy, az
allapothoz rendelhetS operator. Egy valamivel precizebb megfogalmazis a kovetkezd. Egy Wallapotban egy B

mennyiségre fenndll a kovetkezd relacid:

Ao B
%E@ =)
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Hullamcsomag

A részecskék hulldmtermészete a de Broglie hipotézis 6ta benne volt a levegSben(ldsd A kvantumelmélet alapvetd
kisérletei). A Schrodinger-egyenletnek vannak sikhullim megolddsai, de ezek nyilvdn nem azonosithatéak egy
részecskével, mert egydltalin nem lokalizdltak. A sikhullim-megolddsokbdl azonban hullamcsomag alkothato,

matematikailag egy Fourier-integrdl formdjaban. Az egyszeriiség kedvéért egy dimenzidban:

Q@Jy:fqmémﬂﬁmﬁ

Ezen integral értéke azokon a pontokon lesz nagy, ahol az exponencidlis tag nem tul erésen oszcilldl, hiszen ha tdl
erSs az oszcillicié, az integrdl kiegyenlitédik és nulldt kap. Tehat ott lesz nagy az integrél, ahol kx — wikozel
konstans, vagyis:
d dw
— (kr —w(k)l) =2 — —=t =0
o (k2 — w(k)t) :

Ez hasonlit a tomegpont x=vt képletére, igy a klasszikus sebesség hullimmechanikai megfelelGje a csoportsebesség:

Uesop = grad (w)

Az impulzusmomentum operator
Klasszikusan az impulzusmomentum a kovektez6 osszefiiggéssel van definidlva:
L=rxp
Ezt vissziik at az operatoros reprezentdcidba, a hely és impulzus operdtorokat beirva. Egyszer behelyettesitésekkel

igazolhat6ak az alabbi képletek (amelyek nem csak a z komponensre dllnak fennt, a tobbire csak permutélni kell az

indexeket):
h d d
L! = — _ — Yy—
T (Iay y&x)
[L..L,] = ihL,

L’ =L+ L] + L
L felcserélhetd barmelyik komponensével. Ebbdl kovetkezik, hogy van kozos sajatfiiggvényiik. Polarkoordinatas
attérés utdn a sajatérték probléma megoldhatd, eredményiil megkapjuk a sajatfiiggvényeket és a sajatértékeket. A z

komponensre:
A=mh
Uy, = A
Az impulzusmomentum négyzetére:
A=HI(1+1)
Vi = sinlmlﬂﬂm(cosﬂ)eim“b
Itt P a médositott Legendre-polinomot jeloli, maga a sajatfiiggvény az tigynevezett gdombfiiggény, amely a két térbeli

sz0g, és két masik egészszdm fiiggvénye. Ez utébbiak felelnek meg mdagneses- és mellékkvantumszdmnak a

hidrogénatom esetében.

A Schrodinger-egyenlet szeparalasa

Amikor a Schrodinger-egyenletet centrélis potencidlban oldjuk meg, a potencial cska a sugar abszolutértékétdl fiigg.
Polarkoordinatds targyaldsban érezhetd, hogy a sugarfiiggd rész levalaszthaté a szogfiiggd részt6l. Ez valdban igy
van, a hullimfiiggvénynek van szorzatalaki megolddsa, amelyben a sugarfiiggés levalasztédik. A
Schrodinger-egyenletbe visszairva az két egyenletre esik szét. A szogfiiggés az impulzusmomentumndl bevezetett

sajatfiiggvényeket (gombfiiggvények) és sajatértékeket adja, ez tehat minden centrélis erSteres problémara ugyanaz.
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Egy specidlis potencidlra, a hidrogénatomra, az integralhat6 probléméknal kidolgozzuk a megoldast.

A spin és a Pauli-egyenlet

A kisérleti bevezet6ben emlitésre keriilt Stern-Gerlach-féle kisérlet, amely tulajdonképpen a benne dathaladé
részecskék impulzusmomentumat méri. A kisérletek csak gy értelmezhet6ek ellentmonddsmentesen, ha
feltételezziik, hogy a részecskéknek van sajat impulzusmomentumuk is. Ezt spinnek nevezziik, és az S operatort

rendeljiik hozza.

Az eddigi targyaldsokban nem voltunk tekintettel erre a mennyiségre. Tudjuk, hogy van a részecskéknek
impulzusmomentuma (L), ezt megkiilonboztetésiil pdlyamomentumnak nevezziikk mostantél. A két momentum

Osszegére bevezetjiik a teljes mpulzusmomentumot: J = L + S. A palyamomentumnak ismertek a sajatértékei, a

spinrdl pedig a kisérletek alapjan beldthat6, hogy két féle értéke lehet: 4 §és - §

A magneses hatds lefrdsahoz a palyanyomatéknal elég volt a klasszikus analégia:

£
M=--—L
2me
A spinhez tartozé migneses momentumot a kisérletek alapjan:
&
Mg=-—8
mc

definidlja. Ezt a Schrodinger-egyenlet nem tartalmazza, azonban a pontos leirdshoz sziikséges ennek
figyelembevétele. Mivel a spin kétféle értéket vehet fel, és érvényes a szuperpozicié elve, ezért bevezetiink két
rész-hullamfiiggvényt amelyek linedrkombindcidja adja a teljes hullamfiiggvényt, az egyiitthatok pedig a
spinsajatfiiggvények (pl.: (1, 0) és (0, 1) ha vektorkénnt reprezentdljuk Sket). A magnesestérrel valé kolcsonhatast
klasszikus analdgia alapjan adjuk hozzd a Schrodinger-egyenlethez. Ismert klasszikus mechanikdbdl a ponttoltés

mozgasegyenlete (H a mégneses tér):

mu = —e (E—i—lva)
C

Beldthatd, hogy ezt a mozgasegyenletet elallité Hamilton-fiiggvény (ez most masik H):

H = — (p+ EA)E (r)

= — - —ed(r
om \P T ¢

Ezt operétorrd alakitva betessziik a Schrodinger-egyenletbe, és a hullimfiiggvényként a spint is figyelembe vevd

hulldmfiiggvényt tekintjiik:
d 1 e 2
ih-Za(t) = —(g( +—A)) — e®(r) | w(t
2= |5 (o (p+ )] it
Az igy kapott egyenlet a Pauli-egyenlet. Felbukkantak a Pauli-métrixok ( &, pontosabban a képletben a 3 matrixb6l

képzett vektor 4ll, é€s a mellette zardjelben szereplé mennyiséggel skaldrisan kell szorozni, hiszen az is egy vektor).

Ezek a spinnek az algebrdjdban szerepet jatszé 2x2-es matrixok, veliik irhatdak fel a spinoperatorok is:

S, = g%
h

Sy = EI'_Ty

S. = gcr;

A métrixok explicit alakjait 1dsd itt (%],
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Korrespondencia-elv, Ehrenfest-tétel

Az eddigiekbdl lithatd, hogy a kvantummechanika miikodése és felépitése nagyban kiilonbozik a klasszikus
lefrast6l, a klasszikus torvények nem alkalmazhatéak véltozatlanul a mikrovildg leirdsdra. Azonban a
kvantumelméletet, mint mélyebb elméletet tekintve felmeriil a kérdés, hogy nem tartalmazza-e valamilyen médon a
klasszikus torvényeket. A valasz az, hogy igen, a klasszikus rendszerek felfoghat6ak sok kvantumszamu Osszetett
rendszerekként, ezért a kvantumosan megfogalmazott torvényeknek nagy kvantumszdmokra torténd (illetve a
Planck-édlland6val zérushoz tarté) hatdratmeneteit kell ekkor vizsgdlnunk, és az allitds az, hogy ekkor visszkapjuk a
megfelel6 klasszikus torvényeket. Ezt az Aallitdst korrespondencia-elvnek (megfeleltetési-elv) nevezziik, és
megfogalmazésa Niels Bohr nevéhez kot6dik.

A korrespondencia-elv egyik ékes bizonyitéka az Ehrenfest-tétel. Tekintsiik egy fizikai mennyiség operatoranak
véarhat6 értékét:

0 = (¥/O]y)
Szamoljuk ki ennek id6beli valtozdsat a Schrédinger-egyenlet alapjan. Ekkor levezethetd, hogy abban az esetben,

amikor az operdtor nem fligg az id6t6l (minden id6fiigés a hullaimfiiggvény valtozdsa miatt torténik), akkor a
kovetekzb formula érvényes:

dO 1
= _(|[H, O]|v
= 2 (u][E, O]|)
Ha O helyére a hely vagy az impulzus operdtorat irjuk, a kovetkezd ismerSs Osszefiiggéseket kapjuk:
iz, OH
— = Wl —¥)
dt Pz
dp,

oH
—_ = I ——afy
dt il Oz V)

Ezek a klasszikus mechanikabol ismert kanonikus egyenletek.

Ha egy pontrészecske mozgdsat leir6 Hamilton-operatort tekintjiik, amely potencidlt is tartalmaz:

1
H=_(p;+p.+p.)+V(z,y,2)

2m
Akkor a helykoordinatikra a kovetkezd kifejezés adodik:
d’T av
m——=—
dt? dx

A baloldalon a gyorsulds, a jobboldalon a hat6 erd ismerhetd fel, azaz visszakaptuk a Newton-torvényt. Amennyiben
a potencial lassan valtozik, sorfejtést alkalmazhatunk AZszerint, és akkor a kovetkezd eredményt kapjuk:

d°T av
2~ o7

azaz lassan valtoz6 potencidl esetén elég a koordindta értékeket dtlagolni. Tulajdonképpen ez felel meg a klasszikus

T

torvényeknek: amikor a tdvolsdgok kicsik a véltozé potencidlvéltozdshoz képest, akkor beszélhetiink klasszikus
részecskérdl, mert nem kovetiink el nagy hibét (a sorfejtésben csak a vezetd tag nagy), azonban atomi mércén mar
szdmos tag jelentds a sorfejtésben, ekkor a klasszikus szdmoldsi menet hasznalhatatlan. Az Ehrenfest-tétel tehat az
operdtor varhaté értékén keresztiil kapscsolatot teremt a klasszikus mechanika és a kvantummechanika kozott,

egyben behatarolva az el6bbi érvényességi korét.
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EPR-paradoxon, Bell-egyenlotlenség

A kvantummechanika furcsasdgainak és klasszikus gondolkoddssal szembendll6 miikodésének egyik
leglatvanyosabb példdja az Einstein-Podolsky-Rosen 4ltal felvetett gondolat kisérlet és annak interpreticija. A
gondolatkisérlet egy Osszefonddott, eltdvolodd kvantummechanikai rendszerre vonatkozik (példdul bomldsban
keletkezd két ellentétes spinti részecske, vagy két ellentétes polarizdcioval szétrepiilé6 foton). A felvetés arra
osszpontosul, hogy mitorténik amikor megakarjuk mérni a valamely fizikai jelelmz&t, amelyre a teljes rendszerben
megmaradasi torvény érvényes (azaz, ha tudniank az egyik "rész" értékét, példaul spinjét, abbdl meghatarozhatd
lenne a masiké).

A mérési problematikat Einsteinék a kovetkezd két lehetGségben foglaltak 0ssze:

* Vagy az egyik rendszeren végzett mérésnek hatdsa van a masik B rendszerre, és ezéltal egyetlen méréssel

meghatdrozhaté mindkét rész allapota

* Vagy van valami olyan rejtett tulajdonsag, amelyet a kvantummechanika nem vesz figyelembe, ezért nem teljes a

leirdsunk a jelenségrdl, és ez hatdrozza meg, hogy mit is fogunk mérni.

Az els6 lehetdség a relativitds elmélettel, és a kauzalitdssal lenne ellentmonddsban, a mésodik rejtett paraméterek

bevezetését tenné sziikségessé, amelyek a kvantummechanikandl mélyebb elméletre utal6 jelek lennének.

Az els6 nyilvan tarthatatlan, a kauzalitast eddig minden tapasztalatunk igazolta, ezért a masodik allitast kezdték el
részletesen vizsgdlni. Amennyiben létezik rejtettparaméteres elmélet, akkor annak is kell joslatokat adnia egyes
méreheté mennyiségekre, ugyanigy a kvantummechanika is ad jéslatokat. Levezethet6, hogy példaul két kimenetd
kisérletekben két mérhetd mennyiség Kkorreldcidjara 4ltaldnos limit adhatdé (a haromszog egyenlGtlenség
felhasznélasaval), ez a limit vezet a Bell-egyenl6tlenséghez. Ugyanakkor a kvantummechanikabdl is levethetd a két
mennyiség korreldcidja. Az eredmények vizsgdlatdval azt 1atjuk, hogy egyes esetekben a kvantummechanika sérti a
rejtettparamdteres moellre fenndllé limiteket, azaz az el6bbi nem lehet konzisztens alap a kvantumelmélet
lefrdsahoz!

A gyakorlatban a Bell dltal levezetett egyenldség kevésbé haszndlhaté (nehezebb ilyen kisérletet késziteni), heleytte

[3]

az Aaltaldnosabb (éltalanosabb rejtett paraméteres modelleket magédbanfoglald) CHSH egyenltlenség

hasznalatosatos.

A kisérletek elvégzésével megmérhetSk a korreldcidk a valésdgban is. Az eredmény: a kvantummechanikai leirds

minden esetben helyes jéslatot ad.

Ezek alapjan nem konstrudlhatd rejtettparaméteres modell, és elvetettik a tdvolhatds lehetdségét is. Ezek utdn
felmeriil a kérdés, hogy mi a helyzet az EPR paradoxonnal? A vélasz az, hogy rossz a kérdésfelvetés. A paradoxon
oka, hogy a kvantummechanikai rendszernek NINCS részrendszere! Nem beszélhetiink a részrendszernek

allapotarol, mennyiségeirdl, a részrendszerek 6ssze vannak fonddva, csak egyiitt tdrgyalhatok.

A torténet tovdbb bonyolithatd, problémdk jelentkeznek abban, hogy a kvantummechanikai valdszinliség fogalom
kissé eltér a Kolmogorovi klasszikus valdszinfiség fogalomtdl. Ha hozzavessziik azt is, hogy a kvantummechanikai
val6szinliségek nem tekinthet6k ©ndlld eseményekként, hanem valamilyen kordbbi kivaltd okokkal &llnak
kapcsolatban feltételes valészintiségeken keresztiil, akkor Iétesithetd olyan rejtett paraméteres modell, amelyet nem

sértenek a kisérletek, és a kvantummechanikai joslatok, ez a gondolatmenet azonban teljes determinizmushoz vezet.

Tételek A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti tirgyaldsa | A relativitds elmélet alapjai | Egzaktul
megoldhaté fizika problémdk | Folytonos kozegek mechanikdja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hulldmegyenlet és hulldmoptika | Geometriai optika és alkalmazdsai | A
kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti héttere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | Kolcsonhat6 rendszerek, magneses anyagok |
Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyenstilyi folyamatok lefrdsa | Az asztrofizika alapjai
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Atom- és molekulaszerkezet

Perturbacioszamitast

A kvantummechanikdban elébukkand problémadk altalanossdgban nem oldhatéak meg egzaktul. Gyakran azonban
azt akarjuk meghatdrozni, hogy egy ismert sajatfiiggvényekkel rendelkezd rendszert hogy befolydsol egy vele
bizonyos értelemben gyengén kolcsonhat6 kiilsé rendszer. Ekkor a vizsgalt rendszer Hamilton-operatora csak kicsit

kiilonbozik az egzaktul megoldhaté probléma Hamilton-operatoratdl:
H =H; + K,
ahol Hyaz egzaktul megoldhat6é probléma Hamilton-operatora, és K kicsi Hyhoz képest (egy operator akkor
tekinthet6 kicsinek, ha sajatértékei joval kisebbek a masikéndl).
Azt varjuk, hogy perturbdlt probléma megolddsa csak kicsit fog kiilonbozni az eredeti probléma egzakt

megolddsaitél. Az ilyen alakd problémdk ezen megolddsi médszerét perturbaciészamitdsnak nevezziik.

Idéfiiggetlen, nem-degeneralt eset

Ebben az esetben azokat a problémdkat vizsgdljuk, amikor K idd&fiiggetlen és a perturbdlatlan probléma
Hamilton-operatora nem elfajult, azaz minden sajitértékhez egyetlen sajatfiiggvény tartozik. Feltessziik, hogy a

perturbdlatlan esethez ismerjiik a megolddsokat, és a fentiek ismeretében keressiik a perturbalt megolddsokat:

(0)
Hoty, = E;c U,
Rayleigh-t6] eredd triikk a perturbalé operdtor kicsinységének figyelembevételére az, hogy egy kis Aparaméter

z 2z

szerint fejtiink sorba, amely majd kés6bb kapja vissza a A = lértéket:

H= Hy+ \K

— 440

Ezt a triikkdt azért alkalmazzuk, mert az operdtor kicsiségét nehéz definidlni. Ezzel a triikkel lényegében azt mondjuk, hogy K legyen egy
tetsz8leges operdtor, melyet megszorzunk egy A dimenzidétlan paraméterrel, melynek értékével nulldba tartunk. Ebben az esetben az operator
hatdresetben garantdltan kicsivé valik, és sorfejtést is tudunk végezni a dimenzidétlan A paraméter szerint. A megoldds végén A-t
egységnyinek tekintjilik, hiszen a perturbalé operdtor kicsisége magdban a perturbdlé operdtorban kell megjelennie, nincs szilkség dimenzidétlan

paraméterrel vald szorzdsra, az csak a probléma kezelését kénnyiti meg (pl. a sorfejtésnél).

A Schrodinger-egyenletet egy tetszdleges ortogondlis bazis segitségével atirhatjuk matrixos alakba. A probléma
Osszes sajatallapotat természetesen csak akkor kapjuk meg, ha a felhasznalt bazis teljes. A bazisnak a perturbalatlan

Hamilton-operdtor ortogonadlis sajatfiiggvényeit fogjuk hasznalni:
Ho'f.i'n = 'nur"ﬂ
SRR U= et
A hullamfiiggvényt a bazisfiiggvények linedrkombinéciéjaként keressiik T Tngs ezt helyettesitjik be a
7

Schrodinger egyenletbe. Formalisan tehat:
Z Hiyyc, = FE Z Cn .
k3 k3
Skaldrisan beszorozva mindkét oldalt %-{'m—mel, és felhasznélva, hogy { 'r"n| l-{'m} = Omna kovetkez6hoz jutunk:

Z Hmﬂcﬂ = {t'{rm|H|¢'ﬂ}Cﬂ = ECm-
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Ez a Schrodinger-egyenlet matrixalakja. Ezt kivanjuk most megoldani a perturbaciészamitas segitségével.

A megoldandé sajatérték-egyenlet tehdt HpnCn = Ep.ahol H = Hpy + MK A A-ban nulladrendet az ismert
perturbalatlan megoldas adja. Hamarosan belatjuk, hogy nulladrendben a perturbalt probléma sajitenergidi a

perturbdlatlan probléma sajatenergidival egyeznek meg.
Mivel a %-{'nfuggvények Hosajétfﬁggvényei, ezért:
0
Hot'n = E}
0
(Ho)un = (¥m[Holtn) = B 6y

Ezen a bazison a Schrodinger-egyenlet métrixalakja

ZHmn c, = Ee,

(BD —E)cn+AY. Kynea =0
A sorfejtések: "’

E=E9 t Y 4 ¥EY 4
em =V 4 A 4 A2
Ezt kell beirni az el6z6 Schrodinger-egyenletbe. A kiilonbozd tagok egyiitthat6irdl leolvashaték a kiilonboz6 rendd

korrekciok.

A nulladrend ezt adja:
(E{UJ _ E{DJ) AV —

Ennek megoldédsa E° = E}O)és CE:J) = 8;,,,- Ez azt jelenti, hogy nulladrendben a sajitenergidk a perturbdlatlan

Hamilton-operatorok sajitenergidi, és a sajatfuggvények is megegyeznek a perturbalatlan probléma
sajatfiiggvényeivel. Ez alapjdn most mar tudjuk egyértelmiien indexelni a perturbalt probléma keresett sajatallapotait
egy i indexszel, mely azt adja meg, hogy nulladrendben melyik perturbélatlan allapotra egyszertisodik a sajatallapot.
Altaldban ettSl az i indextdl fiiggeni fognak a A-ban magasabb rendi korrekcidk. A tovabbiakban egy tetszdleges i

index{ allapotot vizsgalunk.
Az els6rendii energiakorrekciok:

E{U — I{ﬁ

Az dllapotvektorok elsérendii korrekcioi:

Ko
) = __Bmi
E‘D@, — E‘J.m
Az energidk masodrendi korrekcioi:
Kin)?
E{g) — | mn
E : 0 0
n#i Ly — By

A médszer alkalmazhaté, ha a kiszdmol korrekcidk tényleg kicsik, vagyis a perturbdcié atmeneti madtrixelemei
sokkal kisebbek, mint a perturbdlatlan energiaszintek kiilonbségei:

Ko
B — Y

1 m

<1
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Idofiiggetlen, degeneralt eset

Degeneralt esetben egyetlen energiasajatértékhez tobb sajatfiiggvény is tartozhat. A perturbiaco hatisara ezek az
energiaszintek fel is hasadhatnak (gondoljunk a Zeeman-effektusra). Ekkor az el6z6 médszer nem alkalmazhat6, a A
nulladrendjére kapott (E,,.{,?J - F {0]) Cig] = Degyenlet nem hatdrozza meg egyértelmien a nulladrendd
sajatvektorokat, mert vannak olyan energiasajitértékek, amelyek megegyeznek, és az azokhoz tartoz6 c-ket nem
tudjuk meghatarozni. Azt persze tovéabbra is tudjuk, hogy a mds energidji sajatallapotok egyiitthat6i nulladrendben
zérusok. Az azonos energidju sajdtallapotok nulladrendd egyiitthat6ihoz viszont fel kell haszndlni A-ban a kovetkezd
rendet is. Ebben megjelenik az energiafelhasadas elsé rendje is, melyet igy szintén megkaphatunk ebbdl az

egyenletbdl. A kapott egyenlet:
T Kpc® = EO O
n
Ez igy rendezhet6 at:

S (K — BV ) ¢ =0

k3
Ezen homogén egyenlet megoldasi feltételébsl kapjuk a szekuldris egyenletet amely megadja az elsGrendd

energiakorrekcidkat:
det| (K — EMT) | =0

Az eredeti egyenletben az elsérenddi energiakorrekcidkat visszahelyettesitve megkapjuk a C{O)

'+ ‘nulladrendd

egyiitthatokat. Ezekutdn mdr hasznédlhatok a nem degenerdlt eset képletei.

Idéfiiggo eset

Az id6fliggd perturbaciészamitds logikdja az eddigiektdl eltérs. Mivel kis hatdsok felhalmozédhatnak hosszi id6
alatt, ezért fel szoktuk tenni, hogy a perturbacié csak rovid ideig tart. Most is hasonlé sorfejtést alkalmazunk, mint az
elébb a perturbdlatlan feladat( Hy), = E, t-{'n) sajatfliggvényei szerint kifejtve a megoldast:

W(t) =D calt)tn

Igy a Schrodinger-egyenlet:

L0
Zﬂ: ?’haf {wn|wm) - Z{wﬂ|H|¢m}Cﬂ

n

. 2 -
Cy = _EEmCm(t) + A Z Konen(t)
k3
A megoldést hatvanysor alakban kerssiik:
0 1
em(t) =2 (1) + AV (1) + ...
A tovdbblépés a kozonséges differencidlegyenleteknél ismert 4llandék varidldsdnak mddszere. (A

kvantummechanikdban ebbdl lett a kolcsonhatasi kép.) Legyen:

b(t) = €k i, (1)

Ez nulladrendben élland6. Ezt az dland6t varidlja a perturbéci6 jelenléte.

bon (1) = _%/\Z eomat ) (1)

ahol fiwmn = By — By Az els6 rendet megkapjuk, ha a jobb oldalon bn(t) = bn([]) = Cn{[])kézelftést
alkalmazzuk. A fenti differenidl egyenletbdl a b egyiitthatok kiszdmolhatdak, segitségiikkel meghatdrozhaté a

végallapot hullamfiiggvénye. Ismert tehat a kezdeti és a végallapot, ebbdl felirhaté a K matrixeleme:
Ko = (@m| K| 0n)

Legyen a kezdeti(i) allapot egy perturbalatlan sajatallapot: Cn([]) = djn. Az dtmeneti valészintiség:
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f 2
sz' = % /'Eiwjinirfi(T)dT
0

Fermi-féle aranyszabaly

A Fermi-féle aranyszabdly folytonos/kvazifolytonos spektrumban segit dtmeneti valészintiségeket kiszdmitani. &

korfrekvencaji periodikus perturbacié esetén az id6egységre juté atmeneti valdszintiség:

2w
Wy == |Kil* (8(Ef — E; 4 hw) + 6(Ef — E; — hw))

Ez a formula megkaphaté az el6z6 pontbdl kiiindulva ¢ >>> w Thatdrérték elvégzésével. Allandé perturbécié

esetén:

i 2
Wi = = |Kgl* 0(E; — E;)

Ha tobb 4llapot valamelyikébe valé dtmeneti valosziniiséget akarjuk tudni, akkor:

2w
Tyi= |K.ﬁ|2P

o

ahol Pa végs6 allapotok stirtisége(allapotok szama energiaegységenként)

Elektronok kolcsonhatasa sugarzasi térrel, Indukalt emisszié és abszorpcio

Az elektromagneses tér kolcsonhat az elektronnal, az elektronra hat6 erd a kovetkezd:

. 1
pv:—e(E—i——va ,
C
ahol v az elektron sebessége, | a tomege, E és H az elektromos illetve magneses térerdsség. Be lehet latni, hogy a

mozgdasegyenlet szdrmaztathaté a

1 e \2
H=— (p+—A) _ed
21 c
Hamiltonfiiggvénybdl. Ez a megszokott médon operdtorosithaté. Ha tiszta sugarzasi térbe helyezziik az elektront,
akkor @ elhagyhaté. Kis terekre Coulomb-mértékben vizsgdlva a problémat, a kovetkez6 kozelitést tehetjilk a
perturbdlé Hamilton-operatorra:
€
K=—Ap
HE '

Az egyszerliség kedvéért azt a problémat vizsgaljuk, hogy egy Hidrogénatomot sugarzasi térbe helyeziink, és
megnézzilk mit josol a perturbiciészamitds (lehetséges-e dtmenet a hidrogénatom dallapotai kozott, mekkora

valésziniiséggel, stb). A Vektorpotenciélt a kovetkezd alakinak tételezziik fel:
A =eApcos(kr — wt) = 540 S ofe et | gthremiwty

Ekkor a perturbalépotencial felirhaté a kvoetekz6 alakban: K(t) = Ke™ + K*e ™ A két tag rogzitett

27z

kezd@allapot esetén csak egy-egy dtmenetre nem fog zérust adni. Az elsd tag az emisszidt irja le, melynél az

atmeneti valésziniiség

W, = 2{ [ Konl*p(B)] ey

A masodik tag az abszorpciét irja le, melynél az dtmeneti valészinliség analég médon

2w
- - 2
W, ==K E,)] .
© 1 | Kol " p(En) En=Em+hw
A konkrét valészintiségekhez kiszdmitandé a kovetkezé matrixelem:

€ _10 —zkﬁ"
2p,c

Kom = (eP)nm
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Mivel a hullimfiiggvények az atomra vannak koncentral6dva, ezért e """ tekinthets egységnyinek, vagyis
- eAp
Kom = (ep)nm-
2uc

Ezt a sugdrzést dipdlsugarzasnak nevezziik (amikor elhagyjuk az exponencidlist). Ekkor ugyanis beldthatd, hogy a

matrixelem ardnyos az elektron dipdlnyomatékdval.

Ha a dipélnyomaték egy dtmenetre zérus, akkor az 4tmenet nem valésul meg. Ekkor az adott 4tmenet tiltott. Be lehet
latni, hogy az 4tmenet csak akkor megengedett, ha a kezdd- és végdllapot kozott a mellékkvantumszam és a

magneses kvantumszam kiilonbsége is pontosan 1.

Variacios modszer

Az energiasajatérték egyenlettel ekvivalens éllitas az a varidcids elv, amely szerint alapallapotban

/¢*H¢> = (¢| H|¢) = min. = E,
az n. gerjesztett allapot pedig ugy kaphatjuk, hogy az el6z6 szélséértékfeladatot azon mellékfeltételekkel oldjuk meg,

hogy az ¢ﬂéllapot ortogondlis az alapéllapotra és az el6z6 n-1 gerjesztett dllapotra is. Természetesen a feladat

altalanos megoldasa altalaban lehetetlen, ezért gyakorlati alkalmazasokban csak a Hilbert-tér egy lesztikitésén oldjuk

v 2o 2

meg, valamilyen prébafiiggvényt feltételezve, majd a paraméterei szerint elvégezve a szEélsdértékproblémat.

Ritz-féle variacios modszer (*)
Akkor beszélink Ritz-féle varidciés moddszerrdl, ha a prébafiiggvény valamilyen bazisfiiggvények linedris

kombinécidja:
Q= Z i Q;
i
Ekkor az energia vérhat6 értéke:

N N
{2—31 C1¢¢|H| E_:l C‘édjé}

N N
(Do citi| X cidy)
i=1 i=1
Ennek a c-k vagy c*-ok szerinti derivdldsa egy linedris egyenletrendszerhez vezet, melynek megoldasi feltétele a

kovetkez$ altalanositott szekularis egyenletet adja:

det|H — eS| =0
ahol az atfedési matrix, mely a bazisallapotok nemortogonalitdsa miatt jelenik meg:
Sij = (0i6;)

Problémak a kvantummechanika kozelité modszereivel

A perturbdciészamitds gyakorlati(pl. molekulafizkai) alkalmazdsakor néha problémdk meriilnek fel. Egyrészt
el6fordul, hogy az egyre djabb rendekben kapott energidk oszcilldlnak, masrészt pedig el6fordul, hogy dgy tinik,
mintha mar bekonvergdlt volna a sor, de még néhany tag kiszdmoldsa utdn ismét elindul. Ezek a problémak nem
allnak fenn a varidciés médszernél, ott legaldbb az irdny mindig egyértelmd. De ott is el6fordul, hogy az energia mar

nagyon kozel van a jo(kisérleti) értékhez, de a hullimfiiggvény még meglehetdsen messze.
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Azonos részecskék, Pauli-elv

A Hamilton-operdtor szimmetrikus két azonos részecske(elektron) felcserélésére. Ezért a Hamilton-operdtor
kommutdl a részecskék felcserélésével. Kovetkezésképpen valaszthaté olyan energia sajatfiiggvények, amelyek a
felcserélés operdtordnak is sajatfiiggvényei. Mivel kétszeri felcserélés utdn az eredeti dllapotba jutunk vissza, a
felcserélés sajatértéke csak Tllehet, vagyis a felcseréléssel szemben a sajitallapot lehet szimmetrikus vagy

antiszimmetrikus.

Ha attériink az id6fiiggd Schrodinger-egyenletre, akkor a permutdcié operdtora megmaradé mennyiség(mivel a

Hamilton-operatorral felcserélhetd), igy a kezdeti szimmetria az id6fejlédés sordn is megmarad.
Mint kideriilt, a hullimfliggvény szimmetridja a részecske fajtdjabdl kovetkezik:

* Feles spinii részecskék(fermionok) hullamfiiggvénye antiszimmetrikus. Ebbdl az 4llitasbol rogton kovetkezik,
hogy az atom elektronjai koziil semelyik kett nem lehet azonos éllapotban.

* Egész spini részecskék(bozonok) hullamfiiggvénye szimmetrikus.

Mivel nincsenek vegyes szimmetridju részecskék, ezért minden részecskének tartozni kell valamelyik kategéridba.

7z

Azonos részecskék megcserélése az el6z6t6l megkiilonboztethetetlen édllapotot hoz 1étre. Az azonos részecskék

megkiilonboztethetetlenek.

Atlagtérkozelités

Nem kolcsonhato azonos részecskék

Nem kolcsonhatd azonos részecskék esetében a Hamilton-operator egyrészecske Hamilton-operatorok dsszege:

N
_ (1)
H-Y H
=1

Ezesetben a Schrodinger-egyenletnek mindig léteznek szorzatalaki megoldédsai:

$(1,2,3,..) = da(1)dp(2)...
ahol:
Hﬁba.{]-) - Ea.d;a{]-)
Ezen szorzatok viszont még nem teljesitik a Pauli-elvet. Ennek kielégitésére az egyrészecske-dllapotokbodl

Slater-determinans képezhets:

¢1(1)  @2(1) --- on(1)
1(2)  92(2) --- on(2
@(1,2,...,1*".?):\/% qbf) ¢f) ? 5{) .
d1(N) ¢2(N) --- on(N)

A fiiggvények indexei jelolik, hogy melyik fiiggvényrdl van sz6, argumentumaik pedig azt, hogy melyik részecske
koordinatai iranddak a fiiggvénybe. Ennek latszanak a megfeleld tulajdonsagai:

» Ha két részecskét(sort) felcseréliink akkor elgjelet valt.

* Ha két oszlop azonos akkor nulla lesz, vagyis nem lehet két részecske azonos dllapotban.
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Atlagtérkozelités

Tovabblépve a nemkolcsonhatéd részekéktdl a kovetkezd kozelitést alkalmazhatjuk. Egy részecske helyén sok mas
részecskétdl eredd erdt érez, ezt kiilsé térnek tekintjiik, és beirjuk az egyrészecske Schrodinger-egyenletbe. Ezt
megoldva Uj egyrészecske sajatfiiggvényeket kapunk, amelyek &j teret adnak, ezzel Gjraszamoljuk az egyenletet stb.

Addig iteralunk, amig a tér be nem konvergal, ezzel megkapjuk az onkonzisztens teret, vagy atlagteret.

Hartree-Fock médszer
Azt az 4tlagtérkozelitést, amikor egyetlen Slater-determindns alakjdban keressiik a megoldést, és ezzel végziink
onkonzisztens-tér kozelitést Hartree-Fock mddszernek hivjuk. Kicsit részletesebben is megnézziik.

A varidciés elvbdl indulunk ki. Eszerint I = {¢|H| lCﬂ{J}minimailis. Ha a megoldast szorzatalakban keressiik:

//////

Z
2
. . ,
H, + E (n|l—|ox) — B | &0 =10
b=
Az egylenrendszert pedig szukcessziv aproximacidval oldjuk meg, elsé kozelitésben Or-kat hidrogénszertinek
feltételezve, és innen inditva az Onkonzisztens tér kozelitést. Ez a Hartree-mddszer. Itt még lathatéan nem vettiik

figyelembe a Pauli-elvet.

A Hartree-mddszer tovabbfejlesztése a Hartree-Fock médszer, amely Slater-determindns alaki megoldast keres:

¢1(1)  @2(1) --- on(1)

1(2)  02(2) - on(2
ID(I,Q,...,JNT):V/;_” ‘3?) ‘bf) ? 5” .

¢1(N) @2(N) --- on(N)

------

Z 2 Z 2

R . . . 1 E ,

H; + E (Onl—|ox) — Er | &1 — E (@] —|b1)=0
k=1 Thi k=1 Tht

Ezt ugyantigy szukcessziv approxim4ciéval oldjuk meg.

A periédusos rendszer

A kvantummechanika korai sikereinek egyike a periédusos rendszer megértése volt a Hartree-mddszer alapjan. Az
, U =1]u; . . .

eljaras a kovetkezd. A megolddsokat szorzat alakban keressiik: l;[ 7, és a Pauli-elv miatt nem engedjiik meg,

hogy egy Yielektronpalyat ketténél tobb elektron toltson be(két ellentétes spinti elektron). Az egyrészecske
Schrodinger-egyenletekben szerepl6 atlagos potencidl mindig radidlis szimmetridjuva atlagoljuk vissza, igy a kapott
egyrészecske dllapotok jellemezhetSk az n f6kvantumszammal és 1 mellékkvantumszdmmal. Az 1 f6kvantumszamok

hasgyomanyos jelolése: s,p,d.f....

Az elektronok ledarnyékoljdk a mag potencidjat, igy ha egy elektron tdvolabb van a magtdl, akkor kisebb potencialt
érez. Az, hogy egy elektron milyen messze jar a magtol elsGsorban a mellékkvantumszamatdl fiigg, hiszen ahogy pl.
a hidrogénatomnal lathat6, a radidlis hullimfiiggvény Tfhatvénnyal indul. Masképp megfogalmazva, nagy l-re az
1(1+1)-el ardnyos centrifugilis potencidl miatt az elektron kintebb lesz. Igy a magasabb 1 kvantumszamd allapotok
gyengébben kotottek, és megszlinkk a hidrogénatomndl még meglévé 1 szerinti degenerici6. Azonos

fékvantumszdmra az 1=0-tdl (n-1)-ig tarté dllapotok energiasajatértéke monoton nd.
A Hartree-kozelités megadja az elektronpélydk betoltésének sorrendjét:

1s, 2s,2p, 3s,3p, 4s,3d,4p, 5s,4d,5p, 6s,41,5d,6p, ...
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Erdemes megfigyelni, hogy a betltott legmagasabb fékvantumszami dllapotok mindig s és p allapotok. Az atom
kiils6 hatdrdn a fékvantumszam hatirozza meg, hogy egy elektronpalya meddig terjed ki. Igy azt taldltuk, hogy a
kiilsé elektronpdlydk s és p palydk. Marpedig a kiilsé palydk azok, amelyek meghatdrozzdk a kémiai
tulajdonsdgokat. n=1 kiils6 héjjal 2 elem létezhet. n=2 kiilsé héjjal 2 + 3 - 2 = 8n=3-assal ismét 8 és igy tovibb.
A kémiai tulajdonsdgok az s,p palydk fokozatos betoltésébel valtozik, hogy aztdn a kovetkezd fékvantumszdmmal

tjra kezdje. Igy megértettiik a periédusos rendszert.

Virial-tétel(*)

A kvantummechanikai viridltétel mondja, hogy ha egy rendszer Hamilton-operatora:

2
H=T+V= — 4V
>

ahol a potencidlis energia k-adredi homogén fiiggvény:

V(XF) = NV (F)
akkor fenndll a kovetkezd egyenl&ség:

k(V) = 2(T)
A leggyakoribb potencidlokra:

¢ Coulomb-potencidl k=-1

e Harmonikus oszcillator k=2

A Born-Oppenheimer kozelités

A molekuldk elméletében kiemelt jelentSségli az a tény, hogy az atommagok tomege sokkal nagyobb az
elektronokéndl, ezért azok sokkal lomhdbban mozognak, mint az elektronok. Ez teszi lehet6vé, hogy a molekula
elektronproblémdjat rogzitett magkoordinatdkkal megoldva, azokat paraméternek tekintve, majd az igy kapott
energiafeliilet minimumat megkeresve megkapjuk a molekula alapdllapoti energidjat(és hullaimfiiggvényét). Ezt az
eljarast nevezik Born-Oppenheimer kozelitésnek. Az elektronprobléma megolddsa tobb energidt ad, ezekbdl tobb

potencidlfeliiletet kapunk. Akkor alkalmazhat6 a kozelités, ha ezek a feliiletek szepardlva vannak egymastol.

Kicsit részletesebben, a Born-Oppenheimer kozelitésben a hulldmfiiggvény:
U = U,y (7, R)Uppag(R)

ahol ‘I’Efl:'f", f_{')a magkoordinataktol is fiiggd elektronallapot, ‘I’mg(ﬁ)pedig a magok kozelit6 allapota. A

Hamilton-operator:

H= Hef + Hmﬂg
ahol az elektron Hamiltonja a kinetikus energidjuk, a magok vonzdsa és az elektronok egymds kozti taszitdsdnak

Osszege:

H,,(F) = T.. + V(7. R)

és a magok Hamiltonja a kinetikus energidjuk és egymds kozti taszitdsuk osszege:

Hma.g - T‘.rmg + Vmag(R)
A lassan véltozé magkoordinataktdl fiiggd elektron sajatérték probléma:
He(R) Ve (7, B) = Uj (R) ey (7, R)
Adiabatius kozelitésben az a kozelit6 potencidl, amelynek minimuma a kémiailag kotott allapotot jelenti:
Vinag(R) + Uj(R)
Ezen minimum koriil alakulnak ki a molekularezgések, amelyek kis gerjesztésnél harmonikusak, nagyobb

gerjesztésnél anharmonikusak. Még nagyobb gerjesztés disszocidcidhoz, kémiai reakciéhoz vezet.
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Formalisan tgy kaphaté meg a kozelités, mint az (1m2./ mmg)mikis paraméter szerinti sorfejtés vezetS tagja.
Akkor romlik el a kozelités, ha az elektronok is lassan mozognak. Ahol egy L‘;-l:}_{.)és Uj(f_{')szint keresztezi

egymdst, ott van lassi mozgds, ott keveresnek a molekula kiillonb6z6 gerjesztései. Az ilyen levert gerjesztési médust
polaritonnak hivjik.

Hellmann-Feynman tétel (*)
A Hellmann-Feynman tétel szerint:

dE JOH |

o = (@lgy1e)

ahol E a d’hullémfﬁggvényhez tartozé energia, Apedig valamilyen paraméter. Ezen tétel segitségével ki tudjuk

szamolni a molekuldban a magokra haté erdket, amibdl lehet egyensiilyi magtavolsagokat szamolni, ekkor Ahelyére
a magkoordindtdkat kell irni és ekkor tulajdonképpen a potencidl helyszerinti derivéltja 4ll a képletben, ami mint

tudjuk az erd (-1 szerese).

A kémiai kotés
A kvantummechanika egyik nagy sikere volt a kovalens kotés megmagyardzdsa. A kotés azért johet 1étre, mert a
kotott rendszer energidja alacsonyabb, mint az atomok energidjanak Osszege. Ez azért van, mert az elektronok

v o

hullamfiiggvénye besiirlisodik az atomok koze. Ekkor:

e Coulomb-potencidlban a viridl-tétel miatt:

E= (1) +(V) = =3 (V)
Ha a magok kozott az elektronok 6sszeslirlisodnek, akkor a magok vonzé potencidlja 6sszeadddik, ami mélyebb
ered6t eredményez.
* Egy helyrdl lehet két magot egymas felé¢ vonzani.(Hellmann-Feynmann tétel)
Vannak olyan effektusok is, amelyek a stirtisodést akadalyozzak:

» Kisebb helyre szorulds a kinetikus energia novekedésével jar.
» Az elektronok k6zotti Coulomb-taszitds
» Pauli-elv akadédlyozza sok azonos spinii elektron dsszegyiilekezését kis helyre, emiatt egy-egy molekulapalyan

ellentétes spini elektronokbdl parok alakulhatnak ki

Ez kvalitativ kép. A kvantitativ szdmoldsok nehezek.

A hidrogén atom

A Schrodinger-egyenlet megoldasa Coulomb-potencialban

Ennek megjegyzése szerintem annnyira nem fontos.

A szogfiiggd tagok levalasztasa utan:

R? 1 d? RA(1+ 1) o2
YT — R(r)=E-R
( oMrdre | 2Mr? 4?r£or) ) ()

Bevezetve ©t = 1 H-t:

? R+ 1) e
——ull — - F =0
aar ")+ ( IMrZ dmegr ) u(r)
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Amegh?
Ezek utin dimenziétlanitunk. Legyen £ = ?"/’ Tgés € = E f Ry, anol a Bohr-sugar g = Wés a
e

) Ry — et M,
Rydberg-éllandé {1y = ( 4_”60)22?12. Ekkor:

d I(l+1 2

— u+ (+)———e u=20
dp? P’ p

A sziikséges hatarfeltételek:

+ P — OC.pen u=0.

e p —+ Uban?

Ha P — @ 7 Oakkor £ X p 1 erre hattatva a Laplace operatort az origéban Dirac-deltat kapunk, vagyis nem

elégitjiik ki a Schrodinger-egyenletet. Ezért itt is u=0 lesz a hatarfeltétel.

Az egyenlet megolddsi médszere Sommerfeld féle polinom médszer:

* Megoldjuk az egyenletet aszimptotikusan.

Az aszimptotikus megoldds P —+ %C-ben ¢=*ahol & = 1/ |€|. A norma miatt csak a negativ elgjel j6.

* A megoldast f (T) . t-{'a(’f“)alakban keressiik, ahol f (T) = Z ﬂn’f"ﬂhatvénysor. Az f(r) eredeti egyenletbe vald

visszahelyettesitése utdn kapunk egy rekurziét az %n-ekre.
* A rekurzié megolddsa elrontja az aszimptotikdt, az egyetlen megoldds, ha a hatvdnysorunk véges, vagyis

valamilyen n-re tp = 0. Ebbdl a feltételbs] kozvetleniil kapjuk az energiaszinteket. Az egyiitthat6k
kiszamoldsdval pedig a sajatfiiggvényeket.

Az energiaszintek:

1
£E= ———F
n2
n—1
. . 2 )
Minden energiaszint Z(QI + 1) = M -szeresen degeneralt.
=0

Atomi energianivok termjelolése
Az atomi energianivokat jellemzé kvantumszamok:
n - f6kvantumszam (1,2,3.4,... vagy K,L,M,N,...)
1 - mellékkvantumszam, az eredd palyaimpulzusmomentum kvantumszama (0,1,2,3... vagy S,P,D,F,...)
s - eredd spinkvantumszam
j - teljes impulzusmomentum, értéke [1-sl-t6l 1+s-ig valtozhat
m_j - magneses kvantumszam: j,j-1,...,-j
A hagyomanyos jelolés:
ﬂ25+1£j

. 2
PL.: a ndtrium alapallapota 3~ 51 /2
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Magneses momentumok

Az elektron palyimpulzusihoz tartozé méagneses momentum:

L, JiiB »
=_285f
Hi f
Az elektronspinhez tartozé magneses momentum:
- dspbp =
= _ZFBg
#’5 ﬁ,
A magspinhez tartoz6 magneses momentum:
— Grftn ¢
=_ 2y
Hi 3
Itt L az elektron pdlyamomentuma, S a spinje, I a magspin. A Bohr-magneton:
efi
HE = e
A magmagneton:
efi
HB = —
My

A kiilonboz8 g-faktorok értéke elektronpdlydra 1, elektronspinre 2(pontosabban 2,00232). Ez els6 adddik a
klasszikus kvantummechanikab6l, a mdsodik a Dirac-egyenletbdl. A kiilonboz6 atommagok g-faktorai, vagy
giromdgneses faktorai tdblazatban megtaldlhat6ak. A mag-giromagneses faktor:

_ GHn

T h

Finomfelhasadas

A spektrumvonalak elsé korrekcidja a relativisztikus hatdsok figyelembevétele miatt keletkezik. Ez a hidrogén
esetében az egyébként csak a f6kvantumszadmtol fiiggh energiaszintek szepardcidjat hozza magival. Az effektus
nagysagrendje: (Z O_*)z, ahol Z a rendszam, @a finomszerkezeti-alland6, igy a nagysagrend kb. ox 107" Bz az

effektus tobb hatds Osszegése, tartalmazza a spin-pdlya kolcsonhatdst, a relativisztikus energiakorrekcidt és egy

kiatlagolt elektronmozgdsi potencidlt.

Spin-palya kolcsonhatas
A finomfelhasadést részben okoz6 spin-pdlya kolcsonhatds gy tekinthets, mint a spin magneses momentumanak
energidja az atom bels6 mdagneses terébe, mely az elektronok mozgdsdbol ered. A Dbels6 tér a
palyaimpulzus-momentummal, a spin magneses momentuma a spinnel ardnyos, ezért:

H =(¢(r)LS
Mivel:

1
LS = §(J?' —[* - 5%

és S=1/2, ezért két energiaszint lesz, az j=l+1/2 energidja nagyobb mint a j=I-1/2 szinté. A felhasadds nem

szimmetrikus.
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Hiperfinom felhasadas

A spektrumvonalak az elektronok maggal valé magneses kolcsonhatdsdnak és az atommag helyén levé elektromos
tér hatdsdra kialakul6 magelektromos kvadrupél momentum hatdsanak kovetkeztében tovabbi felhasaddsoknak

lesznek kitéve. Altaldnossagban ezek a finomszerkezetnél még legaldbb egy nagysdgrenddel kisebb effektusok.

A magmagneses dipélmomentum hatasa

A magmdégneses dipélmomentum kolcsonhatdsa a valenciaelektronok dltal a mag helyén keltett magneses térrel egy
nagyon kis mértékii felhasadast okoz az atomi spektrumokban. Hasonl6an a spin-pdlya kolcsonhatashoz, a hozza

tartoz6 Hamilton felirhaté ilyen alakban:

EF = rljfj
Ahol a teljes impulzumomentum F=I+J. A felhasadas innen:

Er=E;+A;(F(F+ 1)~ (I +1) - j(j+1)

Lamb shift

A Dirac-egyenlet szerint az azonos j-khez és kiilonboz6 1-ekhez tartoz6 nivok a hidrogén spektrumdban elfajultak.
. . . 2 2 . .

Lamb és Retherford(1947) kisérletileg kimutatta, hogy a hidrogén 2”51 j2és 2°P 1/2nivoi 1058MHz frekvencidval

elkiiloniilnek. A felhasadds méshol is jelen van, de joval kisebb. A Lamb-shift az elektromdgneses tér zérusponti

energidjanak fluktudcidjaval kapcsolatos, kvantumelektrodinamikdval pontosan szdmolhatd.

A hélium atom

A legegyszer(ibb elméleti mddszer a héliumatom kezelésére a kovetkez6. A Hamilton-operdtorban a két elektron
taszitdsat H' perturbdcionak tekintjiik, igy a Hamilton-operator két H-atom Hamilton-operdtor és egy perturbaciod

oOsszege:
H=H,+H,+H
a két H-atom operator dsszegének sajatértékproblémadja:
(Hy + Ha) ¢n(r1)0i(r2) = (B + Ei) dn(r1) ou(13)
ahol a ®i-k H-atom sajatdllapotok. Ezekutdn a degenerdlt perturbdciészamitds képleteit haszndlva a szekuldris
egyenlet:

C — EW K
K C-EW
Ami alajpdn az energiaszintek:
E=E,+E+CxK

Coulomb-integral:

=0

. 2. , €2
C = [ 160)n(r) P drid
12

Kicserélddési integral:

2
K = [ 6i(7)en(53) 61 (o) —d'rid"s;
12
Ilyen alakid integrdlok folyton eldjonnek atom- és molekulafizikai szdmitdsokndl. A nulladrendli kozelités

hullamfiiggvényeire pedig rendre:

0 = %{%(1)@(2) + au(1)6x(2))
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o = %(m(l)@(?) — ¢i(1)¢n(2))

adddik. A spint és a Pauli-elvet figyelembe véve a kovetkez6t mondhatjuk. A szimmetrikus térbeli hullimfiiggvény

antiszimmetrikus spinhullamfiiggvénnyel(szinglet) szorzédik:

1
ﬁﬂ-i-—) —[=+)
Az antiszimmetrikus térbeli hullamfiiggvény szimmetrikus spinhullamfiiggvények valamelyikével(triplet) szorzédik

szorzddik:
| ++)
|- =)

L+ H-4)

V2
Alapéllapotban csak a szinglet val6sul meg, hiszen k=1 miatt a masik esetben a helyfiiggd hullamfiiggvény azonosan

nulla.

Stark-effektus

Az atom energidjanak elektromos tér altal bekovetkezett falhasadasat Stark-effektusnak nevezziik. Az els6 gerjesztett
allapot Stark-effektusa a perturbacié szdmitds elsd kozelitésében ardnyos az elektromos térerdsséggel, ezért linedris
Stark-effektusnak nevezziik. A linedris Stark-effektus szimmetrikus felhasaddst eredményez. A négyszeres

degeneracio6 kétszeresre csokken. A H-atom esetében:

E\Y = 43eFrg,0,0
A linedris Stark-effektus csak hidrogénszerti allapotokra 1ép fel, vagyis akkor, ha az energia csak az n
fékvantumszamtol fiigg, és az dllapotok 1 szerint elfajultak. Az energia mevaltozasa a perturbaciészdmitds masodik
rendjében jelenik meg:

Enim = EEJ + EE{O—’ + 8- mg)

ahol ¥, ,ﬁélland(’)k, m a magneses kvantumszam.

Zeeman-effektus

A Zeeman-effektus az ardnylag kis magneses tér hatdsira bekovetkezd, egyébként degenerdlt energiaszintek
felhasaddsa. A madgneses térnek olyan értelemben kell kicsinek lennie, hogy az az alapdllapot Hamilton-hoz

perturbacidként jaruljon hozza:

H=H,+ K
Ahol a perturbacié az atomi magneses momentum és a magneses tér szorzata:
K =—uB

Az atomi mdégneses momentumhoz a mag is hozzdjirul, azonban ez tobb nagysdgrendel kisebb az elektron
jarulékanadl, igy elhanyagolhatd. A mignesesmomentum a teljes impulzusmomentumot tartalmazza. Ha a spin-palya
csatolas erds, akkor csak a teljes impulzusmomentum marad adllandd, szemléletesen a pélya- és spin momentumok

precesszalnak az 4llandé teljes impulzusmomentum koriil. Kidtlagolva idében a két nemmegmaradé momentumot:

z_ (8-J)
§=""5d
-9,

J2
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Ezeket beirhatjuk a magnesesmomentum kifejezésébe, megszorozva a megfeleld giromagneses faktorokkal, és igy

7z

megkapjuk az id6atlagolt perturbdcidt. Behelyettesitve, és a z-vetiiletet véve a perturbacio:
K= —,U,BBmJgJ
Ahol HBa Bohr-magnetron, és g_j a felhasadst a kvantumszamok fiiggvényében megad6 Landé-faktor:
_ JJ+1)-8(S+1)+ L(L+ 1)+ JJ+1)+85(5+1)—-L(L+1)
g5 =9r 2J(J +1) Is 2J(J +1)

Kétatomos molekulak

Altalanos megjegyzések

* A tér szimmetrikus a két atommagon dtmend tengelyre, ezért az impulzusmomentum ezen tengelyre vett vetiilete
megmarad. Ezt a vetiiletet A-val szokds jelolni, és 0,1,2 értékei esetén rendre ¥ — I - O-termrél beszéliink.

* A molekula tengelyét tartalmaz6 sikre valé tiikrozés az impulzusmomentum eldjelét megforditja(axidlvektor).
Kovetkezik, hogy a 2-termek kivételével a tobbi kétszeresen elfajult(ezek a sajatfiiggvények az
impulzusmomentum el&jelében kiilonboznek). Egy 2-term tiikrozés esetén egy llandéval szorzédhat, mivel

kétszeres tiikrozés azidentitdssal egyenld ez az dllandé 1, ezek alapjan szokds YT és & termekrdl beszélni.

» Két azonos atombdl 4116 molekula szimmetrikus az atommagokat 6sszekotd szakasz felez6pontjara is. Az erre
valo tiigrozés szerint beszélhetiink paros(h) és pératlan(u) dllapotokrdl. Ez utébbi az elektronkoordinatak

eldjelének megvaltoztatasakor elGjelet valt. Jelolés pl.: IL,

* Empirikus szabdly: kémiailag stabil kétatomos molekuldk tilnyomé tobbségének alapdllapota teljesen

szimmetrikus(a molekula minden szimmetridjdra invariins)

* Termeket dbrdzolhatjuik grafikusan a magtavolsag fiiggvényében. Tétel: Csak kiilonb6z6 szimmetridjui termek

metszhetik egymast.

A vegyérték

Tekintsiik a Hamolekuldt. Ennek a legalacsonyabb impulzusmomentumu lehetséges termjei az 1‘Espinszinglett
allapot és a C)'Espintlriplett allapot. A spintriplett szimmetrikus spinhullamfiiggvényt jelent, ami a Pauli-elv miatt
antiszimmetrikus helyhullamfiiggvényt. Azonban egy antiszimmetrikus helyhulldmfiiggvény |’f':'1| = |’f':'2|-nél
eltlinik, igy nem lehet az alapdllapot. Kémidban szokdsos kifejezés szerint csomosikja van az elektronpalydnak.
Részletes szdmolds szerint valéban a 'Yltermnek a magtavolsagfiiggvényében minimuma van, mig a 3Y termnek
nincs(lazité allapot), igy az alapdllapot a 1S term. Vagyis alapéllapotban a spin 0. Mind kideriil, a f6csoport
elemeinek majdnem minden kémiailag stabil molekuldja rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal. Azt, hogy az ilyen
tipusd, tisztdn kvantummechanikai kotés(kovalens Kkotés, azaz mindkét atomra kiterjedd molekulapélydk altal
alkotott kotés) a spinnel kapcsolatos, Heitler és London felfedezése volt. Ez teszi lehetGvé a vegyérték fogalmanak
bevezetését. Egy atom vegyértéke egy atom spinjének kétszerese, ami a koriilotte taldlhaté elektronok spinjének
Osszege. Atomok egyesiilése sordn pedig a vegyértékeknek kolcsonosen telitddnie kell, vagyis egy atom minden
vegyértékkotésének meg kell feleljen egy mdasik atom vegyértékkotése.

Molekulak rezgési és forgasi spektruma

Az eddigi leirdsok az dl6 molekuldkra vonatkoztak. Egy molekula azonban végezhet forgé mozgést is, amely szintén
kvantélt, azaz csak diszkrét energidkat vehet fel, és csak diszkrét kvantumokban gerjeszthets. Ezenfelill a
molekuldkban, ha megfelel6 a potencidlfeliilet és az molekula geometridjdhoz képesti alapéllapotbeli eltérések
harmonikus oszcillatorként kozelithetSek, akkor ezek a kotések is gerjeszthetéek a rezgés médusdnak megfeleld
energidju fotonokkal. Tipikusan a rezgési gerjesztési hullimhossz a kozép-infravords (30—2.5 wm) tartoménydba

esik, az ennél kisebb energidji forgési gerejsztések kisebb energidn, a tavoli-infravorosben (1000-30 um) vannak.




Atom- €és molekulaszerkezet 126

Mivel ezek a kisenergidju gerjesztések igen érzékenyek és specifikusak a molekula geometridjara, illetve az
elektronok potencialfeliileteire, ezért egyediildlléan pontos szerkezet- és anyagmeghatarozasi lehetGségeket

biztositanak. Ez vezetett a megfeleld spektroszképidk kialakuldsdhoz.

Kis gerjesztések esetén a rezgési spektrum kozelithetd harmonikus oszcillatorként, kétatomos molekuldkra:

1
E‘re:g = Jlﬁ-r.-‘(?’}!—l— E)
ahol

k
) = J—
I

ahol Ma molekulatomeg, k a kémiai kotés erdsségére jellemzd erdallandé. Tobbatomos molekuldkra a rezgési

spektrum els6 korben tobb fiiggetlen oszcillatorral kozelithetd:

1
Ers:g = Z ﬁwﬁ{ni + 5)
i
A forgési energia pedig elsd korben merev rotdtorként képzelhetd el. Mivel a forgési energia lényegesen kisebb a

rezgésinél, ezért elsd korben a kettd tekinthetd fiiggetlennek.

IR- és Raman-spektroszkopia

Az IR (infravoros) spektroszkdpia Osszefoglalé neve a forgdsi és rezgési spektrumok tanulmanyozdsara szolgald
spektroszkdpiai modszereknek. Az egyes rezgések igen hatdrozottan specifikusak az egyes molekuldris csoportokra,
illetve kotésekre, s6t a spektrumvonalak finomszerkezete az izotdpokra is érzékeny. Az elméleti szamolasok itt igen
elbonyolodnakm sokszor nem élhetiink az energiaszintek adiabatikus kozelitéssel sem. A forgasispektroszképidnak
tovabbi hatranya, hogy csak gazfazisban hasznalhatd, mert folyadékban és gidzokban az iitkozések elnyomjik a
hatdsat. Tovabba sziikséges hozz4 (els6 kozelitésben), hogy legyen a molekuldnak eredd dipdlmomentuma.

Az fenti médusok gerjesztésének egyik mds mddszere a Raman-spektroszkoépia, ez a fotonok rugalmatlan szérdsa a
kiilonboz6 gerjeszthetd részeken (fononokon, molekuldris elektronfelhén, kémiai kotéseken), aminek kovetkeztében
energidt ad 4t az adott mdédusnak, amidltal megvéltozik a besugarzott foton frekvencidja és az észlelt spektrumban
vonalak jelentkeznek. Ezzel parhuzamosan a felgerjesztett médus egy id6 utan visszatér az alapalapothoz kozeli, de
gerjesztett szintre. Az alapvetd kiilonbség az infravoros és a Raman-spektroszkdpia kozott, hogy az infravorosnél
beusgarzott foton elnyelddik, és kozvetleniil csak a rezgést gerjeszti, mig a Raman spektroszkdpidndl egy jéval

sz

magasabb szintre torténd gerjesztés utdni visszadllds vezet ugyanarra az energiaszintre.

s 2z

Ha az alapéllapotbdl torténd gerjesztés utdn a visszatérés az alapéllapotba torténik, az a klasszikus Rayleigh
folyamat. Ha a visszatérés magasabb szintre torténik, példaul az el6bb részletezett esetben, akkor
Stokes-folyamatrdl, ha kicsit gerjesztett dllapotbdl mélyebb édllapotba tériink vissza, akkor anti-Stokes folyamatrdl

beszéliink.
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Alagiut-effektus

Tekintsiink egy rendszert, ahol a hullimfiiggvénynek az egyik kézegben exponencidlisan lecsengd megolddsa van,
de a kozeg két végén oszcilldlé megolddsa. Ha a kozeg egyik oldaldn példdul felvesziink egy hullimcsomagot, ami
adott sebességgel halad az exponencidlisan lecsengd régio felé, akkor véges valdszinlisége lesz annak, hogy a
hulldmcsomag atjut a kozegen, és a masik oldalon folytatja utjat. Ilyen jelenség van példaul az atommagban az
alfarészecskékkel.

Hivatkozasok:

[1] Az elsd négy alrészrdl 1asd Geszti Tamds: Kvantummechanika, Typotex, Bp., 2007, 13. fej.: Perturbaciészamitds (165-190)

Tételek A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti tirgyaldsa | A relativitas elmélet alapjai | Egzaktul
megoldhaté fizika problémék | Folytonos kdzegek mechanikdja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
magnetosztatika, aramkorok | Elektrodinamika | Hullimegyenlet és hulldmoptika | Geometriai optika és alkalmazésai | A
kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti héttere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | K6lcsonhat6 rendszerek, magneses anyagok |
Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyensiilyi folyamatok leirdsa | Az asztrofizika alapjai

Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok

Ritka gazok allapotegyenlete

Tekintsiik a kovetkezé Hamilton-operatorral jellemezhetd rendszert:

2m

N T p2
H=> [ - —|—£¢] +U(ry, ..., Tn)
i=1

Az els6 tag a részecskék mozgasi energidja és bels6 gerjesztettsége, masodik a kolcsonhatést jellemzd potencidl.
Analitikusan a kovetkezdk szdmolhat6k ki ebbdl:

* ritka gdzok: gyenge a kolcsonhatds, és kicsi a jaruléka,

» szilard és amorf anyagok: erfs a kolcsonhatas, de kicsi a hdémérséklet, ezért a részecskék a potencidl minimuma

koriil rezegnek.

Minket most a ritka gézok 4llapotegyenlete érdekel. Irjuk fel az dllapotdsszeget:

| B o

=—N /. d.a'rl...darwe AUL--)
N1

ahol az impulzust kiintegraltuk:

1 P 2rmkT)?/2
(= f Ppet 8 51T — %

Azonban a potencialt nem tudjuk kiintegralni ilyen altaldnosan, arrél valamilyen modellt kell alkotni. Feltessziik a

—B(T)

kovetkezdket:

* A kolcsonhatés parkolcsonhatds, mégpedig ugy, hogy csak a két kolcsonhato részecske tavolsdganak abszolut
értékétdl fiigg.

* Valamilyen modell fiiggvényt tételeziink fel a parkolcsonhatdsra. Ez lehet példdul Lennard-Jones, vagy a merev
gomb: egy bizonyos T0kozelségen beliil végteleniil nagy a potencidl, azaz ennél kozelebb nem keriilhetnek

egymdshoz a részecskék. A mostani levezetés altaldnos, az utolsé I integrdl tartalmazza ezt expliciten.

Amit tehat ki szeretnénk szamolni:

Zp = f fdarl...dc"raw.e—_ﬁo'{...)
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Tekintsiik egy pillanatra az atlagos potencidlis energiat itt, és a kanonikus targyaldsban a bels6 energiét:

_ e—0U(-)
U= f...ffﬁ...dﬁmaf(...)
Zn
_ e_.EEm
E=YE,
2 Bn—

Az els6 egyenletben szdndékosan vittiikk be az dllapotdsszeget, ugyanis az igy kapott tort a koordinatakonfiguracid

valésziniiségét jelenti, analégidban a kanonikus modellbeli mikrodllapot valészintiséggel. A kanonikus targyaldsban

azonban U-t feltudtuk frni z derivéltjaként, és az analégiat felhasznélva itt is megtessziik “n-re:
FE = -05Inz
U=

—05Inz,
Ez utébbit felintegralva kapjuk:

3 _
Inz, = — f dg'U(53') + ¢
0
c-161 beldthaté a hatdrokon felvett értékek alapjan, hogy NIn'l’,
Irjuk fel az 4tlagos potenciélis energidt, mint parkdlesonhatésok osszegét is:

— NN -1 N*
U= a(lri—ml) = %ﬁ“ 5 U
i<j
hogy a részecskék mar csak a valdszinliségben vannak csatolva. A tovdbbiakban felirjuk a nevezdt is integral
alakban, 4ttériink a helykoordinatdk kiilonbségére (r), mint véltozdra, ekkor az integrilok fele elvégezhetS, ami

térfogatot ad és kiesik. A maradékot felirjuk, mint Bszerinti derivaltat. Ez mar igen egyszer(i alaku:

U= —aglﬂfda?"ﬂ_'ﬂy{r)

Ehhez kihasznéltuk azt a feltevést, hogy csak kett8s iitkozések vannak, a tobbrészecskék iitkozéseket elhanyagoltuk.
A tovdbbiakban feltessziik, hogy az T0, mint a részecskék méretét jellemz6 paraméter sokkal kisebb mint a
térfogatot jellemzd méretek. Az integrdlt exponencidlis fiigggvény szinte mindeniitt 1 (mert az argumentuma 0),
kivéve T0kozelében, ezért becsempésziink nulldt, mint +1 -1. Az igy kapott exponencidlis integrdl (I) csak 0

kozelében jelentds, ezért kicsit dtirva sorbafejthetd. Eredményiil azt kapjuk, hogy:

— 1
U= ——dsI
V g
Ezt behelyettesithetjiilk a parkolcsonhatdsok felosszegzésébe, ezutdn pedig az egész 4dtlagos potencidlis energidt
beirjuk a kanonikus anal6giabol kapott l1'1»25:1;kf’:pletbe, és elvégezziik az integralt:

] T2
Inz, =NV + —IT
o 2V
Itt mar latszik, hogy az elsé tag a klasszikus idedlis gazhoz tartozik, a mdsodikaz 1j, korrekciés tag. Az
allapotegyenletet a P = Jr‘?:lrt‘ﬂi,—'111Z-nijsszeﬁiggésb(ﬂ szamolhatjuk:
N N
P _ N [1 _ I}
Kr v 2V
Az eljaras tovabb folyatathatd, egyre tobb korrekcié adhaté az idedlis gdz egyenletéhez, tovabbi integrilos

egyiitthatok jelennek meg, amelyek N/V egyre magasabb hatvanyaival skdldznak.
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Virial sorfejtés
A fentebb levezetett nyomdsképlet dltaldnos alakban az Ggynevezett viridl sorfejtés, amelyet a nyomdsra vezethetiink
le:

2 Ty &
P N N N
=4+ B(D) (=) +B(D) (=) +-
P A AN D\ v
A fenti esetben csak a kétrészecske kolcsonhatdsokat vettiik figyelembe, a tovabbi kolcsonhatdsok figyelembevétele
és a megfeleld viridl-egyiitthatok integrdljainak felirdsa kombinatorikai feladattd novi ki magit. Az egyes viridl

egyiitthatok tovabba mindig fiiggnek a hmérséklettd] is. Tovabbi informacié itt [,

Van der Waals gazok

A fenti ritka gdzokra adott levezetéshez igen hasonlé mddon levezethet6 a Van der Waals féle valés gdzok
modelljének dllapotegyenlete. Induljunk ki idedlis gdzbol, amelyet N darab megkiilonboztethetetlen részecske alkot.
Ennek a Hamiltonja:

N
H=Y 2
i=1

2m

Az ennek megfeleld egyrészecske allapotosszeg:

1 V
— d@ —GH _
(=— [dp f dPre 1 =
K3 f A2
Itt elvégeztiink két integralt, a helyszerinti egyszeriien a térfogatot adta, az impulzus szerintit pedig Guass-intergél
segitségével tudtuk elvégezni. Bevezettiik tovdbbd a termikus hullimhossz jelolését is, ami megkozelitbleg a

részecskék atlagos de Brogile hullimhossza adott h6mérsékleten, idedlis gdzban:
h

2mmkT
A korabbiakbdl a teljes dllapotdsszeg:

CN
" NI

Most tovabblépiink az idedlisgdzokrdl, és feltételezziik, hogy a részecskék kozott a kovetkezd parpotencidl van:

)\T:

z

u(r)=o00 r<d

u(r) = —e (5)6 r>d

T
r két részecske tdvolsagit jeloli, d azt a tdvolsdgot ahol két részecske éppen érinti egymadst. A potencidl definicidja
miatt ennél kozelebb nem lehetnek egymdshoz. Ezt egyben azt is jelenti, hogy a teljes térfogat nem megengedett a

részecskék szdmdra, abbol le kell vonni a potencidl altal tiltott részt:

2
V=V -N-zdr

Azért kellett egy tovabbi kettes faktorral leosztani, mert kiilonben a kizart térfogatot dupldn szdmoltuk volna.
Tovabba bevezetjiik a részecskék kozotti atlagpotencidlt, amit a fentiek felhasznaldsdval egy homogén

részecskestrliségre:

.
¢ = %fu(’r}iﬂ’rgd’r

Ami a szokdsos dr vastagsdgi gombfeliilet darabok felosszegzése. Elvégezve az integralt bevezethetiink két

konstanst, az egyiket azonosithatjuk is a fentebbi fajlagos kirekesztett térfogattal (b):

,
0= _2[1.% 1= E%daﬂ' = eb
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A potencidlhoz szintén egy energia tartozik, amelyben az eloszlds Boltzmann-eloszlds, azért ezt is bevezetjiik,
azonban a tulszamlélas elkeriilésére itt is bevezetiink egy 1/2-es faktort. A mddositott térfogatot és a potencialt

beirva az dllapotosszegbe:
L (V-NBY s,
2= —=——7¢€ 7
NI A3V
Ezek utdn érdemes az allapotdsszeg logaritmusdt venni, amelybdl a nyomds meghatdrozhat6, a ritka gdzokhoz

hasonléan:

Jlnz
p =k 5y

Algebrai dtalakitdsok utdn megkapjuk a Van der Waals gdzok 4llapotegyenletét:

N?a
(p-i— 2 ) (V — Nb) = NET

Ising-modell
Err6l bévebben az itt [ taldlhaté Kondor Imre-féle statfiz jegyzetben olvashatunk.

Az Ising-modell figyelembe veszi a szomszédos spinek kozotti kolcsonhatast, egy (ferromdgneses) rendszer
energidja igy:
E=-HY s5—-JY ss;

i (.0
A madsodik 0sszegzés csak azokra az z, jpérokra értendd, amik elsé szomszédok. Az egyszeriliség kedvéért tegyiik
fel, hogy csak két dllapot lehetséges, tehdt az atomok spinje: §; = +1. Az elss tag a Hnagysdgu kiils6 magneses
térrel vett kolcsonhatds, a masodik tag a szomszédos spinek kozotti kdlcsonhatds jaruléka. Ferromdgnesnél az a
kedvezs energidji helyzet, ha a szomszédos spinek ugyanabba az irdnyba mutatnak, igy a ./ egyiitthaté pozitiv.
Természetesen a valdsdgban a tdvolabbi spinek kozott is lehet kolcsonhatds, az Ising-modellnek azonban jelent6s

elénye, hogy 1 és 2 dimenzidban egzaktul megoldhato.

Az Ising-modell megoldasa 1 dimenziéban(*)

Az egyszeriiség kedvéért periodikus hatarfeltételekkel szamolunk ( vagyis *N+1 = 51, de ez nem viltoztatja meg

jelentdsen a végeredményt), igy a modellt gy lehet elképzelni, hogy a N'spin egy gy(irti mentén helyezkedik el. A

rendszer energidja:

N N
E= _JZS'&S'&+1 — HZS@'
i=1 i=1

A termodinamikai mennyiségek meghatdrozdsahoz irjuk fel az dllapotdsszeget:

N N
Z= ZEXP (ﬁJZSi5é+l —I—ﬁHZ Sg')
Az 6sszegzés az Osszes elképzelhetd Sisorozatra értendS. Az exponencidlist szorzattd lehet bontani, és a szorzdst a

sorozatokra vett 6sszegzéssel fel lehet cserélni:

N
_ BJsisiv1+3H (zi+si41)/2
Z_Hze.j 1%141 T 1T 514
i=1s;==%1
Vezessiik be két spin kozott a kovetkezd transzfermatrixot:

ngsj — E_ﬁJsgsjfﬁH{sﬁ-ﬁ-s;‘)g’Z

Mivel Siés Siértéke is T1lehet, Tegy 2 X 2 matrix lesz:
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eBI+BH =B
T_ _ _
e—B8d  oBI-BH

Ekkor az allapotosszeg felirhaté a transzfermatrixszal:

N
— _ NY _ \N nterm. hat.
Z=1] Y. Tuwros =Sp (TV) = AV + XV"2N
i=1 Si::l:l
Az éllapotdsszeg a matrix [V -edik hatvanydnak a spurja, ami kifejezhets a Aigs Az sajatértékek hatvanyaval. Mivel
Nnagyon nagy, ezért a kisebb sajitérték hatvdnya elhanyagolhaté a nagyobbhoz képest a termodinamikai

hatdresetben. A transzfermatrix sajatértékei:
M2 =€’ ch(BH) + \/ez-ﬁJshg(ﬂH) + e287
Ha nincs kiils6 tér (H = 0), az dllapotssszeg: £ = 2™ ch™ (BJ). A magnesezettség kiils6 tér esetén:
dln Z N e?'sh(3H)
= E pum _E .
d‘{,ﬁH) \/EZ_SJShE{ﬁH) 4 287
Ha 3J — D, tehat fiiggetlenek a spinek, akkor M — Nth( BH ) -A szuszceptibilitas:
oM
XToH

A korrelacids fiiggvény:

M

a korreldcids hossz. Ez tekinthet$ az atlagos doménméretnek.

Fanol € = |
ahols = th(87)

(1) = (S18p4r) = €

Antiferromagneses Ising 1 dimenziéban(*)

A Hamilton-fiiggvény abban kiilonbozik a ferroméagneses esettdl, hogy pozitiv a Jegyiitthaté, azaz forditva
szeretnek 4llni a szomszédos spinek:

N N
H= |J| Z SRS _HZSL
k=1 =1

7z

Ugyanazt kapjuk, mint az el6z6 esetben, csak fhelyére mindenhol —.J-t kell irni a képletekben. A korreldciés
fuggvény véltozik jelentSsen, mert oszcilldlni fog az értéke:

-
s —L
(1) = (sp8p4r) = (—1)e €.

Erdekes médon itt mér egy dimenzidban megjelenik a fazistmenet. Alapallapotban az Gsszes spin vialtakozé

irdnyban 4ll, gy a kiils6 tér energiajdruléka eltiinik, hiszen ? Sk D-‘Valamint Ey = —N|J|. Azonban,
ferromagneses bedllas mellett 1étezik egy olyan kiils tér, ahol az energia éppen akkora, mint az antiferromagneses
alapallapotban:

1
Eo=|JIN — HoN=— |JIN = He=2|J].

Ezen kiils6 térnél teljesen mindegy, hogyan dllnak a spinek, mindig ugyanennyi lesz az energidjuk, tehat az entrépia

a végtelenhez tart termodinamikai hatdresetben, nulla Kelvinen.
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Az Ising-modell atlagtérelmélete 2 dimenziéban(**)

Az Ising-modell 2 dimenziéban is megoldhaté egzaktul, de ez nagyon bonyolult, ezért itt egy atlagtér-elméleti
kozelitést mutatunk be. Az energia kifejezésében a spinvaltozokhoz adjuk hozza és vonjuk is le a varhat6 értékiiket,
jelslje ezt T = {83 ):

2
sisj = (m+ (i —m)) (m+ (s5; —m)) = m(si + 55)—m"+(s: —m) (5; —m) .
Az utolsé tag az atlagtdl valé eltérések szorzata, amit a tovdbbiakban elhanyagolunk (masodrend@ien kicsiny), igy
nem lesz két spin szorzatit tartalmazo tagunk, a rendszer igy kezelhet§, mint egy szabad spinrendszer, amire az

atlagos térnek megfeleld kiils6 tér hat. Az energia igy felirva:

1 2
E = 5.Jqm’N — {H+qu)Zsz-.

effektiv ter i

Itt 9az elsé szomszédok szama, amit koordindcids szdmnak hivnak. Az dllapotosszeg:

7 = E—ﬁ.}qm?NfZ Z eBlgTm+H) Yoisi — E-ﬂ'l;ﬂ H Z eBlatm+H)si _
{=i} i s;=%1
_ _Ad m2N N
=e 2 {2ch[F(gJm + H)|}".
Ebbdl kiszamithat6 a magnesezettség varhato értéke:
m = (s;) =th|[F (gJm + H)].
A szamolds alatt végig felhasznéltunk egy Mlparamétert, mint dtlagos magnesezettséget, de ennek az értéke nem
tetsz6leges, hanem olyan, hogy a fenti egyenletet kielégiti. Az egyenletet érdemes grafikusan megoldani. Mindkét

oldalt ™ fiiggvényében dbrazolva, a baloldal egy 45 meredekségi egyenes, a jobb oldal egy tangens hiperbolikusz

fuggvény. A két gorbe metszéspontjai az egyenlet megoldasai.

1.5 T T T T T

-1 .

q*betax.J
q*heta=] =
q*bea=.

L, ]
=2
8,5
=1

-1.5 -1 -8.5 a 8.5 1 1.5

A tangensfiiggvény meredeksége viszont fiigg a h6mérséklettdl is, igy egy kritikus hémérséklet felett csak egy, alatta
viszont harom megoldds van. A kritikus hémérséklet alatt az anyag viselkedése ferromégneses, felette paramagneses,
a kritikus hémérsékleten masodrendi fazisatalakulds jatszodik le. Ha a kiilsé tér 0, akkor az egyik megoldas mindig
az origéban van, a masik két megoldds pedig szimmetrikusan helyezkedik el. Ha a kiilsé tér nem O, akkor a

megoldasok eltolédnak, elég nagy tér melett mar a ferromégneses fazisban is csak egy megoldas lesz.
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1.5 T T T T T

-1.5 I I 1 1 I
=-1.5 -1 -8.%9 a 8.5 1 1.9

A magnesezettséget a kiilsé tér fiiggvényében dbrdzolva (az aldbbi dbra BqJ = 2paraméter mellett késziilt) S alakd
gorbét kapunk, egy kritikus kiils6 tér érték felett mar csak egy megoldas létezik, alatta harom. A harom megoldas
koziil azonban a k6zEéps6 instabil (a megolddsok a szabadenergia szélséértékeihez tartoznak, a két sz€lsé6 megoldds
minimum, a k6zépsé maximum), igy a kiilsé teret mondjuk egy magas értékr6l egyre csokkentve a magnesezettség a
fels6 gorbén marad, majd a visszaforduldsi pontot elérve leugrik az alsé 4gra. A kiilsé teret ismét novelve a
magnesezettség az als6 4g mentén haladva novekszik, majd a fels§ visszaforduldsi pontot elérve visszaugrik a felsd
dgra. A magneses teret a kozbiilsd részben hagyva el6fordulhat, hogy a rendszer a termikus fluktudciok hatdsdra
atugrik az egyik helyr6l a masikra. Azokat a pontokat, ahol a magnesezettség visszafordul, spinodélis pontoknak
nevezik. Ez a viselkedés a valddi ferromdgneses anyagokban taldlhaté hiszterézishez hasonlé. Egy valédi anyag
azonban sok doménbdl all, amik kiolthatjdk egymds hatasit, igy be lehet menni vele a 0 mdgnesezettség
kornyezetébe is. Természetesen ez csak egy kozelitd leirds, ami csak a viselkedés jellegét adja vissza, igy a

ferromagneses anyagok hiszterézise a részletekben eltér ettdl.
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-3'2 - .

-1 I I
-1 -8.9 a 8.5 1

h
Két dimenzié folott kovetkezik be féazisitalakulds: egy adott hémérséklet folott ferromdgnesesbdl atvalt

paramagnesessé az anyag. A fazisatalakulds h&mérsékletét az hatdrozza meg, hogy ott a tangens hiperbolikusz

fliggvény meredeksége az origdban (a biztos metszéspontban) éppen 1, igy még csak egy metszéspont létezik.

1
ﬁc—q—J
qJ
To==—.
C T

A magnesezettség a kiils6é tér 1/3-ik hatvanydval aranyosan indul: ¢ ~ H %, a kritikus pont koriil pedig a
hémérséklet gyokével viltozik: m ~ v/ T — Te. Erdekes, hogy két dimenziéban éppen a kritikus pont koriil
hasznalhatatlan az atlagtérelmélet, mert a fluktudciék makroszkopikussa novekednek, a szuszceptibilitis és az

atlagos doménméret a végtelenhez tart.

Magneses anyagok tipusai

A madagnesség targyaldsandl el6bukkantak a kovetkezd mennyiségek: Mdagneses térer6sség (H), magneses indukcid
vektor (B), magnesezettség (M). Bevezettilk a magneses szuszceptibilitast, mint anyagi jellemz6t és ardnyossagi

tényezGt:

B = po(H+M) = po(l+x,)H = pH
Azaz a magneses szuszceptibilitds a magnesezettség és a magneses térerdsség kozotti kapcsolat. A szuszceptibilitds
lehet pozitiv és negativ is, azaz kiils6 magneses térbe helyezve az anyagot, az vagy erfsiti azt, csak csokkenti (a
magnes vonzza, vagy taszitja Oket). Utdbbi esetben az anyag diamdigneses, az eldbbi esetben tobb mechanizmust
kiilonboztetink meg. A diamignesség okoz6i a belsé lezart elektronhéjakon levd elektronok, amelyek a

megvéltozdssal szemben hatnak a magneses momentumuk térrel szembe 4llitdsdval.
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Ferro-, ferri-, és antiferromagneses anyagok

)

Paramagnességrol beszéliink, ha a vonzd, térerGsitd hatds csak a kiilsé magneses tér jelenlétekor érezhetd (ez a tér
rendezi egyirdnyba a momentumokat, eltdvolitdsdval azok ujra rendezetlenné vdlnak, és zérusra 4dtlagolédik a
hatdsuk). A diamdgnességgel egyiitt gyengének tekinthet6ek. A ferro-, ferri- és antiferromagneses anyagokban a
magnesesség forrdsdul szolgdlé atomi momentumok eleve rendezetten dllnak, a kiilonbség csak az irdnyban és a
méretben van. Ha az atomi rendben azonos méretii és egyiranyba 4116 momentumok vesznek részt, akkor az anyag
ferromagneses, igy ez allandomdagneses jelleget mutat. Ha egymadssal ellentétesek, és kioltjdk egymadst, akkor
antiferromagneses az anyag, ha pedig ellentétes, de kiilonb6z6 nagysdgiak a momentumok, akkor ferrimagneses az
anyag.

A szilardtestfizika tobb elméletet is kidolgozott ezen jelenségek mikroszkopikus magyarazatara.

Domének

A ferromdgneses anyagokndl a domének nagy, makroszkopikus méretii azonos bedlldsu teriiletek. Kialakuldsuk oka
egyszerlien érthet6: a momentumoknak kedvezd, ha azonos irdnyba dllnak be, azonban amig a h&mozgis
rendezetlenné tudja tenni a rendszert, ez nem érvényesiil. Ahogy hiitjiik a rendszert, egy kritikus pontndl a
momentumok bedlldsa erdsebb lesz a hdmozgds karakterisztikus energidjandl, és fazisdtmenet kovetkezik be, a
kialakult kis azonos bedlldsi helyek hirtelen makroszképikus méretlivé tudnak vélni, hiszen egymadst 4llitjdk be a
rendezetlen 4llapotbdl, ugyanakkor egy mésik irdnyba rendez6dott részt nem tudnak megforditani. Ahol a kiillonb6z6
irdnyitottsdgd részek Osszeérnek, ott lesznek a fdzishatdrok, vagy doménfalak az anyagban. Kiils6 erds térrel
bedllithat6 az egész anyagban az orienticié egyirdnyivd, igy maximadlis térer6sség nyerhetd. Kis térerdsségeknél az
energetikailag kedvezd magnesezettségli domének "meghiznak" az ellenkezd bedlldsiak rovdsdra,
doménfalmozgdssal torténik az dtmdgnesezddés. Nagy terek viszont képesek egész doméneket egyszerre atforgatni.
A legtobb ferromdgneses anyagndl szdmit, hogy melyik kristdlytani irdnyban magnesezziik f6l az anyagot, vannak
konnyd és nehéz iranyok. A kett§ kozotti atforditishoz sziikséges a mégneses anizotrépia-energia. Altaldban egy
kristdlyszemcse tobb doménre hasad f6l, a domének mérete mikrométer alatt van. Ezen feliil a folméagnesezés miatt,

részben a domének forgasanak kovetkeztében megvéltoznak a kristdly méretei, ez a magnetostrikcio.

Atomi paramagnesség

Maisnéven lokalizdlt parmagnesség. Tekintsiik az 0sszes impulzusmomentumot (J = L + 2S), ekkor a mdgneses

momentum a kovetkez6képpen irhatd:

= —gpund
A B kiils6 térben ez a kovetkez energiat jelenti:
E=—-uB

Ha feltessziik, hogy B z irdnyd. akkor a BJ skaldris szorzatot helyettesithetjiik BJ szorzattal. Az energia
ismeretében feltudjuk irni az dllapotdsszeget ( C_:), azonban mivel az atomok fiiggetlenek, elég egy atom jarulékat
vizsgélni:
J
¢ = Z e~ B39uB BJ;
Je=—T
It csak </<-ben kiilonboznek az allapotok, ezért a kitevd tobbi részére bevezetjikk az Tviltozot, ekkor az dsszeg egy

véges geometriai sorba megy at. A felosszegzés eredménye:
1
_sh[(J+3)4]
1
sh ( 5:1:)
Az egyrészecske-dllapotosszeg ismeretében felirhaté a szabadenergia:

F=—-NETIn¢
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[

amelyben Tis paraméterként fog szerepelni és a ——fogja megadni a magnesezettséget (pontosabban a

JB
magnesezettség-stirliséget). Az eredményben a bonyolult kotangens hiperbolikuszok helyett bevezettik a
Brillouin-fiiggvényt:
M = NgpugJ - B;(z).

A Brillouin-fiiggvény alakra hasonlé az arkusz tangenshez, de ez a pozitiv oldalon 1-hez, negativ oldalon -1-hez tart.
Ebbdl kovetkezik, hogy a maradék szorzéfaktor a maximalis magnesezettséget adja meg, a fiiggvény alakjabdl pedig
a szaturicid jelensége addédik, ami akkor kovetkezik be, amikor az dsszes magneses momentumot azonos irdnyba
allitottuk be. Kiszdmolhatjuk a fiiggvény & <€ 1, azaz B — Ohatdresetét, amelyet behelyettesitve megkaphatjuk a

szuszceptibilitast:
oM C
XTOH T

Ahol a szdmottevd mennyiségii konstanst a C' Curie-dllandéba vontuk 6ssze. Ez a hémérséklettel forditottan ardnyos

szuszceptibilitds fiiggés a Curie-torvény.

Atomi diamagnesség

Az atomi diamignességet szemléletesen Ugy magyardzzuk, hogy a kiilsé magneses tér hatdsara a kering$ elektron
palyaja megviltozik, és ezdltal a migneses momentuma is. Keringjen az elektron T'sugard pdlydn, melynek az
atommagon atmend, térre merSleges vetiiletének négyzetes kozépértéke pg. A keringési frekvencia &, és legyen a

kiilsé magneses tér H , ekkor a mag vonzo ereje és a Lorentz-erd tart ellent a centrifugdlis gyorsuldssal:

F + epwHpg = mp(w 4+ Aw)?
A négyzetet felbontjuk és a masodrendiien kicsi tagot elhagyjuk. Itt felhasznéljuk Larmor tételét, amely azt 4llitja,
hogy egy magneses térben levé atom elektronjainak mozgésa elsd rendd kozelitésben olyan, mintha a tér nem is

lenne jelen, csak a korfrekvencidra egy:

el
wL = ——
2m
precesszi6 szuperponalddna, ezt feleltetjiilk meg a fenti kis korfrekvencia-megvaltozdsnak. Ezt tigy kapjuk meg, hogy

a Lorentz-erd hatdsat elsdrendi perturbacionak tekintjiik, vagyis igaz a nulladrend:

F=mpu’,

és elsérendben:

epwH pg = 2mpwiAw.

A mdégneses momentum az dram és a feliilet szorzata, az dramot pedig azzal a definicidval irjuk fel, hogy az elektron

mennyi id6 alatt futja korbe a palydjat (dram) és az mekkora feliiletet dlel at ( b = I A). Ezek alapjan a magneses

momentum komponensei:

 Aw o, elAwp?
pi=eg— pim 5
ram felulet

A magneses momentumhoz csak a tér irdnydra merdleges tdvolsdgok jarulnak hozzd, az elektron azonban r sugard
palyan kering, ez behoz még egy 3/2-es faktort a tdvolsdgnégyzetek kozott, igy a valddi teljes magneses momentum

Zkomponense Z rendszami atommagra:

Aw
. = Ze 3 (r?)
Behelyettesitve a Larmor-frekvenciat:
Zewy , o
pe = ————(r")H

om
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Amelybdl a szuszceptibilitdis mar leolvashatd, a negativ eljel jelenti a diamdgneses hatdst. (SI-ben vannak a
képletek.)

Pauli-szuszceptibilitas

A Pauli-szuszceptibilitds a parmagnesség egy masik modellje. A modell 1ényege, hogy a Fermi-energia kornyékén
1évé vezetési elektronok jarulnak hozza az elektronspin-szuszceptibilitishoz, tehat gyakorlatilag a szabad elektronok
paramdgnességérdl van sz6. A homérséklettdl fliggetlen, szemben a kotési elektronok paramigneses
szuszceptibilitdsaval, amely homérsékletfiiggd (Curie-torvény), és kb. két nagysdgrenddel nagyobb, mint a
Pauli-szuszceptibilitds. Ez az energiaszintek betoltottségi [sliriség]ébdl szdmolja ki a felfelé és lefelé 4ll6
momentumok mennyiségét. Az éllapotsiirtiségre a Bethe-Sommerfeld sorfejtést alkalmazza. Ezek ismeretében

ugyanis a magnesezettség felirhato:

1
M = 5 (gus) (N — N))

N-be a magneses indukcid is bele van olvasztva. Eredményiil a szuszceptibilitds:
N 1
V JEF

ahol az utols6 tényezSben a Fermi-energia szerepel.

3
X = (9ﬂ3)2§ﬂ0

Landau-diamagnesség

A diamignesség ezen masik modellje mar kvantummechanikai megfontoldsokon alapul. Az alapétlet szerint a
szabad elektornok a magneses térben korben mozognak, amei megint magneses teret kelt, és ez gyengiti le a kiilsé

teret. Kiinduldsként a szabad elektorn méagneses térbeli Hamilton-operatora szolgal:
2 2 2
H = pz+(py_ E'IB) +p:
2m

Azért kell kvantumosan szdmolni, mert klasszikusan a magneses tér kitranszformalhat6, mi pedig éppen az aszerinti

fliiggést keressiik. A rendszert jellemzé hullamfiiggvényt felbontjuk egy ¥-t61 és Z-tl, valamint egy T-t6l fiiges
rész szorzatdra, és vizsgdljuk a Schrodinger-egyenlet megoldasat, amelyben felismerjitk a harmonikus oszcillator
energidjat. Az energidt ¥és Zszerint azonban még ki kell szdmolni, ezt az llapotsiiriség folhaszndldsaval tessziik.
A maégnesezettséget az energia tér szerinti derivaltjab6l hatdrozzuk meg, ebbdl pedig a szuszceptibilitds kaphatd

meg:

amely éppen a Pauli-szuszceptibilitds -1/3-a.
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Hiszterézis

A hiszterézis a  ferromdgneses 18

anyagoknak az atmagnesezéssel B (T)

szemben mutatott ellenallasa. 1.2 4

Maisképpen megfogalmazva, amikor 4t

akarjuk magnesezni az anyagot, akkor 0.6 H

az valamennyire emlékszik kordbbi 0 ¢

allapotara, ezért adott irdnyd és

nagysagu kiilsd tér alkalmazdsa utin 0.6

kapott  remanens (visszamarado)

magnesség kiillonbozd lehet az anyag 1.2 1

elozetes magnesezettségének 18 ‘ . | ! | H (A/m)
fliggvényében. Legszemléletesebben 150 100 50 0 50 100 150

ezt akkor léthatjUk ha teljesen Hiszterézis. B_R remanens teret, H_C a koercitiv er6t jelenti. Bar az dbran fliggélegesen
atmagnesezziik az anyagot egyik, majd B van felmérve, teljesen hasonlé az M-re kaphat is.

masik irdnyba. A bejart 1t kiilonbozik

a H-M-sikon. Itt kiilon névvel illetjiik a kiilsd tér megsziinésekor hatahagyott méignesezettséget (ez a remanens
magnesezettség) és az anyag terét éppen kompenzdlé kolsé térerdsséget (koercitiv erd). Keménymdagneses
anyagoknak széles a hiszterézisgorbéje, tehdt nagy tér tudja csak dtbillenteni a mignesezettséget, ilyenekbdl lehet j6
allandémégneseket csindlni. A ldgymagneses anyagoknak ezzel szemben nagyon keskeny a hiszterézishurka, hogy
konny( legyen 6ket dtmagnesezni €s eltlinjék az ered6 magnesezettség kiilsd tér hidnydban. Ilyenekbdl készithetiink
j6 transzformatorokat. A hiszterézisgorbe altal korbezart teriilet adja meg ugyanis az egy periédus alatt disszipalt

energidt (ez a vasveszteség).

Curie--Weiss-torvény

A fenti memoriaeffektust Weiss egy belsotér-elmélettel probdlta megmagyardzni. Eszerint a spinek egyirdnyud
bedlldsa okozza a visszamard6 magnesezettségi memoriat, amelyet tgy lehet figyelembe venni, hogy a
magnesezettség a kiilsé téren kivill onmagédnak is fiiggvénye. Ennek a fiiggésnek a sorfejtésébdl levezethetd a
Curie-Weiss-torvény. A doméneknél emlitettek értelmében kihGlésnél megtorténik a "magneses kifagyas", afelett
azonban a termikus random orientdci6 domindl. A Curie-Weiss-torvény lefrja a szuszceptibilitds valtozdsat a

kifagyasi pont felett, a paramégneses hémérséklettartomanyban:
. C
T-Tc

Ez a formula a kifagyas felett érvényes, az dtalakuldsi pontban divergens, ami nyilvan nem relevans. J6 tudni, hogy

M H.

ez az egydimenzids Ising-modellbdl is levezethetd.

Specialis anyagok

Spiniiveg

A spiniivegek olyan 6tvozetek, amelyek kis koncentraciéban (0,1-10 %) tartalmaznak magnesezhetd atomokat nem
magnesezhet§ atomok kozott véletlenszertien eloszlatva. Ennek kovetkeztében frusztrélt allapotok alakulhatnak ki
harom magnesezhetd atom kozott: egyszerre csak két parnak kedvezd energetikailag a csatoldsa, a harmadiknak nem,
igy szamos metastabil allapot figyelhetd meg. A véletlen eloszlas miatt bonyolult az ilyen anyagok viselkedése:
felmagnesezve Gket a Curie-torvényt kovetik, azonban ha elvessziik a kiils6 magneses teret, gyors lebomlds utdn egy

remanens magnesezettséget mutatnak a kritikus hdmérséklet alatt, amely azonban id6vel lassan, de tovabb csokken.
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Ha viszont kiilsé tér nélkiil hiitjiik ket a kritikus hdmérséklet ald és utdna kapcsoljuk be a teret, hirtelen elérnek egy
magnesezettséget, ami utana lassan novekszik tovabb. Ha 6sszeadjuk a fenti két esetben kaphaté magnesezettség-id6
fliggvényt, j6 kozelitéssel allandét kapunk, amelynek értéke éppen a kiilsé térrel valé hiitéskor mérhetd
magnesezettség. Ez a viselkedés egyfajta dtmenetként foghat6 fel a ferro- és paramégneses anyagok tulajdonsagai
kozott.

Orias magneses ellenallas

Ferromégneses és nemmagneses rétegek szendvicselésével specidlis vezetd eszkoz készithetd, amelynek ellenélldsa
nagyban fiigg a kiils6 magneses tért6l. Néhdny nanométeres rétegekbdl dllnak az ilyen anyagok, a ferromigneses
rétegek antiferromagnesesen csatolédnak egymashoz. Az dram a rétegekre merSlegesen folyik, a vezetési elektronok
jobban szérédnak azon a rétegen, amelyiknek ellentétes a spinbedlldsa, mint nekik. A kiilsé teret bekapcsolva
minden réteg ugyanolyan irdnyd magnesezettséget vesz fol, ekkor akdr a felére is csokkenhet az ellenéllés. Ilyenkor
ugyanis csak az egyik spinbedllasu elektronok szérédnak jobban. A kiilsd térrel €s nélkiile mérhetd ellendllds ardnya
a spinbedllastdl fiiggd kétfajta ellendllds mértani és szdmtani kozepének a hanyadosdval egyenld (ha csak két

ferromdgneses réteget vizsgalunk).

Ezen az elven miikodik a merevlemezek kiolvaséfeje, amit spinszelepnek hivnak.

Szupravezetés

Egyes anyagok igen alcsony hémérsékletre hiitésekor az elektromos ellendllds egzaktul nulldva valik. AlapvetSen két
fajtajuk van: els6- és masodfajui szupravezetok. Az els6faji szupravezetSkben lejatszodo jelenséget ellentétes spind
elektron-elektron parok (in. Cooper-parok) létrejottével sikeriilt értelmezni, amelyeket a racsrezgések fononjai
tartanak Ossze. Ilyen parok jonnek létre egy Bose-Einstein-kondenzaciéhoz hasonlé jelenség kovetkeztében, mivel az
igy kialakult parok mar bozonnak tekinhetSek. Lathatéan a fononok f&szerepet jatszanak a jelenségben, amelyek
viszont szobahémérsékleten akadalyozzdk az elektronok mozgdasat. Ezért van, hogy a rosszabb vezet6k vélnak

szupravezet6vé, a jok viszont, az eziist, réz, arany pedig nem.

Nagyon fontos tulajdonsdguk a Meissner-effektus, vagyis hogy a médgneses tér kiszorul az anyagbdl, ez a kovetkezd

egyenletbdl vezethetd le:

(& - ”62’”’“> (B) =0,
m J

ahol Aa Laplace, Ma toltéshordozok siirtisége, €a toltése, Ma tomege, Ba magneses indukcid, Jaz dramsiiriiség

(ebbdl lesz a szuperdram). Az egyenlet lecsengé megoldasait kell véalasztani.

2

Ha kiils6 tér jelenlétében folyik le a fazisatalakulds, akkor, ha vesziink egy gy(rd alakd mintat, a gy(ir(i belsejében

mérhetiink mégneses teret, ha viszont késébb kapcsoljuk be azt, nem tud behatolni oda. Ezeknél ugradsszerd a

normélis €s a szupravezetd anyag kozotti fazisatalakulas.

A madsodfaju szupravezetSk elmélete korant sem ilyen kidolgozott, nem tudjak pontosan, mi torténik. Annyit tudunk,
hogy bizonyos atomrétegekben folyik a szuperdram, tehdt csak egy sikban jelentkezik az egykristdlyban a
szupravezetés. Sokndl a folyékony nitrogén forrdspontja folott bekovetkezik a fazisitmenet, ezek a magas
hémérsékletli szupravezetSk. Ezeknél mdr bonyolultabb a fdzisdtmenet, mert létezik egy olyan fazis, ahol a
magneses tér orvényfonalakban mégis behatol az anyagba, de egy 6rvényfonal csak meghatarozott értékd fluxust tud

befogadni, ez a fluxuskvantalds.

1
A kritikus hdmérséklet fiigg az atomok tomegétdl (izotdpeffektus, Te ~ ﬁ), masodfajiakndl pedig a kiilsé

magneses tértdl is, egy kritikus térerdsség folott nem is kovetkezik be a fazisatalakulds. Ezen jo6 tulajdonsdgaik miatt

a mésodfaji szupravezetSket haszndljdk szupravezet6 magnesekben, igy példaul a CERN LHC gyorsit6jaban is.
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Tételek A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti tirgyaldsa | A relativitds elmélet alapjai | Egzaktul
megoldhaté fizika problémék | Folytonos kozegek mechanikdja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
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kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | Kolcsonhat6 rendszerek, magneses anyagok |
Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyenstlyi folyamatok lefrdsa | Az asztrofizika alapjai

Hivatkozasok

[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Virial_coefficient#Definition%20in%20terms%200f%20graphs
[2] http://vattay.web.elte.hu/
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Pontcsoportok, Bravais-racsok, szimmetriak.

Rdcsvektor ( R, ): olyan vektor, mely mentén ha eltoljuk a racsot, bnmagédba megy at. (ez a transzlacids vektor is)

F F F

FZ2F  F

A racsvektor szemléltetése

Ez felbonthat6 elemi racsvektorok linedris kombindciéjdra: R, =nay + nagy 4 nad,

Az ilyen R, vektorral val6 eltoldst transzldcids miiveletnek nevezziik. Az ilyen mtiveletek Osszessége a transzlacids
csoportot alkot.

Pontrdcs: pontok olyan hélé szer(i elrendez6dése, amelyben minden kiszemelt pont kdrnyezete minden szempontbdl

azonos akarmelyik masik pont kdrnyezetével.

Kristdlyszerkezetet akkor kapunk, ha a rdcs minden pontjidban azonos 0sszetétel(i irdnyitasi atomcsoportot helyeziink

el.

Idedlis kristdly: olyan test, amelynek atomjai racsszertien tigy helyezkednek el, hogy létezik harom ( £1.f2.43

)vektor, hogy az atomi elrendez6dés minden pontbdl ugyanolyannak latszik.

Elemi cella: elemi racsvektorok 4ltal kifeszitett paralellepipedon. ill:iz by ia)Az elemi cella primitiv, ha csak a
cstcsaiban tartalmaz rdcspontot. Wigner-Seitz cella: Azon pontok halmaza, melyek kozelebb vannak egy adott
rdcsponthoz, mint barmely mdsikhoz. (Ha a kristdlynak van valamilyen szimmetridja, akkor ez a WS-celldnak is
megvan, mig az elemi celldnak nincs!)

ay X dy

. . K = b = 2
Reczprok rdcs: I_i{hlj hz, h,a) h’lﬁl + hgbg + h&ﬁg, ahol =1 m (El % Ez) ga
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Szimmetriak
1. Transzldcio: 1étezik az Entranszléciés vektor

2. Forgatds: (inverz forgatas is megengedett)

-
Ha egy kiszemelt tengely koriili gszogu forgatds egy testet m-a

onmagdaba visz at, akkor az ilyen tengelyt n-fogdsii forgastengelynek

nevezik:

a

A forgatas szemléltetése. Az alap (alsé) szakaszt
forgatjuk el fi szoggel a bal cstcs koriil. EbbSl
kapjuk a trapéz egyik oldalat. Ha megengedett az
inverz forgatds, akkor megkapjuk a masik oldalt
is. Ekkor a két dj pont tavolsaga (a trapéz felsd

éle) kifejezhet a szoggel, lasd a tdblazatban.

)

b2 =

ma = a+ 2asin(p —

m =1— 2cos(yp)

1—m
cos(ip) = —5

0 — arccos L-m
v 2

m -1 0/1|2]3

C0m, 20 | T || 20|\ T
312|753

n 1 6143 |2

(kvazikristdlyokndl - ahol nincs periodikus szerk. - lehet 5 forgasi)

3. Inverzio: (kbzéppontos tiikrozés) I' = —T

4. Csuszosik: Osszetett szimmetria miivelet —*tiikroz€s, majd a tengely irdnydba valé eltolds (az eltolds a fele a
tengely irdnyédba es6 ismétl6dési hossznak).

5. Tiikértengely: Osszetett szimmetria miivelet —*forgatds, majd inverzié: Ttaz Mfogédsd tiikortengely jele, Ta
kozonséges inverzio, i Z, Elétezik.

1-5-ig az elemi szimmetriamiiveletek matematikai csoportot alkotnak, mivel ezek egymadsutdni elvégzése is

szimmetriam{ivelet (csoport szorzds miivelete). A pontcsoportok a teljes ortogondlis O(3) csoport diszkrét

alcsoportjai, és 1-5 miiveletek tetsz6leges kombinaciéibdl dllnak.
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Bravais-racsok

230 tércsoport és 32 pontcsoport (7 osztalyba sorolva) 1étezik 3D-ben, 10 pontcsoport 2D-ben

14 Bravais racs 1étezik 3D-ben, 7 Bravais racs 1étezik 2D-ben

A jelélések[l] :

* Primitiv elrendezés (P): racspontos a celldk csicsaiban

* Tércentralt elrendezés (I): +1 racspont a cella kézepén

* Lapcentralt elrendezés (F): minden oldallap ko6zepén +1 racspont

* Egy oldalparon lapcentralt (A,B vagy C): csak két (szemkozti) oldal kbzepén van +1-1 racspont

A 7 kristalyszimmetria A 14 Bravais racs
Triklin P
a B,y +90°
'.J
Monoklin P C
a ¥ 90° a = 90°
By=90° B y=90°
¥,
x &
Ortorombos P C I F
a*h+c . a*b+*c ] a*b*c a*h#c
a a a
b b b b
Tetragondlis P 1
a#c a#c
4 C
a a
a a
Trigonalis P
@, B,y #90°
\_ 7
a
a l
a
Hexagondlis A
a#c
T
a
Ko6bos P (pcc) I (bce) F (fcc)
a a a
a a a
a a a
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Fontosabb kristalyszerkezetek”

1. Egyszerii kobos (SC): Po

A WS celldja is kocka.

2. Lapcentralt kobos (FCC): Cu, Al, Au, Ag, Ni, Pt ((Ez a legs(r(bb racs))

FCC elemi celldja

racs FGC reciprok récs

Wigner-Seitz cella

(8]
ol:l

FCC

3. Tércentralt kobos (BCC): Fe, W, Mo




Kristalyos anyagok fizikaja 144

racs BCC reciprok rdcs
. ,

’° >

Wigner-Seitz cella . Brillouin zéna

BCC

4. Gyémant racs: C, . Si, Ge

FCC récs az alapja (és minden masodik nyolcad kockdban van atom).

Gyémant rics tetraéderes szerkezete

N o

i

\\d/ @
< N

Gyémant racs FCC racsbol

5. NaCl szerkezet: (két egymasba tolt FCC)
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Sokristdly racsserkezetel

6. Hexagonalis (szoros illeszkedésii szerkezet): Zn, Nb

4 atom tetraédert alkot. Ha szabdlyos ez a tetraéder, akkor teljesen szoros az illeszkedés.

rdcs HCP reciprok racs

Wigner - Seitz cella Brillouin zdna

HCP

Bloch tétel, adiabatikus szétcsatolas.
Adiabatikus szétcsatolds oOtlete Born és Oppenheimer nyomdn alakult ki, akik rdmutattak, hogy az elektronokra

G
jellemz3 sebesség szilard anyagokban, a Fermi-sebesség ( = 10 ;) Iényegesen nagyobb, mint a kozegbeli

m
P 3 . . 3 2 z .. z 7 3 . 7 e
hangsebesség ( ~ 10 —S ), ami az ionok jellemzs sebessége. A kovetkeztetés tehit az, hogy az ionok szemszogébol

az elektronok kovethetetleniil gyorsan mogoznak, az elektronok pedig tigy érzik, mintha az ionok helyben éllnanak.

Ez igen jelentSs egyszerisitéseket tesz lehet6vé, amelyeket a nem csak a szildrdtestfizika de a molekulafizika is
gyakran alkalmazni tud.

h 0

Tonok: E;; E} = ;3?
dif
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A Hamilton-fv: = = ) 52— 7= + Vi(By)
amiiton-1v ;2.?‘*!}6&? Eag)

Azaz az ionokra csak a sajat mozgasukat irtuk fel a sajit potencidljukban, ebben a kozelitésben az elektronok hatdsat

elhanyagoljuk.
o
Elektronok: T, P, = :E
h? 0?
AHamilton-fv: £ = = ) 52— + 0(13) + veil By, 17)
amiiton-1v : 2?’?13 arg eNg el Iy

Ekkor az elektronokra szintén a sajat mozgasuk és az onmaguk 4ltal keltett potencidljuk hat, az ionok hatdsit egy
kiilon kolcsonhatdsi potencidlban csatoljuk csak hozzdjuk. Ez a két Hamilton-fiiggvény adja egyiitt a rendszer
Hamilton-fiiggvényét.
Az egyenstlyi megoldas érdekében irjuk fel a sajatértékegyenletet:

HY = EW

A megoldést pedig keressiik szorzatfiiggvény alakban:

‘I'(E:,&F@?(E:,a)&%_l-

elektron ion
W Px R, 0x 90 Py
[—Z—Qﬂﬁ@-i-v})(]@«‘i‘ [—ngﬁr} (23E;3E;+X8E2 +
I T I I
h? 829,}
[— > 5 o2 T vt u,gzm} x = Exy

Az elsd tag tehat az ionok terében az elektronok probléméja (rdcsprobléma), a mdasodik az elektronok-fononok
kolcsonhatési problémadjara vezet (Fonon: kvazirészecske, szildrd testek rezgési dtmeneteinek energiakvantumaim ).
A harmadik tag az elektron probléma. Most csak az elektronproblémat, azaz az harmadik tagot targyaljuk. Irjuk fel

(sok) elektronra az elektronproblémadt, 4116 ionok terében:

Hyp = Eip.
h2A
1 elektronra: H = ——— + V(1)
2m,
h2A; 1 e?
Sok elektronra: 't = — 9 + Z Vi) + Z dmeg |1y — 1]
i i i<j !

Itt az elsé tag az elektronok kinetikus energidja, masodik az ionok éltal keltett fix kiilsé potencidl, a harmadik tag az
elektronok sajat Coulomb-potenciélja. H-nak invaridnsnak kell lennie a racsperiédusi eltoldsra:

H(r+ R,) = H(r)
Ez akkor teljesiil, ha:
o(r+ R,) = ®Eop(n)
Ez a Bloch-tétel, ami pedig végeredményiil kijott, azt Bloch-fiiggvénynek nevezziikk. Vagyis az elektron
hulldmfiiggvénye tiikrozi a rdcs szimmetridit.
A fentiek csak degenerdlt esetben érvényesek. Nem degenerdlt esetben az eltoldsndl gond van a skaldrszorzassal, igy

mas mobdszert kell alkalmaznunk (f6tengelytranszformdaciét), de igy is megkapjuk végeredményiil a

Bloch-fiiggvényt.
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Rontgen- és elektrondiffrakcid. Diffrakcio, kinetikus elmélet.
Ewald-szerkesztés. Bragg-feltétel.

Rontgen-diffrakcio
(a) Rontgencso

Karakterisztikus és fékezési sugarzas; Sok fékezési sugarzds, kicsi az energia.

eU:ﬁu:ﬁ.ck:ﬁTc

9. .4 i

1zz06 katod
g

Rontgen cs6 vazlata

N
M
L

T K

|

Rontgen-sugarzds esetén a tipikus
atmenetek az energianivok kozt

(b) Szinkrotronsugdrzds
Az elektronokat folgyorsitjuk, majd ,megrazzuk” (csak fékezési sugarzas lesz)
Elénye a rontgencséhoz képest, hogy monokrém és nagy intenzitds, de nagy a mérete és draga.

Eszlelés: fotélemez, szdmlalécss, CCD, Imaging Plate

magnes

Gyorsité vazlata
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Elektronok

Elektronokkal is lehet diffrakciét 1étre hozni, és ezt vizsgalni (hasonld eljarassokkal, mint a rontgen-diffrakciot),

viszont pontosabb és célravezetdbb, ha elektronmikroszkopot haszndlunk anyagvizsgélatra:
izzo katod

»"‘_"" kondenzor
il

lencse

minta
i

W lencse

kép

Elektronmikroszkép vézlata

2
P h
U=>": p=-
o PTX
1 1 1
Leképezés: E + ? = ?, ha k=f, akkor diffrakcié van.

Rontgenhez képest hatrany:

- A lencserendszer miatt numerikus apertdra: 107 — 10~ ?(ami elég rossz)

- bonyolult mintapreparacié

- feltoltédik a nemfém minta, elektron er8sen kolcsonhat az atommal (erds rugalmas és rugalmatlan szoras)
- nem elég pontos pl. rdcsparaméterek mérésére

Elény:

- sokmindent latni vele

- sziikithetd 14t6tér

- korlatozott teriiletd diffrakcié valdsithaté meg

Széras Kinetikus elmélete

Rontgen sugérzds esetén —+Thomson-szorés
(1) Rugalmas szérds: Avaltozatlan, Eyi = By
(2) Koherens

(3) Gyenge szérés: egyenes szOrasok. ..

Fraunhofer interferencia:

A bemend-kimend hullimszdm = P(E}: ha nagy, nagy a szorddds; ha kicsi, kicsi a sz6r6dds az adott pontban.

(Rontgennél elektron-stirtiség, el.-mikroszk6pnal el.- pot. stirliség, neutronndl magstiriség). A faziskiilonbség:
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Ky o
-
e
-
Szorédas
2
kyr = |Eo|51 = 751 ; As =151 —5

2 2

kr = |k|sy = %2 Ap = By (51 — 52)
Ap = (ko ~ k) — A(R) = [ plr)eata?y
A(k) a sz6r6dds, nem tudjuk mérni. A fenti integral a stirliségfv Fourier-transzformaltja.

Intenzitds: T (E) = 4‘1(E)|2

Bevezetjiil az Ewald-szerkesztést: reciprokracson berajzoljuk a beesd nyaldb k vektorat, majd hizunk a k vektor

kezd6pontjabol egy Ikl sugard gombot, ez az Ewald-gomb.

Ewald-gémb

Jelolés: H,,- rdcsvektor; K, reciprokracsvektor

Mindezt felhaszndlva, a kristdlyos anyag elhajldsi képe:
AL) = [pe@d 5 p(r) = plr+ R) = plz)

A fentiekbsl: A(k) = fp(r_’)eé&“_ﬁ){r_ﬂ’”dgr = ¢ilko-b)E, fp(r)eétgﬂ_ﬁ)zdar = A(E}-eétﬂﬂ_ﬁ)ﬁﬂ
Tena A(R) (1 - 9 ) =

Azt szeretnénk, hogy A(k) ne legyen O (mivel azt keressiik). Igy a masik tagnak kell 0-nak lennie. Ezekb3l adédnak

a kovetkezd tulajdonsagok:

(ko — k)R, = 27k; (ke Z)
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- (ED - E) =K,
- A(K,,) # 0 —elhajldsi irany
- A(K,) =0 —kioltds

-A (Rﬂmﬂn) =0 —rteljesiilnie kell, kiilonben nincs interferencia

Bragg-feltétel

Az Ewald-szerkeztésbd! tudjuk, hogy (kg — k) = K,
Tovébba tudjuk, hogy £ (kok) = 2/
Tehat: I, = 2|kg|sin ¥

2m

2T .
Az 4bra alapjan pedig ldthatd, hogy: QT sin1 = T

Amelybdl atrendezéssel kaphat6 a Bragg-feltétel.: 2dsin 1 = n\ —>erdsités csak ebben az esetben lesz!

k=2n/A

k'k

Kiilonboz6 sikokrol visszaverddés

Kiilonbség az elektron- és rontgendiffrakcio kozott

A mai korszer(i mikroszkpokban az elektronok energidja kb. 300keV, az elektronok hulldmhossza 2.2 - 10 *nm,
ami nagysdgrendekkel kisebb, mint a szokdsos rontgenhulldimhosszak. Ennek az a kovetkezménye, hogy a
reciproktérban az Ewald-gomb sugara joval nagyobb, igy a Bragg-szog kicsi. A reciprokracs helyén az Ewald-gomb
siknak tekinthetd, ezért az elektrondiffrakcids felvételeken mindig a reciprokrics egy sikmetszetét lathatjuk,
ellentétben a rontgendiffrakcidval, ahol a diffrakcié képen koroket, illetve korszeleteket latunk. Azt, hogy tényleg
tobb pont legyen diffrakcids helyzetben, az elektronmikroszkép esetében az biztositja, hogy a minta vékony, ezért a
rdcspontok Fourier-térbeli képe kiszélesedik(végtelen racsndl lenne az pontszer). Ez a kiszélesedés a
rontgendiffrakciondl nem jelent8s. Ott a Bragg-feltétel kielégitéséhez tobb modszer lehetséges. Pl. porszerli mintdt
haszndlnak igy a diffrakciés képen két kor metszéspontja lesz(hiszen a kristdlyok minden irdnyba orientéltak, igy a
reciprokrécs is "veliik forog"), vagy nem monokromatikus forrast hasznalnak(Laue-elrendezés), hanem folytonos

spektrumuit, igy a kiilonb6z6 hullimhosszak kiillonbozd racsvektorokat hoznak diffrakcids helyzetbe.
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Racsrezgések termikus hatasai.

Debye-féle fajhé
A réacs termikous rezgéseit alacsony hémérsékleten az Einstein-modell nem firja le elég jol, hiszen ez a modell
minden atomot fiiggetlen oszcillatornak tekint. (Ezen szdmitdsok alapjdn az 6sszenergia exp 0-hoz kellene,

hogy tartson)

Maisik megkozelitésben a riacs normdlrezgéseit a khullamszam-vektorral komponenseivel irjuk le. MInden
részecskéhez hozzarendelhet6 egy ilyen vektor, és minden értékhez tartozik 3 médus (melyeknek mas a
polarizdcids irdnyuk és ortogondlisak). Tehdt egy N részecskébdl allo redszerben 3N rezgési mddus van
(leszamitva a test mozgdsabdl ad6dé 6 szabadsagi fokot), melyeknek energidi kvantéltak (Ek = nyhwy, )

Foton: az elektromégneses sugdrzasi tér energiakvantuma.

Fonon: a kvantélt rugalmas hulldim vagy racsrezgés energiakvantuma (a fotonhoz hasonléan definidlva).

Debye-kozelitésben “kés kxozott a kapcsolatot nem a dinamikai Osszefiiggésekbdl hatdrozzuk meg, hanem a

makroszképikus kristdly mozgasegyenletébdl.

1
A belsd energia varhat6 értéke a kovetkezSképp adhatd meg: ( = ﬁ)

hﬁb‘t‘ Fw
(E) = Ey +¥ oA 1 Eo—i—me{w)dw
hwp = kTp, ahol Tpa Debye-hémérséklet.

CV
Debye-fajho 3Nk
Na

Doulong-Petit
szabaly

To

Fajho a h6mérséklet fliggvényében
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Hdvezetés

A hovezetdképesség definicid szerint:

[

= K——, ahol
@ = gy aho

Q - a termikus energiadram

K- a hGvezetSképességi egyiitthatd

ar ‘
——- a hdmérsékletgradiens
dx

Tehat a termikus energia terjedése sztochasztikus folyamat és diffunddlva terjed.

A kinetikus-gazelmélet alapjan:

1

K= EC u\, ahol
C - az egységnyi térfogatra es6 fajhd
u - a részecske atlagsebessége

A- részecske szabad tthossza (két iitkozés kozott)

Debye ezt az Osszefiiggést szilard dielektrikumokra alkalmazta. Ekkor C a racsrezgésekbdl (fononokbdl) adédéd

fajhd, u a hang terjedési sebessége és Aa fononok szabad tithossza.

(pl a vadkuum rovid tdvon rossz, hosszitavon j6 hévezetd)

Hétagulas
A hétagulést a (potencidlis energidban szerepld) nem linedris tagok hozzak létre. (P1: A kvarc er8sen linedris anyag —
kevésbé hétagul)

Az abrérdl jol 14that6: ahogy nd a hdmérséklet, jobban rezegnek a részecskék, megnd az energia és igy eltolodik a
kozéppont, tehat tdvolabb keriilnek egymastol a részecskék. Ez a htagulas.

UA

Fajh$ a hémérséklet fiiggvényében

[1] Wikipédiardl: http://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice
[2] Képforrasok: Kojnok Jézsef - Kondenzalt anyagok fizikdja gyakorlat f6lidibol (http://szft.elte.hu/~kojnok/szilfiz/szilfiz_gy.htm)
[3] Fonon: http://hu.wikipedia.org/wiki/Fonon
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kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti hattere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | Kolcsonhat6 rendszerek, magneses anyagok |
Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyenstlyi folyamatok lefrdsa | Az asztrofizika alapjai

Nemegyensulyi folyamatok leirasa

Irreverzibilis folyamatok

Az irreverzibilis folyamatokban fontos szerepet jatszanak az intenziv fizikai mennyiségekkel (hémérséklet, nyomads,
elektromos potencidl) kapcsolatos hajtéerdk. Ezek megfigyelésével vizsgdlhatjuk a nyilt rendszerek id6fiiggd

energetikai folyamatait, illetve valaszt adhatunk arra is, hogy egy folyamat miért gyors vagy lassu.

Egy tetsz6leges termodinamikai rendzser entrépiavaltozdsa két tagbdl tevodik Ossze: egy kiils6é forrdsbol eredd (
-"—\Sk) és egy belsd entrépiavaltozdssal kapcsolatos ( -QLSJ:;). A bels6 entrépia valtozds nem a kornyezettel vald
energiacserével kapcsolatos, hanem a rendszerben lejatsz6d6 termodinamikai folyamatok kovetkezménye.

Irreverzibilis folyamatban a bels6 entrépia értéke mindig nd (reverzibilisnél dllando).

Nyilt rendszerre 4ltaldban igaz, hogy a belsé entrépia nd, de csokkenhet is. Nagyon fontos az irreverzibilis

folyamatokban az 1d6, jellemz&en a mennyiségek idéderivaltjai fizikai jelentést hordoznak.

Entrépiaprodukcidnak nevezziik a belsé entrépia id6beli valtozdsanak gyorsasdgat, vagyis:

¥ AS, dS,
g=llm — = ——.
At—0 AL dt
Az id6egység alatti belsGentropia-valtozds mértékegysége J f (K * 5).
Az entrépia megvaltozasanak teljes egyenlete:
50 SV,
dS = ? + dSsp + %, ahol

0(Qa hovaltozas, dSs;pa spontdn entrOpiavaltozds (mindig nagyobb 0-ndl), OWirraz irreverzibilis folyamat alatt
végett munka, T a hémérséklet.
Pl.: Ha vesziink egy zért rendszert (két kamra: egyikben gdz, masikban vdkuum) és elvessziik a falat, akkor a
gdz kitolti a masik térrészt is. Ekkor: Q=0, W=0, AS > (1!
A lényeg, hogy a rendszer onmagdval legyen egyensilyban. A fenti egy spontdn irreverzibilis folyamat
(kvézisztatikus rendszer folyamat). Egy ilyen sordn az entrépia keletkezik. Tehdt az entrépia nem marad meg,

de csak keletkezni “szeret”.

Tovabbi példas spontdn S termelddésre (ha zart rsz. nincs egyensilyban, akkor S néni fog):

Pl. Gay-Lussac-kisérlet: vakuummal szembeni tagulds: Q(E , V, N} = Ving= (Ing =S n....
PI2. Eltéré hémérsékletd tartdlyok: Foss: = Ey + Ey == Q(E}) = Qy(E})Q(Eoss: — Ei Jekkor Qeléri

a max értéket és S spontdn néni fog...
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Master egyenlet, részletes egyensily.

megjegyzés: a jobb olvashatdsdg érdekében az dbrdn szereplo: n'=m

Van egy rendszeriink, aminek van n diszkrét dllapota, amik kozott ugral.

e n (f) - annak a valésziniisége, hogy a rendszer az n-edik allapotban van.

» Tegyiik fel, hogy tudom, hogy egységnyi id6 alatt mi annak a val6szintisége, hogy a rendszer n-bdl m allapotba
megy at.

Ennek jelslése: Wmn. Nem tudunk réla semmit, de tegyiik fel, hogy ismerjiik az értékét.

+ Tegyiik fel, hogy az dtmenetek folyamata Markov-folyamat, tehat létezik olyan At, hogy mér csak a t mondja
meg, hogy mi torténik £ + Al-ben. (Es tegyiik fel, hogy az dtmenetek megvaldsulnak.)

Ekkor:

pnl:f =+ ‘&t) = Z wmﬂﬂ‘fpﬂ + Z wnm&fpm( )

m#n m#n

Azt szeretnénk megtudni, mjkkora valészintiséggel Tesz a rendszeriink az n. 4llapotban ¥ + ﬂfid(ipillanatban. Ez

szerepel az egyenlet bal oldaldn.

A jobboldalon a kovetkez6 tagok éllank:

* 1. tag: Annak valésziniisége, hogy mar t id6pillanatban is az n. dllapontban volt a rendszer (ezt ismertnek
tekintjiik)

* 2.tag: Annak valdszintisége, hogy t idépillanatban az n. 4llapotban volt, és AAfidé milva ellépett onnan (ezért
levonjuk)

* 3.tag: Annak valésziniisége, hogy t id6pillanatban az mésik allapotban volt, de Afidé miilva az n. llapotba
keriilt.

( Wmnés Wnmegységnyi idére vonatkozik)

Sorba fejtek Atkoriil, igy pn(t + At) = p, (1

51*

Ezt felhaszndlva Pn(f)klemk majd Af-vel egyszertisithetiink. Ami marad::

3_;0 A Master-egyenlet diszkrét dllapottérben
50 = — 2 WanPn(t) + 2 Wampm(?)
! m m

Ennek kell, hogy legyen staciondrius megolddsa, amihez relaxal: ( p&f ). egyensulyi valdszintiség)
1 _,
pgf e B —€ -BE“, ahol Enaz n-edik allapot energidja.

Ha ezt helyettesitem be, akkor a bal oldal O lesz.

Vizsgaljuk ezt egy egyszer(i példan keresztiil: bindris atomok rendszere.

Két energiaszint lehetséges: €+(ilyen atomok szdma P+(f)), €—(ilyen atomok szdma P—(f)).

Az dtmenetek valészintisége: + — — H;— — + V.
Trjuk fel egy késébbi idépontban az €+energidji atomok szamat:

p(t+ At) = p.()(1 — pAt) + p_(t)vAt,

A jobb oldal els6 tagja adja meg, hany részecske nem valtott dllapotot, mig a masodik tag azt, mennyi valtott.

Némi dtrendezés utdn p+l:f+-"—§1 —p-(t) = dp;.f[t) = —pup+(t) + vp-(E)(= ( )

tovabba fel, hogy normadlt az eloszlas: p+[f) + p_[ ) = 1. A staciondrius megoldds a normaltsag1 feltétellel a
v

p+v U7 ugw

——=). Tételezziik

kovetkezbre vezet: P+ =
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— e Fe
e’ e
Beirva a Boltzmann-faktort, a staciondrius megoldas: py = m, p_ = m
. P+ oge ¥
A kettd ardnydra pedig fenndll a kovetkezd: p_ =€ - E

» Tegyiik fel, hogy meg tudom dgy adni az dtmeneti valdszintiségeket, hogy a rendszer beugorjon az egyensulyi
allapotba.

* Hogyan kell megvélasztani az 4tmeneti valészintiségeket?
Az atmeneti valoszinliségek megvalasztasa

* Egyensulyban id6tiikr6z€si szimmetria van.

,‘{6\ W ,ae)

)

n n
Wi

A rendszer két dllapota kozotti dtmeneti
valdsziniségek "kimérése"
Szamolom, hogy (irdny szerint megkiilonboztetve) hanyszor megy egyikbdl a masik dllapotba a rendszer.
» Staciondrius 4llapotban Afid§ alatt az dtmenetek szdma:
L=
n-b6l m-be menve: Wpn Py

=
m-bsl n-be menve: WamPy,

* A részletes egyensiily elve azt mondja ki, hogy a két szimnak meg kell egyeznie, azaz:

Winn Py, = Wam Py, | Megkotés az dtmeneti valszintiségek hanyadosdra

Ha az éllapotok szdma véges és a rendszer minden pontjab6l minden mdésik pontjaba el tudok jutni, akkor egyetlen
staciondrius dllapot lesz, az egyensiilyi.

Csak az atmeneti val6sziniliségek hanyadoséra van megkotés, azaz:
u’mn e_ﬁ{ET]'l ) EI_DIS{EITI _Eﬂ.) 1
W € BEn) 1 "~ g—B(En—Em)

Ha Em - En = -&Enm > D(azaz az energia nd), az e-ados tag 1-nél kisebb lesz, tehat vehetem azt az dtmeneti

valészintiségnek. Ha csokken az energia, akkor az energiacsokkenés felé vivo 1épést 1 valészinliséggel 1épem meg.

Bizonyitas: Oipn(t) = — Z WhanPn(t) + Z WhimPm(t) = D(egyensflly esetén). Tehat:
m m
— (=] £
0=- Z{wm”p n ~ WnmP m)Péronként kioltjdk egymast. Ezért hivjak részletes egyenstlynak, mivel nem csak
m

az egész 0sszeg nulla, hanem az allapotok kozott paronként van egyensily. (Ehhez egy 0sszefiiggd graf kell)
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Entropia és szabadenergia

Ide még jon egy szemléletesebb magyardzat az entrdpidra (pl masik tételben is szerepel.) Cz

Irreverzibilis folyamatok

Ha egy rendszert példaul master egyenelttel frunk le, abbdl is levezethet6 az entrépia és a szabadenergia. Az entrdpia

trividlisan felirhaté az allapotok valdszinfiségeibdl:
S ==Y pilog(p:)
Ebbdl pedig a szzibadenergia:
F= ZP:’Ez' -T.5
1

Az irreverzibilis szabadenergia mindig nagyobb, mint a reverzibilis folyamatokban. Az entrépidra pedig tovédbbra is

a masodik f6tétel alkalmazhatd.

Ismétlésiil:
A termodinamikai entrépia fogalma:
5@ — TﬁS, ahol Q a hé (azaz két kiilonbozd hémérsékletli rendszer kozotti spontan

energiacsere), dS pedig az entrédpiavaltozés.

Atrendezve: 48 = —

T

Allapotjelzék:
extenziv (6sszeadddik): n, belsd energia, V, S
intenziv (kiegyenlitédik): p, T, H
A Termodinamika elsd fététele: dU = 5@ — oW +I—Ldl“"r (egy komponensd elegyre)

A Termodinamika masodik fététele: 0G0 =TdS; oW = pdV
Fundamentalis egyenlet az eldézd kettdbdl: dU = TdS—pdV-i-#dN
Termodinamikai Potencidlok: Alapvetd skaldr potencidlok, természetes valtozdikban
dllanddé rendszer esetén minimumra tdrekszenek, azaz egyensulyban minimalisak.
U, F, H, G négy termodinamikai potencidl:
* A szabad energia definicidéja: F = U - TS
* Az entalpia definiciéja: H = U + pV

* A szabad entalpia definicidéja: G = U + pvV —TS = H - TS

A belsd energidra vonatkozdé fundamentédlis egyenletbdl Legendre transzformacidval

tovédbbi Fundamentdlis egyenletek kaphatdak. Pl:

dF = —SdT — pdV + udN

A Boltzmann-féle entrépia definicidja: S= kBEﬂQ(E).
ahol Q(E) a mikrodllapotok szama.

_ —fEm
Kanonikus targyaldsmédban az dllapotésszeg: “= ZE
T

Ezt, az elsé fundamentdlis egyenletet és a Boltzmann-entrdépi definicidjat felhaszndlva:

F=—-kgTh:z
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Tovébbiﬁsﬁrﬁn hasznélatogbrszérmaztathaté O0sszefdggések:

U= —@ln z; cy = a7

?’Wga\inentéiii.egyen]f@biél: _ E (ag\ I

o . ey ey C_n
or V,N - ! v TN - ON V,T_J“

JdF
Ezekb&l felirhaté a Helmholtz—egyenlet: I =U 4+ T—

oT
Ingadozasi jelenségek

Brown-mozgas, Diffazio, Brown-mozgas potencialban
Alapfeltevések

1. A részecskék egymastdl fiiggetleniil mozognak.
2. T << megfigyelési id6 minimuma (ezen tdl a mozgas az el6z6ektdl fiiggetlennek tekinthetd)

3. Az elmozduldsnak van egy valdszintiségi eloszldsa. A mozgdas lefrhaté valdszintiségi alapon.

Jelolések

. ﬂq’(-ﬂ)dﬂ: annak valészintiségét adja meg, hogy n darab részecske A-t ugrik 7id6 alatt.

. P(I, f)d&?: annak val6szinlisége, hogy t id6pontban alatt x-ben van a részecske.

/’?\( x LN

-

X-A X  xX+dx

A Brown-mozgds szemléltetése egy dimenzidban

Az Einstein-féle leiras (1905)

Annak valdszinfisége, hogy a részecske 7 id6 mdlva az x és x+dx kozotti tartomanyban foglal helyet:

plz,t + 7)dx = p(x,t)dr — }Gp{a:, t)drP(A)dA + ]Op(;t: — A t)dzP(A)dA

Az egyenlet jobb oldaldnak elsé tagja annak valészinfisége, hogy a részecske mar t id6pillanatban is az x és
x+dx kozotti tartomdnyban volt. A masodik tag annak valészinliségét adja meg, hogy 7idé milva éppen
arrébbmegy egy barmekkora Augrassal mésik helyre. A harmadik tag annak valészintiségét adja, hogy a

részecske valamekkora Atavolsagrol éppen A-t ugorva megérkezik Tidé milva.

Az egyenletet dx-szel végigoszthatjuk hiszen a dx-ek (és a p(x,t) is) mindegyik integréljel elé kiemelhet&ek,

hiszen nem fiiggnek A-tél, ekkor:

pla.t+7) = ple,t) = pla.t) [ @(2)dA+ [ pla— A, H)@(A)dA
Es mivel f (I)(&)d& = 1(hiszen (I’(ﬂ)dﬂannak valészintiségét adja meg, hogy egy részecske /-t

ugrik 7id6 alatt, aminek a valdszinlisége a teljes térre egy kell, hogy legyen - itt jegyzem meg, hogy
‘I)[ﬂ) = ‘I)(—ﬂ)), ennek kovetkeztében a jobb oldal elsé két tagja kiejti egymdst és az egyenlet a
kovetkez alakra egyszertisodik:
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plz,t+7)= f plz — A1) B(A)dA

—20

Chapman-Kolmogorov egyenlet

A fenti egyenletet T-ban és AA-ban sorbafejtjiik, az aldbbiak szerint:

[

plx,t+7) = p(x,t) + 3—}} + ...

dp 10% .,
plz — A t) =p(z,t) - o +28?-’3
Ekkor a kovetkez6 egyenletet kapjuk:
b __ T 1 92p( )
p(z, f)—i——'r— fp(a:,t.)cb( d.&—— f AG(A)dA+5 = HET d ; f,g B(A

Ugyanazon okok miatt, mint a Chapman- Kolmogorov egyenlet levezetésénél, az egyenlet bal oldaldnak elsd tagja és

jobb oldaldnak elsé tagja kiejti egymadst, igy a kovetkez8 marad:

ap ap T 1 Pp(z,t) )
T a_x_f AD(A)dA + 5 fﬂ. B(A)dA

A fenti egyenlet jobb oldaldn az elsé tagndl az 1ntegral pont Aértékét adja meg, mig a masodik tag integrdljat ennek

mintéjara elneveztiik AZ-nek. Az egyenlet a kovetkez6képp mddosul:

dp  Op— 1&p(a,t)—
ot " "ot e

Am Aértéke nulla, mivel a (I’(ﬁ)fuggvényt teljesen szimmetrikusnak tételeztiik fel. Tehat a bal oldal elsé tagja is

&2

kiesik. Ami marad:

dp _ A Pp(at)

ot 2t a2
&2
2——et D-nek (azaz difftziés egyiitthatonak) elnevezve megkapjuk a diffiiziés egyenlet dltalanos alakjat, mely:
T
(‘jp a2 p | Dinamikai egyenlet a valészinliség idSbeni valtozasdra (méds néven a Fokker-Planck egyenlet).
o~ o

A Fokker-Planck egyenlet megoldasanak keresése
A kovetkezdkben a Fokker-Planck egyenlet megoldasat kerestiik a t = 0, x = 0 kezd&feltételekhez.
Ekkor ha P(il?, L= D) = t5l:iifi)akkor ebbdl a megoldds:
22
p(:c! t) = vﬁﬂ_m(SD-ben az 1/gyok-6s rész a 3/2-en van.)

A fentiek alapjan < x” >értékére az aldbbi osszefiiggés sziiletik, ahol A-t konstansnak varjuk:
0

z2 : 7
<Z 3:2 == .;\Df == f v/ﬁxgﬂ_mdufz% f ygﬂ_y?dy
—o0 —o0 -

az utolsé egyelSségnél valtozé helyettesités tortént: ¥ = m

m
Az integral értéke innen m%ﬁgy: < 72 >= 2Dt(azaz A = 2)

Sodrédas, Brown-mozgas potencialban:

A részecskék ebben az esetben valamilyen kitiintetett irdnyba sodrédnak: B(A) # P(—A)

Az el6zbekhez képest annyi a kiilonbség, hogy a kovetkezd tag:
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f AB(A)A =B #£0

0

Ismét alkalmazva a Kramers-Moyal sorfejtést:
dp ap T 18% 7
B+ L= pat) - L [ Ad(A)dA + - f&%&d.ﬁ
pat) + gr =plat) - 5o [ A0M)A+ 555 [ a%()

dp  Adp 1Ap

ot Toxr 27 Da?

(E, A? :mikroszkopikus hossz, 7 ‘mikroszkopikus id6.)

Ez is a Fokker-Planck egyenlet egy alakja. A fenti egyenlet jobb oldaldn az els6 tag dnmagdban egy driftet ir le:

dp dp >
—— = —U—7=—,ahol ¥ = —
ot dx T
' >
0
Driftel6 "csomag"
Példdul: p(x,t) = p(a — vt). A fend egyenletbe behelyettesitve és elvégezve: —UP = —vp’

Viszont érdemes megtartani a masodik tagot, hiszen ha ezt is figyelembe vessziik, akkor azt kapjuk, hogy a
"csomag" halad valamerre és kozben szétterjed:
dp ap %
T T
Bevezetve az y := x-vt -t (vagyis "beleiiliink" a driftelé rendszerbe), akkor _;5[:1: — vt, f) = ﬁ(y, f) = P(ii, f).
Ekkor a Fokker-Planck egyenlet a kovetkez6képp muidosul:
d» H _ 0p 0% o PP
—v = —v

dy dy

+

ot 3y + D@Vagyis visszakapjuk a drift nélkiili 6sszefiiggést: 3_f =D

22 1 _(z=wt)?

B 1 _ _
Tehat: P(Y, 1) = WE i — plat) = \f’ri?TDfE

Drifteld és szétterjedd "csomag"
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Langevin-egyenlet

arT

Brown-mozgésra az dltalanos Langevin-egyenlet: m¥ = —b6mnta + X — ——, ahol

Ox
e T]- a viszkozitas

e a-arészecske sugara

e X -egy véletlenszert erd

£ T

——- egy kiils6 er6 (potencidl)

dz

au
dx

Ha nilcsillapitott esetet vizsgalunk, akkor 0 = —6mnza + X —

1
jelolést, az egyenlet a kovetkezSképp fog kinézni:

brna

Ekkor bevezetve a zajt - 1] = pX- fogalmat és a it =
: ou N
T = —l—

H Dz n
Bevezetve még a U[::I:) = —U a—jelﬁlést:

X

& = v(x) + 7esz a végleges forma.
Ebbdl jol latni, hogy tulcsillapitott esetben az elmozdulds a U(I)determinisztikus sebesség és az Mzaj 6sszege.
Ha feltételezziik, hogy a zaj Gauss-eloszlasud, és meghatdrozzuk az adott helyen tartézkodas valészintiségét, akkor
megkapjuk a “driftet tartalmaz6” Fokker-Planck egyenletet (Isd. feljebb)
dp O pop
W = Vg a7
ot dx dz?

//////

ad
a—i, egyensulyi esetben (J=0) megkapjuk a Boltzmann-eloszl4st:
. 1
P, =Ce™ = —
© (5 kgT

Vezetési jelenségek

Drude modell

Az elektromos vezetés jelenségét ugy tekintjiik, hogy az elektronok az elektromos tér hatdsara gyorsulnak, azonban a
vezetd helyezkotott atomtorzseinek titkdzve energidt veszitenek. Ez igen hamar makroszképikus egyensilyhoz vezet,
ha a tér nem valtozik. Ezek a feltevések az alapjai a Drude-modellnek, amelynek eredménye az elektronokra

felirhaté mozgdsegyenlet:

. 1

mi =el —m—v
T
amelynek staciondrius megolddsa:
m—v =ek

-
Itt Taz iitkozések kozott eltells jellemzd relaxdcids id6, v a drift sebesség. A v-re rendezett eredményt a toltéssel (e)

7.z

és az elektronstiriséggel (n) beszorozva megkaphatjuk az Ohm-torvényt:

ner

- _ E
J e

azaz az elektromros drams(irliség egyenesen ardnyos a térerfsséggel, az ardnyossagi tényezd a fajlagos ellenallas
reciproka, azaz a fajlagos vezetSképesség. A Drude-moell j6 leirdst ad tobb effektusra, azonban példdul az dram

héhatésat tilbecsli. Kevés jo modell van az elektronok iitk6zésének leirdsara, ez a teriilet ma is aktiv kutatés targya.
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Kereszteffektusok

(* A levezetés csak a kitekintés kedvéért szerepel)

A kereszteffektusok bevezetéséhez a nemegyensulyi statisztikus fizika eszkoztardhoz kell fordulnunk. Ebben a
targyaldsban most a vezetési jelenségekre korldtozodva jellemezze a vizsgalt rendszeriinket az f betoltési fiiggvény,
amely a pozici6, id6, és a hullimvektor fiiggvénye. Irjuk fel a teljes id§ differenciat, amely a Liouville-tétel

értelmében zérus:

_df_9F  of, af:
=% ot ar ok

itt X az titkozések miatti véltozast jeloli. A felirt egyenlet 1ényegébena Boltzmann-egyenlet, csak impulzus helyett

k— X

hulldmszamra felirva. A kovetkezd feltevéseket tehetjiik:

» Egyenstilyban a betoltést a Fermi-Dirac statisztika irja le:

1
folr, k) = eHEE)-Ep) 4 |

vigyazat, F-ban T fiigghet a helytdl is.

* A perturbacidk id6fiiggését elhanyagoljuk, azaz f idéderivaltja zérus.

* A rendszerben hullimcsomagokat akarunk leirni. J6 leirast kapunk, ha a sebességre a csoportsebességet vezetjiik
be:

Lop
h 9k

* Az impulzusmegvéltozassal analdg tagra irjuk be a klasszikus elektromdgneses erShatdst:

k:i(EJrlva)
h C

* Az iitkozési tagra tegyiik azt a durva kozelitést, hogy az egyensilytdl valo eltéréssel egyenesen, €s a relaxacids

r=wv =

iddvel forditottan ardnyos:
f=1o
7(k)
* Az eloszlasfiiggvény helyszerinti gradiense a h6mérséklet fiiggésen keresztiil is kifejezhetd:
of dfdT
v~ AT ar

A fentiek ismeretében a Boltzmann-egyenlet a kovetkez6 alakra keriil:
d aT e 1 d —
PO e (g Ly m) 2 o S
Yor or dk 7(k)
A derivaldsokat egy D dlfferenmal—operétorba Osszevonva az egyenlet:
f—fo
7(k)
Ennek a megoldasa felirhat6 soralakban, igy kiilonb6z6 rend(i korrekcidk nyerhetek:
2
f = fg — TDf.D + [:TD) fg
Ezt visszahelyettesitve elsérendben a kdvetkezd megoldast kapjuk:

_ dfy E—Er OQEg\ oT
f—h+ffw{( T +dT)d eﬂ

A legszembet{inbb eredmény, hogy a méagneses tér kiesett, azaz csak a magasabb rendii korrekciok fiiggnek téle. Ha

X =—

Df = -

bevezetjiik az elektromos aramsfirtiséget, €s a hGaramstirtiséget:

o= vﬁﬁk

Aqrd




Nemegyensilyi folyamatok lefrdsa 162

) 1
Jg = H[BV{E— EF)Vfdak

és bevezetve egy egyesitett potencidlt: [t = Er +ed, megkaphatjuk az dramokra vonatkoz6 egyenleteket:

. o 5 10T
JE:Llls +L =l
or T or
o 10T
. 22 1
Jje=1L 3r+L T Or

Az L egyiitthat6k mésodrendi tenzorok, itt most annyi elég réluk, hogy:
. L2 L21, ez az Onsager-reldci6 a termodinamikéban,
* Mindegyikiik tartalmazza az egyensilyi eloszlds energia szerinti derivaltjat, és T-t,

o Az LYtenzor ezen feliil az elektromos téltést,
. le.‘ L™tartalmazza B — Epet,

o L¥pedig(E — EF)Z-et.

Ezek segitségével kifejezhetbek a kovetkezdk:

* Homogén anyagban, homogén hémérsékleteloszlds esetén visszakapjuk az Ohm-torvényt:
jo=0E, 0= —el"
* Homogén anyagban, ha nincs elektromos dram visszakapjuk a hdvezetés egyenletét:

JT 1
jo = _mi]—r-‘ A= (Lzz _ LH(LH)_le)

és az elektrokémiai potencidl, valamint a hémérsékletgradiens kapcsolatat:

He or L1y —1g12
e s= (7L
r dr’ T( )
Ezek kombindldsdval lehet értelmezni a tovéabbi effektusokat (ekkor mar elhagyhaté a fenti megkotések egy része):
» Seebeck-effektus: a hémérsékletkiilonbség elektromos dramot hoz létre.
* Peltier-effektus: két fém hatarfeliiletén atfoly6 dram hdmérsékletkiilonbséget hoz 1étre a két fémen.

* Thomson-effektus: dram alatt levd vezetd, amelyen hémérsékletkiilonbség van, lehiil, vagy felmelegszik.

Ezen effektusok ardnyossagi tényezdi kozott fenndll a kovetkez6 két Thomson-Osszefiiggés:

nm=7-5
dsS
,U—Tﬁ

ahol T a hémérséklet, [1a Peltier-egyiitthat6, S a Seebeck-egyiitthat6 és Fa Thomson-egyiitthato.

Az eloszlasfiiggvény tovabbi korrekcidinak figyelembevételével megkaphatjuk a masodrendii effektusokat, akkor

mdr a magneses hatds is beleszdl a folyamatokba. Ezek koziil a legjelentsebb a Hall-effektus. Itt elektromos dram,

P

és rd merdleges magneses tér hatdsara az el6z6 kettére merdleges elektromos potencidlkiilonbség alakul ki a

vezetdben.

Tételek A klasszikus mechanika alapjai | A klasszikus mechanika elméleti tdrgyaldsa | A relativitds elmélet alapjai | Egzaktul
megoldhat6 fizika problémdk | Folytonos kézegek mechanikdja | Fenomenologikus termodinamika | Elektro- és
magnetosztatika, &ramkorok | Elektrodinamika | Hulldmegyenlet és hullimoptika | Geometriai optika és alkalmazdsai | A
kvantumelmélet alapvetd kisérletei | A kvantummechanika elméleti héttere | Atom- és molekulaszerkezet | A magfizika
alapjai | A termodinamika statisztikus alapozdsa | Kvantumstatisztikdk | Kolcsonhato rendszerek, magneses anyagok |

Kristdlyos anyagok fizikdja | Nemegyensiilyi folyamatok lefrdsa | Az asztrofizika alapjai
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[1] http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_integrals_of_exponential_functions#Definite_integrals

Az asztrofizika alapjai

Newton-féle gravitacios erotorvény

A gravitacié négy alapvetd kolcsonhatds egyike az univerzumban, és az egyetlen amely a nagyskalds szerkezetet
meghatdrozza. A legkordbbi kvantitativ megfogalamzdsa Newton-hoz kothetd:

MM;r

F=-7—7

re T
azaz az elektrosztatikus Coulomb-torvényhez hasonlé alakd, reciproknégyzetes lecsengésii erd, amely azonban csak

vonzé formdban ismert. A Newton-i er6torvény igen jo lefrdsat adta a graviticids jelenségeknek, a kevés
hidnyossdgot Einstein dltaldnos relativitiselmelete poétolta. Ez utébbi hatdreseteként tartalmazza a Newton-i

er6torvényt.

Az 6srobbanas elmélet alapveto feltevései

A Big Bang modell a kozmolégia Standard modellje. Elsésorban megfigyelésekre és az dltalanos relativitidselméletre

épiil.

* Az univerzum megfigyelések szerint nagy skaldn (100 MPc felett) homogén (az anyag eloszldsa egyenletes), erre
alapul a kozmoldgiai elv, vagyis az a feltételezés, hogy univerzum homogén és izotrop.

* Megfigyelések szerint az univerzum tagul (a Hubble-torvénynek megfelelden), ha ezt a folyamatot id6ben

megforditjuk, akkor eljutunk az &srobbands alap gondolatdhoz.
Az 6srobbands modelljének legfontosabb bizonyitékai:

e Hubble-torvény
» Konnyii elemek el6forduldsi gyakorisaga (75% H és 25% He)

* Kozmikus hattérsugdrzas

Friedmann-egyenletek szemléletes értelme

Az univerzum taguldsanak targyaldsakor elengedhetetlen az altaldnos relativitds elmélet kereteiben torténd targyalds.
Tomoren osszefoglalva a tér-id6 tavolsdgokat magabanfoglald ivelemnégyzet (14sd itt) fiigg a helytdl, és ez a fiiggés
kapcsolatban van a tomegekkel. A helyfiiggést leiré gorbiileti tenzor, és az anyag dllapotegyenletét magabanfoglald
fesziiltségtenzor kozott az Einstein-egyenletek teremtenek kapcsolatot. Ha az univerzum homogén és izotrép, akkor

a Robertson-Walker metrika haszndlhatd, ahol a tdguldst egy skdlafaktorral (a) jellemezziik az ivelemben:
ds® = a(t) - dsj (k) — dt’
itt ds%(k)a haromdimenzids {velemnégyzet fiigg a térkoordindtaktdl, ami kiilonb6zé geometridji unierzumoknak

felel meg, ezeket k paraméterezi. A fenti {velemmel az univerzum tdguldsat leir6 Friedmann-egyenletek homogén,

izotrop kozelitésben:

N2 881G k2 Al
HEZ(E) _ o _RC | AC

a 3p EI-2+ 3
a8 G, ) 0
H+H_a.__ 3 P c2 3

Ezek a kozmoldgia alapegyenletei. H a Hubble-paraméter, amely az univerzum tdgulasat jellemzi és aminek a mai

értéke a Hubble-konstans, G a gravitdcids konstans, Aa kozmolégiai konstans, ¢ a fénysebesség, k az univerzum
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gorbiiletét jellemzSé mennyiség (sik, gomb, vagy hiperbolikus feliilet). A kozmolégiai dllandé olyan, hogy pozitiv

energiasiiriséghez negativ nyomadst rendel. Ezzel magyardzzdk ma a gyorsuld tdguldst, és ezt tartalmazzdk a

Friedmann egyeletek legjobboldalibb tagjai. Ezért felelds az tgynevezett sotét energia, amirél ma még nem tudjuk,

hogy mi is val6jéban.

ka térid6 altalanos geometridjat adja meg:

e Ak= +1megfelel a pozitiv gorbiiletd, zart térnek, mely hatartalan, de véges. Az ilyen geometridji tdguld
Univerzum két dimenziéban felfiivodo 1éggombbel szemléltethets. Az ilyen térben a hdromszog szogeinek

Osszege tobb, mint 180 fok.

o k = —lesetben negativ gorbiiletd, nyilt, végtelen térr§l beszéliink, melynek kétdimenziés megfelelGje a
nyeregfeliilet. Ilyen térben a haromszog szogeinek 6sszege kisebb, mint 180 fok.

o k = O-ndl sik, euklidészi térrél van sz6.

Az egyenletet atalakitva relativisztikus és nem relativisztikus esetekben a kovetkezd ardnyossagokat kaphatjuk:

a, Relativisztikus esetben (sugdrzds domindlta univerzum) felhaszndlva, hogy a nyomds és a sfirliség kozott a
P= 3Pijsszefiiggés all fenn:

—4 L
poca ésqoc tt?
b, Nem relativisztikus esetben (anyag domindlta univerzum) esetén pedig P! — Désszefiiggés teljesiilése mellett:

_3,
poxa ésqgoect?

Definidlhatjuk az §2stiriség paramétert. Ez szemléletesen az univerzum id&fejlédését paraméterezi, ha 1-nél kisebb
az univerzum 6rokké tdgul, ha 1-el egyenld akkor a végtelenségig lassul a tdgulds, ha nagyobb, akkor egy id6utdn

Ujra 6sszeroppan.
p _ 8nGp
Pherit 3H?
ahol Pkritértékét gy kaphatjuk meg, hogy az elsé Friedmann egyenletben vessziik a A = 0és k = Oesetet. Ma

tigy gondoljuk, hogy P = Pkrit, tehat {2 = 1, amit fel lehet irni az univerzum kiilonbdzé osszetevdinek az

0sszegeként:
= Qr&d‘mh’m + Qmﬂ!fer + Qk + Q]"‘L

ahol ma §2x =~ D, Qradiation << 1, Qmatter = D, 3¢s §24 = D, 7. Ttt az 2matter-be tartozik mind a lathato,
mind a sotét anyag ( Qiarkmatter = 0, 25).

Galaxisok kialakulasa, morfologiaja, Hubble torvény
A galaxisok f6leg hidrogénbdl és héliumbdl keletkeztek a sajat graviticidjuk hatdsara. Két elmélet 1étezik:

 Feliilrdl lefelé elmélet: A csillagkozi H-bol és He-bdl nagy a mai galaxisok méretével 6sszemérhetd felhok
alakultak ki a sajat gravitaciéjuk miatt, majd ezekben sziilettek meg a csillagok, amikortél mar galaxisnak

tekinthet6k ezek a képz&dmények.

*  Alulrdl felfelé elmélet: A csillagkozi H és He kis méretii felh6kké 4allt 6ssze, ezekben sziilettek az elsé csillagok.

Majd ezek a kis méretli galaxisok titkoztek, és igy alltak 6ssze nagy galaxisokka.
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A galaxisok osztalyozasat a Hubble diagram szemlélteti:

Efliptikus Lentikuliris

Szabdiytalan

L2

.

E[b] . . E[d

"Koral” "Késal"

A villa nyelén vannak az elliptikus galaxisok EO-t6l E7-ig. Itt a szdmot az ellipszis tengelyeinek hosszdbdl szamoljak
a 10('11- - b)f Iképlettel. Ez természetesen fiigg att6l, hogy a galaxist milyen irdnybdl latjuk. A fols6 és az alséd
dgon vannak a spirdlgalaxisok. Az alsén az Ugy nevezett kiill6s spirdl galaxisok (spiral with bar, innen jon az SB
rovidités), ezeknél a spirdl karnak van egy egyenes szakasza a maghoz kozel. Az SO az dtmenet az elliptikus és a
spirdl galaxis kozott, ezt szoktdk lencse alakiinak vagy lentikuldsrisnak nevezni. A mag/korong ardny csokken az
Sa-tdl az Sc-ig, a karok nyildsszoge és a kontrasztossaga pedig n az Sa-tdl az Sc-ig. A Hubble-féle osztilyozasba a
galaxisok 95%-at be lehet sorolni, a maradék 5% az irreguldris galaxisok. Ilyenek példaul az iitk6zé galaxisok,

érdekesség, hogy a nagyon messzi galaxisoknak az 50%-a irregularis.

Hubble-torvény: v = H1ahol H a Hubble-allandé (71 km/s/Mpc). A Hubble-4llandé pontos mérése nagyon fontos,
mert a Hubble-torvényben szereld sebességet a voros eltolddds alapjan meg tudjak mérni, és igy ez alapjan lehet egy
galaxis tdvolsagdt meghatdrozni. Sokdig viszont nem tudtik pontosan megmérni a Hubble-dllandét, csak
nagysagrendileg tudtdk meghatdrozni, ezért azt mondtdk, hogy H = 100hkm/s/Mpc, és h-t meghagytik a

képletekben paraméterként.
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A HR diagram és a csillagfejlodés szemléletes képe, kompakt objektumok:
fehér torpék, neutroncsillagok, fekete lyukak

Ahhoz, hogy egy csillag keletkezzen egy gazfelh6bdl a siiriségének meg kell haladnia egy kritikus értéket. Ez
torténhet gy, hogy egy szupernova robbands 0sszenyomja a kornyezd gazt vagy a galaxiskarokban, amik haladé
stiriséghullamok vagy pedig galaxisok iitkozésekor. A galaxisok iitkozésekor nagyon kicsi annak a valdszintisége,

hogy a konkrét csillagok iitkozzenek, de a galaxisban 1év6 gazfelhdk iitkoznek, és ezekben sok 4j csillag sziilethet.

A Hertzsprung-Russel Diagram (HRD) a csillagok h&mérsékletét és a hozzdtartozd fényességet szemlélteti. A
diagramon kirajzol6d6 4gak azokat a csillagfejlédési allapotokat mutatjak, ahol a csillagok huzamosabb id6t
eltoltenek. A csillagok fejlddésiik sordn valtoztatjdk a helyiiket a HRD-n, attdl fiiggéen, hogy kis (<4 JMNcap), vagy
nagytomegi (>4 f'firj\-'a.p) csillagokrol beszéliink, mas-mas fejlédési utat jarnak be.
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A f6agon tartézkod6 csillagokban H-fizidval torténik az energiatermelés, amikor viszont a a H elfogyott, nehezebb
elemek fuzidja kezdédik meg, a csillag voros-oridssd valik, és atkeriil az 6rids dgra. Ha a H elfogy egy csillagban,
akkor a graviticié Osszehizza, igy felmelegszik, és ezért beindul a He fizidja is, majd ha az is elfogy akkor
ugyanugy a graviticié Osszehizza, és beindulnak a magasabb elemek fizidja is egészen a vasig. Egy kis tomegi
csillag (<4 f'firj\-'a.p) esetében a He a legmagasabb, ami tud fuziondlni, amikor ez is elfogy az 0sszehizédas utani
melegedés miatt keletkezd fotonok miatt ledobja 1égkorét egy planetdris kodot hagyva maga utdn, illetve a csillag
megmaradt részébdl fehér torpe lesz, ami lassacskan kihiil. Amennyiben a csillagnak volt tarsa, a fehér torpe anyagot
szivhat el tdrscsillagirdl, és amikor a tomege eléri a Chandrasekar-hatart (1,4 naptomeg), akkor Ia tipusd

szupernévarobbansban felrobban.

Ha nagytomegi (>4 Mrf\-'a.p) csillag elfejlédik, akkor vords szuperdrids lesz bel6le. A csillag magjdban az egyre
nehezebb elemek fuzidja kezd6dik meg, egészen a vasig (ez van a potencidlgdodor mélyén, eddig mehet a fiizi6). A
fizié ledlldsa miatt a hidrosztatikai egyenstly felborul, neutrinék visszapattannak a vasmagrél, 16késhullam

keletkezik, és II. tipusti szuperndva robbands kovetkezik be. A maradvany csillag lehet egy neutroncsillag, vagy
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fekete lyuk, tomegt6l fiiggben (>60 jl’5{.“'«'ca.;ptémegl’i csillagokbdl lesz fekete-lyuk, ezalatt pedig neutroncsillag). A
neutroncsillagok egy gyorsan forgé valtozata a pulzdr, ahol nem esik egybe a forgdstengely és a magneses tengely. A

fehér torpéket és a neutroncsillagokat a degeneralt Fermi-gaz nyomadsa stabilizdlja, ez 4ll ellen a gravitacionak.

A HRD vizszintes tengelyén a szinképosztalyok is szerepelhetnek példaul, ezeket a hémérséklet alapjan osztottak

fel. A legf6bb osztilyok: O, B, A, F, G, K, M. Ezeken beliil 0-t6l 9-ig vannak alosztdlyok is felvéve. A Nap a G2-es

osztalyba tartozik.

O — — e — ©

| ’Naptlpusil Fehér térpe

csillag Vérés orias Planetiris k&d

e
~

/'Nnutrnnr.slllag
Csillagkézl felh& . P - . G
Massziv csillag ﬁ

Virds szuperdorias -
: STups MRova Fekete Iyuk

A csillagok luminozitdsa és a tomege kozott kapcsolat van ( L~ M 3’5), a csillag élettartamdra pedig igaz, hogy

M
t o — ~ M0
L

Tehat minél nagyobb a csillag tomege, anndl gyorsabban elfejlddik, élettartama anndl rovidebb.

A csillagok energiatermelése:

p-p lénc:

'H+'H »*D+et + v

‘D+'H 5 *He +~

‘He+*He — 'He+'H+' H

Tehét 6sszességében: 6!H — *He +' H 41 H+ melléktermékek

Ez jellemzé a kisebb csillagokra, pl a Nap magjédban is ez a fontos.
CNO ciklus:

12~ +1 H BN 4y

BN S BC et +v

13~ +1 H Uy 4y

U nr +1 H — 50 4y

PO S PN et +v

YN +'H 5 “C+* He

A folyamatban a C, a N, és az O csak katalizatorként vesznek részt. A CNO ciklus a nagyobb csillagokra jellemzd.
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Megfigyelés alapjai: luminozitas, magnitido, voroseltolodas

L
Magnitidé: csillagdszati fényességskdla egysége: 1M = —2.5 log(F ), ahol F'= ——a fluxus és L a

4qrp?
. o . . o dE
luminozitds. Ez utébbi pedig az égitest 4ltal kisugarzott energia minden irdnyban: L = -
Két csillag fluxus-ardnydbdl a magnitidé-aranyuk:
Fy
my —ms = —2,blog —
. 2 28

Azért van ott a minusz jel és a 2,5-0s szorzo faktor, hogy az 6kori gordgok skéldjahoz hasonlét kapjunk. A
magnitiddskdla forditott, tehdt minél fényesebb egy csillag, anndl kisebb szdm a magnitiddja. Létezik relativ
(latszélagos) és abszolit magnitidé. El&bbi a Foldrél nézve egy objektum fényessége, utdbbi az a fényesség, amit
akkor latnank, ha az objektum 10 pc-re lenne. Az el6z6 képletben T1és "M2a ldtszélagos magnitidok. A Nap

latszolagos magnitiddja -27, abszolut magnitiddja pedig +4,83. Egy csillag abszolut fényessége és latszélagos

fényessége kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fent:

102
m— M= -2 5log (—) — 5log(r) — 5
T

ahol Ma litszélagos magnitid6, Maz abszoliit magnitidé és Ta csillag t6liink mért tivolsédga pc-ben. Tehat, ha
valamilyen médon meghatdrozhatjuk az objektum abszolit fényességét, akkor a képlet segitségével kiszamolhatjuk a
tavolsdgot (a lathat6 fényesség mérhets). Az abszolit fényesség meghatirozdsara tobb modszer is létezik
(periédus-fényesség relacid Cefeiddkra €s RR Lyr-ekre, SN-k, stb...).

Voroseltolodds: 1d. Doppler-effektus. Akkor 1€p fel, ha egy objektum tdvolodik tSliink, szine egyre vorosebb lesz, a
szinképvonalai a hosszabb hulldmhosszak felé tolédnak el. A vildgegyetem tdguldsa miatt a kozmikus objektumnal
ez a jelenség 1ép fel, és a Hubble-torvénynek megfeleléen minél tdvolabb van egy objektum, anndl nagyobb a
voroseltolédasa. Ezen a jelenségen épp ezért tdvolsagmeghatirozasi mddszerek is alapulnak. A voroseltolodas
ellentettje a kékeltolddds, amikor egy égitest kozeledik felénk (pl. Androméda-galaxis, a Tejltrendszer spirdlgalaxis
szomszédja).

Ry _ AA
Definicié: z = T
Rudi megjegyzése: a voroseltoléddsban nem csak a Doppler-effektus jatszik szerepet. Nagy tdvolsdgokon a
skdlafaktor novekedése "megnydjtja" az utazé foton hullimhosszat, ezért lesz a fény vorosebb, mint kiinduldsdnak
pillanatdban. Mivel a hosszi utat megtett fotonok kibocsdjtdsdnak pillanatdban (vagyis nagyon régen) a forras
hozzéank viszonyitott sebessége még kisebb volt, nem is lehetne teljesen a Doppler-effektussal magyardzni a dolgot.
Az egész csak arnyalatnyi dolog, f6leg mert az igy kapott voroseltolédds pont akkora, mintha az éppen most
kibocséjtott foton voroseltoldddsat szamolndnk tisztdn Doppler-effektussal, vagyis ha csak Dopplernek tekintjiik,

akkor is ugyanazokat az eredményeket kapjuk.
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A kvantumelmélet alapveté kisérletei Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?0ldid=1096 Kozremiikiddk:: Alma, Csega
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Nemegyensiilyi folyamatok leirdasa Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?oldid=1194 Kézremiikéddk:: Bertalan, Csega, Kofaragoka, Lev258

Az asztrofizika alapjai Forrds: http://mafihe. hu/~wiki/wiki/index.php?oldid=1236 Kézremiikéddk:: Bertalan, Birol, Csega, Kofaragoka, Rudi




Képek forrasai, licencei és kozremiikod6i 170

Képek forrasai, licencei és kozremiikodai

Kép:Erintokor.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index php?title=F4jl:Erintokor.png Licenc: ismeretlen Kézremiikéddk:: Csega
Kép:eotvosvaz.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Eotvosvaz.png Licenc: ismeretlen Kézremiikédok:: Csega
Kép:forgasok.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:Forgasok.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Fajl:tehetetlensegitenzor.pdf Forrds: http://mafihe. hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl: Tehetetlensegitenzor.pdf Licenc: ismeretlen Kézremitkodok:: Csega
Kép:Paradox.PNG Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Paradox.PNG Licenc: ismeretlen Kdzremiikéddk:: Csega
Kép:01Nyujt.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:01Nyujt.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:02Terfossz.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:02Terfossz.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:03Nyiras.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:03Nyiras.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikédok:: Csega
Kép:04Csavar.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:04Csavar.png Licenc: ismeretlen Kozremitkodok:: Csega
Kép:05.Hajll.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:05.Hajll.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:06Hajl2.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:06Hajl2.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:07Hajl3.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:07Hajl3.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:08Feszl.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:08Fesz1.png Licenc: ismeretlen Kéozremiikédok:: Csega
Kép:09Fesz2.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:09Fesz2.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:10Fesz3.png Forrds: http://mafihe. hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 10Fesz3.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:11Deform.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl: 11Deform.png Licenc: ismeretlen Kozremiikidck:: Csega
Kép:01Hullamv.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php2title=F4jl:01Hullamv.png Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Csega
Kép:02Reflex.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:02Reflex.png Licenc: ismeretlen Kdozremiikidok:: Csega

Kép:03Refrax.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:03Refrax.png Licenc: ismeretlen Kézremitkodok:: Csega
Kép:04Interf.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:04Interf.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:05Diffr.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:05Diffr.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:06Dopplerl.png Forrds: http://mafihe. hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:06Dopplerl.png Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Csega
Kép:07Doppler2.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:07Doppler2.png Licenc: ismeretlen Kozremiikoddk:: Csega
Kép:12Emelo.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:12Emelo.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:13Paradox.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:13Paradox.png Licenc: ismeretlen Kézremitkodok:: Csega
Kép:14.kozl_edeny.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 14 kozl_edeny.png Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Csega
Kép:15Felh.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:15Felh.png Licenc: ismeretlen Kozremitkodok:: Csega

Kép:16Uszas.png Forrds: http://mafihe hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:16Uszas.png Licenc: ismeretlen Kozremiikidok:: Csega
Kép:17Felfesz.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:17Felfesz.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:18Gorbult.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl: 18Gorbult.png Licenc: ismeretlen Kozremitkodok:: Csega
Kép:19Nedvesit.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 19Nedvesit.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:20AramlasiCsol.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:20AramlasiCsol.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikédok:: Csega
Kép:21AramlasiCso2.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:21 AramlasiCso2.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikidok:: Csega
Kép:22Bernoulli.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:22Bernoulli.png Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Csega
Kép:23Viszk.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:23Viszk.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega

Kép:24O0rv.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:240rv.png Licenc: ismeretlen Kozremitkodok:: Csega

Kép:250rv.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:250rv.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Fajl:CarnotCyclel.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:CarnotCyclel.png Licenc: ismeretlen Kozremiikoddk:: Bertalan
Fajl:Carnot cycle p-V diagram.PNG Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:Carnot_cycle_p-V_diagram.PNG Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Bertalan
Fajl:CO2pvdgr.jpg Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: CO2pvdgr.jpg Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Bertalan
Fajl:viz.jpg Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Viz.jpg Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Csega
Fajl:Titan_nikkel_fazisdiagram.jpg Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: Titan_nikkel_fazisdiagram.jpg Licenc: ismeretlen Kozremiikédok:: Bertalan
Kép:dielektrikum.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: Dielektrikum.png Licenc: ismeretlen Kozremiikiddk:: Rudi
Kép:01Dielektr.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:01Dielektr.png Licenc: ismeretlen Kozremiikoddk:: Csega
Kép:optpalya.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:Optpalya.png Licenc: ismeretlen Kozremiikiddk:: Csega
Kép:Fenyut.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Fenyut.png Licenc: ismeretlen Kdzremiitkédok:: Csega
File:lassu_valt.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:Lassu_valt.png Licenc: ismeretlen Kozremiikédok:: Rudi
File:dia.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Dia.png Licenc: ismeretlen Kozremiikiddk:: Rudi

Kép:paraxialis.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Paraxialis.png Licenc: ismeretlen Kozremitkodok:: Csega
File:gomb.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:Gomb.png Licenc: ismeretlen Kozremitkodok:: Rudi

Kép:gombfok.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: Gombfok.png Licenc: ismeretlen Kozremiikioddk:: Csega
Kép:lencsefok.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:Lencsefok.png Licenc: ismeretlen Kozremiikiddk:: Csega
Kép:sugarmenet.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Sugarmenet.png Licenc: ismeretlen Kozremiikoddk:: Csega
Kép:vastaglencse.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl: Vastaglencse.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:lupe.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Lupe.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:mikroszkop.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Mikroszkop.png Licenc: ismeretlen Kozremitkddok:: Csega
Kép:felbontokep.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:Felbontokep.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikidok:: Csega
Kép:keplertaveso.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:Keplertavcso.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:newtontaveso.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Newtontavcso.png Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Csega
Kép:cassegriantaveso.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Cassegriantavcso.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:kausztika.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Kausztika.png Licenc: ismeretlen Kozremiikidok:: Csega
Kép:szivarvany.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Szivarvany.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega
Kép:fenysav.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Fenysav.png Licenc: ismeretlen Kozremiikidok:: Csega
Kép:Thompsonkis.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: Thompsonkis.png Licenc: ismeretlen Kozremiikiddk:: Csega
Kép:Millikankiserlet.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Millikankiserlet.png Licenc: ismeretlen Kozremiikoddk:: Csega
Fajl:Imh0.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Imh0.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega

Fajl:Imh.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:Imh.png Licenc: ismeretlen Kozremiikiddk:: Csega

Fajl:Hm.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Hm.png Licenc: ismeretlen Kdozremiikidok:: Csega




Képek forrasai, licencei és kozremiikod6i 171

Kép:hyst.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Féjl:Hyst.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega

Kép:01Pontracs.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:01Pontracs.png Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Csega

Kép:02Forgat.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:02Forgat.png Licenc: ismeretlen Kozremiikiddk:: Csega

Kép:01129px-Triclinic.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:01129px-Triclinic.png Licenc: ismeretlen Kézremiikéddk:: Csega

Kép:02114px-Monoclinic.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:02114px-Monoclinic.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikddok:: Csega
Kép:03114px-Monoclinic-base-centered.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:031 14px-Monoclinic-base-centered.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikédok:: Csega
Kép:04108px-Orthorhombic.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:04108px-Orthorhombic.png Licenc: ismeretlen Kozremiikoddk:: Csega
Kép:05108px-Orthorhombic-base-centered.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:05108px-Orthorhombic-base-centered.png Licenc: ismeretlen Kdozremiikddok::
Csega

Kép:06108px-Orthorhombic-body-centered.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:06108px-Orthorhombic-body-centered.png Licenc: ismeretlen Kozremiikddok::
Csega

Kép:07108px-Orthorhombic-face-centered.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4j1:07108px-Orthorhombic-face-centered.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega
Kép:08108px-Tetragonal.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:08 108 px-Tetragonal.png Licenc: ismeretlen Kdozremiikddok:: Csega
Kép:09108px-Tetragonal-body-centered.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:09108px-Tetragonal-body-centered.png Licenc: ismeretlen Kozremiikidok:: Csega
Kép:10139px-Rhombohedral.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:10139px-Rhombohedral.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikéddk:: Csega
Kép:11100px-Hexagonal_lattice.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 11100px-Hexagonal_lattice.png Licenc: ismeretlen Kdozremiikiddk:: Csega
Kép:12109px-Cubic.png Forrds: http://mafihe. hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:12109px-Cubic.png Licenc: ismeretlen Kozremiikiddk:: Csega
Kép:13109px-Cubic-body-centered.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 13109px-Cubic-body-centered.png Licenc: ismeretlen Kozremiikddok:: Csega
Kép:14109px-Cubic-face-centered.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:14109px-Cubic-face-centered.png Licenc: ismeretlen Kozremiikidok:: Csega
Kép:03Elemicell.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:03Elemicell.png Licenc: ismeretlen Kézremiikoddk:: Csega

Kép:04FCC.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:04FCC.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikidok:: Csega

Kép:05BCC.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:0SBCC.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega

Kép:06Diamond1.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:06Diamond1.png Licenc: ismeretlen Kézremiikéddk:: Csega

Kép:07Diamond2.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:07Diamond2.png Licenc: ismeretlen Kézremiikédok:: Csega

Kép:08NaCl.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:08NaCl.png Licenc: ismeretlen Kozremiikdddk:: Csega

Kép:09HCP.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:09HCP.png Licenc: ismeretlen Kozremitkiddk:: Csega

Kép:10Rontgl.png Forrds: http://mafihe. hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 10Rontg1.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega

Kép:11Rontg2.png Forrds: http://mafihe. hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:1 IRontg2.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega

Kép:12Szinkrotron.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 12Szinkrotron.png Licenc: ismeretlen Kozremitkiddk:: Csega

Kép:13ElektrMikro.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:13ElektrMikro.png Licenc: ismeretlen Kozremiikoddk:: Csega

Kép:14FazisKul.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 14FazisKul.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega

Kép:15Ewald.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:15Ewald.png Licenc: ismeretlen Kozremiikidok:: Csega

Kép:14Bragg.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 14Bragg.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikéddk:: Csega

Kép:16Debye.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: 16Debye.png Licenc: ismeretlen Kozremiikidok:: Csega

Kép:17Hotag.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fajl:17Hotag.png Licenc: ismeretlen Kozremitkiddk:: Csega

Kép:egyensuly.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Egyensuly.png Licenc: ismeretlen Kézremiikédok:: Csega

Kép:bolyong.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=Fdjl:Bolyong.png Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega

Kép:drift.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Drift.png Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega

Kép:drift2.png Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl: Drift2.png Licenc: ismeretlen Kdzremiikéddk:: Csega

Fajl:hubble_villa.jpg Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Hubble_villa.jpg Licenc: ismeretlen Kézremiikodok:: Csega

Kép:HRD.jpg Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:HRD.jpg Licenc: ismeretlen Kozremiikodok:: Csega

Kép:csillagok_fejlodese.jpg Forrds: http://mafihe.hu/~wiki/wiki/index.php?title=F4jl:Csillagok_fejlodese.jpg Licenc: ismeretlen Kdzremiikédok:: Csega




