1. fejezet

Elektro- és magnetosztatika, aramkorok

Coulomb- és Gauss-torvény, szuperpozicio elve, stactondrius dram. Vezeldk, szigeteldk,
dielektrikumok, kondenzdtor, magnetosztatika. Staciondrius dram, dramkori térvények:
Kirchhofftorvények, Ohm-torvény

1.1. Elektrosztatika

1.1.1. Gauss torvény differencialis alakja

A Gauss tétel az elektrodinamika egyik alapegyenlete, azt mondja ki hogy egy tetszdleges zart
feliileten atmend elektromos erévonalak széma (fluxus) aranyos az f feliilettel koriilhatarolt testen

beliili toltések algebrai osszegével:
7§Edf ~ / odV (1.1)
! Vy

az aranyossagi tényezg: %, Vi az f feliilet altal koriilhatérolt térfogat, o az elektromos toltésstrtiség és
€0 a vakuum dielektromos éllandoja. Mivel Vy-en kiviil o értéke nulla, igy az integralas kiterjeszthetd

az egész térre, tovabba a bal oldalt alakitsuk a4t a matematikai gauss tétel segitségével:

1
/divEdV = — [ odV
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divE = —p (1.2)
€0

A (1.2) egyenletet nevezziik differencidlis Gauss-tételnek. Ami azt mondja hogy az elektromos toltések
hoznak létre elektromos teret. Ha o = 0 akkor az adott feliilleten dtmend irdnyitott erGvonal Gsszeg
nulla, valamint az is latszik az egyenletbdl, hogy az erévonalak a pozitiv toltésbél a negativ toltésbe
futnak (pl. ha ¢ < 0, akkor divE < 0 tehat nyeld).

1.1.2. Coulomb-t6rvény és a szuperpozicié elve

ezek irjak le a Maxwell egyenletek koziil a Gauss, illetve a Faraday-torvény:

divE = iQ (1.3)
€0
B

Statika esetén minden mennyiség idGderivaltja nulla, igy a Faraday egyenlet azt mondja, hogy sz-
tatika esetén az elektromos tér rotaciomentes. Vektoranalizisb6l tanultak alapjan tudjuk hogy ekkor
E elsallithato egy skalarmezd gradienseként:

E = —gradg (1.5)
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A skalar potencial fizikai jelentése a munkavégzs képesség:

B B
W = /A Eds = — /A gradpds = ¢(A) — ¢(B) (1.6)

Ha az elektromos tér (1.5) alakjat beirjuk a (1.2) gauss tételbe, akkor egy Laplace egyenletet kapunk
¢-re:

div gradgp = o (1.7)
Ap = —é (1.8)

Az ilyen fajta differencidlegyenletek Green fliggvény segitségével megoldhatoak, a megoldas a kdvetkezs
alaku:

_ 1 Q(r/) 3/
o(r) = Tz ) e r’|d r (1.9)

Egy darab ponttoltés esetén konnyen elvégezhetjiik az integréalast, az origdba helyezett pontoltés esetén
toltés eloszlas:

o(r) = qdé(r) (1.10)
igy
o) = —— [P0 5 a1 (1.11)
dreg J |r—1'| deg T '

Két nyugvo pontoltés kdzt hato erdt irja le a Coulomb-torvény, az egyik toltésre hato masik toltés tere
a kovetkezd erét eredményezi:

1
Fio = Fo1 = By = —gradgs - q1 = rq%qz (1.12)
TEN T12

a két erd nagysaga megegyezik, iranyuk viszont ellentétes (Newton harmadik axiémaja miatt). Ha tobb
toltésiink is van akkor barmely toltésre hato erd egyenld az Osszes tobbi toltéstdl szarmazd Coulomb-
erGk vektori 0sszegétdl, ezt nevezziik szuperpozicié elvének.

1.1.3. Elektrosztatika polarizalhat6 kozeg, dielektrikumok jelenlétében

Faraday azt vette észre, hogy kozeg jelenlétében az elektromos térerdsség lecsokken, a lecsdkkenés
mértékét nevezte e, relativ dielektromos allandénak:
Ey
&= >1 (1.13)
Ahol Ey adott toltés eloszlas mellett a térerésség, ha vakuum lenne és E a térerdsség dielektrikum
jelenlétében. Ezt a lecsokkenést azzal magyardzhatjuk, hogy az elektromos tér polarizilja a kozeget,
ami learnyékolja az eredeti toltés eloszlasunk egy részét, igy az eredd toltés eloszlés:

0= 0s, — divP (1.14)

ahol P a polarizéacio vektor (adott térfogatban az eredd dipélmomentum). Vezessiink be egy 1j men-
nyiséget, az elektromos eltolasi vektort ami segitségével a Gauss-tételhez hasonld egyenletet kapunk,
legyen:

D = €0E+P (1'15)

igy a modositott Gauss-tétel:
divD = pg, (1.16)
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Kisérleti tapasztalatok alapjan linearis kdzeg esetén F és P kozott helyfliggetlen lineéris kapcsolat van:
P =cox.E (1.17)
ahol x. az elektromos szuszceptibilitds. Tehat az elektromos eltolas vektor igy a kdvetkez6:
D=¢yE+P=coF +ecox.E=c0(1+xc) E (1.18)
Emlékezziink vissza a (1.13) definiciojara, és akkor lathatjuk hogy:
(14x)=e (119

A relativ és a vakuumbeli dielektromos egyiitthat6 szorzatét €, dielektromos allandénak nevezik, igy a
kovetkezs egyszerd kapcsolat van az eltolasi vektor és az elektromos térerdsség kozott:

D =¢epe,E =¢FE (1.20)

Két kiilonb6z6 dielektrikumomos kézeg kozti hatarfeltételek

Az Maxwell-egyenletek integralasos alakjabol kévetkezik hogy sztatika esetén:
rotkE =0 — %Eds =0 (1.21)
divE = 0 — 7§Ddf —0 (1.22)

ezeket kell kielégiteni a hatéarfeltételeken is. Felhasznalva, hogy B = puou,H megkaphatjuk a tobbi
komponens transzformaciojat.

E tangencialis komponense folytonosan meg at a hataron. Az 1 és 2 kdzeget elvilaszté hatar-
feliileten vegytink fel egy kis (¢ oldala) négyzetet, a négyzet hatarfeliiletre meréleges oldaléval tartsunk
nulldhoz, ekkor az els6 6sszefiiggésbol kovetkezik, hogy:

j{Eds:E{g—Efgzo (1.23)

azaz két kiilonboz6 kozeg hatarfelilletén az E elektromos térerGsség érinté irdnyd komponense
folytonosan halad at, a hatéarfeliilet atlépése soran valtozatlan marad:

E! = E} (1.24)
a (1.20) osszefiiggesbdl adodik, hogy tangencialis komponensének ugrasa van a hatéron:

Di €1
— = — 1.25
D% £9 ( )

D normal komponense folytonosan meg at a hataron. Az 1 és 2 kozeget elvalasztd hatar-
feliileten vegyiink fel egy kis (f feliiletii) kockat, a kocka hatérfeliiletre meréleges oldalaval tartsunk
nulldhoz, ekkor a masodik Gsszefiiggésbdl kovetkezik, hogy:

fpdf:D?f—Dgf:o (1.26)
Tehét az eltoldsvektor normal komponense a két kozeg hatéarfeliiletén folytonosan halad at. Viszont a
(1.20) osszefiiggés alapjan az elektromos térergsség normal komponense ugrik:
EY e

—-1 _ 1.27
Eg €1 ( )
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FE és D vektorok torési torvénye. Vegyiink fel egy beesési meréleges a kozeg hataran és jeloljiik
az E és D vektorral bezart szogét ag-gyel az egyik kozegben (beesési szog) és aa-vel a mésik kozegben
(torési szog), ekkor a kovetkezd torvény irhato fel:

tgon _ EL/Ep _ DDy _ =

= = == 1.28
tgag  ELJER  DL/DY ey (1.28)

1.1.4. Elektrosztatika vezetdk jelenlétében

Ha egy fémes vezet6t elektromos térbe helyeziink, akkor ennek hatasara a vezet&ben 1évd szabad
elektronok a kiilsg térrel ellentétes iranyba fognak mozogni mindaddig, mig a vezetd belsejében indukalt
tér nagysig meg nem egyezik a kiils6 tér nagysigaval. Tehat sztatika esetén a homogén vezet§ anyag
belsejében az eredd tér nulla (Fraday-kalicka, elektrosztatikai arnyékolas, védelem). Ha az elektromos
térerdsség nulla a vezets belsejében, akkor a vezetd belsejében a potencial allandé.

Egyensuly esetén egy fémben 1évs @) tobblettoltés a vezetd feliiletén helyezkedik el. A feliileti toltés
stirtiség ardnyos az adott feliileten 16v§ térerésség nagysagaval

E=¢gn (1.29)
Kiilonb6z6 sugara t6ltott gombok esetén:

Ei Ry

—_— == 1.30

B R (1.30)

azaz a térerGsség forditottan ardnyos a sugarral, nagyobb gorbiiletd helyeken kisebb a térerdsség,
végtelen kis gorbiilet esetén nagy a térerGsség (csticshatas, Segner-kerék, gyertya fajas (csic-
shatas+polarizalas)).

1.2. Magnetosztatika

A mégneses tér jellemzésre a H magneses térerdsséget hasznaljuk, a Maxwell-egyenletek alapjan
sztatika és iires tér estén a kdvetkezs egyenleteket elégiti ki:

divH = 0 (1.31)
rotH = 0 (1.32)

Az (1.31) egyenlet azt irja le hogy nem létezik magneses monopoélus. A (1.32) egyenletbdl kovetkezik,
hogy a sztatikus magneses tér elgéllithaté egy skalarpotencial segitségével:

H = —gradg (1.33)

1.2.1. Magneses tér magnesezheté anyagok jelenlétében

Hasonléan mint elektromos tér esetén a polarizacio, itt az kozeg magnesezettsége jelenik meg: divH
= - M ahol M az anyag magnesezettsége. A elektrosztatikdval analég modon vezessiik be a magneses
indukci6 vektort:

B:=H+M (1.34)

Linearis kozeg esetén a kovetkezs kapcsolat van a mégneses indukcid és magneses térerdsség vektor
kozott:
B=uH (1.35)

ahol p az anyagra jellemz6 magneses permeabilités. Igy a kozeg magnesezettsége és mégneses tér-
ergssége kozti kapcsolat:
M=B—-H=upH—-H:=x,H (1.36)
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ahol x,, az anyag maégneses szuszceptibilitdsa. Az anyagok két csoportra oszthatdak, attol fiiggGen
milyen a xn, elGjele: ha x < 0 akkor diamégnesrsl beszélhetiink, ha x,, > 0 akkor paraméagneses
anyagrol beszélhetiink. Diamdagneses anyagok szuszceptibilitdsa hémérséklet fliggetlen. Paramagneses
anyagoknak szuszeptibilitésa forditottan aranyos a hdmeérséklettel (Courie torvény). Tovabba vannak a
ferromégneses anyagok, ezeknél H és M értéke nem aranyos, hanem bonyolultabb kapcsolat figyelhetd
meg.

B és H vektorok viselkedése két k6zeg hataran

Hasonl6 médoén, mint az elektrosztatikiban a hatarfeltételek a kovetkezok:
rotH = O%j{HndS:O—)Hf = O (1.37)

divB = 0— }fDndf =0— B} =B} (1.38)

1.3. Stacionarius Aram

A stacionérius aram kifejezés arra utal, hogy nincsen idébeli valtozésa az dramnak. Ez dllandé mag-
neses teret hoz létre maga koriil. Gyakran hasznaljuk a linearis vezet§ kifejezést. Ez hasonl6 absztrakcio,
mint a ponttoltés bevezetése sztatikdban. Itt arra kell gondolni, hogy adott egy gérbe a térben, és ennek
a gorbének minden pontjaban egy j adramstirtiség van, amely parhuzamos a gorbe irdnyvektoraval. Az
aramot valamilyen potencialkiilonbség hajtja korben az dramkorben. Ezt valamilyen hatéassal (kémiai,
mechanikai, stb.) 1étre kell hozni, és fenn kell tartani. Erre bevezetjiik az elektromotoros erét: ez azzal
a térerGsséggel egyenld, amely a toltésszétvilasztds sordn létrejott teret kompenzalja, ha nem folyik
aram.

1.3.1. Egyenaramok magneses tere
A gerjesztési-torvénybdsl

ok
rotB = poj + /1«0605 (1.39)

latszik, hogy sztatikus &dram Orvényes magneses teret kelt. Egyendrammal atjart linearis vezets egy
infinitezimélis darabja altal létrehozott mégnes terén a nagysagat a Biot-Savart-torvény adja meg:

_ o [J0) x(r=1") 5,

1.3.2. Egyenaramok magneses térben

Az I aramot vivs vezetSre hatd F erg és az 6t 1étrehoz6 B méagneses tér kozti kapcsolatot a Lorentz
torvény alapjan (mozgo toltésre hato er6 magneses térben: F' = @ (v x B) ) a kovetkezSképpen irhatjuk
fel:

F=IIxB (1.41)

ahol [ a vezet6 mégneses térben vett hossza, irdnya pedig az aram irdnyaba mutat. F',[,B vektorok
jobb sodrasu rendszert alkotnak.

1.3.3. Ohm torvény
Lokalis, differencidlis Ohm-térvény:
j=0F& (1.42)

ahol j az aramstrdség, az F elektromos térerdsség, o = % (0 a fajlagos ellenallas) a fajlagos
vezetGképesség és 7 a fajlagos ellenéllas. Fontos megjegyezni, hogy nem tartalmazzak a Maxwell-
egyenletek, tulajdonképpen ez is anyagi egyenlet.
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1.3.4. Kirchhoff-t6rvények

A Kirchhoff-torvények a villamossédgtanban a toltés és az energia megmaradasat targyaljak. Felada-
tok esetén is jol alkalmazhatjuk (ablak modszer).
Csomoéponti torvény (t6ltés megmaradas)

A torvény kimondja, hogy a csomépontba befolyé aramok Osszege megegyezik az onnan elfolyd
aramok osszegével. A torvény alapja az, hogy egy villamos hal6zat csomopontjaiban nincs toltésfelhal-
mozo6dés (forrasmentes hely).

Hurokt6rvény (energia megmaradas)

A torvény értelmében barmely zart aramhurokban a részfesziiltségek elGjelhelyes Gsszege zérus.



