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Bevezetés

"etad-yonini bhutani
sarvanity upadharaya
aham krtsnasya jagatah
prabhavah pralayas tatha”
(Bhagavad Gita, 7.6)

Az elméleti fizikai kutatasok egyik legfébb célja az eddig ismert kolcsénhatasok és
fizikai jelenségek targyaldsa egyetlen elméleti kereten beliil. Ezt szokas ” Vilagelméletnek(Theory
of Everything)” nevezni. Az elsé példa a kolesonhatasok egyesitésére Maxwell elek-
trodinamikaja, amely egy keretbe foglalta az elektromos és magneses jelenségeket
[15]. Azonban az évek folyaméan kideriilt, hogy a mikroszképikus jelenségek lefrasara
nem alkalmasak a klasszikus elméletek, és az 1920-as évektol kezdddben vilagossa
valt, hogy kvantumelméletekre van sziikség. Ebbdl kovetkezben ez az egyesitett
vildgelmélet sziikségszertien egy kvantumelmélet kell, hogy legyen. Mindezt szem
el6tt tartva sikeriilt az elektrodinamikabol kvantumelméletet formalni és ezt a gyenge
kolesénhatas elméletével egyesiteni az i.n. Weinber-Salam (WS) modell keretein
belill. Az er6s kolcsonhatas kvantumelmélete a kvantumszindinamika. Utébbit
még nem sikertilt egyesiteni a WS modellel. A negyedik, gravitdcios kélesonhatasra
érdekes médon nem miikodnek a kvantdlasi médszerek. A teljes egységesitéshez vis-
zont sziikség van kvantumgravitaciora (Egy érthet6 bevezeté ebbe a problémakérbe
[8]). Erre tobb versengé elmélet létezik, koziilik az egyik a hirelmélet. Ennek
megfelelden a hurelmélet az elméleti fizika legjobban kutatott targyai kozé tartozik.
Tobbek kozott azért is mert nem csak a kvantumgravitacio egy lehetséges elmélete,
hanem egységesen egy keretben térgyalja a tobbi kdlcsonhatdst is [11].

Jelen dolgozatban a legegyszeriibb .n. bozonikus hturelmélettel foglalkozunk.
Ezt tulajdonképpen nevezhetjiik egy ”jaték modellnek”, amely segitségével megis-
merkedhetiink a hidrelmélet szemléletével és matematikai médszereinek egy részével.
A valdsag leirdsdahoz kozelebb allnak a szuperhur modellek, ezekrol azonban nem
fogunk szot ejteni. Célunk a bozonikus hurok attekintése klasszikus és kvantumos
szinten, alapveto tulajdonsagaiknak a megismerése és alkalmazasuk egy egyszerii
problémara. Erdekes médon a kezdeti dltaldnos targyalasbdl a fizikai konzisztencia
igencsak lehatarolja az elméletet (A dolgozat soran a hirok kézotti kdlesonhatasokra
nem tériink ki, azért hur alatt a tovabbiakban mindig a ’szabad’ hurt kell érteni).
Tobbek kozott latni fogjuk, hogy a téridé dimenzidja rogziilni kényszeriil. Ez azon-
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iv Bevezetés

ban nem a valésdgban megszokott 4 téridé dimenzié lesz, hanem 26 (szuperhirok
esetén 10). A préblémat gy fogjuk kezelni, hogy egy sok dimenzids téruszra kom-
paktifikaljuk a hurt. Természetesen nyilvanvalo lesz, hogy ez a kompaktifikaciéo nem
hasznalhaté a valésag fenomenologikus vizsgdlatara, marcsak azért sem mert maga
a bozonikus hturelmélet egy préoba modell. fgy ez csupan egy ismerkedés lesz az
egyébként igen hatékony kompaktifikdcié médszereivel.

A dolgozatban az elmélet alapoktodl torténé felépitésére torekedtem. Ehhez a
hurelmélet klasszikus irodalméat hasznédltam. Az egység és jelolési konvencidkban
valamint az elmélet felépitéséhez leginkabb a [1] konyvet kovettem. A konyv kiilonosen
j6, szemléletes bevezetést adott a hirelmélet targyaba. E mellett leginkdbb a [2] és
[3] konyveket haszndltam. Tovébbi Gtleketet és mélyebb attekintést nyujtott [4]. A
Gauge elmélethez valamint kompaktifikdcidkhoz a [9] és [12] adtak remek bevezetot.

A dolgozat felépitése a kovetkez6: Az els6 fejezetben a klasszikus relativisztikus
hurok dinamikéjat targyaljuk, kiindulunk a hatasbdl, levezetjiik a mozgasegyenleteket,
szOt ejtiink a szimmetriakrol végiil bevezetjiik a fénykiap-mértéket és zart hurokra
megoldjuk a mozgasegyenleteket. A mésodik fejezetben kidolgozzuk a kvantumelméletet
zart hurokra, szot ejtiink a normal renddezési gondokrol, és meghatarozzuk a Lorentz
invariancia fennéllasanak a feltételét, amibdl megkapjuk az elmélet kritikus téridédimenzidjat.
Végiil pedig vizsgaljuk a zart hur spektrumat és azonositjuk a zérus tomegi allapotokat.
A harmadik, utolsé fejezetben, a zart hurt kompaktifikaljuk egy 22 dimenzids téruszra,
megadjuk a spektrumot és beletekintiink a zérus tomegu allapotokba. Léatni fogjuk,
hogy egy bizonyos kompaktifikacios sugarnal tovabbi zérus tomegi allapotok lépnek

fel.



1. fejezet

A klasszikus relativisztikus hur
vizsgalata

Ebben a fejezetben attekintjiik a klasszikus relativisztikus hir alapveto tulajdonségait.

A dinamikat hataselvbél kiindulva targyaljuk. A hatds szimmetridinak a felhasznélasaval
levezetjiik az egyszerii mozgasegyenleteket, majd a fejezet utolso szakaszaban megold-
juk Oket. A dolgozat soran végig természetes egységekben fogunk dolgozni, azaz
most rogzitjik h=1¢és c= 1.

1.1. A Nambu-Goto hatas

A fizikai problémak legegyszeriibben hataselveken keresztiil targyalhatok. Eppen
ezért célszeri megfogalmaznunk egy hataselvet a relativisztikus hurra, amelybdl
konnyen szarmaztathatjuk a mozgasegyenleteit és vizsgalhatjuk a dinamikédjat. Ez
lesz a Nambu-Goto hatas.

A relativisztikus hirra vonatkozé hatdst érdemes a relativisztikus (szabad) részecske
hatasanak altalanositas- aként keresni. Ezt szem el6tt tartva elevenitsiik fel a rela-
tivisztikus (szabad) részecske hatdsat:

S, = —m/ds (1.1)

ahol ds a részecske vilagvonal ivelemének a hossza.
Az (1.1) hatds szemmel lathatéan Lorentz invaridns, ugyanis az ivelem hossza egy
Lorentz invarians mennyiség. Prébaljunk altaldnositani!

Mivel a hur egy 1 dimenzids objektum, ezért a mozgédsa egy 2 dimenzids feliilet
mentén torténik a téridében. Nevezziik ezt a feliiletet a pontrészecske analégiajara,
'vilagfeliiletnek’.

A részecske esetén a hatasban a vilagvonal ivelemére integraltunk, a hur esetén
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integraljunk tehat a vildgfeliilet feliiletelemére. A 2 dimenzids feliileteket két men-
nyiséggel tudjuk paraméterezni. Legyenek ezek a paraméterek az irodalmi jeloléseknek
megfeleléen 7 és 0. Nem mondtunk még semmit a téridé dimenzidjarél. Legyen a
téridé D dimenzids, ebbdl d = D — 1 a tér dimenzio.

Jeloljiik a (7, o) paramétertér egy pontjat a D dimenzids téridébe képez6 fiiggvényeket
XH(r,0)-val. Ezek a fiiggvények adjik meg a hurt a téridében és a paraméterteret
a vilagfeliletre képezik.

A feliiletelem kiszamitasat az alap vektoranalizis tanulmanyainkbdl ismerhet;jiik:

XroX,\? X1 X, Xv X,
JA — 0XroX, B 0XroX, oXv o (12)
or 0do or ot do 0do
A Minkowski metrikat (—1,1,1,1...1) szignatirajunak vélasztottuk valamint
az Einstein 0sszegzési konvenciot hasznaljuk.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

0X, 0X,

X, = o X, = 5 (1.3)
X-X X X
Yab = ( P X’-X’) (1.4)

Ahol (1.4)-ben a pont szorzat alatt a Minkowski skaldr szorzatot értjiik.

Az (1.2) feliiletelemet atirva a fent bevezetett jelolésekkel a Nambu-Goto hatés:

SnGg = —

27T0//d7'd0‘ —det (Vap) (1.5)

Itt o az G.n. Regge lejté paraméter. Ez a hur nyugalmi fesziiltségét jellemzi.

(1.5)-bél leolvashatjuk a Lagrange-siirtiséget:

L(X,X') = — det (7an) (1.6)

2ma!

Léthatoan (1.5)-ben csak Lorentz skalarok fordulnak elé igy maga a Nambu-Goto
hatas is Lorentz skalar.

1.2. A mozgasegyenletek

//////

adni a mozgasegyenleteket.
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oL . oL :
= H H =
5SNG /dea <a X! 4 o 0X ) (1.7)
oL 0 oL 0
— M 12
_ /dea (a o (0XY) + o o= (0X )) (1.8)

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

pro L _ 1 (X X)X - (XPX, (1.9)
S 2maf — det (Yap)

po — (9L _ 1 (X : X/)XM - (X)ZX,L/L (110)
oooxw 2ma/ —det (Vap)

Elvégezve a parcialis integralast:

0Sye = [ do [P76XH]™ dr [PToXH]7 dod oF; | 9K SXH(1.11
NG — U[M }Tl—i‘ T[“ }01— oaT 87_ +E ( )

Ahol g; a hir végpontjainak megfelel6 paraméter értékek a paramétertartomanyban.

Az (1.11) egyenletet zérussa téve megkapjuk a mozgasegyenletet:

opr; N opr?
or do
Emellett még hatarfeltételeket kapunk. Az (1.11) egyenlet jobboldali elsé tagjat

eleve tekintsiik zérusnak. Ezt megtehetjiik, ugyanis a 7 paraméter a vilagfeliileti
idot jellemzi. fng varidlunk tehat, hogy a kezdeti és végallapotot rogzitjik.
A miésik hatéarfeltételt tobbféleképpen tudjuk kielégiteni. Az egyik lehetdség az,
hogy a hurt zartnak tekintjiik. Ekkor ez a tag automatikusan eltlinik, igy teljesiil
a hatarfeltétel. A masik lehet6ség, hogy nyiltnak tekintjik. Ekkor rogzithetjik a
végpontjait, vagy a P7 kanonikus impulzussiiriiséget tessziik nullavd a végpontjain.
Mivel mi most szabad hurokat vizsgalunk, ezért az utébbi hatarfeltételt fogjuk tel-
jesiteni. Az elso hatarfeltételt gy valdsithatjuk meg, hogy a végpontokat i.n. D-
branokra erésitjiik, és ezek kollektiv dinamikajat vizsgaljuk. A D-bréanok vizsgalatara
azonban most nem fogunk kitérni.
A hatds varidcidja tehat a mozgasegyenlet mellett zart hirokra mindig elttinik, nyilt
hirok esetén pedig a mozgasegyenlet mellett az alabbi hatarfeltétel sziikséges:

=0 (1.12)

P77 =0 (1.13)

Lathatjuk, hogy az (1.9) és (1.10) kifejezéseket az (1.11) mozgasegyenletbe helyettesitve

igen bonyolult, megoldhatatlannak latszé egyenleteket kapunk. A kovetkezo sza-
kaszban azonban latni fogjuk, hogy az egyenletek lényegesen leegyszertisitheték a
hatas szimmetridinak a felhasznélaséval.
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1.3. A Nambu-Goto hatas szimmetriai

Az el6z6 szakaszban lathattuk, hogy a mozgasegyenletek igen bonyolultak. A helyzetiink
konnyitése érdekében, térjiink vissza az (1.5) Nambu-Goto hatdshoz és vizsgaljuk

meg a szimmetriait. Latni fogjuk, hogy a szimmetridk felhasznalasaval a mozgasegyenletek
nagyon lefognak egyszertisodni.

Elevenitsiik fel a hatast:

1
2ma’

SNG = — /deO’ —det (f}’ab) (114)

A szimmetridk kezeléséhez ismeriink egy nagyon jo eszkozt, a Noether tételt. E
szerint, ha 1étezik egy olyan transzformacié amely a mozgasegyenleteket invariansan
hagyja, akkor ehhez a transzforméciéhoz tartozik egy megmaradé aram, a Noether
aram. Az ilyen transzformdcidk azok, amelyek kovetkeztében a hatas legfeljebb egy
feliileti taggal valtozik, azaz a Lagrange stirtiség legfeljebb egy teljes derivalttal. Az
alabbiakban megvizsgalunk néhény ilyen transzformaciét és a Noether eljaras szerint
a j/’j megmarado aramokat a kovetkezoképpen tudjuk megadni:

oL
waa i
9 j# = —( fa M)(;X (115)

Ahol e” konstans, a vilagfeliileti indexek.
Lathatéan (1.15)-re:

B, = 0 (1.16)

kontinuitasi egyenlet teljestil.

1.3.1. Eltolasi szimmetria

A Lagrange stirtiségben csak a koordinatak derivaltjai szerepelnek, ezért az invarians
lesz a konstans térid6 eltolasokra. Adjuk meg a Noether dramot! A transzformacio:
dXH =¢et. Az (1.15) egyenlet alapjén a Noether dram:

jor = pon (1.17)

Ahol P és P7" az (1.9) illetve (1.10) egyenletekben bevezetett mennyiségek.
Ezeket tehat a téridoeltolasok generaljak ezért értelemszertien nevezhetjiikk ket
kanonikus impulzusstiriségnek. A hozzajuk tartozd kontinuitasi egyenlet éppen a
mozgasegyenleteket adja.

Képezziik most a Noether toltést:
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Pt = / doP™" (1.18)
0

Ahol o1 = 7 nyilt valamint ¢ = 27 zart hurok esetén. Vegyiik ennek a 7 szerinti
derivaltjat:

dp* o QPTH o1
T d = Pt — 1.19
dr /0 “ or ’0 ( )

ahol felhasznaltuk az (1.12) mozgasegyenletet tovabba az utolsé egyenldség zart
hirok esetén természetes, nyilt hirok esetén pedig az (1.13) hatarfeltételbol kovetkezik.

Tehat az téridéeltolasokhoz tartozé Noether toltés, amit impulzusnak neveziink,
egy megmarado mennyiség a vilagfeliileten.

1.3.2. Lorentz szimmetria

Nyilvanval6 szimmetria tovabba a Lorentz szimmetria, s6t a fentiekkel egyiitt lathatoan
a konstans térido eltoldsokra is invarians, vagyis a Poincare invariancia is teljesiil.
Ismert, hogy az infinitezimélis Lorentz transzformécidkat az alabbi médon adhatjuk
meg:

SXH =X, (1.20)

Ahol e” antiszimmetrikus. Hasonl6an az el6zéekhez az (1.15) 6sszefiiggés alapjan
felirhatjuk a Noether aramot amely ¢*” antiszimmetrikussidgat felhasznalva és néhany
konstans tagtol eltekintve, az alabbi alakra hozhaté:

jﬁy =X, P — Xl,P;‘ (1.21)
A Lorentz toltés:
o1
S :/ (X, P, —X,,P,I)da (1.22)
0

az impulzushoz hasonléan errol is belathatd, hogy megmaradé mennyiség a
vilagfeliileten.
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1.3.3. Ujraparaméterezési invariancia

Gondolkodjunk el azon, hogy mi torténne akkor, ha a vildgfeliilet egy masik paraméterezését
vizsgalnank. A fizikdnak nyilvan nem kéne valtoznia. Vizsgaljuk meg ezért a
Nambu-Goto hatds viselkedését a paraméterezés valtoztatasaral

(1,0) — (7,0) (1.23)

Legyen J a transzformacié Jacobi determinansa. Az integralasi mérték transz-
formacioja:

dodr = |J|dodr (1.24)

Ismerjiik a metrika transzformacids tulajdonsdgait:

s agk aé:l
Yab(§) = %z(f)aga 0_87 (1.25)
Vegyiik mindkét oldal determinansat:
det vap = det (Fgp) J? = /— det (ya) = /— det(Fap)|J| (1.26)

Vagyis a Nambu-Goto hatas:

1
/d%d&\/—det (%b):/dea]Jh/—det%bm:/dea\/—det%b (1.27)

Azt kaptuk tehat amit vartunk, a hatds invaridns az ujraparaméterezésekre.
Ebbol kévetkezden akarmilyen paraméterezését valaszthatjuk a vilagfelilletnek. Olyat
fogunk valasztani amellyel a mozgasegyenletek 1ényegesen leegyszeriisodnek. Természetesen
a leegyszerlisodott mozgasegyenletek mellé a paraméterezés rogzitésébol adddo kényszereket
fogunk majd kapni.

1.4. Fénykup koordinatak és a paraméterezés rogzitése
A kvantélas egyszeri elvégzése érdekében érdemes attérni 1j térido koordinatakra.

Ezeket fénykip koordinatdknak fogjuk hivni!
Legyen a* tetszéleges vektor. Definialjuk a kovetkezdket:

at = a = (1.28)
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tehat az els6é két kodrdinatat cseréljiik le tjakra. Az a* vektor tehat a* =
at,a,a% a®...aP ). Definidljuk még az alsé indexes fénykupkoordinatékat:
J g Yy

a, = —a~ a_ =—a" (1.29)

Konnyen belathato, hogy két a#, b* vektor skalaris szorzata a fénykipkoordinatakkal
kifejezve az alabbi:

atb, = —atb” —a bt +a'b’ (1.30)

ahol I =2,3,... D — 1, és természetesen erre 6sszegzés van.
Megmutathato tovabba, hogy a fénykip indexek ugyanigy viselkednek mint a hagyomanyos
Lorentz indexek, ezért minden Lorentz indexes kifejezés modositas nélkiil atvihetd
fénykupos indexekre.

Most ratérhetiink a paraméterezés rogzitésére. Eloszor adjuk meg a 7 paraméterezést!
Hasznaljuk az imént bevezetett fénykipindexeket és definidljuk a fénykup mértéket a
T paraméterre a kovetkez6 médon (a fénykip mértéket a bozonikus hirok kvantalasara
vezették be [6]):

Xt =p0pta'r (1.31)

ahol § = 2 nyilt hirok, és § = 1 zart hurok esetén. FErre azért van sziikség,
hogy konnyen kezelhessiik a nyilt és zart hirok kiillonbozé paramétertartoményat.
Tovabbi az eldz6 szakaszban lattuk , hogy p* egy megmaradd mennyiség a vildgfeliileten,
o' dimenziés okokat szolgdl.

Hétra van még a o paraméterezés rogzitése. Ehhez el6szor vizsgaljuk meg az (1.9)
P™# kanonikus impulzusstriség transzformacios tulajdonsagat a o paraméterre.

Elészor is az X*(,0) = X*(1,6). Vagyis a hirkoordiniték skaldrként tran-
szformalédnak. A szamlaloban tehat a o szerinti derivalasok miatt kapunk egy
(do/dd)? faktort, a nevez6bdl pedig a determindns el6bb latott transzforméaciés tu-
lajdonsdga alapjan egy ugyancsak egy do/dG. Osszességében marad tehdt:

P™H(1,5) = j_ng(T’ o) = P (1,5) = Z—;P”ﬁ, o) (1.32)
Ez azt jelenti, hogy ha van egy hur amelynek paraméterezése o és megadok
egy masik & paraméterezést, akkor ezt valaszthatom olyannak, hogy a do/dé& faktor
éppen kiejtse P™T (7, 0)-nak a o fiiggését. Ezutan egy atskalazasissal a 6 paramétertartomanyat
is megvalaszthatjuk a o fliggetlenség megtartasdaval. Vagyis ezutan P71 (7,0) = ¢(7)
csak a 7-t6l fog fuggeni [1].
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Ezzel a kitétellel rogzitettiik a o paraméterezést. Nézziik a kovetkezményeit. El6szor
is beldtjuk, hogy ez esetben P™(7,0) a o mellett 7-t6l sem fiigg!

Integréljuk a hurra:

o1
/ doP™"(1,0) =p* (1.33)
0

/001 doP™" (1,0) = /001 dop(1) = ¢(1)oy = p* (1.34)

Tehat ¢(7) = p*/o.
pT-16l viszont tudjuk, hogy konstans, ezért ¢(7) is egy konstans azaz P+ (7, 0) 7-t6l
sem fiigg! Legyen tovdbba oy = 271 /[.
A kovetkez6 modon rogzitjiik tehat a fénykiapmértékbeli o paraméterezést:

Pt = 2ﬁp+ (1.35)
m

Vizsgédljuk most meg ennek a kovetkezményeit! El6szor is az (1.12) mozgasegyenlet
szerint:

)
St =0 (1.36)

A rogzitett paraméterezésben a baloldal elsé tagja nulla. Ez azt jelenti, hogy a
masodik tagnak is nullanak kell lennie:

o+
agg =0 (1.37)

vagyis Pt fiiggetlen o-tdl. Tehét, ha a hir egy pontjiban zérus, akkor minden
pontban zérus lesz. Az altalunk vizsgdlt nyilt hirok esetén ez az (1.13) hatarfeltétel
kovetkeztében P?* a hur végpontjaiban zérus lesz, ezaltal a fenti egyenlet szerint
minden pontban eltiinik.

Zart harok esetén kicsit mas a helyzet. Nem rogzitettiik még teljesen a paraméterezést,
ugyanis nem egyértelmii a ¢ = 0 pont megvalasztasa kiillonboz6 7 értékek esetén.
Nézziink egy rogzitett 7-t. Ez egy hurt ad meg. Valasszuk ki ezen a hiron a 0 = 0
pontot tetszdlegesen. A tobbi 7 esetén pedig tigy, hogy P+ = 0 teljesiiljon.

Tehat Pt = 0 nyilt és zart hirok esetén. Ezt frjuk be az (1.10) egyenletbe és
hasznaljuk fel az (1.31) feltételt :

pro_ L (XXX (02X 1 (XXt g

2ma —det (’Vab) 2ma \VA det (’7ab)
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Vagyis:

X-X'=0 (1.39)

A fenti kifejezést az (1.9) egyenletbe irva és az (1.35) feltételt hasznalva egyszerii
szamolédssal a kovetkezd adddik:

(X')?+(X)2=0 (1.40)

Ezt a két feltételt egy kozos egyenletbe irhatjuk:

(X' +X)2=0 (1.41)

A paraméterezés rogzitésével tehdt kényszereket kaptunk a hurkoordinatakra,
amelyeket a mozgasegyenletek tanulméanyozasanal figyelembe kell venniink.
Kezdettol fogva az volt a célunk, hogy az igen bonyolult mozgésegyenleteket lee-
gyszerisitsiitk. Az imént kivalasztottunk egy paraméterezést. Nézziik meg milyenek
lesznek a mozgdsegyenletek! Elészor az (1.39) és (1.40) feltételek felhasznaldsaval
egyszerlisitsiik az (1.9) valamint (1.10) kanonikus impulzussiirtiségeket. Rogton
adodik, hogy

1 /

P = X, P = _XH (1.42)
2ma 2mad
Ahonnan az (1.12) mozgédsegyenletek:
XH=Xx" (1.43)

Ennél egyszeriibbek mar nem is lehetnének a mozgasegyenletek. Lathatdéan sima
hullamegyenleteket kaptunk, amelyek megoldasa egyszerti és kozismert. Az egyen-
letek mellett vannak a kényszerfeltételeink, nyilt hirok esetén a hatarfeltételek, zart
hurok esetén pedig a periodicitasi feltételek.

1.5. A mozgasegyenletek megoldasa zart hurokra
fénykup-mértékben

Az el6z6 szakaszban rogzitettiik a paraméterezést és jelentésen leegyszertisodtek a
mozgasegyenletek. Kaptunk viszont kényszereket a mozgésegyenletek mellé.

X, =X (1.44)
(X+X)=0 (1.45)



10 fejezet 1. A klasszikus relativisztikus hir vizsgalata

Oldjuk most meg a kényszerekkel kiegészitett mozgasegyenleteket zart hurokra!

A D’alembert megoldas:

1
XH¥(r,0) = 5(Xf(7'+0)+X§(T—U)) (1.46)
X1 (u) abalra terjed6 hullimokat irja le, mig Xg(v) a jobbra terjed$ hulldmokat.
A zért hirok paraméter tartomanyat a [0, 27| intervallumra rogzitettik. Tehat

a kovetkezd periodicitasi feltételt kapjuk (ezzel az azonositdssal definidljuk a zart
hirokat):

XH*(r,0) = XH(1,0 + 2m) (1.47)

Ezzel a teljes megoldés:

Xi(t4+o0)+ Xh(r—0) =X (T+0+2n)+ Xh(1T — 0 —27) (1.48)

bevezetve az u = 7+ 0 és v = T — o valtozokat a fenti egyenletet atrendezve:

Xp(u+2m) — Xp(u) = Xg(v) — Xg(v —2m) (1.49)

a fenti egyenlet egyes oldalait pl. u szerint derivalva lathatjuk, hogy a jobboldal
nulla lesz ezaltal az X (u) fliggvény derivaltja 2m-vel periodikus. Hasonléan az
Xr(v) fiiggvény derivéltja is 2m-vel periodikus. Ez azt jelenti, hogy Fourier-sorba
fejthetjiik Oket:

P )

Xt (1,0) = % Y apentre) (1.50)
;> ]

Xt (1,0) = % Y asernteo) (1.51)

Az egyenleteket integrélva:

o o 6—in(7’+0')
Xi(r,o0) =2k, + \/;@5(7'4—0) +1 32@5 - (1.52)
n#0
o o e—m(r—a)
Xp(r,0) = ol + \/;048(7'—0') +1 EZag - (1.53)
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Hasznaljuk fel a periodicitési feltételt. Lathatoan az integrédlasi allandok és az
exponencialis tagok kiesnek és a nulla indexti Fourier egyiitthatékra kapunk egy
feltételt:

ay = ag (1.54)

Ezt felhasznalva a teljes megoldas:

XHM(r,0) = xLO + Tho + \/_aoT +iy ) = Z e~ 4 ate m") (1.55)

n;é()

Derivaljuk a fenti megoldast 7 szerint és szamoljuk ki a p* impulzust:

21 1 2 . \/7 p
P /0 g 2ma! /0 g % @0 ( )

Lathatéan az off Fourier komponensek a p* impulzust adjik meg Az integralasi
konstansokat egymésba olvaszthatjuk, ezt a konstanst jeloljik xf-vel. Ezzel tehat a
teljes megoldas:

—inT

XH(1,0) = a5 + V2T + iy = Z Bl s aﬁem")e— (1.57)

n
n;éO

frjuk fel a fenti teljes megoldést fénykup koordinatakban! A + komponenst mar
ismerjiik, ugyanis az (1.31) feltételben ezzel rogzitettiik a fénykiap mértéket:

Xt =prar=v 20/(1(4{7 (1.58)

Osszevetve (1.57)-tel: o5 =0 és aif =at =0 ha n # 0.

A maésik két komponens:

—inT
e

X~ (r,0) = zj +\/_a07+2\/72 —T 4 0T e ) —— (1.59)

n
n#0

77/!’7,7‘

X (1,0) =z + \/_oz07'+1\/»z ale ™ 4ot m") (1.60)

n
n#0

Erdekes Osszefiiggést kapunk ha, megvizsgaljuk az (1.45) kényszerfeltételt fénykip
koordinatakban! Az (1.30) szorzasi szabaly szerint:
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(XX =2XT+ X)X X )+ (XX =0 (1.61)
Felhaszndalva (1.31)-et:

X +X =
2a/p*

(X1 £ XxT)? (1.62)

Természetesen ez csak akkor értelmes ha p™ # 0. Ha megengednénk a zérus
értéket az azt jelentené, hogy a p! impulzusnak kéne egyeznie az energia minusz
egyszeresével, ez pedig csak akkor fordulhatna el6 ha egy tomeg nélkiili részecske
mozogna a —z! irdnyba. Altaldban nem ez a helyzet ezért feltehetjik, hogy p* # 0.
Viszont ha pt = 0 el6fordul akkor nem alkalmazhatjuk a fénykip mértéket.

Az (1.62) osszefiiggésre rdnézve lathatjuk, hogy ha ismerjiik az X! koordinatdkat
valamint a p* impulzust, akkor megadhatjuk az X~ koordindtak derivéltjait. Tovabba
ha ismerjiik X -t egy adott x, pontban akkor a derivaltak felhasznalasaval egy
tetszoleges pontban is megadhaték. Azonban mi most zart hurokat vizsgalunk,
ezért van még egy konzisztencia feltétel. Tegyiik fel ugyanis, hogy integraljuk a
derivaltakat és megkapjuk az X~ értékét. A konzisztencia érdekében teljesiilnie
kell annak, hogy a vildgfeliilet egy tetszoleges zart konturja mentén, példaul egy
allandé 7 mentén integrélva zérust kapjunk. Ez nem feltétleniil garantalt, ezért
kiilon megszoritasként elo kell irnunk:

79X~

Osszefoglalva, a teljes mozsgst megtudjuk adni a kovetkez6 mennyiségekkel:
- o+ yI
To,p, X

Felvetddik a kérdés, hogyan néz ki az (1.62) egyenldség a Fourier komponensek
szintjén? Az (1.55) megoldds alapjin egyszer(i szamolassal adddik:

Xt X =V2a Y ate ) (1.64)

n=—oo

Xt — XM =+2a/ Y atie) (1.65)

n=—0oo

Elészor irjuk csak be a fenti (1.64) Osszefiiggést (1.62)-be, és vizsgéljuk ezt az
esetet:
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\/_ Z d_ —ik( 7'+0') p+a 2a Z O/ —in(T+0) Z AL _Zl (T+0) (166)

k=—o00 n=—00 l=—00

Bevezetve a jobb oldalon a £k = [ + n indexet majd rendezve és a megfeleld
tagokat a két oldalon egyenlévé téve:

O‘l; p+\/_ n_zoo k—n™‘n (167)
Vezessiik be a kovetkezo mennyiséget:
_ 1 = ,
L, = §HZZOO al_ al (1.68)
Nevezziik ezt Virasoro médusnak. (1.67) igy:
Vada; = —I
20/a;, = ELk (1.69)

Ugyanezt elvégezhetjiik az (1.65) vonas nélkiili Fourier-médusokra, és hasonld
eredményeket kapunk. Nézziik részletesebben a k = 0 esetet. Erre kaptuk az (1.54)
feltételt. A Virasoro médusokra ez fenti egyenlet alapjan a kovetkezot jelenti:

A kvantalasnal ennek fontos kévetkezményei lesznek.

Végiil hatarozzuk meg a tomeg-négyzetet!

_ 2 =, 7 _ 2 -
M? = —ptp, =2ptp” —p'p' = i g (al,al +al o) —p'p' = o~ (Lo + Lo) — p"p1.71)
n=1

Ezzel tehdt megoldottuk a klasszikus zért hurok problémdjat a fénykup mérték
formalizmusban, és részleteiben elemeztiik. Osszefoglalva tehdt a zart hur teljes
mozgéasdt megadhatjuk az z,,p" valamint X7 ismeretében. Fourier médusokkal

ip - 4+ I ‘ ;T T ‘ ‘
kifejezve x,, oy és x;, tovabba &, , o, ahol n egész szam.
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2. fejezet

A kvantumos relativisztikus hur
vizsgalata

Az el6z6 fejezetben a klasszikus hurt vizsgaltuk. A hangstlyt leginkabb a zart hirra
fektettiik és meg is oldottuk a mozgasegyenleteit a bevezetett fénykup mértékben.
A most kovetkezd fejezetekben aratjuk le a mértékvalasztas babérjait. KEldszor
kvantalni fogjuk a zart hurokat, majd a kvantédlas fizikai elvekkel val6 konzisz-
tenciajabol vonunk le fontos kovetkeztetéseket. Végil részletesebben vizsgaljuk a
zart hur spektrumat.

2.1. Zart hurok kanonikus kvantalasa

El6szor is meg kell adnunk a dinamikai valtozoinkat amelyekbdl felépitjiik a kvan-
tumelméletet. Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az X!, p* valamint z, valtozdk
meghatdrozzdk a hir mozgdsdt. Az X'(1,0) valtozé kanonikusan konjugalt im-
pulzusa P™(7,0), az x5 valtozéé pt. Latni fogjuk, hogy ez egy j6 valasztds lesz.

A klasszikus Poisson zardjelek ez alapjén:

{PT](T,O'),XJ(T,O'/>} =n'5(0c — o) (2.1)

{PTI(T, o), P (r, a')} = {XI(T, o), X7 (r, a’)} =0 (2.2)

A fentiek mintajara legyen:

{p+,x5} =9t =-1 (2.3)

Az 0sszes tobbi kommutator zérus.

15



16 fejezet 2. A kvantumos relativisztikus hir vizsgalata

A kanonikus kvantalas ismert mddszere szerint a kvantumelmélet operatorainak
kommutatorait ugy kapjuk, hogy a Poisson zardjeleket egy i szorzoval latjuk el.
Vagyis a kvantumelméletiink kommutatorai:

[P (1,0),X7(1,0")] = —in""6(c — o) (2.4)
[PTI(T, o), P™(r, O’l)} = [XI(T, o), X7(r, 0’)] =0 (2.5)

Valamint:
[t ag] =—int" =i (2.6)

A tovabbi kommutatorok pedig mind eltiinnek.

Ezek a zardjelekben 1évo mennyiségek mar természetesen mind operatorok.

2.1.1. Oscillator algebra

Hatarozzuk meg, hogy a klasszikus Fourier médusoknak megfelelé operatoroknak,
mik lesznek a kommutacios reldcidi. Azt szeretnénk, hogy a hirkoordinata és im-
pulzussiirtiség operatorokra ugyanaz a kifejtés legyen érvényes, mint a klasszikus
esetben. Milyen Hamilton operator fogja ezt a feltételt teljesiteni?

Definialjuk a p~ operatort a klasszikusnak megfeleléen. Ekkor p~ fogja generalni az
X operator transzldciéjat (Ezt az operdtort az (1.31) mértékfeltétellel definialjuk).
Vagyis a 7 transzlacié:

g 90Xt 9 , L 0
or ~ or ox+ ‘P ax+ 27)
Tehat a Hamilton operator:
H=dptp~ (2.8)

A Heisenberg egyenlet segitségével belathato, hogy ezzel a Hamilton operatorral
Heisenberg képben az operatoraink a klasszikus elmélet egyenleteit teljesitik, ezért
a kifejtések athozhatok a kvantumelméletbe.

Elevenitsiik fel az (1.64) valamint (1.65) egyenleteket a transzverzalis koordinatékra
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X'+ X" =v2d Y ale o) (2.9)

n=—oo

X' = X" =V2a' Y ale ™) (2.10)

n=—0oo

A kifejtési médusok kommutétorait a fenti Gsszefliggésekbol szamoljuk. Ehhez,
el6szor hatarozzuk meg a baloldalon lathaté koordinaték derivaltjainak kommutétorait!

[(XI + XI/> (1,0), (XJ +XJ/> (T, a’)] = |:XI(T, U),XJ/(T, 0/)} + |:XI(T, 0),XJ/(7', 0'}@2.11)
Ahol felhasznéltuk a (2.5) kommutétorokat.

Hasznaljuk fel (2.4) relacidkat a :

[XI(T, o), X7(r, a')} = —i2na/n"’ (0 — o) (2.12)

Derivaljunk o’ szerint:

: , d
[XI(’T, o), X7 (r, J’)] = —z’27ra’77”;5(0 —o') (2.13)
o
Ahonnan:
[XI(T, o), X7 (, O'/)] + [XI(T, o), X7 (1,0")| = (2.14)
—z'27ro/n”i5(a —od')+ i27ro/77”i5(0’ —0) (2.15)
do’ do '

Felhasznélva, hogy:

d d
o) = —— — 0 2.1
dU(S(J o) da/5(0 a') (2.16)

Osszevonhatunk, és az alabbit kapjuk végeredményként:

[(XI + XI,> (1,0), (XJ - XJ,> (T, 0')] = —z'47ro/77”dig/5(a — o) (2.17)
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Hasonl6 szamolas elvégezhetd, a derivaltak kiilonbségeire. Tehat a keresett kom-
mutatoraink:

[(Xf + X”) (r,0), (XJ + XJ’) (r, a’)} - ¢z’47r0/17”%5(0 o) (218)

Ha a kommutétor egyik argumentumaban felcseréljiikk az eldjeleket lathatéan
zérust kell kapnunk.

Vizsgaljuk el6szor a felso elbjelet. frjuk be a médusos kifejtést:

S Y e e (], 6] =~y Lo o) (219)

n/=—oc0 k'=—00

Most hattassuk mindkét oldalra a kévetkezd integraloperatorokat:

1 2m ) 1 2m )
— doe™ — do'e'*? (2.20)
2 Jo 2m Jo

A baloldalon az integralas rogton elvégezheté és Kronecker deltakat kapunk,
amelyekkel mindkét 0sszegzés is elvégezheto:

' 1 [ 1 [T o d
o intk)T [dia@lﬂ = —iQWnIJ% i dae”w%/o do’ ek E(S(U — 0') (2.21)

Ahonnan:

e TGl &) = 0" kdniro (2.22)

Lathato, hogy n + k # 0 esetén eltinik a kommutatorunk, vagyis a baloldali
exponencialis tagnak nem lesz jelent6sége. Ezzel a médusok kommutatora:

[ ail] = 0" ndnino (2.23)

Ugyanez elvégezhetd a vonas-nélkiili modus operatorokra és belathatjuk, hogy
ugyanezeket a kommutacios relaciokat fogjuk kapni:

[afl, a‘]} = 77[‘]715,1%70 (2.24)

Definidljuk most a kovetkez6 operatorokat:
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1
al = —a! all = —a n >0 (2.25)

Ezeket a klasszikus elméletiink motivalta, ugyanis ott lathattuk, hogy X*(7,0)
valéssdganak a feltétele az, hogy a# = (a*,)". A konjugalds a kvantumelméletben
az adjungalds mfiveletének felel meg, ezért a fenti definiciéban, all az al operdtor
adjungaltjat jelenti. Természetesen a fenti definiciébél af = @I_Tn is kovetkezik. Most

a kvantumelméletben ez, a vonas nélkiili operatorok hasonlé tulajdonsagaval egyiitt
a X!(1,0) Hermitikussagdt garantalja.

Szamoljuk ki ezek kommutaciés relaciéit. Beirva a definicidkat a mddusokra
kapott Osszefiiggésbe:

[al a,ﬂ =061 (2.26)

n’

valamint:

[al,a}] = [a{j,a,ﬂ =0 (2.27)

Tovébbé [al, a]] = 0.

A fenti kommutdciés relaciékban felismerhetjiik az oscillator algebrat [5]. Valéban
az (al,a, ) operatorok a kvantumos harménikus oscillator kelts- és eltiintets- operdtorainak
megfelel6 algebrat teljesitik.

A médusok nyelvén ez azt jelenti, hogy al-k eltiintetd operdtorok tovabbd al
kelt6 operdtorok. Hasonléan a vonds nélkiili operatorokra.

2.1.2. Virasoro operatorok

Eddig a transzverzalis modusokat vizsgéltuk. Nézziik meg mi a helyzet a &, operatorokkal!
Ezeket a klasszikus elméletben a transzverzalis moédusok szorzataiként adtuk meg,

és bevezettiik a Virasoro moédusokat. Elemezziik most részletesebben a klasszikus
Virasoro médosuknak megfelel6 kvantumos Virasoro operdtorokat! A klasszikus
elméletiinkben az (1.68) képlettel definidltuk a Virasoro médusokat:

= 1
L-1Y alal 2.5

Ahogy ranéziink, mar rogton lathatjuk, hogy a kvantumelméletben el6fordulhatnak
problémék a fenti definiciéval. (2.28)-ban ugyanis nem kommutél6 operdtorok szorzata
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szerepel. A klasszikus elméletben ez nem jelentette gondot, de itt nem lehetiink biz-
tosak abban, hogy valéban ez a helyes sorrendje az operatoroknak. A kommutacios
relaciok alapjan lathatjuk, hogy az oscillatorok csak k = 0 esetén nem kommutalnak,
ezért az egyetlen kérdéses Virasoro operator az Ly operator. Ezt a kovetkezd sza-
kaszban részletezziik. Most foglalkozzunk a k # 0 esettel.

Szamoljuk ki eloszor a Virasoro operatorok és az oscillatorok kommutatorait
(természetesen most a nulla indexti Virasoro operdtorokkal még nem foglalkozunk):

[Ln, 6i70] :% > lanai.an] = (2.29)
k=—o00
= % > (@ g an] + [ al] o) (2.30)

k=—0o0
Felhasznalva az oscillatorok kommutacids relacioit a kovetkezot kapjuk:
[Ln,a)] = —mag,., (2.31)

Ugyanezek érvényesek a vonas nélkiili operatorokra.

Most méar megtudjuk hatarozni két Virasoro operator kommutatorat:

Lo L] = 5 3 [ad ol L] (2.32)

k=—o00

Ahol m,n # 0 tovabba legyen m + n # 0. Felhasznalva a fenti kommutatort,
majd atrendezve az Osszegzést:

[Lin, L] :% i (k= 1)k + 5 Z m—k)al,, b= (2.33)
k=—o00 kf—oo
-t Y (m-Raheal (23
k=—o00
Tehat:
[Em,in} = (m —n)Lyin (2.35)

Azt kaptuk, hogy két Virasoro operator kommutatora is Virasoro operator. Ez
azt jelenti, hogy a fenti kommutdcids relacio egy Lie-algebrat definidl. Ezt a szakiro-
dalomban centralis kiegészités nélkiili Virasoro algebranak, vagy Witt-algebranak
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nevezik.

Hasonld szamolas végezheto a vonas nélkiili operatorokra ugyanezen eredményekkel.
Itt érdemes megemliteni, hogy a nyilt hurok kvantdlasa sordn ugyancsak a Virasoro
algebraba {itkoziink, a kiilonbség csak az, hogy az (1.12) peremfeltétel Gsszekapcsolja
a vonasos és vonas nélkili médusokat, igy ”csak” egy Virasoro algebrat kapunk, és
nem lesz két kiillon mésolat a jobbra és balra terjed6 moédusokra.

Erdemes tovabbé megvizsgalni ezen Virasoro operatorok hatasat a hurkoordinatékra.
Konnyen belathatd, hogy a Virasoro operatorok a vilagfeliilet Gjraparaméterezéseit
generaljak [1](269. oldal).

2.1.3. 0 indexui Virasoro operator

Az eléz6 szakaszban lattuk, hogy problémakba titkoztiink a 0 indexti Virasoro operatorral.
Ez az operator nagyon fontos lesz a késébbiekben ezért egy kiilon szakaszban targyaljuk.
Elevenitsiik fel a definicionkat a Virasoro operatorokra:

- 1 _ B
Ly = 5 Z T (2.36)

A probléma az, hogy az oscillatorok nem kommutalnak minden esetben. Pon-
tosabban csak k = 0 esetén nem kommutalnak. Nem biztos tehat, hogy a kvantumos
operatorban a klasszikus definici6é alapjan adott szorzat lesz a megfelel. Vagyis a
rendezéssel van gondunk. A kvantumelméletben csak olyan operatorokat tudunk
értelmezni, amelyeknek jél definialt hatdsa van a rendszer vakuumallapotara. Ezek
szerint az eltiintet operatoroknak a kelté operatoroktol jobbra kell el6fordulnia. Ezt
nevezik normdl rendezésnek. A kelt6 operdtoraink a’  az eltiintetd operdtoraink a?.
Bontsuk fel a fenti osszeget:

. 1
Lo =3 n_zoo al al = (2.37)
= ldg@é 41 i ol al 4+ i alal (2.38)
2 2 — —_’n-n 2 — n —n
A jobboldal harmadik tagja:
Y apal, =) alal+> [a', al] (2.39)
n=1 n=1 n=1

A kommutator felhasznédlasaval a Virasoro operator:
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-l ., = . D-2
Lozaaéaé+n:1alnai+T;n (2.40)

A jobboldali harmadik konstans tag nem konvergdl. Mondanank ezt elsére.
Kérdés persze, hogyan értelmezziik azt az 0sszegzést.
A Virasoro operétort definialjuk e konstans tag nélkiil. Viszont az eddigi klasszikus
eredményeket tgy moddositsuk a kvantumelméletben, hogy a Virasoro operatorhoz
adjunk hozza egy a konstanst. Tehat:

1, =,
Ly= 5046046 + Z al, al (2.41)

A klasszikus (1.69) egyenlet viszont az aldbbira médosul a kvantumelméletben:

2 _
V2dlay = E(LO +a) (2.42)
Ugyanez érvényes a vonas nélkiili operatorokra.

Vagyis a Hamilton operator a kovetkezoképpen modosul:

H=Ly+ Ly + 2a (2.43)

A (1.71) klasszikus tomegnek megfelel§ tomeg-négyzet operator pedig az aldbbi
lesz:

2 _
M? = J(LO + Lo + 2a) — p'p’ (2.44)

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a Virasoro operatorok a vilagfeliilet Gjraparaméterezéseit
generaljak. Belathato a nulla indexti Virasoro operatorokrdl is, hogy egy ujraparaméterezést
generalnak, méghozza a 7 paraméterét [1]. Ez konzisztens a fenti eredménnyel, ahol
ezek adjak meg a Hamilton operatort, ugyanis a Hamilton operator generalja az 7
paraméter valtozasat.

Az el6z6 szakaszban kozolt szamolashoz hasonléan meghatarozhatjuk most mar
a 0 indexti Virasoro operatorral kiegészitve a kommutacios relaciokat. A kovetkezot
kapjuk [2]:

L _ D—2
(L. Ln] = (m —n) Ly + T(m”) — )00 (2.45)
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Megjelent egy ujabb tag amely mindennel kommutal. Ezt nevezik az algebra
centrélis toltésének, magat a fenti algebrat, pedig centrélisan kiegészitett Virasoro
algebranak. Erre a kommutacios relaciora a késébbiekben sziikségiink lesz.

Felmeriil a kérdés, hogy mi lehet az el6z6ekben bevezetett a konstans? Rogton
tudunk ra egy érdekes valaszt adni a fenti 0sszeg értelmezésével. Viszont a kovetkezo
szakaszban latni fogjuk, hogy a kvantumelmélet Lorentz kovariancidja rogziti a kon-
stans értékét.

Ertelmezhetjiik a fenti Osszeget a kovetkezoképpen:

;n = ; % = ((-1) (2.46)

Ahol ((z) a Riemann-zeta fliggvény. Persze a Riemann zéta fiiggvény csak
akkor van értelmezve ha z valds része nagyobb 1-nél, de analitikus folytatassal
egyértelmiien kiterjeszthetd az értelmezési tartoménya és azt kapjuk, hogy ((—1) =
—1/12. Ebben az értelmezésben tehat:

D -2
-2 2.4
a o1 (2.47)

(Ez a zéta-regularizaci6)Latni fogjuk, hogy valéban ezt az értéket veszi fel az a
konstans.

2.2. A Lorentz kovariancia kovetkezményei

Az el6z6 szakaszban részletesen foglalkoztunk a zart hir kvantumelméletének operatoraival.
Azt szeretnénk, hogy ez a kvantumelmélet konzisztens legyen az eddigi fizikai elméletekkel,
tobbek kozott a relativitdaselmélettel. Azaz biztositani szeretnénk az elmélet Lorentz
kovarianciajat. A Lorentz kovariancia szembeszokdségét a bevezetett fénykip mértékkel
elfedtiik, ezért ellenorizniink kell a fennallasat. Be kell vezetiink tehat olyan fénykipos
Lorentz generatorokat amelyek teljesitik a Lorentz algebrat.

Legyenek J*” kovarians Lorentz generatorok. Ekkor ezek a kovetkezo algebrat
kell, hogy teljesitsék [5]:

[JH | JPR] = P JV5 — P JHE L i JPE — s Jek (2.48)

Tekintsuk a klasszikus kovarians Lorentz toltéseket:
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2
T = / (X.P] — X, PT)do (2.49)
0

Ide irjuk be a médus kifejtést, és végezziik el az integralast:

2 | i1
g — \/; (zha — a¥al) + 3 ; - (at,ar —a”,ak) + 3 Z " (o, ar — a”,af.50)

A fenti klasszikus alakbdl probaljuk megkonstrualni a kvantumos fénykipos
Lorentz generatorokat. El6szor is, mint mar emlitettiik maga a mértékfeltétel nem
Lorentz invaridns, ez azt jelenti, hogy bizonyos Lorentz transzformacidk az X *-t mds
operdtorokba transzformaljak. Lathatjuk, hogy egyediil a J*~ és J/~ generatorok
modosithatnak a mértékfeltételen [3]. Kiiléndsen az utébbi generator érdekel minket.

A JI~ generator természetesen nem lesz a fenti klasszikus generator fénykipkoordinatas
alakja az oscillatorokkal mint operatorokkal. Viszont nézziik meg mit kapunk, ha
atirjuk fénykupkoordinatakba:

N =
3

2 el i 1
\/:(méao—xoozo—l— ;— +§Zn ol Lo, —a”,ab)2.51)

n=1

Rogton 14tszik, hogy a fenti operdtor nem Hermitikus. Ugyanis az z{ valamint
ag operatorok nem kommutédlnak egymaéssal (utébbi a p~-szal ardnyos ami pedig
ardnyos a transzverzalis impulzusstiriiségekkel). A szorzat szimmetrizalasaval ez
kikiiszobolhet6. Azt is lattuk, hogy rendezési okok miatt, a kvantumos esetben a
0 index® Virasoro operatorhoz bevezettiink egy a konstanst. Ezt azt eredményezi,
hogy médositjuk a negativ oscillatorok definicidjat a (2.42) egyenlet szerint, a kvan-
tumos esetben. Tovabbi rendezési gondok lathatéan nincsenek a fenti operatorban.
Posztuléljuk tehéat a fénykipos Lorentz generatort [1]:

2 1
I ==y gmoes + o (wo(lo+a) + (Lo + a)zg))

1 1 - _
————) —(a',L,— L_,a}) +
ptV2a/ ; n

n=1

Ahhoz, hogy a (2.47) Lorentz algebra teljesiiljon, a fenti generatornak a kovetkez6
kommutacios relaciét kell kielégitenie:
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[J7=, T ] =0 (2.53)

A kommutécids relacio kiszamitasahoz fel kell hasznalnunk az eddigi kommutécids
relaciokat tobbek kozott a Virasoro operatorok albegrajat. Hosszas szamolds utan
a kovetkezo eredményt kapjuk:

1 /1 D—2 D—2 K K g
~ g3 i (0 70+ (1= 5577 ) et =) -

n=1
_W Z <ﬁ (CL + T) +n (1 — T)) (Oé_nOén — Ck_nO{n> (254)
n=1

Ennek kell eltinnie. Ez lathatéan akkor lesz nulla ha a zardjelben levé mennyiség
eltliinik minden n természetes szamra:

1 D -2 D -2
E(CL—FT)—Fn(l—T)—O (255)
Egy masodfoku 'polinomot’ kaptunk. Akkor lesz ez zérus, ha az egytitthatok
kiilon-kiilon zérusok. A masodfoki tag egytitthatdja akkor tiinik el, ha D = 26. Ezt
beirva a masik egyiitthatoba és nullaval egyenlévé téve megkapjuk az a konstanst
is: a = —1. Visszatekintve (2.46)-ra ez mar ismerésnek tiinik.
Nagyon érdekes eredményt kaptunk. A kvantumelméletiink Lorentz invarianciaja

rogzitette a téridé dimenziéjat. A zart hirok csak D = 26 téridé dimenziéban
létezhetnek.

2.3. A kvantumos zart hur allapottere és spek-
truma

Elérkeztiink a kvantumelméletiink allapotterének konstrudlasahoz. Definialjuk el6szor
az alapallapotot. Tudjuk, hogy egy kvantumelmélet allapotait az operatorok egy
olyan halmaza adja amelyek koziil mindegyik kommutal mindegyikkel. Ezen operatorok
sajatértékei fogjak az allapotokat jellemezni. A mi elméletiinkben egy jé valasztas
ilyen operdatorokra a p* és a p! operdtorok [1]. Képezziik a |p*,p? p%, ..., p%)
dllapotot. Az egyszerliség kedvéért vezessiik be a (p?,p3,...,p?*) = p; roviditést.
Az imént definidlt allapotot nevezziik el alapallapotnak:

™, pt) (2.56)
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Ez az 4llapot tehat a p* valamint p’ operatorok sajatallapota rendre p* valamint
p! sajatértékkel.

Ezutan a zart hur kiilonbozé édllapotait a mar bevezetett (2.25) oscillatorok
segitségével tudjuk megadni. Legyen a (2.56) alapallapot az eltiinteté operatorok
vakuumallapota:

aplpt o) =0 aylpt ) =0 (2.57)
Ahol n > 0 egész szam.

Az allapotokat tgy kapjuk meg ha a kelté operatorokkal hatunk az alapallapotra.
A keltd operatoraink: a?T, e a%‘r’T; a?, cee a§5T; ... hasonléan a vonasos kelto operatorokra.
Jelélje A\n.; és A\, r azt, hogy hdnyszor hattatunk az alapallapotra az all valamint

all kelté operatorokkal. Ekkor a legaltaldnosabb allapot:

A - [H T (atiy™

n=1TI1=2

X [ﬁ 12_5[ <a§>m] ", P (2.58)

k=1J=2

A szémoldsok folyaman és a (1.71) klasszikus tomeg-négyzetben is el6fordulnak
az oscillatorok szorzatainak osszegei. Definidljuk az ezen 0sszegekbdl képezett operatorokat
a kovetkezd modon:

N = Z ol ol = Znaﬁafl (2.59)
n=1 n=1

N=>"a',a,=> nalial (2.60)
n=1 n=1

A fenti N, N operdtorokat szamlalé operatoroknak nevezziik. Az elnevezést az
indokolja, hogy a hatdsuk az (2.58) altaldnos dllapotra:

co 25

NIXA) =)0 nd A A) (2.61)

n=1 =2
co 25

NIAA) =D ks A X) (2.62)

k=1 J=2

Vagyis a kelté operatorok médusainak az osszegét adja sajatértékként.

Viszont, a fenti (2.58) &ltaldnos &llapotok nem mindegyike lesz valédi fizikai
allapot. Van ugyanis egy feltételiink, méghozza a (1.70) egyenlet. Az egyenlet
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szerint Ly = Lo. Valéban ez a klasszikus elmélet kovetkezménye volt, de amint mér
kifejtettiik a kvantumelméletben a 0 index®i Virasoro operatorokat egy konstanssal
kell eltolni a konzisztencia érdekében. A konstans az egyenletben azonban semmit
sem valtoztat. Természetesen itt a kvantumelméletben az operatorok egyenloségét
ugy definidljuk, hogy hatasuk az allapotokra megegyezzék.

A Virasoro operatorok:

1 S 1
Ly = 5&5@6 + ; ol ol = éaéaé + N (2.63)
_ 1 = 1 _
Ly = 5&6&6 + ; al al = iaéaé + N (2.64)

az Lo = Ly feltétel tehat az N = N feltétellel egyenértékii. Részletezve:

oo 25 oo 25
ZZTL)\,LJ = szj\k"] (265)
n=1 1=2 k=1 J=2

A (2.58) dltaldnos allapotokbdl ez a feltétel valasztja ki a valddi fizikai allapotokat.
A tomeg-spektrum a (2.44) egyenlet szerint az imént bevezett szamlalé operatorokkal
kifejezve:

M?=—(N+N -2) (2.66)

Most mdr mindentink megvan ahhoz, hogy megvizsgédljuk az els6 néhany dllapotat
azart hurnak. Kezdjiikaz N = N = 0 esettel. Ez megfelel a (2.56) vakuuméllapotnak.
A tomeg-négyzet:

. 4 .
M?|p*,p) = —a‘p+,pt> (2.67)

Erdekes médon a tomeg-négyzet operator sajatértéke negativ. A fenti allapotot
tachion allapotnak hivjak. Klasszikusan gondolkodva a tachionnak tehat a fénynél
gyorsabban kéne haladnia. A negativ tomeg-négyzet egy instabilitast jelent az
elméletben. Nyilt hiurok targyalasaban is megjelenik a tachion allapot, ezek viselkedése
azonban sokkal jobban ismert. A fenti zart hiros tachionok szerepe még a mai napig
nincs tisztazva.

Viszgaljuk tovabb a zart hir allapotait. A kovetkezé eset N = N = 1. Itt
felhasznaltuk a szamlalé operatorokra vonatkozé feltételt. A feltétel szerint az
alapallapotra két kelt6 operatorral kell hatnunk a konzisztencia érdekében. Az egyik
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vonasos a masik vonas nélkiili operator, és N = N teljesitésének érdekében a médus
szamuk is 1 kell legyen. Az éllapotaink tehat:

ayai|p*, pi) (2.68)

Az I,J transzverzalis indexek akarmilyen értéket felvehetnek 2 és 25 kozott,
ezért az altalanos allapot a fentiek linedris kombindcidja:

25 25

YD Ruaiailp®,pi) (2.69)

1=2 J=2

Kozismert tétel, hogy egy tetszoleges négyzetes matrix felbonthato egy Ay, anti-
szimmetrikus, S;; spurtalan szimmetrikus és egy Sd;; spur tag osszegére. Végezziik
el ezt a dekompoziciét az R;; métrixunkra:

Rry = Ary+ Sty + 8015 (2.70)

A (2.69) allapotokat linedrisan fliggetlen allapotok harom csoportjara bonthatjuk:

25 25
Z Z Apyaiai|p®, pr) (2.71)
=2 J=2

25 25
> > Swaiailp*, i) (2.72)
=2 J=2

Sayai [p*, i) (2.73)

A (2.71) éllapotok az u.n. Kalb-Ramond mez6 dllapotainak felelnek meg. Ez
egy két indexes antiszimmetrikus tenzormezo, és tulajdonképpen a Maxwell mez6
tenzoros altalanositdsanak tekinthet6. A Maxwell mez6 amint tudjuk az elektromos
toltéshez csatolodik, ezzel analég modon a Kalb-Ramond mez6 az i.n. hurtoltéshez
csatolédik. A hirok ezért hurtoltéssel rendelkeznek [1]. Ezzel most bévebben nem
foglalkozunk.

Nézziik a (2.73) allapotokat. Ezeknek lathatéan nincsenek szabad indexei, tehat
egy tomeg nélkiili skalarmezé allapotainak feleltethetd meg, az i.n. Dilaton mezonek.
A Dilaton mez6 érdekes tulajdonsaga, hogy meghatarozza a hurkolesonhatasok
er6sségét [2]. A Dilaton mezé viselkedése igen bonyolult ezért itt nem targyaljuk
bévebben.

Végiil maradtak a (2.72) allapotok. Ezek az allapotok hihetetlen médon graviton
allapotoknak feleltethetéek meg. A megfeleltetéshez a linearizalt Einstein egyen-
leteket kell vizsgalnunk. Azaz ha a metrika helyfiiggd részét perturbaciénak tek-
intjitkk: g"(z) = " +h*, akkor a forrdsmentes Einstein egyenletek a hullamegyenletekké
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egyszerisodnek. A mérték invarianciat kihasznalva, ami ebben az esetben tjraparaméterezési
invariancia bevezethetiink fénykiup mértéket. Az djraparaméterezési invarianciat
igazabdl azzal magyarazhatjuk, hogy a jelenségeknek fiiggetleneknek kell lenniiik
attél, hogy hogyan paramétereztiik a téridét. Fénykdap mértékben a h* tisztan
transzverzélis h!/ része spurtalan lesz, és csak ez fogja nem-trividlisan teljesiteni
a hulldmegyenletet. fgy a skaldrmezOkhoz hasonldan elvégezhetjik a kvantalést,
bevezetve kelto és eltiintetd operatorokat I,.J indexekkel, majd a szokasos mdédon
tudunk definialni egy részecske allapotokat. A gravitonok polarizaciés tenzora 6rokli
a spurtalansigot [1]. Tehdt a linearizalt Einstein egyenletekbdl szérmaztatott gravi-
ton allapotok megfelelnek a (2.72) zart hiir allapotoknak. Erdekes médon a gravitacié
megjelent a hurelméletben.

Ehhez kapcsolédoan idéznék egy mondatot a hirelmélet egyik atyatol J.H. Schwarztol.
Folyton azt halljuk, hogy a hurelmélet kisérletileg nem ellenorizheté és még nem
josolt meg semmit. J. H. Schwarz erre azt mondta, ”dehogynem, megjésolta a
gravitaciét!” [1](11. oldal). Valéban amint lattuk csak a zért hirokat vizsgaltuk,
gravitaciordl szo sem volt, és egyszer csak megjelent.

Ezzel befejeztiik a zart hurok kvantumelméletének a vizsgalatat. Fontos eredményeket

kaptunk. Lattuk, hogy a Lorentz invariancia rogzitette a téridé dimenzié szamat
D = 26-ra, tovabba megjelentek graviton allapotok. Arrdl azonban, egyenlére sem-
mit sem tudunk mondani, hogy ez hogyan kapcsolédik a valésdghoz, és mi miért
csak 4 térid6 dimenziot latunk, és nem tobbet, mondjuk 26-o0t? A kérdésre az egyik
megoldas az 1.n. kompaktifikacio, amely sordn bizonyos dimenzidkat ’kicsiknek’
tételeziink fel és ezért nem latjuk éket. A dolgozat kdvetkezo, utolso fejezetében ezt
fogjuk vizsgélni.
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3. fejezet

Zart hur kompaktifikiciéja T2
toruszra

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a zart hirok csak 26 dimenziés téridoben létezhetnek.
Ez jéval tobb az dltalunk érzékelt 4 dimenziénal. Ebben a fejezetben a kozismert
kompaktifikacié modszerét alkalmazzuk és a 26 dimenziobdl 22-t kompaktifikalunk
egy 22-toruszra. Eloszor ejtiink néhany szot a kompaktifikaciorol, majd elvégezziik
konkrétan zart hirokra, végil pedig a spektrumot fogjuk vizsgalni.

3.1. A zart hdir kompaktifikacidja

A kompaktifikacié otletét eloszor Kaluza és Klein vetették fel az 1920-as években
[13], [14]. Céljiik a gravitacié és elektromagneses kolecsonhatasok egyesitése volt.
Az altalanos relativitaselméletet kiterjesztették 5 dimenzids téridére és kompak-
tifikaltak az egyik tér dimenziot. Ekkor kaptak egy négy dimenzids gravitacids
mez6t amelyhez csatolva volt egy Maxwell mezo és egy skalar. A lényeg az, hogy
az extra tér-dimenzidkat kompakt halmazoknak tekintjiik. Tehat példaul, ha egy
részecske elindul az egyik kompakt dimenzié mentén akkor el6bb-utébb visszaér
ugyanoda. Ezt a tavolsagot, amit a részecske megtesz nevezhetjik a kompakt di-
menzio hosszanak. Lehetséges, hogy ez a hossz csak igen kicsiny és ezért nem
észlelhetjiik. Mindenesetre ez egy lehetséges megoldasnak tiinik az elméletbdl adodd
extra-térdimenziok kezelésére.

Amit mi fogunk csindlni az a Kaluza-Klein (KK) mddszer altaldnositdsa tébb
kompakt dimenziéra. Pontosabban, amint mar emlitettiik 22 dimenziéra ( ehhez,
érdekes attekintést nyujtott [7]). A kompaktifikdcidt a legegyszeriibb médon fogjuk
elvégezni, minden extra térdimenziét egy-egy korre fogunk kompaktifikdlni. Vagyis
a kompakt halmazunk egy 22-térusz: 51 x Sx .o x Sll.

-~

22

A hurkoordinatainkat osszuk tehat két csoportra. Az els6 csoport a nem kom-
paktifikdlt koordinatak X+, X, X2 X3. A transzverzalis indexeit kis latin betiikkel
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fogjuk jelolni. A mésodik csoport a X*, X5, ..., X?® kompaktifikdlt koordindtak.
Ezek indexeit nagy latin betiikkel fogjuk jelolni. Mindkét index csoport végig
felséindexként fog szerepelni.

Nézziik egy kicsit kozelebbrél a téruszunkat. Tekintsiik a R?2 teret és vegyiik egy
el bézisat (I =4,...25ési=1,...22). Ttt ¢ a bdzisindex. Képezziik a baziselemek
lineédris kombindcioit:

22
=1

Ahol m; egész szamok, R; valés szamok. A fenti Osszeg egy racsot definidl.
Jeloljiik ezt a racsot [-val. Ismert ekkor, hogy R??/T" hdnyados tér éppen egy 22-
torusz lesz és a I' récs definicija alapjan a korok sugarai éppen az R;-k lesznek.
Azt mondtuk, hogy az X! koordinatédk a téruszon laknak ezért teljesiteniiik kell a
kovetkezd feltételt [3]:

22
X(r,0+2m) = X!(1,0) + Z 21 Rymge; (3.2)
i=1

Az m; egész szamnak itt az a szemléletes jelentése, hogy a zart hur hanyszor
tekeredik fel egy adott kompakt dimenziéra. Hogyan fog ez a feltétel megjelenni a
hurkoordinatak kifejtésében? Bontsuk szét a szokasos mddon:

X!(r,0) = XLt 4+ 0) + Xh(t —0) = X} (u) + Xk (v) (3.3)

Ami megvaltozott a kordbbiakhoz képest, az a periodicitasi feltétel. Itt ugyanis
hozzaaddédik egy plusz tag:

22
X (u+27) = X[ = Xf(v) = Xj(v—2m) + > 2w Rimge] (3.4)

i=1

A fenti Osszefliggés derivaltjat véve, lathatéan a derivédltakra ugyanigy érvényes
a Fourier kifejtés mint kordbban. Idézziik fel az 1. fejezet (1.52) egyenleteit a
megfelel6 koordinatakkal kifejezve:

s o —I - o' _Ie—inu
Xi(r,0) =ak, + S dou i/ o Zan - (3.5)
n#0
/ ! —inv
X]]%(T,g):xéo—l—\/%aév—i—i\/%Zaien (3.6)
n#0
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frjuk be a fenti egyenleteket a (3.4) feltételbe és rendezziik egy kicsit at:

22
Rim;
A — ol = \/20/2 77 el (3.7)
i=1

(07

A fenti eredmény kiilonbozik az el6zo fejezetekben kapott eredményektol. A
kompaktifikalt koordinatdk zérus Fourier médusai nem egyeznek meg. A jel6lések
roviditése érdekében vezessiik be a kovetkezo mennyiséget:

A (3.7) feltétel igy az alabbi egyszerii alakot veszi fel:

ab — af = vV2a'w' (3.9)

Az impulzus is hasonlé alakot fog felvenni. Valdéban, a kompaktifikacié mi-
att nem vehet fel tetszoleges értékeket. Amint azt lattuk az impulzus generalja a
téridGeltolasokat. Az eltolasi operdtor e~ "' Az azonositds miatt, ha egy bizonyos
értékkel eltoljuk az x! koordinatdt, vissza kell jussunk a kiinduldsi helyzetbe. A
feltételt a szokdsos modon az alabbi egyenlettel tudjuk megadni:

22
P Z 21 Rym;el = 2mn (3.10)

i=1

Ahol n € Z. Vagyis a feltétel szerint p! R;e! € Z minden i-re. Ezek szerint a p’
impulzusok is rdcsot alkotnak. Nevezziik ezt a I' rdcs dudlis rdcsanak, és jeloljik
[-val. A dudlis rdcs egy bézisat jeloljiik el-vel és valasszuk gy, hogy:

«I T

(3.11)

Ahol I-re természetesen automatikus 6sszegzés van. Ezek szerint az impulzusok
a dudlis bazissal az aldbbi modon fejezhetok ki:

22

s «
=Y Eeﬁ (3.12)
i=1 "

Itt n; € Z minden i-re.
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Most pedig vizsgaljuk meg, milyen kapcsolat all fenn az impulzus és a zérusmodusok
kozott:

I

I _ 1
2ma/

2
/ (XL+XR)dU:
0

Ahol felhasznéltuk a (3.5) egyenleteket. Az impulzusra adédik, hogy:

ay +af = v2ap’ (3.14)

Ennek az alakja igencsak hasonlit a (3.9) Osszefliggésre, j6 dontés volt tehét
a w! mennyiség bevezetése. Fejezziik ki a (3.9) valamint (3.7) egyenletekbdl a
zérusmédusokat a p!, w! mennyiségekkel, és frjuk vissza a (3.5) egyenletekbe. Utébbiakat
osszeadva addédnak a kompaktifikalt hurkoordinatak:

/ ) ) —inT
X!(1,0) = x + op't + dwlo + iy % ;@fﬁ_m” + aiem")eT (3.15)

Ejtsiink néhany szét a kommutacios relaciokrol! A kompaktifikalt koordinatakra
legyen ugyanaz a kommutdcids reldcié, ami a tobbire, pontosabban a (2.1) relaci6
a tovabbi relacidkkal egyiitt. Ha képezziik a fenti X7 derivaltjait, és osszeadjuk
majd kivonjuk 6ket, pontosan a (2.9) valamint (2.10) egyenleteket kapjuk. Az lesz a
kiilonbség, hogy az I koordinata index 2-t6l indul és a zérus mdédusok kiillonbozéek
lesznek. Tovabba ezek miatt a (2.18) kommutétorok is érvényesek lesznek most
is, amibol pedig az kovetkezik, hogy a kompaktifikalt koordinatak oscillatorai is
ugyanolyan kommutacios relaciékat teljesitenek mint korabban. Azaz:

[an, ] = 0" ndnyng (3.16)
@y, ail] = n""ndniko (3.17)
lal,al] =0 (3.18)

A kompaktifikacio soran csak a transzverzalis koordinatak kozil kompaktifikaltunk,
ezért a + valamint — fénykip koordinatak valtozatlanok maradtak. A 2. fejezetben
vizsgalt zart hir esetén azt a feltételt kaptuk, hogy Ly = L. A 0 indexti Virasoro
operatorrol tudjuk, hogy — indexti oscillatorok hatérozzuk meg. Mivel ezen os-
cillitorok valtozatlanok maradtak a kompaktifikdcié sordn, ezért a Ly = Lo feltétel
tovabbra is fenn all. Adjuk meg tehat a Virasoro operatorokat (2.41) alapjan:

/
— o 1 _
Lo = %pzpz + §agag + N (3.19)
o i 1o
Lo=—p'p'+ zapag + N (3.20)

07y 9
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Ahol i a nem-kompaktifikalt koordinatakat jeloli. A ketto egyenletet kivonva
egymasbol zérust kell kapnunk:
_ 1 _
Lo— Ly = 5(@5@5 — b)) + N=-N=0 (3.21)

A (3.16) kommutacios relacidkat felhasznélva a fenti zérdjelben szerepld kifejezés
(3.14) és (3.9) Gsszevonasaval:

aral — afad = 2a'w'p! (3.22)

A (3.21) egyenletbe visszairva kapunk egy feltételt a szamlalé operatorokra:

N — N = dw'p’ (3.23)

Ez a feltétel fogja kivalasztani a valédi fizikai allapotokat az allapottéren.

3.2. A kompaktifikalt zart har allapottere és spek-
truma

A spektrum meghatdrozdsahoz sziikségiink van az M? operatorra. Azt szeretnénk
vizsgalni, hogy ha egy megfigyel6 a 4 dimenzidés nem kompaktifikalt téridében van,
akkor ¢ milyen spektrumot fog latni. A tomeg-négyzet operator tehat:

2 - o

M? = —p* =2p*p —p'p' ==
[0

Ahol ¢ = 2,3. Beirva a Virasoro operdtorokra kapott (3.19) Gsszefiiggéseket:

1 2
M? = J@gag + adald) + J(N + N —2) (3.25)

Fejezziik ki ezt is a w! és p! mennyiségekkel! (3.14) és (3.9) alapjéan:

asap + apad = o/ (ww' + p'ph) (3.26)

Ahonnan a tomeg-négyzet operator:

2
M2:wlwl+plp]+J(N+N—2) (3.27)
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Ismerjitk azonban w! és p! kifejtését az e! valamint X! bézisokon. Irjuk ezeket
be a fenti képletbe:

ZZ n; ng el *1+szm3RRj fej] %(N#—N—Z) (3.29)

i=1 j=1 =1 j=1

Most pedig vélasszuk a bazisainkat ortonorméaltaknak. Azaz:

efferl =elel =6y (3.29)

Ezt felhasznalva a végso alakjara hozhatjuk a tomegnégyzet operatort:

, e (n? mPRY\ 2,
M :Z(R2+ >+J(N+N—2) (3.30)
=1

A (3.23) feltétel is atirhaté az alabbira:

22
=1

Erdekes eredményt kaptunk. Vegytik észre, hogy ha (3.30)-ben az alabbi cseréket
hajtjuk végre: R; — o'/R; és n; — m,; akkor a spektrum nem véltozik semmit. Ezt
a szimmetriat nevezik T-dualitdasnak. Belathato tovabbé, hogy ez nem csak a spek-
trum szimmetridja hanem a teljes elmélet egzakt szimmetridja [10]. Szemléletesen
tehat ez azt jelenti, hogy egy kiilsé megfigyel6 nem fog kiilonbséget latni a nagyon
kicsi és nagyon nagy sugaron végzett kompaktifikaciok kozott.

Az allapotok részletes vizsgdlata elott konstrudljuk meg az allapotteret. A 2.
fejezet 2.3 szakaszahoz hasonlé mddon el6szor hatarozzuk meg a vakuumaéllapotot.
Egyszer jelolni fogjak a nem-kompaktifikdlt koordindtakhoz tartozé impulzusok (p™, p?, p?),
masrészt a kompaktifikdlt impulzusok és az allapot tekeredését jellemzo mennyiség.
Ezekrél lattuk, hogy csak bizonyos értékeket vehetnek fel, és értékeiket {n;} valamint
{m;} egész szémokbdl all6 halmazok adjik meg, ahol i = 1,...,22. Tehdt a
vakuumallapot:

|p+7p27p3; ny, Mg, ..., N22;M1, My, ... 7m22> (332)

Természetesen nem az Osszes ilyen dllapot megengedett, ugyanis van egy feltételiink
a valodi allapotokra. Ha a fenti vakuumra hattatjuk az N, N szamlalé operatorokat,
zérust kell kapnunk. Ennek megfeleloen csak azok lesznek valédi vakuumallapotok
amelyekre:
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22
> nim; =0 (3.33)
i=1
Most mar megadhatjuk a kompaktifikalt zart hur legdltaldnosabb allapotéat:

[ﬁﬁ(aﬁwi] [H [T (o )A/ ] X [ﬁﬁ(aﬁ)w’[] X (3.34)

r=1i=2 '=14'=2 n=11=4

[ﬁH(”) : ]|p+,p2,p3;{m};{mi}>

’ 1[/

A szamlélé operatorok hatédsa pedig:

[e's) 3 co 25
N= >3 "rAi+ > > naf (3.35)

r=1 =2 n=1 I=4
ZZT)\Tl—i-iZn)\” r (3.36)
r’'=14i=2 n'=11'=

A valédi fizikai dllapotokat pedig a (3.31) feltétel vélasztja ki.

3.3. A zérus tomegi allapotok

Az elobbiekben meghataroztuk a kompaktifikalt zart har spektrumat és megkon-
strualtuk a Fock terét. Lathatjuk, hogy ismét lesznek tomeg nélkiili allapotok. A
kovetkezokben az igen b6 spektrumbdl csak ezen allapotok vizsgalatara szoritkozunk.

Elevenitsiik fel a tomeg-négyzet operatort és a fizikai allapotokat kivéalaszto
feltételt:

22 2 2 P2
n; m; R; 2 o
i=1 v
22
=1

Keressiik a nulla tomegti allapotokat.
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Lathatéan, ha n; = m; = 0 minden ¢-re, akkor a tomeghben csak a szamlalo
operatorokat tartalmazo rész marad. Ezen n; és m; értékek mellett azonban a fenti
feltétel szerint N = N. A tomeg-négyzet operator ekkor:

M?* = i(N —1) (3.39)

Oé/

N = N = 1 esetén tehat zérus lesz a tomeg. A szamldlé operdtorok hatdsat
(3.35) adja meg. A kovetkezd dllapotok esetén kapjuk tehdt a megfelelé hatést:

ay'a] |p*, pa, ps: {0} {0}) (3.40)
ay'ayl[p*, pa, ps; {0}:{0}) (3.41)
ay'ay'[p*, pa, p3; {0}: {0}) (3.42)
ay'al'|p*, pa, ps; {0};{0}) (3.43)

Ahol T =4,...25és i =2, 3.

Mely allapotokat latja egy megfigyel6 a 4 dimenzids vildagban? Elészor is a (3.43)
allapotokat. Amint az a korabbiakban szerepelt, ezek az allapotok megfelelnek gravi-
ton allapotoknak, Kalb-Ramond &allapotoknak, és a dilaton mezének. Ezenkiviil ka-
punk még 22422 foton allapotot is. A mérték csoport igy g](l) xU(1) x U(1) x -+ x U(1).

44

Mikor kaphatunk tovébbi zérus tomegi allapotokat? A (3.37) kifejezésben a
jobboldali els6 tag nemnegativ. Csak akkor tiinik el, ha n; = m; = 0 minden ¢-re.
Az eléz6ekben ezt az esetet vizsgaltuk. Ha az m; és n; nem ezen értékeket veszik fel,
akkor a kifejezés biztosan pozitiv. Tovabbi zérus tomegl allapotokat tehat akkor
kaphatunk, ha a jobboldali méasodik tag negativ értéket vesz fel: N + N < 2. Ez
két esetben lehetséges N = 1,N = 0 vagy N = O,N =1 (N = N = 0 esetén
egyszertien a vakuumallapotokat kapjuk, igy ezek érdektelenek). Visszairva ezeket
a tomeg-négyzet operatorba a zérus tomeg feltétele:

22 2 2 2

n;  miR; 2
2 (—m o ) ~w (3.44)
i=1 g

Ezenkiviil van még a (3.38) megkdtésiink a fizikai dllapotokra:

22
> nim; = +1 (3.45)
=1
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Tekintsiik a fenti (3.44) kifejezést. Legyen R? = a;a’ (értelemszertien a; > 0
minden i-re). A fenti kifejezés igy:

2 02
Z (—Z + m?ai) =2 (3.46)
1

Vegyiink tetszoleges (3.45) teljesité n;-ket és m;-ket. A négyzetiik mindig nagy-
obb mint 1 vagy egyenlé 1-gyel. Tehéat ha Osszeadunk sokat mindegyiknek pozitiv
vagy zérus jaruléka lesz az Osszeghez. Nézziik mondjuk az Osszeg k-adik tagjat:

2

D + miay, (3.47)
ag

Ismerjiik az alabbi egyenlotlenséget:

1
r+—->2 (x>0 (3.48)
T

A fenti 0sszegben legaldabb egy m;, n; par esetén mindkettonek zérustol kiillonbozonek
kell lennie a kiegészité feltétel miatt. Legyen ez a par a k-adik. (3.47)-re alkalmazva a
fenti egyenlGtlenséget ez azt jelenti, hogy my, n.-tol fiiggetleniil akkor van barmilyen
lehet6ség arra, hogy az osszeg k-adik tagja 2 legyen ha ax, = 1. De az egész 0sszegnek
2-nek kell lennie, igy minden a;-nek 1-nek kell lennie (k-t akdrhogy valaszthatjuk).
Ebben az esetben:

Z (nf +m?) =2 (3.49)

A kompaktifikdciés sugdr pedig R? = «'. Erdekes médon csak egy bizonyos sugar
esetén kaptunk tovabbi tomeg nélkiili dllapotokat. Ezt a bizonyos sugarat ondualis
sugarnak nevezziik.

A lehetséges n; és m; értékeket megkaphatjuk a fenti (3.49) és (3.45) kifejezésekbdl.
Négy esetet kiilonboztethetiink meg:
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ni =(1,0,0,...,0) m;=(1,0,0,...,0)
(0,1,0,...,0)  (0,1,0,...,0) (3.50)

n; =(-1,0,0,...,0) m; =(-1,0,0,...,0) (3.51)
(0,—1,0,...,0) (0,—1,0,...,0)

n; = (1,0,0,...,0) m; =(-1,0,0,...,0) (3.52)
(0,1,0,...,0) (0,—1,0,...,0)

n;, = (—1,0,07...,0) m; = (1,0,0,...70) (353)
(0,-1,0,...,0)  (0,1,0,...,0)

Minden esetben az 1 vagy -1 akarhol lehet de gy, hogy n;-ben és m;-ben ugyana-
zon a helyen szerepeljen a feltételeknek megfeleléen. Tehat mindegyik esetben 22
kiilonbozo elhelyezés lehetséges, vagyis Osszesen 4 - 22 azaz 88 kiilonbozé elhelyezés
létezik.

_ Melyek lesznek a megfeleld allapotok? Az egyik esetben a szamldlo operdtorok
N =1,N =0, a masik esetben N = 0, N = 1. Kovetkezésképpen minden esetben
egyetlen kelté operator fog a vakuumaéllapotra hatni. Nézziik az allapotokat az elso
esetben:

ay|pt,p*p%1,0,0...,0;-1,0,0,0...,0) (3.54)
allpt,p?, p*0,1,0...,0;0,—1,0,0...,0)
aillp*, p%,p%0,0,1...,0,0,0,—1,0...,0)

A miésik lehetdség:
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allpt, p% p* —1,0,0...,0;1,0,0,0...,0) (3.55)
allpt, p% p*0,-1,0...,0;0,1,0,0...,0)
allpt,p® p*0,0,—1...,0;0,0,1,0...,0)

A masodik esetben pedig a kovetkezo allapotok lehetségesek

ail|p*,p*, p%1,0,0...,0;1,0,0,0...,0) (3.56)
alflp*, p?, p*0,1,0...,0:0,1,0,0...,0)
a§T|p+7p27p3;0,071...,0;0,0,1,0...,0)

a§T|p+7p27p3; -1,0,0...,0;—1,0,0,0...,0) (3.57)
a"lT|p+7p27p3;O,—1,O...,O;O,—l,O,O...,O)
ail|p*, p%p*0,0,—1...,0,0,0,—1,0...,0)

Ezek azok az allapotok, amelyeket a maradék négy dimenzidés vilagban latni fo-
gunk. Osszesen 44+44 4llapotot kaptunk. Az érdekessége a fenti eredménynek az,
hogy ezek tisztéan hiros zérus tomegi dllapotok. Az el6zéekben kapott (3.40)-(3.44)
allapotok a kompaktifikacios sugartdl fliggetlenek voltak. Ha viszont a kompakti-
fikacids sugarat egy bizonyos értékre valasztjuk, amint lattuk, Gjabb zérus tomegi
allapotokat kapunk. Ez azt jelenti, hogy ennél a sugarnal fokozodik a mérték sz-
immetria és az el6z6 U(1)* mérték csoport kibéviil egy tdgabb csoportra. Ezen
tagabb mértékcsoportokokat gy tudnank azonositani, hogy megkeressiik azon cso-
portokat, amelyek gyokei éppen a fenti allapotok toltései a Cartan részalgebrara
nézve [3]. Az eddigi eredményekbdl azonban sejthets, hogy a kapott csoportok
messze nem lesznek fenomenoldgiailag jelentések. Az dltalunk készitett modell ugya-
nis, szemmel lathatéan nem fogja a valdsagot lefrni (a fermionallapotoktél most
eltekintiink). Elészor is, a sejtetett extra térdimenzidkat egy téruszra kompakti-
fikaltuk. A toérusz viszont tul sok szimmetridval rendelkezik. Ennek koészonheto
az igen b6 szimmetria amit kaptunk. A valésaghoz kozelebb allé6 kompaktifikaciot
kevesebb szimmetridval rendelkez6 feliileten kéne végezni. A bozonokkal egyiitt
fermionokat is leiré szuperhurelméletek 10 dimenzidsak. Komoly problémat jelent
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viszont a megfeleld sokasag kivélasztasa a kompaktifikdciohoz. Ebben az esetben 6
dimenziét kell kompaktifikalnunk. A modellek alkotasahoz altalaban t.n. Calabi-
Yau sokasdgokon végzik a kompaktifikdciét [12]. Ennek az az elénye, hogy az ere-
deti szuperszimmetria egy részét megorzi. Természetesen még tovabbi sokasagok is
elképzelhetok, de a nagy kérdés persze az, hogy melyik lesz a legmegfelel6bb.

3.4. Osszefoglalds és kitekintés

A dolgozat soran tehat, megismerkedtiink a klasszikus hurok alapveté fogalmaival.

Majd a hirok kvantumelméleti lefrasaval. Részletesen targyaltuk a bevezetett fényktupmértékben
a Lorentz invariancia szembeszokOségének az eltinését, majd a Lorentz szimmetria
fennallasara feltételeket kaptunk amelyek rogzitették a téridé dimenzidjat. Ezek

utan kompaktifikdltuk a zart hurt egy egyszert feliiletre a téruszra és megvizsgaltuk

a zérus tomeg allapotokat. Azt talaltuk, hogy egy bizonyos térusz sugarnal megné a

zérus tomegi allapotok szama igy valamilyen mérték szimmetriara tudunk kévetkeztetni.

A mérték csoportot konkrétan nem hatdroztuk meg.

Végiil azt tudom mondani, hogy a jovoben folytatndm eddigi munkamat. Ezen
dolgozat megirdsa egy jé ismerkedés volt szamomra a hturelmélet legalapvetobb
modszereivel és gondolatvilagaval. Béviteni és mélyiteni szeretném ismereteimet.
Ezért a tovabbiakban, tobbek kozott, ezen a teriileten szeretném végezni a ku-
tatdsaimat.
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El6szor is koszonetet szeretnék mondani Horvath Zaldan Professzor Urnak, amiért
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témavezetésemet, sok jé hasznos tandccsal latott el, és segitett a téméban vald
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csaladomnak a tamogatast, amelyet nem csak most, hanem az egyetemi tanulmanyaim
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