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FIGYELEM! A DOLGOZAT HIHETET-
LEN MENO ABRAKAT TARTALMAZ. HA
ONNEK BARMILYEN TIPUSU ERZEKENY-
SEGE VAN EZEKRE (PELDAUL EPILEP-

SZIAS ROHAMOK KIEMELKEDO ESZ-
TETIKAI ALKOTASOK MEGTEKINTESE
KOZBEN), AKKOR A DOLGOZAT EL-

OLVASASA ELOTT KONZULTALJON KE-
ZELOORVOSAVAL.

Kivonat

A qubit egy kurrens teriilet, a kvantuminformatika alapegysége, a klasszikus
bit kvantummechanikai dltalanositasa. Egy egyszert, fizikailag is megvalésithato
kvantumoptikai transzformécié qubiteken, ha mérés eredményétdl is fliggdvé
tessziik, nemlinedris dinamikat eredményezhet. Iterativ ismétlések soran a di-
namika kaotikussd valhat és mar az egy qubites rendszer esetében is gazdag
viselkedéshez vezet. A dolgozat f6 célja ennek a viselkedésnek a bemutatisa
és feltérképezése, analitikus és numerikus eszkozokkel. Egy qubit esetét Bloch-
reprezentacidoban is vizsgaljuk, mely a kevert dllapotok leirasara alkalmas. A
tobb qubites esetben vizsgaljuk a transzformacié tisztité protokollokra valé alkal-
mazdasat, mely kvantuminformatikai felhasznélas szempontjabdl bir jelent6séggel.
Kitériink az altaldnositasi lehetéségekre is.
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1. Bevezetés

” Anyone who uses words ”"quantum” and ”chaos” in the same sentence
should be hung by his thumbs on a tree in the park behind the Niels Bohr
Institute.”

Joseph Ford

A kvantummechanika és a kaosz kapcsolatanak feltarasa és kortiljardsa - a nagy
érdeklodés és lelkesedés ellenére vagy taldan pont ezen okokbdl - mindig is megle-
het6sen nehézkes feladatnak bizonyult és heves vitakat valtott ki fizikus és matematikus
korokben, sot ihletet adott egyéb - nem csak természettudoméanyhoz tartozéd - disz-
ciplindknak is. Bar a bevezet6 idézet kapcsan - melynek relevancidjat nyilvanvaléan
a dolgozat cime adja - felmeriilhet az igény, hogy a "kvantumkdéosz” probléméjaba
részletesebben belemenjiink, ezt mégsem tessziik meg. KEgyrészt, mert a téméanak
mara rendkiviil kiterjedt irodalma van, és az ez irant érdeklodoket igényes Osszefog-
lal6 munkékhoz irdnyitjuk [6, 9]. A madsik, ennél nyomdsabb tényezé, hogy az altalunk
vizsgalt kdosz sok szempontbdl kiillonbozik attél, amire altalaban ”kvantumkdoszként”
hivatkoznak.

A kaosz {6 jellemzdje és klasszikus meghatdrozasa a kezdeti feltételekre valo ex-
ponencialis érzékenység, melynek vizsgalata mar a XIX. szdzad végén megkezdddott
(Poincaré, 1892 [24]). Zart kvantummechanikai rendszerekben az id6fejlédés azon-
ban unitér, ami megtiltja az allapotok exponencidlis tavolodasat, ha a tavolsag alatt
az allapotok természetes Hilbert-terében vett tavolsagot értjiikk. A kvantumkaosz kife-
jezés altalaban a klasszikusan kaotikus jelleget mutaté rendszerek kvantalt megfelelGire
vonatkozik.

A kvantummechanikai mérés - és itt nem megyiink bele a kvantummechanikai in-
terpretaciok kiterjedt méréselméleti vitdiba - azonban megtori az unitér fejlodést és
nemlinedris dinamikat eredményezhet. Ha példaul a rendszer folytonos mérésnek van
aldvetve (mely egy j6 modellje lehet a kornyezet dltal okozott dekoherencidnak), akkor
ez mar egy nemlinedris, sztochasztikus Schrodinger-egyenlet szerint fejlodik idében. Az
ilyen rendszerekrél a kozelmiltban bebizonyitottdk (Habib et al, 2006 [10]), hogy kao-
tikus viselkedést mutathatnak kvantumos tartomanyban - azaz a klasszikus limesztol
tavol - is. Numerikus eszkozokkel megmutattak, hogy a helyoperator varhato értékére
vett Ljapunov-exponens pozitiv. Abban az irdanyban is kutatas folyik, hogy kimutassak
a kdoszt olyan rendszerekben, melyeken csak gyenge mérést engediink meg, de a mérési
eredményt visszatdplalhatjuk, amely effektiv nemlinearitdst eredményezhet [14]. A ka-

otikus jelleg szigoru bizonyitasa ilyen feltételek mellett eddig nem sikeriilt.



A dolgozatban azonban ezektdl eltéré kaoszt mutatunk be. Kvantuminformatikai
felhasznalasban gyakran el6fordulf eljaras, hogy a mérést rendszerek (példdul qubitek)
sokasagan végezziik és a mérési eredménytdl fiiggden a rendszer egy részét levalasztjuk.
Ilyen procediran alapulnak példdul az allapottisztité protokollok [7, 15]. Ez a feltételes
dinamika (ahol a feltételességet a mérési eredménytél vals fiiggésre értjiik) eredetileg
linedrisan fejlédé rendszerekbe nemlinearitést hoz be és kdoszhoz vezethet [13]. A dina-
mikat ilyen esetekben, ahogy azt meg fogjuk mutatni, egy nemlinearis C — C leképezés
jellemzi, ezért erre komplex kdoszként hivatkoznak [12]. Ez a tulajdonsdg, azaz hogy a
leképezés értelmezési tartomanya a (kiterjesztett) komplex szamok halmaza, a klasszi-
kus esettdl vald kiillonbozoséget is mutatja. Nem ismeriink mas olyan fizikai rendszert,
ami expliciten ilyen tipusu dinamikat valésitana meg.

A dolgozat felépitése a kovetkezo. A 2. fejezetben attekintjiikk az altalunk - és a
kvantuminformatikaban altalaban - hasznalt formalizmust és a késébbiekben is vizsgalt
mennyiségek jelolésmodjat és hatterét. A 3. fejezetben ratériink annak a transz-
formacionak a vizsgalatara, mely a dolgozat f6 témajat alkotja. Az egy qubites tiszta
esetben a részletes analitikus vizsgalat mellett, melynek fobb eredményei az iroda-
lomban megtaldlhaték [13, 12], numerikus szimuldciét is készitettiink a kaotikus jelleg
szemléltetésére (ehhez kapcsolodé néhany tovabbi szimuldciés eredmény a koheren-
cia kedvéért az A fliggelékben taldlhatd). A Bloch-reprezentécié segitségével analiti-
kus megkozelitést adunk a kevert allapotok leirasara is, melyet az irodalomban még
nem vizsgaltak. A két qubites eset mar egy joval nagyobb paramétertartomannyal
rendelkezik, igy a megfelelé reprezentacié keresése jelentéssé valik. Megmutatjuk,
hogy ebben az esetben a transzformacio alkalmas paraméterekkel allapottisztito pro-
tokoll megval6sitasara hasznalhaté (az dllapottisztitds motivacidjanak illusztralasara a
B fliggelékben két, az irodalomban mér jol ismert kvantumkommunikéciés protokollt
mutatunk be). Vizsgaljuk a protokoll stabilitdsat a paraméterekre. A dolgozat utolso

részében az ismertetett transzformacié altaldnositasat targyaljuk.



2. Formalizmus

2.1. Kevert allapotok és siirtiségoperator

Elevenitsiik fel a kvantummechanika néhany alapveté gondolatat, axiomajat. A fizikai
allapotok terét egy ‘H Hilbert-téren értelmezziik. Egy zart rendszer idofejlédése mindig
leirhaté egy unitér operatorral. Egy adott B = {|p;) € H} ortonormalt bazisra nézve
egy |¥) = > aylp;) dllapoton végrehajthatd egy (von Neumann-féle) mérés, melynek
eredménye a |¢;) dllapot |o;|? valészintiséggel és a mérés az dllapotot |p;)-ben hagyja.

Ha tehat ismert a [¢) € H allapot, akkor a rendszerrél teljes informacionk van (kop-
penhégai értelmezés). Felmeriil a kérdés, hogy milyen formalizmust érdemes bevezetni,

ha az allapotvektort nem tudjuk, csak az allapotok valdsziniiségi eloszlasa ismert, azaz
{([n), ) bhmro. 0<pe<l D pp=1 (1)
k

Ilyen esetben kevert allapotrél beszéliink. Itt tegyiik fel, hogy |1)y) linedrisan fiiggetlen,
ortonormalt elemek. Egy tetszbleges A fizikai mennyiséghez rendelt
A:H - H operator varhato értékét ebben az esetben a kvantummechanikai és a

statisztikai atlagolds egymasutanjaként definialhatjuk, azaz
Ay = pr(nl Aly) (2)
k

A kevert allapot jellemzése (1) szerint nehézkes, mivel nagyon sok paraméterre van
sziikségiink. Ezért konstrualunk egy matematikai objektumot, mely alkalmas a sza-
molasra és a fenti informaciokat magéban foglalja: a p slirtiségoperatort. Ezt ugy
definidljuk, hogy sajatvektorai (1)-ben szerepld |¢) vektorok, sajatértékei pedig az

ezekhez tartozé py értékek legyenek, azaz

Plow) = prlthr) (3)

Ez projektorfelbontassal tehet6 meg:
P=) prltbn) (nl (4)
k

Kénnyen ellenérizhet, hogy ez valéban tudja az elvért (3) egyenletet. Ennek segitségével



(2) egyszerii formara médosul:
(A) = Tr(pA) (5)

A konstrukciébdl kovetkezden a stirtiségoperatornak hasznos tulajdonsagai vezethetok

le:
1. p=p' (hermitikus), mivel p, € RV k
2. (Y|pl) >0V |¢) (pozitiv), mivel pp > 0V k

3. Tr(p) =1, mivel Zpk =1
i

Ez a hiarom tulajdonsag definidl egy stirtiségoperatort; egy tetszoleges, a feltételeket
teljesité operator a rendszer egy lehetséges stirtiségoperatora. Emlitsiink meg még
két tulajdonsiagot, melyek az el6zoekbdl konnyen levezethetok és a késébbiekben is

hasznalni fogjuk ezeket.

I Tr(p?) <1 és az egyenléség csak tiszta dllapot esetén &ll fenn. Ez a tulajdonsig

tehat felhasznalhaté az dllapot tisztasdganak az eldontésére.

IT Ha egy U unitér operatort hattatunk egy kezdetben p stirtiségoperatorral jellem-
zett kevert allapotra, akkor ez az operacié utdn p' = UpUT stirliségoperatorral

jellemzett allapotba megy at.

Vegyiik észre, hogy az I. tulajdonsag alkalmas annak eldontésére, hogy az allapot
tiszta-e vagy kevert, a kevertség szamszeri jellemzésére azonban nem. Erre dltaldban

a von Neumann entrépiat érdemes bevezetni [31]:
S(p) = —Tr(plogy p) = — > pilogy p; (6)

ahol p;-vel jeloltiik p sajatértékeit. A mésodik tag a klasszikus Shannon-entrépia a

sajatértékekre nézve.

2.2. Qubitek reprezentalasa

Az érdeklodés a kétallapotu kvantumos rendszerek vizsgalata irant a kvantummecha-
nikaval egyidds. Ez a teriilet az utobbi idoben 1j lendiiletet és megvilagitast kapott,
ahogy kiszélesedtek a perspektivak a kvantummechanika alkalmazasait illetéen. Ilyen

rendszereknek szdmos realizdcidja 1étezik (példaul az elektron spinje, egy atom alap



és gerjesztett allapota, a foton kétféle polarizacidja) és roviden és Osszefoglaléan eze-
ket - kvantuminformatikai kifejezéssel - qubitnek szokas hivni (ezt a terminust Ben-
jamin Schumacher vezette be 1995-ben [25]). A qubitek széleskorii felhasznaldséval
felmeriil tehat az igény, hogy a qubiteknek megfeleléen szemléletes, jol kezelheto rep-

rezentacidkat keressunk.

2.2.1. Riemann-féle paraméterezés

Egy tiszta qubit allapotat egy komplex egységvektor jellemez a 2 dimenzios Hilbert-

térben, mely altalanosan
W) =al0) +8[1) a,6€C |af+ |5 =1 (7)

alakban irhaté, ahol {|0), |1)} legyenek ortonormélt bazisvektorok. Kiemelve -t és
bevezetve z = a/f € C jelolést az allapot felithaté egy paraméter segitségével, ahol

C = C U o a kiterjesztett komplex sik (vagy Riemann-gémb):
) =N(z[0) + 1)) z€C N=(1+]z)"? (8)

Ebben a forméban z = oo felel meg a |0) allapotnak. Ez a qubit Riemann-féle pa-

raméterezése 30, 22].

2.2.2. Bloch-gomb és Fano-alak

Vizsgaljuk tovabb az eredeti (7) alakot. A mérési axiémat figyelembe véve az allapotvek-
tor csak egy globdlis fazis erejéig meghatédrozott, azaz |¢) és e™#|y) dllapotokat ekviva-
lensnek tekintjiik. Igy (7) &tirhaté

) = cos (5 ) 10} + s (5 ) ) )

alakra, ahol ¢ € [0,27) és @ € [0, 7]. € helyett a kdvetkezOkben megmutatott szemléletes-
ség és az dbrdval val6 egyezés kedvéért irunk 6/2-t. A két komplex paraméterrdl tehat
attértiink valés gombi paraméterezésre, az allapot egyértelmfien jellemezhetd az R3-beli
gdémb (Bloch-gémb) felszinének egy pontjaval.

A éllapot Descartes-koordinatai a gémbon (z,y,z) = (sin@ cos @, sin 6 sin @, cos 6)

szerint adhatok meg és ezt a vektort Bloch-vektornak (vagy polarizacis vektornak)



11)

1. abra. Az allapot reprezentélasa a Bloch-gombon

hivjuk. Vezzesiik be az tn. Pauli-operatorokat:

=1 6, =X = |0)(1]+H1)0] 6,=Y =i(|1){0]—[0)(1]) ¢.=Z2

10)(0]=[1){1]

A Bloch-vektor koordinatdi ezeknek az operatoroknak a varhato értékével szamolhatok

és az explicit Osszefliggések az (7) alak paramétereivel:
v = (ds) = 2Re(aB) y=(d,) =2Im(ap) z=(d.) =|a]* - |B[* (10)

Terjessziik ki ezt a reprezentaciot kevert allapotokra is. Ehhez vegytik észre, hogy a
Pauli-operatorok az 1 qubiten haté unitér operatorok terét kifeszitik. Egy tetszoleges
unitér operator hatasa a Bloch-vektor forgatasaval irhato le; az x-, y- és z-tengelyek
koriili forgatasok a Pauli-operatorok segitségével konnyen felirhaték [20]. Figyelem-
be véve (4), (9) és bevezetve a formélis & = (0%,0y,02,) vektort, minden 1 qubites
strtiségoperator kifejezheto:

p= %(i+F- 5) (11)
ahol 7 a Bloch-vektor. A kevert éllapotok mar a teljes Bloch-gémbét kitoltik (”Bloch-
labda”). A Bloch-vektor hossza tehat a kevertség mértékére jellemzé: a labda cent-
rumahoz a maximalisan kevert éllapot tartozik, mig |F] = 1 esetén az éllapot tiszta.

Megjegyezziik, hogy |7] kifejezhet6 p sajatértékeivel:

|T_’1 = 1—47'17'2 (12)



ahol 71, 7 p sajétértékei [23].

Ez a reprezentacié n darab qubit esetén (melyet Fano-alaknak [3] is hivnak)
1
p= Naza Coy..an0ay &+ & 0Oq, (13>

alakban irhat6 (az operatorok jeldlésekor a kalapot a tovabbiakban elhagyjuk), ahol N
a normalési faktor: N = 2". A ¢,, ., egyiitthatokat

Cay...on, — T?"(O’al K- Uanp) (14)

modon szamolhatjuk. A normadlasi feltételbél (Tr(p) = 1) kovetkezik, hogy ¢r.; =1
Az altalanositott Bloch-vektort, mely p hermiticitasabdl kovetkezoen valés vektor lesz,
definialjuk

b={batact, 21 Da=Cara, =y id" (15)
k=1

modon, ahol i, = 1,2, 3,4-t ap, = x,v, 2, [-nak megfeleléen vezettiik be. Ez a definicié
a Bloch-vektor komponenseinek a rendezésére szolgal és konnyen megértheté példaul a

2 qubites esetre felirva. Ekkor az N? — 1 = 15 komponens (15) szerint

ET = (51, by, ..., 515) = (C$x7Czyasz7Cw[aCy$7cyy7Cyzacyhczxaczy)szaCzlaclxa Clyyclz>
(16)
sorrendben koveti egymast.

A Bloch-féle reprezentacié a kvantumoptikaban és kvantuminformatikdban gyakran
haszndalatos és mint lattuk, szamos elénye van. Az 1 qubites esetben egy szemléletes
képet ad, és altalanosan vizsgalhaték vele a kevert allapotok. Az allapotot egy valds
vektorral, a Bloch-vektorral irhatjuk le, melynek hosszaval jellemezhetjik az allapot
kevertségét is. A valds vektorokkal valé szamolas numerikus szempontbdl is elonyos
lehet. Sajnos a tobb qubites altalanositasanak azonban kényelmetlenségei is vannak.
Mar 2 qubitnél sem egyértelmi a val6di allapotok terének a geometridja (ami 1 qubitnél
a teljes R3-beli egységgomb volt) és a stirliségoperatorok tulajdonsdgai csak bonyolult
Osszefliggésekkel fejthetOk vissza a reprezentaciébdl [4]. Mivel a késébb vizsgalt dina-
mika garantdlja, hogy stirtiségoperator a transzformécié soran stirliségoperator marad,
ezzel nem kell foglalkoznunk. Egy masik, stlyosabb hatréany lehet, hogy ez a repre-
zentacié expliciten nem fejezi ki az 0sszefonddottsag mértékét, ami pedig a kvantum-

informatikdban nagy jelentoséggel bir, ezért ezt kiilon kell szamolni.



2.2.3. Schmidt-féle reprezentacio

Természetesen léteznek Gsszefonddottsagérzékeny reprezentaciok is, melyek altalaban
tiszta allapotokra vonatkoznak. Ilyen példaul az in. Hopf-fibralds, mely topolégiai
szempontbdl dltalanositja a Bloch-reprezentéciét két qubit esetére [21].

Egy masik érdekes és hasznalhaté leiras a Schmidt-tételt és a Bloch-formalizmust
kombinalja és a reprezentacio egyik paramétere expliciten kifejezi az osszefonddottsag

mértékét.

Tétel (Schmidt) Legyen ) € H, ahol H = Ha ® Hp, akkor létezik egy olyan
ortonormdlt bazisa H-nak ({|o)}) és Hg-nek ({|0B)}), és nemnegativ valés szdmok

{pi}, hogy
) = Z\/E’\%A) of) (17)

Legyen adott egy 2 qubites tiszta allapot. A tételt kihasznalva ez mindig felirhaté [27]
1) = e"P/2 cos(a/2)|n); |m)y + P2 sin(a/2)| — n)y| — m), (18)

alakban, ahol n és m az egyes qubitek Bloch-vektora. Az « paraméter ebben a
formaban expliciten kifejezi az 0sszefonddas mértékét: o = 0 és a = 7 szorzatallapotok-
néal, « = m/2 teljesen Osszefonddott allapotokndl &ll fenn. A Bloch-gdémb analdgidjara
itt is bevezethetliink egy gombi paraméterezést az a és 3 paraméterekkel;ezt Schmidt-
goémbnek hivjuk. Legyen e = (sin «vcos 3, sin asin 3, cos ). Az ortogondlis dllapotokra
a feltétel igy (—ele). A két qubites tiszta allapot igy egyértelmiien jellemezhets az
(n,m,e) vektorokkal. A tovdbbiakban ezt a paraméterezést csak a kitekintésben

emlitjik meg.

2.3. Kvantumallapotok kozelségének méroszama

Kommunikacidéelméletben gyakran felmeriilé probléma két jel vagy jelsorozat osszeha-
sonlitasa és ennek szamszeri jellemzése. Erre alapvet6é motivaciét az ad, hogy transz-
mittalaskor mindenképp szamolnunk kell hibakkal; ezek addédhatnak a tomoritésbol,
a kommunikacios csatorna zajossagabdl vagy a vevokésziilék tokéletlenségébol. Az
atvitel josdganak definidlasdhoz tehat sziikséglink van a jelek kvantitativ 0sszevetésére.
Klasszikus informécidelméletben a téma széleskortien targyalt [5].
Kvantuminformatikai megkozelitésben ezzel analégnak tekinthetd a kvantumallapo-

tok Osszehasonlitasanak problémaja. Az erre bevezetett mennyiséget a tovabbiakban
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F-fel jeloljik és atmeneti valoszintiségnek hivjuk. Megjegyezziik, hogy az angol szak-
irodalomban t6bb kifejezést haszndlnak erre a mennyiségre (fidelity, transition pro-
bability ) és a definicié sem teljesen egységes (Osszefoglalasért lasd [18]); az utébbi
idoben ebben a kontextusban a fidelity terjedt el, azonban forditasi szempontok mi-
att az utébbit hasznaljuk. Legyenek adottak p;, po kvantumallapotok (véges dimen-
zi6s Hilbert-térben). Abban a specidlis esetben, ha mindekét &llapot tiszta, azaz
p1 = | 1) (1] és pa = |1ha) (1|, F-re egy intuitiv definici6 ad6dik a természetes atmeneti
valészintiséghol:

F(p1, p2) = F(|01) (1], |2) (¥2]) = |<¢1W2>’2 (19)

F-nek tehat azt a valdszintiséget valasztjuk, amellyel 6sszetéveszthetjiik a két allapotot,
ha végrehajthatunk pontosan egy mérést a rendszeren, mely a két dllapot egyikében

van prepardlva. A kifejezés konnyen altaldnosithatd, ha az egyik allapot kevert (ps):

F(p1, pa) = F([v1) (1], p2) = (Y1lp2libn) (20)

mely egyszertien (19) atlaga az Osszes olyan tiszta dllapotok sokasigéra nézve, mely-
nek po a stiriségoperatora. Ennek fizikai interpretaciéja megegyezik a tiszta allapotok
esetében felirt képletével: F' annak valészintisége, hogy po allapoton végrehajtva egy
mérést |¢q) allapotot kapjuk. A kvantuminformatikdban legtobbszor (és a dolgo-
zatban kizardlag) elegendden altalanos a (20) kifejezés, mivel tisztito eljardsokndl a
vizsgalt - zajoktdl és egyéb hibdktdl terhelt - allapotot egy adott tiszta dllapottal (az-
zal a célallapottal, amely felé tisztitani akarunk) hasonlitjuk Ossze. Az teljesség igénye
altal vezérelve mégis tovabb megyiink az altalanositasban és bevezetjiik a mennyiséget
két kevert allapot esetén is. Az eddigieket figyelembe véve az &altalanos dtmeneti

valoszintiségtol koveteljiikk meg az alabbi természetes tulajdonsdgokat.
Al 0 < F(py,p2) <1és F(py,p2) =1 akkor és csak akkor, ha p; = po
A2 F(p1,p2) = F(p2, p1)

A3 Ha az egyik allapot tiszta, akkor alljon fenn (20)

A4 F(py,p2) legyen invaridns az allapotok unitér transzformécidjara

Vegyiik észre, hogy (19) és (20) is F'(p1, p2) = Tr(p1p2) alakban irhaté. Ez a definicié
azonban nem tenne eleget Al tulajdonsiagnak (vegyilik példaul p; = py = I/2: ekkor
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Tr(pip2) # 1). Ebben az esetben bonyolultabb definiciét kell bevezetni [11, 29]:

F(p1,p2) = (TT’ { \/Eﬂzx/m])Q

Belathaté, hogy ez méar kielégiti az 0sszes kivant tulajdonsagot.
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3. Komplex dinamika qubiteken

3.1. A transzformacio ismertetése

A kovetkezdkben bemutatjuk azt a qubiteken értelmezett transzformaciét, amelyet a
késébbiekben vizsgalni fogunk és amely a dolgozat gerincét alkotja.

A kvantummechanika alapveté miiveletei - unitér transzformaciok és projekciok -
linearisak. A kvantumallapotokkal végzett nemlinearis transzformaciok azonban gya-
koriak; ez a nemlinearitas a gyakorlatban szelektiv operacidkkal érheto el, azaz olyanok-
kal, melyek egyik lépése valamilyen sziirési eljarast tartalmaz. Ezek a transzformaciok
altaldban véges valosziniiséggel sikertelenek [28].

Vizsgaljunk egy qubitet. Ennek siiriségmatrixa altalanosan

P11 P12
P21 P22
irhaté, ahol természetesen kikotjiik, hogy p teljesitse a stirliségmatrix altalanos tulaj-

donségait. Tekintsiik a kovetkezd transzformaciot:
P =8p* S py = pi; (23)

amelynek hatasa az egy qubites slirtiségmatrixra:

pbe _ ( P11 P12 ) i> pki _ ( (Pn)z (Plz)z ) (24)
P21 P22 (p21)* (p22)
Els6é megfontolasra a transzformacio egzotikusnak tiinhet, és fizikai megvaldsitasa is
kérdéses; megmutatjuk azonban, hogy ez egyszerti elemek alkalmazasdval - melyek
a mai technoldgiai szinten mér a laborban is rendelkezésre dllnak - realizalhaté [2].
Lathato, hogy a transzforméaciéo nem nyomtartd; ez pusztan arra utal, hogy egyes bitek
elvesznek a miivelet soran. Az djranormalas minden tovabbi nélkiil megteheto.

A megvalésitashoz elészor is tegyiik fel, hogy egy adott p®¢ allapotrdl rendelkezésiink-

re all egy tokéletes mésolat. Az els6 1épés a qubitek parba allitasa:
pbe N pbe ® pbe (25)

Ez nem nehéz feladat, hiszen fizikailag nem torténik semmi. A mésodik 1épés méar

nehezebben megvaldsithat6, az in. CNOT (controlled-NOT ) kapu vagy mésnéven
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kvantum-XOR kapu. Ez egy qubitparokon haté operdtor, mely megcseréli a masodik
qubitet (target bit, mi a cél bit kifejezést hasznaljuk), ha az elsé qubit (control bit vagy
source bit, a dolgozatban a kontroll bit fog szerepelni) 1 és tigy hagyja az allapotot, ha

az elsoé qubit 0, azaz:

XOR XOR XOR XOR

|00) = [00), |01) =— |01), |10) =—|11), |11) = |10) (26)
vagy matrixalakban rva
01 00
o[ 1000 (7 )
0001

ahol 0, a mar bevezetett Pauli-métrix, 1 a2 x 2-es egységmatrix. Megjegyezziik, hogy
a XOR kapu a kvantuminformatikdban alapvet6 jelent6ségli (bévebben lasd 4.1. feje-
zet) és fizikailag is implementalhaté. A harmadik 1épés megint csak egyszerti: mérjiik
meg a masodik qubitet, és tartsuk meg a part akkor és csak akkor, ha az eredmény
0 (tehdt véges valdszintlisége van annak, hogy a qubitpart ki kell dobni és a transz-
formécié sikertelen). Az operdcié a kontroll bitet pt¢ . . — pit . transzformalja,

mig a cél bit mindig a |0) allapotban marad:
peer — Pey = 10){0] = Py
Végeredményben a transzformécié kompakt formaban
(1 ©Po(Uxor(p™ @ p*)Ukpr)1 ©Po) = p™ @ Py (28)

frhatd, ahol p* valéban a (24)-nak megfeleld siirtiségmatrix. A 2. dbra a transzformdci6

sematikus elrendezését mutatja.

Ez a transzformécié a vizsgdlt dinamika els6 1épése, beleértve a norméldst is (azaz
P =8p* S :pyy — Npjj, ahol N = 1/%" p%). A dinamika masodik 1épését egy

lokdlis unitér transzformécidként értelmezziik, melyet U € SU(2)-nek valasztunk

U < cos T | sin ze'? ) (20)

—sinze ™™ cosx
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kontroll: ptLB S 7pki
, be
cel: P—p = E— 1),

2. abra. Az S transzformécid lépései. Két madsolata ugyanazon
qubitallapotnak el6szor egy unitér kapun megy keresztiil (egyéb ka-
pukat is valaszthatunk, mint az Uxog), majd egy szlir6n. A szlir6
kapu tartalmazza a mérést. A kontroll bit pieomr o & folyamat végén
az 1j pﬁfmtr i Allapotban lesz, mig a cél bit mindig a |0) allapotban.

paraméterezéssel. Fz egy forgatast ir le a qubitek Hilbert-terén. A stiriségmatrix

transzformécidja ebben a lépésben tehat:
Rp = UpU! (30)

A teljes dinamika egy 1épését az el6bb ismertetett S és R transzforméciok egyméasutanja-

ént értelmezzik:

p'=Fp=RSp (31)
Ennek a transzforméciénak az iterativ alkalmazasa tehat a qubiteknek egy diszkrét,
feltételes dinamikajahoz vezet. A qubitsokasdg mérete exponencialisan csokken az
iteracio soran.
3.2. 1 qubites tiszta allapot vizsgalata

A tovabbiakban ratériink a bevezetett F transzformacio részletes vizsgalatara 1 qu-
bites tiszta kezddallapot esetén. Hasznaljuk a 2.2-ben bevezetett Riemann-féle repre-

zentaciot, azaz frjuk fel a kezd6allapotot (a sztenderd komputéciés béazisban dolgozva)
_ _ < A _ 2y—1/2
\1/1>—N(2|O>+]1>)—N<1) zeC N=(1+1z]) (32)
alakban. Erre hattatva F-et:

. i 22
o) (e Y (55)

cosT —sinx - e ¥z
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ahol bevezettiik a p = tan x - e jelolést. A transzformécid tehdat tiszta dllapotot tiszta

allapotba visz at, és az allapotot jellemz6 z paraméter

22 +p

(34)
szerint transzformalodik.

Amit kaptunk, az egy C — C nemlineris leképezés, egy jellemzé komplex pa-
raméterrel. F,(z) masodrendd raciondlis tortfiiggvény; ilyen tipusi leképezéseknek a
részletesebb vizsgélatat P. J. L. Fatou végezte el el6szor az 1900-as évek elején, aki spe-
cidlisan a z — 22/(22+2) leképezéssel foglalkozott [8]. Azdta a téma kiterjedt irodalom-
mal rendelkezik, melyhez nagyban hozzajarult G. Julia és B. Mandelbrot munkassaga,
akik megmutattak, hogy mar a legegyszeriibb nemlinearis komplex leképezések is gaz-
dag struktirat mutatnak (gondoljunk csak a Mandelbrot-halmazra, mely a z — 2% +p
egyszeriinek tiné esettel van kapcsolatban). A legfontosabb definicikat, tételeket és a
leképezés tulajdonsagait az alabbiakban ismertetjiikk. A komplex leképezésekrdl atfogo
irodalom [16, 19].

Definicié Legyen S egy Riemann-felilet (egy dimenzids komplex sokasdg), f: S — S
eqy (nem konstans) holomorf leképezés. Jelolje f°"(z) a leképezés n-szeri elvégzését.
Legyen adott eqy zg € S pont. Azt mondjuk, hogy zy reguldris pont, ha létezik U

kérnyezete, hogy {f°"(20)}22, leszoritva U-ra normdlis csalddot képez.

A normélis csalad egyszeriien szdlva azt jelenti, hogy az iteracié konvergenciatu-
lajdonsdgaira (konvergal-e, hova konvergél, konvergencia gyorsasdga) nézve minden

pontja hasonléan viselkedik (ennek preciz definidldsa messzire vinne, 1dsd [16]).

Definicié A reguldris pontok dsszességét f Fatou-halmazdnak (Fy) hivjuk, komp-

lementerét pedig Julia-halmaznak (J;).

Beldthato, hogy ha f legaldbb masodrendii racionalis leképezés, akkor J; nemiires
és izoldlt pontja sincs. Az is megmutathatd, hogy ha létezik bels6 pontja Jy-nek, akkor
Jy az egész Riemann-gombot kitolti. Egy tovabbi érdekes tétel az J; Osszefliggdségére

vonatkozik [17].

1. Tétel Ha f egy raciondlis, kvadratikus leképezés, akkor J¢ vagy Osszekotott vagy
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teljesen szétesett; ez utébbi pedig akkor és csak akkor, ha (a fogalmakat késébb defi-
nialjuk)

a) a kritikus pélyak egy kozos vonzo ciklushoz konvergalnak, vagy

b) a kritikus palyak kozos - kettes multiplicitési - ciklushoz konvergalnak, de egyik
kritikus palya sem éri el ezt a ciklust.

Vizsgéljuk meg azt az egyszeri esetet, amikor (34)-ban p = 0, azaz F,(z) =
22, Ez az eset azt jelenti, hogy nem alkalmazunk forgatdst, a transzformdcié csak
a striségmatrix elemeinek a négyzetre emelése. Konnyen lathato, hogy ez az iteracio
végtelenhez tart |z9| > 1 esetén és 0-hoz |zp| < 1 esetén. A Fatou-halmaz tehdt a teljes
C kivéve a |z| = 1 pontokat, melyek a Julia-halmazt alkotjak (mivel barmely pontnak
létezik olyan kornyezete, amely kornyzeten beliil talalunk végtelenhez és 0-hoz kon-
vergald pontokat is). A Julia-halmaz ebben az esetben egy sima és Gsszefiiggé gorbe,
nevezetesen az egységkor az allapotot reprezentald kiterjesztett komplex szamsikon (3.
abra). Fizikailag ez azt jelenti, hogy a qubit minden esetben az egyik béazisallapothoz
fog tartani, kivéve, ha a kiindulas a teljesen kevert allapot volt. Ez utébbi esetben a

relativ fazis fog érdekes dinamikét kovetni [13].

Z1=1: [F(z)°n|=1

3. dbra. A F,(z) Julia-halmazanak szemléltetése abban az esetben,
ha p = 0. A Julia-halmaz az egységkor.

Tekintsiik 4t a periodikus palydkkal (vagy més néven ciklusokkal) és ezek stabi-
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litdsaval kapcsolatos definicidkat. Periodikus palya alatt a
20 = Fp(z0) = 21 — F;2(z0) =29 =0 — F;("_l)(zo) = 2n1 — F)"(20) = 20 = 20

értjiik, ahol tegyiik fel, hogy z; # z; ha i # j. Ekkor az n > 1 szdmot periédusnak
hivjuk. Ezeket a palydkat a F;"(z) = z (n-ed rendii) sajatértékegyenlet megolddsaval
kaphatjuk meg, mely esetiinkben (tekintve, hogy a leképezésiink mésodrendii) 2" + 1

rendii egyenlet megoldasat kivanja.

Definicié Legyen adott eqy pediodikus padlya n periodussal. Ekkor a

A=[(z1) f1(z2) - f(2n)

szamot a pdlya sajatértékének neveziink, ahol a vesszd a derivdldst jeloli.

A sajatérték egy joldefinidlt komplex szam és segitségével a palya stabilitas szem-

pontjabol négy kategériaba sorolhato.

Definicié Legyen adott egy periodikus pdlya X sajdtértékkel. Ha |N| < 1, akkor
a palya vonzd, |A| > 1 esetben taszito, |\| = 1 esetben semleges. A = 0 esetben
a palydt szupervonzénak hivjuk. Azokat a neutrdlis pdlydkat, amelyre A eqyséqggyok

(tovabbd az iterdcio egyetlen tagja sem az identitds), parabolikus pdlydknak nevezzik.

Beldthatd, hogy minden vonzé ciklus a Fatou-halmaz része (sét, a ciklusok teljes
vonzasi tartomanya is, kivéve a hatarokat) és minden taszité ciklus a Julia-halmaz
része. Ha egy raciondlis, komplex leképezés rendje d, akkor legfeljebb d — 2 ciklusa
lehet, ami nem taszité [26]. Azaz esetiinkben 2 olyan ciklus lehetséges, mely vonzd

vagy semleges (barmely p-re).
Definicié  Azokat a pontokat, melyre F'(z.) = 0, kritikus pontoknak hivjuk.

Esetiinkben a kritikus pontok:

22(1+1pl*) .
F;(z):m:()—),zdzo Ze2 — OO

A kritikus pontok tehéat p-t6l fliggetlenek (feltéve, hogy p # 0). Ezek a pontok és

18



palydjuk (kritikus pélydk) a leképezésrél sok mindent eldrulnak. Beldthat6, hogy
ha minden kritikus palya véges (azaz periodikus; az ilyen leképezéseket p.c.f. [post-
critically finite | vagy Thurston-leképezéseknek hivjuk), akkor f minden periodikus
palyaja vagy taszitd, vagy szupervonzo. Tovabba a kritikus pontok iteralasaval az

Osszes vonzo ciklus megtalalhaté [17].

Definicié Legyen adott f : C — C, d > 2 raciondlis leképezés. Ha f manden

kritikus pontja vonzo ciklushoz konvergdl, akkor f hiperbolikus leképezés.

Megjegyezziik, hogy a hiperbolikus leképezés altalanosan sokkal o0sszetettebb foga-
lom és az el6bbi definicié val6jaban tételként lathatd be a fenti tulajdonsagokat teljesito
f-re.

Az ismertetett definicidk és allitdsok tiikrében tekintsiik a p = 1 esetet. Ez az
R transzformdciéra nézve egy /4 szogii forgatédst jelent a qubitek terében, példaul a
bazisallapotokat a 1/4/2(|0) 4 |1)) egyenlé szuperpoziciéba viszi at. A leképezés tehat

2241

2o Fyle) = 1= (35)

Egy periodikus ciklust észrevehetiink: {—1,00}. Az egyik kritikus pont z. ennek
része. Kovessiik z. palyajat: 0 — 1 — oo, azaz ugyanabba a periodikus ciklusba

ment. Ebbol arra kovetkeztethetiink, hogy
1. az egyetlen stabil ciklus {—1, 00}
2. a leképezés hiperbolikus
3. a Julia-halmaz Gsszekotott (mivel az 1. tétel b) része sériil).

A Julia-halmazok bonyolult szerkezetét numerikus szimuldcioval szemléltetjiik. Ezek
szamolasara legalabb kvadratikus leképezések esetére altalanosan nincsen algoritmus.
A program a stabil ciklushoz valé konvergencia gyorsasagat vizsgalja kiilonbo6zo zg
kezddéllapotok esetén. A 4. dbrahoz a program részletesebb adatai: Re(z) € [—2, 2],
Im(z9) € [-2,2], felosztés egysége: 0,01. Egy adott bemeneti adatot addig iteral,
amig eléri a 100 iteraciét vagy |z| > 7. A fraktalszerii szerkezet mutatja a kaotikus jel-
leget: a konvergenciatulajdonsag tetszolegesen kis skalan megvaltozhat. A numerikus

szimuléaciobdl lathaté a Julia-halmaz osszekotottsége is.
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Im(z,)

Re(z,)

4. dbra. A Julia-halmaz szemléltetése p = 1 esetén. A konvergen-
cia a piros tartomanyokban a leggyorsabb, a z6ld tartomanyokban
a leglassabb (a sirga kozepes gyorsasigot jelent). A kék tar-
tomanyokon (a programban megadott kritérium szerint) nem kon-
vergal az iteracié. A Julia-halmaz teljesen Osszekotott. Egy stabil
ciklus van: {—1, 00}

Lattuk tehdt, hogy (34) leképezés legfeljebb két stabil ciklussal rendelkezhet. A 5.
abran a stabil ciklusok szama lathaté a p paramétertérben, melyeket a kritikus palyak
segitségével, numerikusan hatarozhatunk meg.

A 6. abrasorozaton kiilonb6z6 p paraméterek mellett vizsgdljuk a Julia-halmazt
(feltiintettiik a szinskaldt is, melyet a tovabbiakban haszndlunk. A szinskéla alja gyors
konvergenciét, a teteje lassu konvergenciat jelent). Lathaté, hogy p = 1,4 + 0,2i és
p = 0,73 + 0,2¢ kozott a Julia-halmaz szerkezete kvalitativen nem valtozik; ezutan
azonban mar a paraméterek kis véltoztatasara is jelentds valtozast tapasztalunk (ldsd
p=0,7218 + 0, 2i eset). Ha a paraméter valds részét tovabb csokkentjiik, belépiink a
kaotikus, stabil ciklussal nem rendelkez6 tartomanyba (v6. 5. dbra). A Julia-halmaz
ebben az esetben mar a teljes Riemann-gombot kitolti, a szimulécio egy teljesen fekete

képet eredménezne. Tovabbi négy képet lathatunk az A fiiggelékben. A p =1+ 0, 6¢
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(17. &bra) hasonlit a p = 1 esethez, a Julia-halmaz ”deforméciéja” figyelheté meg.
Ezen paraméterek mellett egy stabil ciklus van, mely hossza ketté. p = 1 4 0, 8i-
nél (18. abra) ismét a kaotikus tartomany széléhez érkeziink. A 19. &brédn mar az
el6z6ektol kvalitativen kiillonbozo képet lathatunk: a Julia-halmaz teljesen szétesett.

Tovéabbra is egy stabil ciklus van, melynek hossza egy.

2

1,6

1,2

—
o
S~—
£

0,8

0,4 !
0 '
-1,8 -1,2 -0,6 0 0,6 1,2 1,8
Re(p)

5. dbra. (34) leképezés stabil ciklusainak numerikus vizsgalata
a p paraméter fliggvényében. A piros tartomanyban kettd, a lila
tartomanyban egy, mig a fehér tartomanyban nulla a stabil ciklusok
szama. A csillaggal jelolt p értékeknél a Julia-halmazt numerikusan
szemléltettiik (a kék csillaggal jelolt pontokban szédmolt dbrék az A
fiiggelékben taldlhatéak). A z6ld szaggatott vonal mentén tovabbi
numerikus vizsgalatot végeztiink (7. és 8. dbra).

A 7. és 8. abran a p paramétert valtoztatva vizsgaljuk a ciklusokat és ellenorizziik a
kaosz jelenlétét a 5. abran lathato fehér tartomanyokban, azaz ahol nincs stabil ciklus.
Ezt ugy tettik meg, hogy a z,4 = 0 kritikus pontbdl elvégeztiink 10000 iteraciot,
majd a kovetkezo 50 iterdcids 1épést abrazoltuk. A p paramétert a 5. dbran berajzolt

szaggatott vonalak mentén valtoztattuk.
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6. Abra. Magyardzatért ldsd eléz6 oldal.

22



124l

% 05 o T 15 e
7. dbra. A (7) leképezés numerikus vizsgélata. A z. = 0 kritikus
pontbdl adott, tisztan képzetes p paraméter mellett (azaz a 5. dbran
lathato fiiggéleges szaggatott zold vonal mentén) elvégeztiink 10000
iterdciét, majd a kovetkezd 50 iterdcids 1épést tiintettiik fel (az egy-
szerliség kedvéért z abszolit értéke van dbrazolva). J6l kivehetSek
a stabil ciklusok és a kaotikus tartomény: 0,75 < Im(p) S 1,4; itt
nincs stabil ciklus.

124l

< Re(®)

-15 1.0 1

8. abra. A 8. abrdhoz hasonlé szimulacié; a p paraméter valds
részét véltoztattuk [—1,5, 1,5] tartomdnyban, dlland6 Im(p) = 0,4
mellett (a 5. dbrdn lathatd vizszintes szaggatott zold vonal mentén).

23



3.3. 1 qubites kevert allapot vizsgalata

A kevert allapotokat Bloch-reprezentaciéban fogjuk vizsgalni. Vildgos, hogy a kevert
allapotok tere specialis esetként magaban foglalja a tiszta allapotokat is. Legyen tehat
adott az altaldanos 1 qubites stirtiségmatrix (22)-nek megfeleléen és ezt fejtsiik ki (11)

szerint, mely expliciten kiirva:

1 1 14+c, e — 1
p= proopie) —(I 4+ cop +cyoy +c0,) = = C e =% (36)
P21 P22 2 2\ cotic, 1-—vc,

ahol (cg,c¢y,c,) a Bloch-vektor Descartes-koordinatai. Végezziik el elészor S transz-
forméciét. Ekkor az 1j Bloch-koordindtédkat megkaphatjuk (14) szerint vagy a kovet-

kez6 egyenletrendszer megoldasaval:

1 (I+c)? (ca—icy)® \ 1 [ 1+¢ d,—ic,
4((1+ce)2+(1—c)?) \ (e +ic)? (1—ec,)? 2\ d+id, 1-¢

ahol (¢, c,,c.) az 1] (transzforméci6é utdni) Bloch-vektor koordindtdi. Ezt megoldva

az S transzformécié a Bloch-vektor koordinatait

2 — 2 2¢,.c 2c
T Yy xCy z
CI—>1—|—C2 cy—>1+c2 Cz—)1+02 (37)

moédon transzformalja. Az, hogy S tiszta allapotot tiszta allapotba visz at, elemi al-
gebraval innen is konnyen ellendrizheté (és ezzel (37) megoldasa is): ha a kiinduld
allapot teljesiti a 2 + ¢ + ¢ = 1 feltételt (azaz a Bloch-gomb felszinén vagyunk),
akkor a transzformalt koordinatak is teljesitik ezt. (37)-nek 4 fixpontja van: (0,0, 1);
(0,0,—1); (1,0,0); (0,0,0); az utébbi kettd csak az (x,y) sikon stabil. Eszrevehetjiik
azt is, hogy c, a transzforméacié soran nem keveredik a tobbi komponenssel. Ennek
az a magyarazata, hogy csak a o, méatrix tartalmaz diagondlis elemeket. A kovet-
kez6 téblazat osszefoglalja (37) tulajdonsagait, melyeket egyszerii analitikus megfon-
tolasokbol kaphatunk.

Fixpont Stabilitds Konvergenciaintervallum

(0,0,1) stabil Veg, ¢y e, € (0, 1]
(0,0,—1) stabil Veg, ¢y e, € [—1,0)
(1,0,0) instabil CorCy = E15¢, =0

(0,0,0) instabil CoyCy € (—1,1);¢, =0
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Lathaté, hogy az éllapot az (x, y) sikot kivéve mindig bekonvergal a (0,0, 1) és (0,0, —1)
pontok valamelyikébe, melyek a |0) és |1) bazisillapotoknak felelnek meg. A Bloch-
goémb kozéppontja (a tokéletesen kevert dllapot) szintén fixpont, de instabil. A 9. és

10. abréak két kezddallapotbdl mutatjak a Bloch-vektor hosszanak valtozasat az iteracié

soran.
[r|
| T PP PRSP PIRPRPPRPRYY 8 B @ @B @@ @orr e @@
[ ]
0.8
*
0.6
0.4 o
0.2 o
L ]
oo o o © °® N

0 5 10 15 20 25

9. abra. A (37) transzformdcié hatasa a Bloch-vektor hosszara.
Az x tengelyen az iteraciok szamat abrazoltuk. A kezdeti allapot
koordinatai: ¢; = 0,05 ¢y, = 0,05 ¢, = 0,001, igy a kezdeti hossz
|ro| = 0,0707. Az allapot bekonvergal a |1) bazisallapotba.

Ir|

0.6
0.4

0.2 °

% 5 10 15 20 5T

10. abra. A 9. abrdhoz hasonlé numerikus vizsgalat. A kezdeti
allapot koordinatai: ¢, = 0,799999 ¢, = 0,6 c, = 0, igy a kezdeti
hossz |rg| = 0,999999. Az &llapot bekonvergal a tokéletesen kevert
allapotba, mivel a kiindul6 allapotot az (z,y) sikban vettiik.
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Vegyiik hozz4 a transzformacidhoz az U € SU(2) forgatast is, (29) paraméterezéssel.
Ekkor a kezdeti stirliségoperator transzformacidja (30) és (31) szerint p LN
Up'UT, a Bloch-vektor komponenseinek transzforméaciéja pedig (14) dsszefiiggést haszn4l-

va

2 2

o — ((cos® z — sin® w cos 2¢p) (2 — ) + 2sin 2psin®(z)c,c, — 2sin 22 cos(p)c.)

Cy — (— sin® z sin 2¢ (ci — cf,) + (0032 r — 2sin® z cos gp) CpCy + 281N 2% sin(gp)cz)
¢ — (2cos(2z)c, + sin(2z) (cos ¢ (2 — 012/) — 2sin(p)cucy))

Ezzel megkaptuk a (34) transzformacié kevert dllapotokra torténd altaldnositasat. Vizs-
galjunk egy specidlis esetet. Legyen z = m/4 és ¢ = 0, ez a kordbban bevezetett

p = 1-nek felel meg. Ekkor a komponensek transzformécidja

2c, 2¢,¢y C:% - Cf,
. ——— ¢y — . — — 38
¢ 1+ 2 “ 1+ ¢ ¢ 1+ 2 (38)

alakra egyszeriisodik, ami nagyon hasonlit (37)-hoz, azonban a komponensek mind-
egyike keveredik egymaéssal. Egyértelmi, hogy a kevert allapotok terében is tapasztal-
nunk kell azokat a dinamikai tulajdonsagokat, amelyeket a tiszta allapotokndl lattunk.
Ennek numerikus vizsgélatara egy lehet6ség, hogy adott Bloch-sugdrnél (azaz azonos
mértékben kevert dllapotokndl) vizsgdljuk a konvergenciatulajdonsidgokat. Ebben az

iranyban kiterjedtebb vizsgalatot a jovoben szeretnénk megvaldsitani.

3.4. 2 qubites eset

Az egy qubites eset alkalmas volt arra, hogy rigorézusan, analitikus eszkozokkel is be-
mutassuk a komplex kdosz jelenlétét és tulajdonsagait. Az egy tiszta qubit esetében
a Riemann-géomb egy pontjaval tudtuk jellemezni az allapotot, tehat a (31) transz-
forméacio egy lépése egy C — C leképezéssel volt megadhaté. A kevert qubitre a
Bloch-reprezentaciot hasznaltuk, mely harom valés szammal irja le az allapotot, igy
a transzformdciét egy R® — R3? leképezés jellemezte. A tovabbiakban a két qubites

esettel foglalkozunk.

3.4.1. A transzformacio altalanositasa 2 qubitre

El6szor éaltalanositsuk a (31) transzforméciét két qubit esetére; ezek lehetnek Gssze-

fondova és kevert allapotban, azaz altalanosan egy 4 x 4-es strliségmatrix irja le az
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allapotot. A szemléletesség kedvéért tegyiik fel, hogy minden qubit part két (kiilonbo6zé
irdnyban kirepiil§) részecske hordoz. Az egyik irdnyban kirepiilé spint Alice, a masik
iranyban kirepiilot Bob manipuldlhatja. Az S tovabbra is - egy el6irt bazisban dol-
gozva - a striiségmatrix elemeinek a négyzetre emelése lesz, melyet ebben az esetben
ugy valdsitunk meg, hogy a (28) operécidit Alice és Bob kiilon-kiilon elvégzi a sajit

spinjén. Fz kompakt formaban
(1®@Po)a (1®Po)s UaUp(p™ @ p")ULUY (1@ Po)p (1@ Po)a = p" @Poo  (39)

irhatd, ahol U a (27)-ben bevezetett XOR kapu, az A, B als6 indexek pedig azt jelzik,
hogy melyik spinre hat az adott operacié. Ez nagyon hasonlé a [2]-ban méar vizsgalt

transzforméciohoz, ahol a XOR kapu helyett a

—io, 0 10, O
Uy = Y Up = Y 40
kapukat hasznaltak.

A lokalis unitér transzformaciot valasszuk R = R; ® Ro Ri,Rs € SU(2)
modon; a két qubitet tehat Alice és Bob bilaterdlisan forgatja, tovdbbra is (29) szerinti

paraméterezéssel:

) i .ot
U, = ( COS T; | sin x;e > zi, 0 €R i ={1,2} (41)

—sinx;e” " coswx;

fgy a transzformécié paramétertartomanya mar R* teret fesziti ki, a bemenet pedig

egy tetszéleges 4 dimenzids (az feltételeket teljesitd) stirtiségmatrix lehet.

3.4.2. Bloch-formalizmus 2 qubitre és alkalmazas allapottiszitasra

Altaldnos esetben a teljes paramétertartomany feltérképezése nehéz feladat. Ha a
Bloch-formalizmust hasznaljuk, akkor az allapotot egy R! vektor irja le. Jeldlje
a vektor komponenseit {c,}a=1,. 15 (16)-nek megfeleléen és fejtsiik ki a két qubites
stirtiségmatrixot (13) szerint. Elvégezve az S transzorméciot, a 15 komponens

2

2
Caw — N(czp —

2 2
— Cpr T Cpyy) Cay = 2N (ConCay — CyaCyy) Coz — 2N (Ca1Coz — yrcy2)

2 2 2 2
cor = N(cup + ¢y — Cur — €) Cya = 2N (CaaCyr — 8CayCyy) Cyy — 2N (CayCya + CruCyy)
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Cyz = 2N (ConCyr + CorCyz) Cyr — 2N (CorCyr + C22Cyz) Con —> 2N (CraCaz — CryCay)
Czy — QN(CIysz + clxczy) Czz —7 QN(CIzCzI + sz) Cz1 — QN(CzI + CIzsz)

2 2 2 2
cr. = N(cg, — ¢, +co, — ¢

) Cry = 2N(crocry + CanCzy) cr. — 2N (cr. + c2c.2)

médon transzformélédik, ahol N = L(3° pou)=1 = (1 + ¢}, + & + ¢.2?)7" és
természetesen c¢;; = 1. Ha ehhez még hosszavessziik a lokalis unitér transzformaciét
(41) szerint, akkor &ltaldnosan nagyon bonyolult alakot kapunk. Ennek a részletesebb
analitikus kidolgozasat (specidlis paraméterek esetén valé szamolds, més reprezentdciok
bevezetése) a jovOben szeretnénk megvalésitani. A Schmidt-alak alkalmasnak tiinik a
2 qubites tiszta eset dinamikajanak a jellemzésére.

A tovabbiakban a praktikus szempontokat fogjuk szem el6tt tartani, és annak a
vizsgalatara szoritkozunk, hogy hogyan alkalmazhaté a transzformacié allapottisztitasra.

A célunk tehat, hogy ha az in. Bell-dllapotokat, melyek definiciéja

L Lo N
#%) = 5 (100) + 1)) [97) = —=(100) 1) (42a)
W) = 2 (110) + 01))  [T7) = —(|10) — Jo1)) (42b)

V2

irhaté (a Bell-allapotok felé val6 tisztitds motivacidjardl lasd a B fliggeléket) valamilyen

S

2

zaj, perturbacié éri, akkor a transzformacié segitségével ezeket visszaallitsuk az eredeti,
tiszta allapotba. Valasszuk a (41) paramétereit ;3 = po = /2 és x; = 29 = /4

értékeknek. Vizsgaljuk |¥T) Bell-dllapotot, melynek stiriiségmatrixa

0000
110110

Py = U)W =5 0110 (43)
000 0

frhat6. Konnyen lathatd, hogy a ¢, x paraméterekkel | U™) egy masodrendii ciklus része:
|wt) N |DT) N |Ut). Vizsgdljuk meg most a |UT) dllapot egy perturbaciéjét.
Els6ként tekintsiik a

01 0 0 0

0 04 035 0
= 44
Prert 0 035 04 0 (44)

0 0 0 0.1

perturbélt siirliségmétrixot (a sajatértékeit ellenérizve ez valéban egy j6 siiriiségmatrix).
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Ennek a [UT) céldllapottal vett, 2.3. fejezetben bevezetett dtmeneti valésziniisége
F = Tr(pw+y - ppert) = 0,75. Iterdlva F-et a az atmeneti valészinliségre az alabbi

sorozatot kapjuk:
{0,75;0,02941; 0, 90996; 0, 00522; 0,99412; 0.00003; 0, 99999; 0; 1; 0; 1...}

A 11. abra az atmeneti valésziniiséget mutatja az iteraciok szamanak a fiiggvényében.
Lathaté, hogy a (44) allapot mar a 6. iterdcié utdn szdmoldsi pontossdgon beliil be-
konvergalt a {|¥*), |®T)} ciklusba. Ez tekinthetd egy tisztuldsi folyamatnak.

=
10 e
08

0.6
0.4
0.2

0.0
0 5 10 15 20

N

11. dbra. A (44) allapot [¥T) -val vett dtmeneti valdsziniisége az
iterdciék szamanak fiiggvényében. Az allapot minden paros szadmu
lépésben egyre kozelebb keriil a |¥T) dllapothoz; néhény iterdcid
utdn mar szamolasi pontossagon belil F' = 1. Ez azt jelenti, hogy
az allapot kitisztult és nincs 6sszefonddva a kornyezettel vagy egy
esetleges lehallgatéval.

A numerikus szamolasok azt mutatjak, hogy barmilyen kezdeti allapotot vesziink,
amelyre Fy > 0,5, az iteracié bekonvergdl a stabil ciklusba. Vannak esetek, amikor az
els6 néhény lépés soran tavolodik az allapot, majd megfordul a tendencia és bekovetke-
zik a tisztulds (példaul 12. dbra), azaz az dtmeneti val6szintiség az iteraciok szamanak
nem feltétlen monoton fiiggvénye.

Eddig azzal az ideélis esetettel foglalkoztunk, amikor Alice és Bob tokéletesen el
tudja végezni a sziikséges lokalis forgatdst. Vizsgdljuk meg mi torténik, ha a forgatasok
paramétereit valtoztatjuk; ez lehet egy modellezése annak, hogy a kvantumkapuk fizikai
realizdcidja sosem tokéletes. Tovébbra is legyen ¢ = o = 7/2 és 1 = x5 = x, ez

utébbit fogjuk valtoztatni (hasonlé jellegli eredmények jonnek ki, ha a ¢ o-t, illetve ha
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12. dbra. Az allapot tisztitdsanak numerikus vizsgalata Fy =
0,5075 kezdeti dtmeneti valészintiség mellett (a kiindulé &dllapot
stirliségmatrixat is feltiintettiik az dbran). A mdésodik 1épésben
F> = 0,50183, tehat tavolodtunk a célallapottodl; ez utan azonban
megfordul a tendencia és bekovetkezik a tisztulés.

mind a négy paramétert kiilon-kiilon valtoztatjuk).

Legyen példaul =z = 0,23w. Ekkor a transzformécié stabil ciklusa mar nem a
tiszta |UT) és |®T) Bell-dllapotokbdl, hanem a {p1, po} slrliségmétrixszal jellemzett
allapotokbdl all, ahol F(|®71), p1) = F(|¥T), p2) = 0,985 és egy megfelels kezdéallapot-
bol elinditva az iteracié ebbe a ciklusba konvergdl. Ez az elvarasoknak megfelel6; ha
azonban tovabb csokkentjiik x értékét, érdekes instabilitdsokra bukkanhatunk. A 13.
abra attekintést ad a numerikus eredményekrél. Ha az idedlis x = m/4-t6l megfeleléen
eltavolodunk, akkor metastabil tartomanyokra bukkanhatunk: egy kezdeti tisztulas
utan bizonyos iteracioszam utan kaotikus lesz a leképezés. Még tovabb tavolodva
kiilénbo6zo hosszisagu stabil ciklusok alakulnak ki.

Az eredmények az egy qubites esettel (7., 8. dbrék) Osszevetve érthetek. Az x
valtoztatasa az ott bevezetett p paramétert valtoztatja és igy a stabil ciklussal rendel-
kez6 illetve nem rendelkezo tartomanyok kozott valtunk. Az érdekesség az, hogy tobb

esetben egy viszonylag hosszu stabil tisztulas utan kovetkezik be a kaosz.
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14. dbra. Fy = 0,895 kezdeti dtmeneti val6szintiség, © = 16/257.
A jobb oldali dbran az allapot tisztasdga (P = T'r (p2)) lathato az
iteracidk szamanak a fliggvényében. Egy kezdeti keveredés utan az
allapot kitisztul és bekonvergdl egy 1 elemii stabil ciklusba, melyre

F = 0,2566.
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4. A transzformacié altalanositasi lehetoségei

4.1. Az altalanositott XOR

A kovetkezokben a 3.1. fejezetben bevezetett S transzformaciot, a stirtiségmatrix ele-
meinek a négyzetre emelését altalanositjuk. A dolgozatban targyalt transzformacié
alapvet eleme volt a (26) szabdlyokkal megadott, két qubittel operdld XOR, kapu.
Az éltaldnositast igy ennek a kapunak a részletesebb vizsgalataval és kiterjesztésével
kezdjiik. Ez a kapu a kvantuminformatikaban tobb szempontbdl is kézponti jelent6ségii.

Egyrészt, mert két masik egyszerli 1 qubites kapuval, nevezetesen a

1

V2

1

H:0) — NG

(10) +11)) (1) — —=((0) =[1))  T:]0) —[0) 1) — €'F]1)
(45)
kapukkal (ahol H-t Hadamard-kapunak, T-t pedig fazistolé kapunak is hivjdk) egy uni-
verzalis rendszerhez jutunk. Ez azt jelenti, hogy véges szamu ilyen kapu segitségével
barmely U unitér operacio tetszoleges pontossaggal implementélhatd. Tovabba szamos
egyéb miivelet elvégezheté a XOR kapuval, példaul allapotcsere (quantum state swap-
ping ), allapotok Gsszefonédsa, Bell-féle méréseket megvaldsité protokollok.
Felmeriil tehat az igény a XOR kapu altaldnositasara (melyet GXOR-nak fogunk
hivni), amely nem csak qubiteken, hanem quditeken (D éllapoti rendszereken) is
értelmezve van. Az &ltalanositdst [1] alapjan ismertetjiik. Ehhez el6szor frjuk &t a

mar megismert XOR-t més, egyszertibb formalizmusba:
XORuali)i]j)e = [inli@ j)2 i€ {0,1} (46)

ahol @ az Osszeadas moduld 2-t jeloli. A XOR tulajdonsagai:
(i) unitér (tehat reverzibilis)
(ii) hermitikus

(iii) ¢ ® j = 0 akkor és csak akkor, ha i = j

Szeretnénk, ha ezek a tulajdonsdgok az altaldnositds soran megmaradnanak. A D-
dimenziés allapotok bazisait jelolje {|i)} ¢ =0,1,..., D — 1 (precizebben a Zp gytiri
elemei, amelyek kozott a szokasos médon definidljuk a modulé D-t). Ha (46) definicidt
nem valtoztatjuk meg, csak bevezetjiik az elobbi jeloléseket, az tobb szempontbdl sem

kényelmes. Ekkor D > 2-re az operacié nem lenne hermitikus, azaz az inverze sem lenne
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onmaga (az inverzet ekkor iterdciéval tudnank megkapni: GXOR;, = GXORI ™ =
GXOR!, # GXOR),). Ehelyett sltalanositott XOR-t definidljuk

GXORli)i|j)e = inliej). 1€{0,1,...,D -1} (47)

modon, ahol © a kiilonbség modulé D-t jeloli. Ez D = 2 esetben visszaadja (46)-t,
hiszen ekkor i © j = i@ j. Ez mar kielégiti a (46) tulajdonsdgait tetszéleges D-re, azaz
unitér, hermitikus és ¢ & 7 = 0 akkor és csak akkor, ha : = j. Megjegyezziik, hogy ez
a definici6 természetesen kiterjeszthetd folytonos véltozdkra is (azaz ha a kontroll és
célallapotok is folytonos spektrummal rendelkeznek). Ebben az esetben csak annyi a
dolgunk, hogy {|i)} helyébe beirjuk {|z)} =z € R folytonos véltozét, ahol a (z|y) =
d(z — y) ortogonalitési feltételt kikotjik. Ahogy D tart végtelenhez, a kivonds moduld

helyettesitheté normal kivonéssal, igy
GXORp|zh|z)e = [2h|r —y)2 (48)

alakra jutunk.

Vegyiik észre, hogy a 3.1. fejezetben ismertetett transzforméacioban, melynek kom-
pakt alakjat (28) irja le, ki van tiintetve a Py projekcié, azaz a sziirési eljarasnél a
cél dllapotot mindig a |0)-ba projektaltuk. Természetesen minden tovéabbi nélkiil me-
gendgedhetiink altalanos projektor operatort. Preparaljuk kezdetben a kontroll és cél
allapotot p° illetve p' stirliségmatrixokkal jellemzett allapotokba (ez is egy altaldnosités,
hiszen a korabbiakban azt tettiik fel, hogy ugyanazon qubitéllapotnak vessziik két

masolatat). Két qudit esetére a transzforméciot

A(p ® p') AT
T(p, ph) = 49
W0 =7, (A(pe ® p)AT) #)
alakban irhatjuk altalanosan, ahol
A=(1.®P)GXOR,, (50)

Itt 1. jeloli a kontroll bit Hilbert-terén haté egységoperatort, P = |p), ,(p| pedig a cél

bit terén haté projekciot. frjuk ki a két stirtiségmatrix dekompozicidjat:
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D-1
P = il el (51a)
i,
D—1
pl = Z pﬁjlih t(J| (51b)
2%
Ezzel a transzformacié expliciten kiirva a

§ P5iPwli)e (] @ Pli © k)¢ (j © I[P
c i,7,k,l
T(p° ') = 2

(52)
szzpkl p|2 @.] tt<7’ © ”p>
i,k,l

alakot 6lti, ahol a (5la) és (51b) alakokat beirtuk (49)-be és elvégeztiik az A transz-
formaciét (50) szerint, kihaszndlva a GXOR definiciéjat. Ebb6l az éltaldnos alakbol
vezessiik most vissza a korabbi esetet. Tegyiik fel, hogy p¢ = p'. Ekkor

,7,k,l

=P ®P (53)

Zpupm (pli© j)e (i © )
i,k,l

ahol
Pii (54)

Z pmpz —p,i—p

a kontroll bit kimeneti (transzformécié utani) stirtiségmatrixa. A kordbbi esetben qu-
bitekkel foglalkoztunk, igy D = 2 és a projektort P = |00),; ;(00|-nak vélasztottuk. Ha

34



ezeket behelyettesitjitk (54) kifejezésbe, akkor a normaldsi faktortdl eltekintve a

(P80)2 (P81)2 (P82)2 <1083)2

c _ (050)2 (031)2 (P§2)2 (10?3)2
P (:050)2 (Pgl)z (P§2)2 (1053)2 (55)

(Pgo)g (P§1)2 (P§2)2 (P§3)2

kimeneti matrixot kapjuk, ami valéban az elemek négyzetre emelése. Mas projekciok
valasztasaval elérhetd, hogy a matrixelemek egymassal bonyolultabb moédon kevered-

jenek. Legyen példaul P = [11), (11|, ekkor a végeredmény a

C C C C C C C C
Poo P33 Po1 P32 Po2 P31 Po3 - P3o
C C C C C C C C
P10 P23 P11 P22 Pi2 P21 P13 P
C C C C C C C C
P20 P13 P21 P12 P22 P11 P23 Pio

C C C C C C C C
P30 Pos P31 Po2 P32 Po1 P33 Poo

Pri = (56)

kimeneti stirtiségmatrix lesz.

Tovéabbi altalanositdashoz jutunk, ha megengedjiik, hogy tobb célallapot legyen
(példaul N darab), és a kontroll és célallapotok is M darab quditbél &ll6 Osszetett
rendszerek legyenek. Ekkor a kontroll dllapot egy altalanos M-qudit allapot, tehat

stirliségmatrixa
pe = Zpi]|l>c C<.]| i= {ilai% 72M} j= {j17j27 '-'va} (57)
ij

alakban frhat6. Az A operator definicidjat is altalanosabb alakra kell irnunk:

M N
A=1.eP) [[[]GXOR., P=][eP. Py,=|p)s v (nil (58)
=1 i=1 i=1

Itt a P, projektor az i. célallapotot (amely egy M quditbél &ll6 Gsszetett rendszer)
vetiti a |p; )¢, allapotba (mivel N darab célallapotunk van, i = {1,2,..., N}), GXORﬁ"ti
pedig a kontroll rendszer j. quditjén és az i. célallapoton hat. Ez a transzformaci
legaltalanosabb alakja. A 15 abra a GX ORiti hatésat szemléleteti.

Ezt a formalizmust az altalanossagra vald torekvés és a matematikai érdekesség
kedvéért mutattuk be, a tovabbiakban egyszeriibb esetekkel foglalkozunk. El6tte azon-
ban foglaljuk &ssze (49) tulajdonsédgait:
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N c.
‘Etd p: e ° °
®
O .
P4 p'l. e ° ° °
Ol ¢
_.ptz: ° ° ° °
®
®
ptN: ° ° ° °
15. 4abra. Az 4ltalanos GXORiti hatdsdnak sematikus

szemléltetése. Adott egy kontrolldllapot és N darab célallapot;
ezek mindegyike M darab quditbél all (az 4dbrdn a qudite-
ket pontokkal reprezentaltuk). — Formalisan GXOR], hatédsa

GXOR!, [k)c|l)i, = [k)c[I), frhats, ahol 1)y, = |1, s, ..., [j—1, (k; —
lj) mod D, lj+1, ceny lM>

(i) stirtiségmatrixokat siirliségméatrixokba visz 4t
(ii) nem injektiv
(iii) nemlinedris

(iv) léteznek invaridns allapotai

4.2. Lokalis transzformacié hozzaadasa, szeparalhato tiszta 2

qubites eset

A tovébbiakban vizsgaljuk specidlisan a két qubites esetet, azaz M = 2 és D = 2 és
dolgozzunk fix projekcidkkal: Py, =P = |p;)y, «,(pi] Vi. Az esetet mar vizsgaltak [32]-
ban. A (54) transzformacidhoz vegyiik hozza a forgatést is, melyet a mar megszokott
médon U = Uy ® Uy Upyp € SU(2) valasztunk, (41) paraméterezéssel. A beme-
neti allapotunk legyen szeparalhaté tiszta két qubites allapot, azaz siirtiségmatrixa
p = p1 @ pe frhatd, ahol p1o = |Y)12 12(¢|. Az egyes tiszta allapotokat irjuk
Riemann-féle paraméterezésben, a paramétereket pedig hivjuk z; o-nek. A 3.2. fe-

jezetben targyaltaknak megfeleléen vezessiikk be a p;o = tanzy - €12 paramétert.
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Négy lehetséges projekcidt hasznélhatunk, és ezek az allapotokat

N+1
Z12 T P12

" N1
1 - Pi1o 21

P =100)(00| : 212 —

N+1 N-1
z +p 14 poz
e R Z9 — P2
1+ pz) ! 2t 4+
S 1 —p5 -2
N+1
z +
P = |11)(11] : 219 — 172—%

*
- P12 ?10

szerint transzformaljdk. Vegytiik észre, hogy P = |00)(00| projekciéval és N = 1 esetén
(azaz 1 cél allapottal) pontosan visszakaptuk a (34) alakot. Legyen tovabba p = 0,
ekkor a 219 — 2V leképezéshez jutunk. A Julia-halmaz tovébbra is az egységkor
és N + 2 darab fixpontunk van: {0, e®™®)/(N+11 " “ahol k € {0,..., N}.

Szamoljuk ki a dinamikat egy olyan esetre is, ahol a lokalis unitér transzformacio
nem forgatds. Vegyiik példaul az in. Hadamard-kaput (ezen a transzformécién alapul

példdul a [1]-ban vizsgalt purifikdciés protokoll):

1 1 1
UHzﬁ(l _1) (59)

A qubitek dinamikéja ebben az esetben, amikor a lokalis unitér transzformaciét U =

Uy ® Ug-nak valasztjuk, a qubitek allapotat a kovetkezOk szerint transzformalja:
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P = [00)(00] -
P = |01)(01] -
P = |10)(10] -
P = [11)(11] :

Ha N > 3, akkor barmely projekcié vélasztédsa esetén a Julia-halmaz nemtires [16],

tehéat kaotikus tartomanyok vannak.

Z{VQH +1
212 —
1,2

AR |
Zy —
21

Z1 — —
1—Z{V1

212 = N-1

— 212
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N+1_1
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N-1
Z19 +1

271
22 T N-1
1 —zév !
A
22 NFL 1
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5. Osszefoglalas és kitekintés

A dolgozatban egy specialis, a mai eszkozokkel mar realizalhatd, qubiteken értelmezett
transzforméciot vizsgaltunk. Az egy qubites tiszta esetben a dinamikat egy C — C
nemlinearis leképezés jellemezte; nem ismeriink maés olyan fizikai rendszert, amely
direkt moédon ilyen tipusu dinamikéat valésitana meg. Ezek a leképezések a mate-
matikaban mar régdta ismertek, igy ezen eszkoztar segitségével analitikusan tudtuk
vizsgalni a problémat és megmutattuk, hogy a transzformacié iterativ alkalmazdsa
soran a dinamika kaotikussd valhat. A kaotikus jelleg tobb iranybdl is megjelent:
egyrészt a kezdoallapotra vald érzékenységben, masrészt a transzformacio egy belsé pa-
raméterére vett érzékenységben. Az analitikus megfontolasokat numerikus szimulacioval
tettiik szemléletessé. A kevert allapotokat a Bloch-formalizmus segitségével analitikusan
kozelitettiik meg; ez utébbi az irodalomban még nem vizsgalt eset. Két qubitnél a pa-
ramétertartomany mér az egy qubites esetnél jéval nagyobb; itt bemutattuk, hogy a
transzformécié hogyan alkalmazhaté éllapottisztitasra, melynek kvantuminformatikai
felhasznalasban lehet jelentosége. Numerikusan vizsgaltuk az igy megvaldsitott tisztito
protokoll stabilitasat a transzformacio belsé paraméterére és kaotikus tartomanyokra
bukkantunk. Végiil bemutattuk a transzformécié egy lehetséges altaldnositasat, me-
lyet az irodalomban mar targyaltak. Itt a legéltaldnosabb formalizmus bevezetése utan
visszatértiink a két qubit esetéhez és az altalanossagbol bizonyos elemeket meghagyva
ujra levezettiik a dinamikat.

A dolgozat tobb lezaratlan témakort, kérdést tartalmaz, melyek tovabbi kutatési
témat képeznek. Szeretnénk elvégezni az egy qubites kevert dllapot numerikus vizsgalatat.
A két qubit dinamikéjat tovabbi reprezentaciékban lehetne vizsgalni; erre alkalmas le-
het példaul a Schmidt-bazis, melynek elméletét a dolgozat elején kifejtettiik. Vizsgalhat-
juk tovabbd a transzformacié altalanositasi lehetéségeit. A téma kapesan egy funda-
mentélisabb kérdés is felmeriil, mégpedig hogy a kvantummechanika altal megengedett

nemlinearis transzforméciok mikor, milyen feltételek mellett vezethetnek kaoszhoz.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni Kiss Tamasnak a téma felvetését és az igényes, idot és
faradtsagot nem kimél6 témavezetést. A téma feldolgozasa, mely kézben komoly ta-
pasztalatokat szereztem és amely érzésem szerint jelentos elérehaladast hozott a szak-

mai fejlodésemben, értékes tanacsai és otletei nélkiil nem sikertilt volna.
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A. Néhany tovabbi kép az 1 qubites esethez

2,5

Im(z,)
o

2,5 0 25
Re(z,)

16. abra. Julia-halmaz p = 1 + 0,44 esetre. A Julia-halmaz
Osszekotott; megfigyelhetdé a torzulds a 4. dbrdhoz képest. Egy
stabil ciklus van, melynek hossza 2: z; ~ —0,8340 — 0,2976: 29 =~
0,8340 4 5,6976:

Im(z,)

Re(z,)

17. abra. Julia-halmaz p = 1 + 0,67 esetre. A Julia-halmaz
tovabbra is Osszekotott és egy stabil ciklus van, melynek hossza
2: 21 = —0,7183 — 0,3536¢ 22 ~ 0, 7183 + 4, 2870
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Im(z,)

Re(z,)

18. dbra. p =1+ 0,8i. Elértiik a kaotikus tartomény szélét (vo.
5. abra)

Im(z,)

Re(z,)

19. abra. Julia-halmaz p = 0,5 esetre. A fehér szigetek nem
konvergalnak (a szigetek teriilete valdjaban nulla, hiszen a Julia-
halmaznak vagy nincs belsé pontja, vagy maga az egész C; a nu-
merikus pontatlansdg miatt latjuk mégis kiterjedtnek). A Julia-
halmaz teljesen szétesett. Egy stabil ciklus van, melynek hossza 1:
21 ~ —2,8312
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B. Kvantuminformatikai protokollok: az osszefonddas,

mint eroforras

B.1. Szupersiirii kédolas

A kvantuminformatika, melynek alapjait kortilbeliil 20 évvel ezel6tt kezdték el lerakni
és azdta rendkiviil nagy fejlodésen ment keresztiil, elméletben a hagyomanyos infor-
matikat meghaladé hatékonysaggal kezel tobb fontos informacidelméleti kérdést. A
qubitek segitségével, szofisztikalt protokollok alkalmazasaval és a kvantummechanika
torvényeinek kiaknazasaval olyan titkositasi vagy kommunikacios sémak dolgozhatok
ki, melyek teljesitménye jéval a klasszikus teljesitmény f6lott lehet. A 3. fejezet (és
ezen belill is f6ként a 3.4. fejezet) praktikus hasznat illusztraland6, bemutatunk két
egyszerii protokollt, mely a tiszta, tokéletesen Gsszefonddott dllapotot (Bell-dllapotot),
mint eréforrast hasznédlja. Ezek a sémdk az LOCC (Local Operations and Classical
Communication ) csalddba tartoznak, mert megvaldsitasukhoz sziikséges egy klasszi-
kus informacios csatorna és helyi operaciok elvégzése.

Az elsé ilyen protokoll az un. szuperstirii kédolas. Tegyiik fel, hogy Alice szeretne
2 klasszikus bit informaciét elkiildeni Bobnak (hogy a nevekkel hiiek maradjunk a
szakirodalomhoz). Ehhez el6szor is szitkség van arra, hogy Alice és Bob eldzetesen

megosszanak egy Bell-allapotot, melyeket

L Lo .
#%) = 2 (00) +[11)) (87 = —2=(00) = 11) (60a)
W) = 2 (110) + 01))  [T7) = —(|10) — Jo1)) (60b)

V2 V2

moédon definidljuk. Tegyiik fel, hogy Alice és Bob a |®T) dllapotot osztottdk meg
elézetesen; Alice az elsO bitet, Bob a méasodik bitet kapta. A masodik 1épésben Alice
a sajat qubitjén elvégez egy adott transzformdéciét, attdl fiiggden, hogy milyen in-

formaciot szeretne kiildeni, az alabbi szabaly szerint:

Kiildeni kivént bitpar Elvégzendd transzforméci6 Hatdsa |®1)-ra

00 Iol )
01 Go ® I [Tt
10 G. @1 1)
11 Gp-Gr @1 |U-)
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Ezt roviden gy is jelolhetjiik, hogy ha Alice ab bitpart akarja elkiildeni, akkor egy
Uy = 6.% - 6,0 lokélis unitér transzformdciot végez el a sajat qubitjén. A harmadik
lépésben Alice elkiildi a qubitjét Bobnak, aki ezzel valamelyik Bell-allapot birtokaban
van. Nincs més dolga, mint elvégezni egy mérést a Bell-bazisban (ez fizikailag imp-
lementélhatd); a mérési eredmény utdn bizonyossiggal tudja Alice két bites lizenetét.
Alice tehdt egy fizikai qubit kiildésével két klasszikus bit informéciét tudott kiildeni

Bobnak, feltéve persze, hogy sikeresen megosztottak egy - altaluk ismert - Bell-part.

B.2. Kvantumteleportacié

Ezzel analog probléma az in. kvantumteleportacid, mely soran Alice egy qubit allapotat
szeretné elkiildeni Bobnak. Ennek soran tegyiik fel, hogy Alice és Bob rendelkezésére
all egy Gket Gsszekotd klasszikus kommunikécids csatorna (pl. telefon). Intuiciénk azt
mondja, hogy Alice nem tehet mést: vagy elkiildi magat a qubitet (ezt egy klasszikus
csatorndn nyilvan nem teheti meg) vagy a qubitet jellemz6 paramétereket - repre-
zentaciotol fliggden pl. a két komplex amplituddt - kiildi el végtelen pontossiggal (ez
utobbit pedig azért nem teheti meg, mert ezeket az informdcikat & sem tudja). Ki-
deriil azonban, hogy ez az intuicio hibas, és egy elézetesen megosztott Bell-allapottal
és két klasszikus bit informaciéval Alice elteleportalhatja a kérdéses qubitet. A proto-
koll semmiféle ellentmondédsban nincs a kvantummechanika alapjaival, pl. a no-cloning
tétellel (azaz hogy a kvantumallapotok nem klénozhatdék): Alice a teleportdcié utén a
kérdéses qubitrél nem tud semmit.

Tegyiik fel, hogy - akarcsak a szuperstirti kédol6 protokollnal - Alice és Bob megosz-
tanak egy |®% ;) péart. Alice elteleportdlandé qubitjét frjuk [¢)) = «|0) + B|1) alakban.
Kezdetben tehat a 3 qubit egyiittes allapota

1

V2

ahol az egyszeriiség kedvéért als6 indexben feltiintettiik, hogy melyik bit kinél taldlhato.

[Ya)|®hp) = (al0) + B1))—=(10405) + [1al5)) (61)

Végezziik el a szorzést:

‘wA>’(I)XB> = i(Ct’OAOAOB> —+ Oé|0A1AlB> + ﬁ|1AOAOB> + ﬁ‘lAlAlB» (62)

V2

Ezt irjuk at, hogy Alice része a Bell-bazisban legyen felirva.
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alleis) = 5 (121.0(08) + 1) + 105, )(al0s) — Sls)) +

+ W) (el1p) + Bl08)) + [V y4)(alls) — 5\03>))

Ezek eddig matematikailag ekvivalens atalakitasok voltak, fizikailag nem tortént sem-
mi. A kovetkezo 1épésben Alice elvégez egy mérést a Bell-bazisban, és az eredményt
elkiildi Bobnak telefonon (ez két biten megtehets). Bob ezzel megtudja, hogy a
(a]0) £ BI1)), (5]0) £ a1)) allapotok koziil melyik van nala, és ettdl fiiggéen elvégez
egy lokdlis unitér transzformdaciot az eredeti |¢) dllapot eléllitdséra, az alabbi szabdlyok

szerint:

Alice mérése Bob éllapota Bob transzformaéacioja

|[©7) al0) + 4[1) i
[©7) al0) — B[1) 7
W) B10) + al1)) o
) p10) = al1)) Ty " O

Alice tehat két klasszikus bit és egy megosztott Bell-par segitségével elteleportalhat
egy qubitet Bobnak. A fenti két protokoll mutatja, hogy az 6sszefondodas, amellett, hogy
mai fizika egyik fundamentdlis kérdéskorét képezi, praktikus szempontbdl is érdekes
lehet és nem véletlen, hogy ezzel kapcsolatban a fizika az elmult két évtizedben egy

szemléletvaltason ment keresztul.
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