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Absztrakt

Az ellenallas-héalézatok probléméja klasszikusnak szamito kérdés, és az utobbi években a Green-
fiiggvénnyel torténd vizsgalata 0j lendiiletet adott a témanak. Ez a kérdés kapcsolatba hozhato a
racson torténd véletlen bolyongas problémajaval is, melyet pl. Lovasz Laszl6 matematikus is vizsgalt.

A dolgozatban végtelen ellenédllas-halézatok eredd ellenallasat vizsgaljuk két tetszdéleges pont
kozott. A probléma megoldasa soran leginkabb a szilardtestfizikai fogalmakra (Brillouin-zona, re-
ciprok vektorrendszer), valamint a Green-fliggvények tulajdonsagaira tamaszkodunk. A dolgozat
els6 fejezetében a legegyszertiibb szabalyos racsokra oldjuk meg a problémét, mint példaul a d-
dimenziés kockaracsra vagy a haromszogracsra. Késébb a Green-fiiggvényes modszer altalanositasa-
val megoldasi menetet mutatunk tetszdéleges bazissal rendelkez§ szabalyos racsok problematikajara
(hatszogracs, ellenallas-szalag, fcc, bee, ...). Egyik {6 eredményként meghatarozzuk a félvégtelen
négyzetes ellendllas-halozat Green-fliggvényét és ennek a halozatnak tetszGleges két pontja kozott
az eredé ellenallasat. A dolgozat masodik részében megoldjuk tetszéleges perturbalt ellenallasrend-
szer Green-problémajat, melyhez a Dyson egyenletet hasznéaljuk fel. Specialis esetként a perturbalt
hatszogracsot elemezziik.

Az eddig targyalt rendszereket nem csak analitikusan, hanem numerikusan is targyaljuk. Tet-
sz6leges periodikus récs, félsik, tetszéleges perturbélt ellenallasgraf problémak vizsgalataval olyan j
eredményeket kaptunk, melyeket legjobb tudoméasunk szerint eddig még nem kozoltek.

1. Bevezetés

A végtelen ellenallas-hélézatok tanulményozasa klasszikus témanak szamit. A legkorabban vizsgélt
problémak egyike a végtelen négyzetracs, melynek minden éle egy R nagysagu ellendllasnak felel meg.
Ennek a racsnak két szomszédos pontja kozotti eredd ellenallasanak meghatéarozasahoz Aitchinson [1]
adott egy szellemes Otletet, melyet a (2.3) fejezetben mi is megmutatunk. A késébbi vizsgalatok
sordn a legismertebb szabélyos halozatokat kezdték vizsgalni: (négyszogracsot, kockaracsot, harom-
szogracsot, stb.). Ezen hélozatok vizsgalodasarol szolo szakirodalom igen terjedelmes |2, 3, 4]. Az
elébb felsorolt probléméaknak a magjat mindig egy adott racsra torténd Poisson-egyenlet megoldasa
adja, melynek egyik megoldasi lehetsége a Green-fiiggvény megkeresése, melyet elGszor a [4]-ben
vizsgaltak meg. Ezt a modszert csak nem régiben kezdték alkalmazni a probléma megoldasahoz.

A Green-fiiggvénnyel torténé megoldés tobb szempontboél alkalmasabb a feladat targyalasahoz,
mint barmilyen més modszer. Ennek legf6bb oka, mint ahogy azt ebben a dolgozatban is meg-
mutatjuk, hogy a Green-fiiggvényes térgyalds bonyolultabb hélézatok szamolésara is alkalmasabb.
Tovabba lehetGséget biztosit a probléma tovabbi altalanositasidhoz, mely soran elszakadhatunk az
eddig vizsgalt szabélyos racsoktol, és olyan halozatokat vizsgalhatunk, melyek eddig ezen téma sza-
kirodalmédban még nem keriiltek elg. A Green-fliggvény a végtelen ellenallas-halozatok megoldaséara
egy altalanos megoldasi sémét ad, melyet tobbféle halozat esetén alkalmazhatunk. Tovabba ezen
fiiggvény alkalmazésa a fizika mas teriiletein is jelentds, igy a fizikdban jol ismert modszerrdl van szo.
Az ellenallas-halozatok megoldasara igy egy kozismert eszkoztarral rendelkezd megoldéasi menetet
mutatunk. A Green-fiiggvénnyel térténd szamolés a fizika egyéb teriiletein is jelentds, igy példaul
a szilardtestfizikiban. Emiatt nem meglepd, hogy a fizika ezen teriiletén hasznalatos fogalmak itt
is jol alkalmazhatoak, ezért keriilhet elé ebben a dolgozatban a Brillouin-zéna vagy a reciprok-
vektorrendszer fogalma. A tovabbiakban a Green-fliiggvény alkalmazasi lehet@ségét mutatjuk meg
az ellenallas-halézatok terén.



Ebben a dolgozatomban alapvetGen az ellenallas-halozatokat vizsgalom. Ez a probléma megfelel-
tethets egy véletlen bolyongasi probléménak, illetve méas kombinatorikai feladatoknak is. Igy el@szor
egy rovid leiras keretében megmutatjuk, hogy hol hasznalhatok még az altalam vizsgalt halozatok a
matematika teriiletén.

1.1. A véletlen bolyongas és az eredé ellenallas kapcsolata

Ebben a fejezetben ramutatunk, hogy a matematikusok altal sokat vizsgélt véletlen bolyongés és egy
racs két pontja kozotti eredd ellenallas meghatarozasa ugyanannak a problémanak kétféle megfogal-
mazasa. A bizonyitas soran leginkabb M. Jeng korabbi munkajara hagyatkozunk [5]. De mindenkép-
pen meg kell emliteni a probléma magyar vonatkozasat is, Lovasz Laszl6 matematikus részletesebben
targyalta és bizonyitotta, e két els6 ranézésre tavol es§ kutatasi teriilet kapcsolatat|6].

Legyen egy R ellenallasokbol felépiil ellenédllasgraf. Elgszor definialjuk a véletlen bolyongas egyes
lépéseinek valdszintiségét. A bolyongas soran mindig az egyik cstcsbol egy vele szomszédos mésik
csticsba mozdulunk at. Ha éppen az x csucsban vagyunk, akkor a szomszéd pontjait jel6ljik N(x)-
szel. Ebben az esetben, annak a valdszintisége, hogy a kovetkez§ lépésben a szomszédos y csticsba
lépiink:

P = ¥ (1)

Ebbdl is lathato, hogy az a feltétel, hogy az ellenallasgraf minden éle azonos (R) ellenallast, a
bolyongas probléméjara atforditva azt jelenti, hogy egy pontbdl a vele szomszédosokba ugyanolyan
valoszintiséggel 1éphetiink.

Vezessiink be az egyik pontban (A) az aramot, mig egy masik pontbol (B) ki. Legyen A pontban
a fesziiltség egységnyi, a B pontban pedig éppen nulla. Igy az az allitas, hogy egy x pontban V,
a potencial, a bolyongas probléméjara atfogalmazva azt jelenti, hogy ennyi a valészintisége, hogy a
mozgas soran az x ponthol elindulva eljutunk az A pontba miel6tt a B pontba érnék. Fzt az allitast a
kés6bbiekben jobban megérthetjiik. Induljunk el egy x pontbdl és 1épjiink tovabb egy vele szomszédos
y pontba, melyre x # A, B. Irjuk fel a Kirchoff-térvényt :

V.=V, N(z) N(x) N(z)
0= “prt=—p Vom0 D peVu=—0 (Ve D Vi) ()
yEN (z) yEN () yEN ()
Ebbél mar leolvashato, hogy V, = > p,—,V,, és V, éppen annak a valészintisége, hogy az z
yEN (z)

pontbdél indul6 bolyongés soran elbb értink az A pontba, mint a B-be. Ezutéan felirhatjuk a kiindulési
pontokra (A és B) is a Kirchoff-térvényt:

I = Z Tay = Z % = % Z Pasy(1=V,) = N](%A)pAB (3)

yeEN(A) yeN(A) yeEN(A)

A kifejezésben szerepl N (A) az A pont szomszédainak szamat jeloli, p4p pedig annak a valoszintisége,
hogy az A pontho6l indulé bolyongas soran el¢bb ériink a B pontba, mint visszatérnénk az A pontba.

A két pont kozotti fesziiltségesés éppen egységnyi volt, igy Ohm-torvényének segitségével felirhatjuk
az A és B pont kozotti eredd ellenallas értékét:

R

N(AVpas’ 4)

Rap =
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Ezzel meghataroztunk egy alapvetd kapcsolatot a véletlen bolyongas és az eredé ellenallas szamoléasa
kozott. Ez a példa is megmutatja, hogy gyakran a fizikusok és matematikusok ugyanazt a problémét
vizsgaljak, csak mésféle megkozelitésben.

2. Az alapvetd ellenallas-halozatok vizsgalata

Az ellenallas-halozatok koziil a Green-fiiggvény segitségével legkdnyebben a szabdlyos ellenallas-
halozatok (négyzetracs, kockaracs, haromszogracs, ...) vizsgalhatoak. Ezek a halézatok a szakiro-
dalomban kiilénb6z6 megoldasi lehetdségek sokasagaval mar régota ismertek |2, 3]. Green-fiiggvénnyel
el6szor a [4]-ben vizsgaltak meg a fenti problémakat. Mivel a kés6bbiekben ezen modszer altalanositasa-
val foglalkozunk, illetve a tovabbiakban is visszautalunk az itt leirtakra, ezért mindenképpen sziik-
ségesnek tartjuk ezen egyszeriibb halozatok targyalasat is.

[tt emlitenénk meg Géaspar Merse El6d ELTE-s fizikus hallgat6 korabbi TDK dolgozatat, melyben
az ellenallas-halozatokkal kapcsolatos alapvets fogalmak matematikai precizitéssal torténd definidlasat
végerte el, és vizsgalta a Green-fiiggvény egzisztencidjanak kérdését is [8].

2.1. Négyzetracs

A feladattal kapcsoltaban a legtobbszor vizsgalt végtelen ellenédllas-halozat, a négyzetracs (lasd 1.
abra). Amelyben minden oldal egy R ellenallasnak felel meg. Ebben a fejezetben megmutatjuk,
hogy a Green-fiiggvények segitségével, hogyan kaphatjuk meg tetsz6leges két pontja kozotti eredd
ellenallasat.

Vegyiink fel egy koordindtarendszert, melynek origdja az egyik csiiccsal esik egybe, ekkor a tobbi
cstucsba mutatd vektor felirhato, az alabbi alakban:

r = l1a1 + lga2, (5)

ahol a; és ay; az elemi racsvektorok , [ és [y pedig egy egész szam. Mivel a négyzetracsra akarjuk
megoldani a probléméat, igy a két elemi racsvektor nagysaga megegyezik, és egymésra meréleges.
Tovabba tekintsiik a négyzetracshoz tartozo reciprokracs vektorokat is (b, bs), melyekre teljesiil,
hogy a;b; = 270;;.

1. dabra. A négyzetrdcs (11,12) paraméterezését mutatja.

Két tetsz6leges csiicspont kozotti eredd ellenallas meghatarozasahoz, vezessiink be az egyik csiicsba
I aramot, a masikbol pedig vezessiink ki I aramot. Jelolje I(r), azt a fiiggvényt, mely megmondja,
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hogy az r helyen mekkora aramot vezetiink be a négyzetracsunkba. Ha az origo, és egy tetsz6leges
ro pont kozott vizsgalodunk, akkor

I(r) = I(6r,0 — Oriro)- (6)
Vegyiik fel a potencial fiiggvényt is: V' (r), akkor innen mar adodik az eredd ellenallas értéke:
V() —-V(r
R(ro) = M_ (7)

Az Ohm-, és Kirchoff-torvények segitségével felirhatjuk az alabbi Gsszefiiggést egy kivalasztott csics,
és azok szomszédai kozott:

I(r)R=4V(r)—V(r4+a;) — V(r—a;) — V(r+az) — V(r — ay),

azaz

I(r)R = ; [V(r) ~V(r+ n)] , (8)

ahol n = +a; . Definidlhatjuk egy fliggvény diszkrét Laplace-operatorat, az alabbi médon:

B () = 32 |+ ) - )], ©)

n

Ezt a kifejezést felismerhetjiik a (8) egyenletben, és igy egyszeriibb alakra hozhatjuk:

[(I‘)R = —A(r)V(I‘). (10)
Ez egy Poisson-tipusi egyenlet, igy megoldésat kereshetjiik a Green-fiiggvény segitségével, melynek

ismert tulajdonsagait az aldbbi képletekkel irhatjuk le:

V(r)=RY G(rr)I(), (11)

A(r/)G(I‘,I‘/) = _5r,r’- (12)

Ezen fliggvény segitségével mar megadhatjuk az eredd ellenéllast a négyzetracs origdja és egy
kivalasztott pont kozott,
R(r,0) = R[G(0,0) + G(r,r) — 2G(r, 0)]. (13)

Mivel a Green-fiiggvény szimmetrikus a két valtozojaba, igy felhasznaljuk, hogy G(i,j) = G(j,i). A
fenti képletet tovabb egyszertsithetjiik, ha felismerjiik, hogy barmely két kivalasztott pont kbrnyezete
ekvivalens egymassal. Igy G(0,0) = G(r,r). Vezessiink be 1j jelolést: G(r) = G(r,0), R(r) =
R(r,0). Az ellenallas értéke igy az alabbi alaki:

R(r) = 2R[G(0) — G(r)]. (14)

A Green-fiiggvény meghazarozashoz attériink a (8) képleteink Fourier-térbeli alakjara:

Ir)R=">" [V(r) —V(r+ n)] — I(k)R =) (1-e*™V(k), (15)

n n
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1 1
Gk) = — = 16
(k) ST(1—ekn) 4 —2cos(kay) — 2cos(kag)’ (16)
és I(k), V(k) az I(r) illetve V(r) diszkrét Fourier-transzforméaltjai. A racsok Fourier-terében a
hullamszam vektor a Brillouin-zénaba esik. Tekintsiik a racsot egy véges L x L-es négyzetracsnak,
melynek Karmén-Born-féle periodikus hatarfeltételt irunk elg. Igy a k értékeink diszkrét pontok

lesznek a Brillouin-zoénaban, melyekre teljesiil:

—bg, (17)

ahol m; € Z, és |m;| < L/2. A b, vektorok, pedig a korabban bevezetett reciprokracs racsvektorai.
A Green-fiiggvényt igy mar ismerjiik a k térben, ahonnan csak vissza kell transzformalni:

Glr) — % S Gle)e (18)

keBZ

Most elvégezhetjiik a hatarérték szamitast, mely soran attériink a végtelen racsra: L — oco. Ekkor a
k-térben vett szummazast atirhatjuk, integralasra.

G(r) = U/keBZ G(k)eikr(;l?Tk>2 (19)

A képletben megjelend v egyetlen elemi cella térfogatat jeloli, mely négyszogracs esetén v = a®. Innen
az eredé ellenallas képletét egzaktul megkaphatjuk egy integral alakjaban:

d*k

o (20)

R(rg) = 2Rv/ G(k)(1 — &™)
keBZ
Eszrevehetjiik, hogy a kapott egyenlet altalanos érvényt, barmely 2-dimenzios halozatra hasznal-

haté, nem csak a négyzetesre. Az utolsé lépésben mar csak egyszertibb alakra hozzuk az integralt.
Vezessiink be 4j valtozokat: ro = l1a; + lras. Igy az kapott integral mar alkalmasabb numerikus

vizsgalatokra:
— ethzitilaws
R(ly, 1) = / / L dn d, (21)
2 — cos(x1) — cos(zz) (2m) (2m)

A négyzetracsot mar sokan vizsgaltak numerlkusan, erre igy itt mi részletesen nem térnénk ki (lasd
példaul [4]). Mindosszesen két numerikus értékre mutatnék ra, melyeket a késGbbiekben hasznalni
fogunk. Ezek az értékek konnyen ellenérizhetGek a fenti integral formula segitségével:

R

2
R(1,1)= >R, R(0.1)= 7.

Erdekes kérdés felvetés lehet még a négy pont ellenallas mérése, vagyis egy-egy pontban be illetve
ki vezetiink I aramot (az a négypont ellenallas két utolso véaltozoja), de a fesziiltséget két masik pont
kozott mérjiik (mely az els6 két valtozoja)

U(I’l, I'Q)

- (22)

R(I‘1,I‘2;I‘371‘4) =



A Green-fiiggvényekkel torténg kifejezése hasonléan torténik, mint az el6bb, igy csak az eredményt
kozoljiik:

R(I’l, o I3, I'4) = R[G(I‘g, I'l) + G(I‘4, I'Q) — G(I’4, I'l) — G(I‘g, I'Q):| . (23)

Késgbbi terveink kozé tartozik, hogy ezt az Osszefiiggést Gsszevessiik a Van der Pauw-féle ellenallas-
méréssel.

Ebben a fejezetben az ered6 ellenéllas kiszamolasanak alapjait mutattuk meg, melyeket fel-
hasznalunk a késGébbiek soran, ahol numerikus eredményeket is kozliink, és tovabbi Osszefiiggésekre
vilagitunk ra.

2.2. A d-dimenziés kockaracs

A probléma négyzetracsra torténd megoldésa utén, az elsé altalanositasi lehetségiink a d-dimenzios
kockardcs. A racs d = 1-re a sorba kapcsolt ellenallasokat, d = 2-re a 2.1 fejezetben megvizs-
galt négyzetracsot, d = 3-ra a kockaracsot adja vissza, nagyobb d-kre pedig absztrakt altalanositasi
lehetGséget ad. Ezeknek a problémaknak a megoldésa nagyon hasonl6 az el6z6 részben leirtakkal, igy
itt csak az eltéré vonasokra mutatunk ra.

A vektorokat, igy a dimenzioszdmnak megfelel6 darabszamu linearisan fiiggetlen vektorok kom-
binaciojaként irhatjuk fel:

d
r= Z l;a;. (24)
i=1

A sik Laplace-felirasa teljesen hasonloan torténik, mint a (9) egyenletben, csupan arra kell figyel-
niink, hogy az n = +a;, ahol az i valtozé 1-t6l d-ig vehet fel 2d darab kiilonb6z6 értéket. A Fourier-
transzforméacio utan, természetesen a Brillouin-zonaban elhelyezkeds vektorok is d-dimenzidsok lesznek,
igy a k vektorok az alabbiak szerint fejezhetGek ki:

d
my
k=) —b; (25)
=1

(2
ahol b; az i-dik reciprokracs vektor, tovaba m; € Z, és |m;| < L/2, L pedig a racs linearis mérete.
A Green-fiiggvény meghatarozdsanak menete teljesen hasonldéan torténik, csak itt is a 2d darab n
vektorra kell elvégezni az Osszegzést:

1

n

G(k) = (26)

A Fourier-transzformacio sorémﬁszorzé jelenik meg, és az integralast a k vektor minden kompo-

nensére el kell végezni, ezek alapjan:

d
G(r)=wv /keBZ G(k)e™ (;ZW];d. (27)

Ezutan az el6z6 részben leirtakhoz hasonléan kiirhatjuk minden komponensre az integréalast:

" T 1 — ethart..+ilaza
R(l1, 1y, ...1g) = R/ (d;l) / (C;l“d) ( e : )
7T U
N - d— Y cos(x;)
=1

(2

(28)




Lathato, hogy tetszéleges d-dimenzios kockardcsra hasonléan végezhetG el az ellenédllas eredd
értékének meghatarozasa, mint a négyzetracsra. A késébbiekben mind az egydimenziés, mind a
haromdimenziés kockaracsra kapott eredményeket hasznalni fogjuk. A képletek ellenérzése végett
meg lehet mutatni, hogy az egydimenzios esetben visszakapjuk a soros ellenilasnal vart Gsszefiiggést:

R(l) = /7r v (1) IR. (29)

< (2m) 1 —cosx

Lathatoan a két pont kozott sorba kapcesolt 1 db ellenallas ered6jét kaptuk vissza.

2.3. SzabAlyos haromszogracs

Ebben a fejezetben levezetjiik a szabalyos haromszogracsra vonatkozo Green-fiiggvényt, majd en-
nek segitségével meghatarozzuk két pontja kozotti eredd ellendllasat. A problémat utana részletesen
targyaljuk numerikusan is A meghatarozas menete hasonl6 lesz, mint amit a négyzetracsnal megis-
mertiink.

El6szor meghatarozzuk az elemi racsvektorokat, valasszuk tgy ezeket, hogy hosszuk a récs élével
egyezzék meg, bezart szogiik pedig 120° legyen, ahogy ez a 2. 4bran lathato. Jeloljiik Gket aq, as-vel.
Igy tetsz6leges racsvektora na; + may , ahol n,m € Z.

JAVAVAVAN
JAVAVAVAVA
N NN/

0 1

\
\VAVAVAV,

,,,,,

2. dbra. A hdromszdgrdcsot dbrdzolja, illetve annak koordindtdzdsdt. A rajzon négy ponthoz tartozé (n,m)
értéket jeloltik be.

Irjuk fel a Kirchoff-torvényt:

I(r)R=>_ {V(r) —V(r+ n)] : (30)

n

ahol n € {£ay, ta,, +(a; + az)}. Fourier-transzformaljuk a kapott képletet:

I(k)R = Z(l — e*™)V (k) = 2[3 — coska; — coskay — cosk(a;+az)]V (k). (31)

Ebbdl a kifejezéshdl mar leolvashatjuk a Green-fiiggvényt, és a Fourier-térbdél torténd visszatransz-
formalasaval a kovetkez6t kapjuk:

6ikr d2 k

Glr) = 32
(r) U/kEBZ 3 — coska; — coskag — cosk(as+az) (27)? (32)
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ahol v a cella térfogata, mely szabalyos haromszogracs esetén v = v/3a?. Végiil az eredd ellenallast
felirhatjuk a Green-fiiggvény segitségével egy integral alakjaban. Véltozok cseréjével kaphatunk egy
numerikusan kénnyebben kezelhets integralt, mely mar az n, m koordinatik fiiggvényében hatarozza
meg az eredd ellenallas értékét :

(1 — etkr) Ak
R =2R 33
(ro) ! /keBZ 3 — coska; — coskay — cosk(aj+as) (2m)?’ (33)

T s (1 _ einx—l—imy) dx dy
R =R . 34
(n,m) /_7r /_7r 3 — cos(x) — cos(y) — cos(z +y) (2m) (2) (34)

Atkinson |2] dolgozataban megmutatta, hogy ezt az integralt at lehet irni egy konnyebben kezel-
hetd egyszeres integralra:

, (35)

R(n, m) = R/g dzl— exp(—m —m|s) cos(n +m)x
0 T sinh s cosz
ahol cosh s = 2secx — cos z.
A kisebb n, m értékekre numerikus programokkal (pl.:Mathematicaval) egzaktul kiszamolhatoak

az integralok, melyeket az 1. tablazatban gyijtottiink Gssze:

’ ‘ n=0 ‘ n=1 ‘ n—2 ‘
m—>0 0 % % _ 4\/73
m—1 5 5 —242¥8
m=2| 54 ~2 4948 8§ _ 43
m=3 | 27—48¥3 —5+10% —5+10%
m=4 | 9285602 | —70+128%3 | 16— 283
m=5 | U290 6800¥2 | — 2071 4 16162 | 123 — 2223

’ ‘ n—=3 n—4 n=>
m=0| 27482 | 928 5603 | 129 _ g3
m=1| —5+10%2 | —70+128¥3 | 20 4 16163
m=2| —5+10% 16 — 283 123 — 2223
m=3| 27-48¥ | —70+128¥2 | 1232223
m=4 | —70+ 1283 | 928 _ 56043 | 2T 4 16163
m=5 | 123 —222¥3 | B0 | 1616¥3 | 1219 _ G802

1. tablazat. A (35) integrdlt analitikusan elvégezve a kapott eredd ellendlldsok a hdromsziogrdcs (n,m) és (0,0)
pontja kozott.
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Nagyobb n értékekre mar numerikusan értékeltiik ki az integralt. A 3. &bran lathato a gorbe
menete, ha az R(n,n) pontokat abrazoljuk, az n fiiggvényében. Annak érdekében, hogy jobban
lassuk az eredd ellenallas valtozasat, a 4. abra térben mutatja az eredd ellenéllast. Itt a két vizszintes
tengelyen nem az n és m valtozok szerepelnek, hanem a racs valodi sikbeli koordinatai, melyeket az
alabbi Osszefiiggéssel lehet kifejezni:

m 3

—,m—).

R(z,y) = R(n — 5 5

fgy a vizszintes tengelyen z, y valtozok szerepelnek tigy, hogy ezekre a pontokra |n|, |m| < 20. A
fiiggbleges 2z tengelyen pedig az ereds ellenallas értéke olvashato le.

0.9—. llllllllllllllllllllllll
5 I

07 .

064 »
0,5_- /.

o/

0,34

triangular R(n,n)

0,24

0,14

00 . , . , . , . ,

3. dbra. A hdromszégrics két pontja kozitti eredd ellendllds tdvolsdg fiiggése. Azaz a rdcs (n,n) tipusi
pontjainak ellendlldsa az origéhoz képest az n figgvényében.

Miutan numerikusan és analitikusan megvizsgéltuk a haromszogracsot, felismerhetiink tovabbi
Osszefiiggéseket:

Tétel: Szabalyos racs esetén, két szomszédos pont kozotti eredd ellenallas értéke 2R/d, ahol d
tetszéleges csiicsbol kiindulo élek szama.

Bizonyitas: Szabalyos racs esetén az egy pontbol kiinduld d él egymassal ekvivalens, nem
hataroznak meg egy kitiintetett iranyt. Tekintsiink elGszor egy N x N-es négyzetracsot periodikus
hatarfeltétellel. Vezessiink be az él egyik végpontjadban [ dramot, és minden csicsban vezessiink ki
I/N? aramot. Ekkor az ered§ befolyo dram I(1 — 7). Ebbdl a két szomszédos csticsot dsszekotd
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Z Axis

4. abra. A hdromsziogrdcs eredd ellendllisa az origéhoz viszonyitva. Az alapsik nem a kordbban haszndlt
(n,m) koordindtdzdssal készilt, hanem a rdcs valédi geometriai helyzetének fiigguényében.

élen, mivel nincs kitiintetett irany, £(1 — <) dram folyik at. Mésodik esetben vezessiink ki I dramot

az ¢l masik végpontjan, és vezessiink be minden pontban I/N? aramot. Ekkor ez a két folyamat szu-
perponalhat6 egymasra. Igy azt kapjuk meg, hogy az egyik csticsban bevezetiink [ &ramot a masikon
pedig I megy ki. Igy az élen athaladé aram 25( — ). Innen mar adodik az eredd ellenallasra

N2
vonatkoz6 Osszefiiggeés:

I 1
IR eq =2-(1— —=)R. 36
i=2(1- =) (36)
Tovabbi feltételezés, hogy N tartson a végtelenhez. Igy bebizonyitottuk az allitast: Repeq = %2. Ezt
felhasznalhatjuk ellenérzési pontnak a legismertebb récsok esetében, ezért megadjuk két szomszédos

pontja kozotti eredd ellenallasat a legismertebb szabalyos racsoknak a 2. tablazatban.

’ Négyzetracs ‘ % ‘
’ Haromszogracs ‘ § ‘
’ Hatszogracs ‘ % ‘
’ Kockaracs ‘ % ‘

2. tablazat. A legismertebb szabdlyos rdcsok esetén a két szomszédos pont kézott mérhetd eredd ellendl-
lasértékek.
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3. Periodikus ellenallas-halozatok

Ebben a fejezetben eljarast mutatunk arra, hogy hogyan lehet tetszéleges periodikus racs ellenéllasat
kiszamolni. Ekkor az elemi cella ismételten egy szabalyos racs, amihez hozzé rendeliink egy bazist.

Ezzel a témaval korabban &ltalanos esetben nem foglakoztak. A szakirodalomban eddig minddssze
a szabalyos hatszogracs elemzése tortént meg [4]. A modszert a késGbbiekben tovabb altalanositjuk,
kordbban még egyaltalan nem vizsgalt ellenallas-halozatokra, mint példaul a bec, fee, ellenallas-szalag
és a négyzetes félsik.

3.1. Hatszogracs

5. abra. A hatszogrdcs (n,m) paraméterezését mutatja.

A hatszogracs esetét (lasd 5.4bra) tobbféleképpen vizsgalhatjuk, ezek koziil az egyik lehetdségiink
az elektronikabol jol ismert csillag-delta atalakitas. Ez a megoldasi lehetdség nagyon speciélis, mas
racsokra nem lehet hasznalni. Ezért ebben a részben egy masik modszert mutatunk be, mely az
el6z6 részben megadott modszer (Green-fiiggvény) altalanositasa, és tovabbi racsok vizsgalatara is
alkalmas.

A hatszogracsot ugy is tekinthetjiik, mint egy haromszdgracsot, melynek minden cstcsahoz, egy
két csticsbol allo bazist rendelek hozza. Igy a hatszogracs esetén két kiilonb6zé tipust pontot kiilén-
boztethetiink meg, ezeket ebben a részben A és B-vel jelolom. A késébbi fejezetekben, mikor méar
tobb bazisatomot is tekintek, akkor mar szamokkal indexelek. A hatszogracs alabbi konstrukci6jaban
minden A tipusi pontot csak B tipust pont vesz koriil, és viszont.

A haromszogracshoz hasonléan a racs vektorokat a; és as-vel jeloljiik, az egyszertibb egyenletek
kedvéért bevezetjiik ezek linedr kombinaciojat is ag =a; + a. A feladat kezdetén itt is a Kirchoft-
egyvenleteket kell felirni. Figyelni kell arra, hogy mind a két tipusta pontra fel kell irni az egyenleteket:

R =30 |Vatr) = Vitr — ) (37

n

Ig(r)R = Z {VBO‘) — Va(r+ n)} , (38)
amely egyenletekben az n = 0, a;, az. Ismételten térjiink &t a Fourier-komponensekre:

IA(kK)R = 3Va(k) — Va(k)[1 + e @1 4 pmikas] (39)
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Is(k)R = 3Vi(k) — Va(k)[1 + k@1 4 ¢ikas], (40)

Az el6z6 részekhez képest az az 4j, hogy nem csak egy egyenletiink van, hanem kett6. A fenti
két egyenletet irhatjuk matrixos formalizmussal gy, hogy az I4(k) és Ig(k), illetve V4(k) és Vp(k)
mennyiségekb6l vektorokat képeziink:

o ald g LT } ngg } _ R { i } (41)

Lathato, hogy a fesziiltség vektort egy linearis leképezés, az L(k) viszi at az aramerGsség vektorba. A
Green fiiggvényt, ebben az esetben mar inkdbb Green-méatrixrol lehet beszélni, és az alabbi egyenlettel
definidlhato:

LK)G(K) = —1, (42)

amely elGjeltsl eltekintve, nem mas mint egy matrix invertalas. Felhasznalva az w = Li2(k) jeldlést,
egy 2x 2-es matrix invertalas utan kaphatjuk az alabbi Green-matrixot:

1 3 w*
=gt [2 ] »
Egyszert atalakitassal adodik, hogy 9 — |w]* = 2[3 — coska; — coskay — cosk(as+az)]. A kovetkezs
kérdés, hogy milyen eredd ellenéllast szeretnénk vizsgélni, ugyanis itt két féle lehetdségiink van:
Ray illetve Rap, melyek estében kiilonb6z6 egyenleteket kapunk. A maésik két lehetéség (Rpa,Rpp)
szimmetria tulajdonsiagok alapjan azonosithatd a fentiekkel. ElGszor vizsgéljuk a két azonos tipust
pont kzotti ellenallast. Ekkor a bejovs dramok felithatoak az alabbi alakban I4(k) = (1 — e~kro)[.
Innen a fesziiltség Va(k) = RG11(k)Ia(k), és az Ohm-torvény segitségével kifejezhetjiik az eredd
ellenallas értékét:

Raa(k) = RG11(k)[2 — e ™ro 4 ¢ikro], (44)

Az ered§ ellenéllas értékét egy inverz Fourier-transzformacioval kaphatjuk meg:

d*k 1 — cos(kry)
R =3R 45
A4(xo) Yo /keBZ (27)2 3 — cos(kay ) — cos(kag) — cos(kag)’ (45)
RAA(FO) = BRtm’ang(rO)' (46)

Eszre vehetjiik, hogy ez az érték megegyezik a hasonléan koordinatazott szabalyos haromszog eredd
ellendllasanak haromszorosaval. Ez nem meglep6, mert ha csillag-delta atalakitassal oldjuk meg
a feladatot, akkor éppen egy haromszogracsot kapnénk, melynek cstcsai éppen az azonos tipusu
pontok. Az élek ellenéllasa, pedig megegyezik egymassal, és éppen haromszorosa a hatszogracs élének
ellenallasaval. Ttt is kiszamolhatoak az értékek, de mivel ezek mar a szabalyos haromszog cimii részben
lathatoak, igy az adatokat nem kozoljiik ismételten, hiszen az ott szerepld értékek haromszorosat kell
venni.

Az izgalmasabb kérdés, két kiilonbozd tipusa pont kézti eredd ellenallas értéke. Ekkor az eredd
ellenallas értékét az azonos tipusu pontok kozotti eredd ellenallas segitségével irhatjuk fel. A Kirchoff-
torvényeknél lathattuk, hogy egy pont fesziiltsége megegyezik a vele szomszédos pontok fesziiltségének
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atlagéval, ha ott nem vezetek be, vagy ki aramot. Ezt atfogalmazhatjuk a Green-fiiggvények majd
az ellenéllasok nyelvére, és ebben az esetben az alabbi Gsszefiiggést kaphatjuk:

Rup(ro) = %(RAA(rO) + Raa(ro +a1) + Raa(ro + a1 + az)). (47)

Ezt a képletet a Green-fiiggvények segitségével is felirhatjuk, a meghatarozas menete hasonléan
torténik, mint amikor két azonos tipusi pont kozott hataroztuk meg:

Rap(k) = R[G11(k) 4+ Gaz(k) — Gia(k)e ™0 + Gy (k)e' o], (48)

d?’k 3 — cos(krg) — cosk(rg + a;) — cosk(rg +a; + a
RAB(rO)ZRUO/ (ko) (£ +2,) (Fo + 2, + 29) (49)

wepz (2m)2 3 — cos(kay) — cos(kag) — cos(kag)

Korabban lattuk, hogy miért célravezetd ugyanazt a koordinatazast alkalmazni a hatszogracsnal,
mint a haromszogracsnal. Egyetlen problémat az jelenthet, hogy ekkor hogyan adhatjuk meg egy
mésik tipusi pont koordinatiit. Ezeket tort koordinatakkal reprezentaljuk, gy, hogy a pontos ge-
ometriai helyet az na; + mas adja meg. A hatszdgracs ellentétes tipusu pontjai kozott mérhets ereds
ellenallasokat a 3. tablazat foglalja Ossze:

n = % n = g n= % n= % n= 13—4
m=1] 2 [T _ov8[ T _yo¥3 [ 966l 4803 | 31682 — 5744
m=41 —32 4 90¥3 [ 50 4 110%% | —8371 4 15223
m=1I 262 — 4723

3. tablazat. A hatszégrdcs pontjainak eredd ellendlldsdtRap(ro) mutatja az origéhoz viszonyitva a koordindtdk
fiigguényében.

3.2. Tetszdleges bazissal rendelkezé pontracsok vizsgalata

Az el6z6 részben megismerkedtiink a hatszograccsal, melyet gy tekintettiink, mint egy olyan harom-
szogracsot, melynek minden pontjahoz egy két csticsbél allo bazist rendeltiink. Ebben a részben ennek
a modszernek az altalanositasdval megmutathatjuk tetszéleges bézissal rendelkez6 szabalyos racsok
esetére. Altalanos megoldasi utat mutatunk, hogyan lehet ekkor felirni a Green-matrixot, valamint
ebbdl hogyan lehet meghatarozni az eredd ellenéllas értékét két tetszéleges pont esetén.

Ekkor a hatszograccsal ellentétben, ne A és B-vel indexeljiik a bazis pontokat, hanem a ter-
mészetes szamokkal, melyeket als6 indexként jeloliink. Az eredd ellenallast a hélozat két tetszdleges
pontja kozott szeretnénk meghatirozni. Legyen ezen két béazispont i és j tipust, a késGbbiek a
bazispontok fajtajat tipusnak nevezziik. A két pont helyzetét nem adhatjuk meg egyértelmiien, ha
csak azt adjuk meg, hogy milyen tipust bazispont. Meg kell adni azt is, hogy a szabélyos racs mely
pontjahoz tartozo bazis kozott szerepel a pontunk. Ezt egy vektorral adhatjuk meg. Az ered ellenal-
las meghatarozasanal felhasznalhatjuk az eltolas invarianciat, igy az egyik vektor legyen nullvektor, a
mésikat pedig jeloljiik ro-val. Az eredd ellenallas meghatarozasat hasonldéan végezziik, mint korabban.
Az egyik pontban bevezetiink I aramot, a masik pontban pedig kivezetjiik. Igy az aram eloszlas:

]Z(I') = ]51-’0 és ]j(I') = —]51-’1-0. (50)
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A két pont kozotti eredd ellenallast, pedig ismét az Ohm-torvényébdl hatarozhatjuk meg:

Vi(0) = Vj(ro)
- .

A fesziiltség értékeket, az aramerdgsség értékekbdl a Green-fiiggvénnyel allithatjuk els. Példaul az
Ii(r = ry) aram az rp vektor altal meghatarozott [ tipusi bazispontban, az alabbi fesziiltséget kelti
Vi(re) = RG(rae,r1)Ix(r = r1). Ennek segitségével mar felirhatjuk a fesziiltségeket az dramerdsségek
segitségével:

Rij(ro) = (51)

V;(O) = RG“(O, I')[ér,() — RGU (0, r)Idr,rO; (52)

és

V}(I‘()) = RG]‘Z'(I'(), I‘)](Sr,o — Rij (I’O, r)Iér,ro- (53)

Ezutan ismét célszerd attérni a Fourier-térbeli egyenletekre. Ez azért célszerd, mert az eltolas a
k-térben, csak egyszerti exponencidlissal torténd szorzés alakjaban jelenik meg. A fenti egyenletek
Fourier-térbeli alakja az alabbi alakot Olti:

Felhasznalhatjuk, hogy G,j(k) = Gj;(k), ez azzal van kapcsolatban, hogy két pont Gssszekotése
kolesonos. Ekkor az eredd ellenallas képletére a kovetkezét kaphatjuk:

Rm‘([’g) = R% Z [Gzz(k) + ij(k) — QGW (k) COS(kI‘()) . (56)
keBZ

A diszkrét szummézast most is atirhatjuk integralasra, mivel a Brillouin zénaban nagyon strten
helyezkednek el a pontjaink, ha L — co. Ha nem tételeziink fel tovabbi megkdtéseket a szabalyos
racs fajtajara, akkor ez a legaltalanosabb képlet:

1 d
Ry(r0) = R /k [k + 600 — 26, k) cosler) . (57)

A kés6bbiekben az alapracsunk egy d-dimenziés kockaracs lesz, ekkor a fenti kifejezést tovabb
alakithajuk. A 2. fejezetben leirtak alapjan a végsG atalakitas, ahol ro = l1a; + lhas + ... [zay:

" dx " dx
Rij(ro) :R/ 2—71_1/ 2—7:[|:Gii(l'1,...md)—l-ij({L'l,....T)—QGij(.I’l,....fL'd> COS(llfﬂl—f—...—i—ldl’d) .
) (58)

Miutan sikeriilt felirnunk a Green-fliggvény segitségével az eredd ellenéllast, hatra maradt még a
Green-fiiggvény, pontosabban Green-matrix meghatérozasa. A Green-métrix fogja azt az informéa-
ciot tartalmazni, hogy hogyan kapcsolédnak a bazisatomok egymashoz. A Green-métrix elGallitasat
egy matrix invertalasra vezetjiik vissza, melyet a problémékban mindig meg lehet hatarozni, esetleg
nagyobbak esetén az analitikus invertalas mar nehézségekbe iitkozhet.

Els6 1épésként irjuk fel a Kirchoff-torvényeket az egyes bazispontokra. Legaltalanosabban ez az
alabbi alakot olti:
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RI;(r) = hnaaVi(r) = Y Vi, (r +1p). (59)

A képletben h,,.. fejezi ki, hogy a j-dik bazispont, hany szomszéddal van Osszekétve, a h index
a kotéseken megy végig. Az i, azt mutaja, hogy a h-dik kotés milyen tipust pontot kot Gssze a
kivalasztott j-dik tipusd ponttal. Az nj pedig leirja, hogy a h-dik kotés a szabélyos racs mely
alappontjahoz tartozoé bazisatomok koziil kapcsol hozza pontot a vizsgéilt pontunkhoz. Ezt képletet
atirhatjuk a Fourier-térbe is:

RIj(k) = hpaa Vi(k) — Z Vi, (k)e_iknh- (60)

Ilyen alakban ez nem mas, mint egy linearis egyenletrendszer, melyet matrix alakban felirhatunk
I;(k) = M;;(k)V;(k), ahol M szimmetrikus négyzetes matrix. A szimmetrikussag latszik abbél, hogy
az Osszekdtés kolesonos. A Green-fiiggvényt pedig az alabbiak szerint definidlhatjuk:

Vik) = —Gji(k) (k). (61)

[gy a Green-matrix, és az M matrix inverzének ellentettje: G(k) = —M~1(k). Felirva az M métrixot,
annak inverzével képezhetjiik a Green-méatrixot. Kisebb bazisatomszamra analitikusan is, nagyob-
bakra a numerikus modszerek a célravezetGek G meghatérozasahoz.

Ebben a részben megmutattuk, tetszéleges bazissal rendelkezé pontracsok eredd ellenalldsdnak
altalanos szamolasi modjat. A fejezet tovabbi szakaszaiban ezek alkalmazéasara mutatunk példakat.

3.3. Kockaracsok

Ebben a részben megoldasi utat mutatunk modositott kockaracsok kezelésére. Leginkabb a szilardtest-
fizikaban jol ismert tércentralt (bec), és laponcentralt (fec) kockaraccesal foglalkozok.

Mind a bce, mind az fcc racsot fel lehet gy fogni, mint egy kockaracsot, melyhez egy-egy bazist
rendeliink. A bcc racs esetét tekinthetjiik, igy mint ha a kockaracs minden egyes pontjahoz hozzaren-
deliink egy két pontbol allo bazist. Es igy a problémat visszavezethetjiik az el6bbi részben leirtakra.
Ezzel mar ismertek az ellendllas-halozat csicspontjai, de még nem tisztazott hova helyezziik el az
éleket, azaz az ellenallasokat. A bcce racs ezt nem definialja, tehat errél 6nkényesen donthetiink, és
mindegyik lehet6séghez meghatarozhatjuk a Green-fiiggvényt és az eredd ellenallast. Jelen esetben
egy kivalasztott példat szamolunk végig analitikusan. Legyen egy kockaracs, melyben minden kocka
kozepén elhelyezett tércentralt pont legyen Osszekotve a 8 elsé szomszédjaval, ahogy az a 6. abran
lathato. A kockaracs pontjai legyenek egyes tipusiiak a tércentralt pontok pedig kettes tipustiak. A
koordinatézast a kockaricsnal megismert moédon alakitjuk, r = [ya; + lsas + [3a3, ahol a vektorok
a kockaracs éleire illeszkednek. A probléma megoldasanak els6 lépése most is a Kirchoff-torvények
felirasa:

3 3 3
RIg(r) :8V3(r)—VA(r)—Z r+a;) ZZ{ (r+a;+ay) — Va(r+a; +as+a3)|,
=1 i=1 h=1
i#h
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3 I
RIA(r) = 14V4(r)—Vp(r Z [Va(rta;)—Vp(r—a;)] ZZ {VB r—a;—ay)—Vp(r—a;—as—as)|.
=1

1=1 h=1
i#h
(62)
Ebb6l mér leolvashatjuk az M matrixot:
I 3 —ikY & ]
—14+ > 2coska; 1+ Ze ka4 ZZ@‘“‘ (@itan) o =1
i=1 =1 i=1lh=
M(k) — . i#h
ik a;
14+ Zelka, + Z Zezk (ai+an) te iot -8
i=1 i=1h=1
L i#h .
(63)

Mar itt is lathato, hogy az analitikus szamolas, mér a legegyszeriibb elképzelt esetekben is nehézkessé
valik, igy azt mar értelmesebb valamelyik numerikus programmal kezelni, melyre a Mathematica nev
szoftvert hasznaljuk. A Green-fiiggvény meghatarozasahoz, a fenti matrix inverzét kell kiszamolnunk:

1 8 (1 + ea1)(1 + etkaz)(1 4 eikas)
Glk) = det M(k) | (14 e ™1)(1+ e " @2)(1 + e "kas) 14 — > 2coska; . (64)
i=1
ahol a determinans értéke kisebb szadmolasok utan adodik:
3
det M(k) = 112 — 16 ) coska; — 8(1 + coskas )(1 + coskas)(1 + coskag). (65)

i=1

fgy meghataroztuk a fentebb felvazolt bee racs Green-fiiggvényeit, ebbdl az eredd ellenallas kiszamitasa
tovabbi nehézséget okozhat. Ugyanis ezeket az integralokat analitikusan csak nagyobb szdmolési ka-
pacitassal hatarozhatjuk meg, igy csak a numerikus ut adodik. A probléma részletesebb numerikus
targyalasat jelen feladat sordn nem végeztiik el.

Az fce racs esetén még bonyolultabb a helyzetiink, ezt ugyanis tgy kell tekinteniink mint egy
kockaracsot, melynek minden cstcsadhoz egy négy pontbol allo béazist rendeliink. Hasonléan a bcc
racshoz itt is nekiink kell definidlnunk, hogy mely éleket kotjiik dssze. A probléméahoz tartoz6 Green-
matrix 4 x 4-es lesz, melyet a korabbi bee racshoz képest még nehezebb kezelni, de a megoldas menete
hasonlo, igy erre itt nem tériink ki.

Ebben a fejezetben ramutattunk arra, hogy a bcc és fcc racshalozatok is kezelhetGek a Green-
fiiggvényes technikaval. Tovabba lattuk, hogy az elmélet egyszertisége mellett még a legegyszertibb
példék is analitikusan bonyolultakka valhatnak. A problémakat numerikusan nem vizsgaltuk, csupan
a vizsgalodasukhoz sziikséges alapokat kozoltiik. A késébbiekben analitikusan is végigszamolhato
példakat mutatunk.
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6. Abra. Az dltalam wvizsgdlt bee-rdacs az aldbbi kockdk sorozatdbdl épiil fel, ahol minden berajzolt €l eqy R
ellendlldsnak felel meg.

3.4. Ellenallas-szalagok

Ebben a részben az ellenallas-szalagok példajat vizsgaljuk. Ellenallas-szalag alatt olyan N x M-es
négyzetracsot értiink, ahol az N kozel végtelennek tekinthets, M pedig véges érték. Példaul M = 1-
re a kozépiskolabol is ismert ellenallaslétrat kapjuk, melynek eredd ellenédllasat megtudjuk hatarozni
a Green-modszer segitsége nélkiil is, igy jo lehetGséget biztosit egyenleteink ellenGrzésére.

Az ellenéllas-szalagot tgy tekintjiik, mint egy egydimenzios racsot, melynek minden pontjahoz
egy M + 1 pontbol all6 bazist rendeliink. Tetszleges n = M + 1-re vizsgaljuk a problémét. A bazis
atomok szamozasat az 7. abra szerint végeztiik. Az egydimenzids racs racsvektorat a-val jel6lom.

7. dbra. Az ellendllds-szalag bdzispontjainak szdmozdsa, illetve az a rdcs vektor ldthato.

Felirva minden bézisponthoz a Kirchoff-torvényeket

Vi(r) = Va(r)  Vi(r) = Vi(r+a)  Vi(r)—Vi(r —a)
R R + R !

Li(r) =
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(66)

Ezutan atirhatjuk a képleteinket a Fourier-térbe. Igy egy linearis egyetlenrendszert kapunk,
melynek egyiitthatoit a mar megismert M (k) matrixba rendezhetjiik. A matrix felirdsakor bevezetjiik
az alabbi kifejezést:

w = —4 + exp(tka) + exp(—ika) = —4 + 2 cos(ka). (67)
Igy az egyenletrendszer az alabbi alakban irhaté:
[ w+1 1 0 0 0 |17 vk 1 [ Lk T
1wl 0 0 Va(k) (k)
0 0 w1 Vo-1(k) L1 (k)
00 L ow+l | L Vall) | | Lulk) |
Ebbdl a tovabbi vizsgalodasainkat képezé M (k) méatrix mar leolvashato:
[ w+1 1.0 ... 0 0 ]
1 w1 0 O
0 1 w
M) = | . . : (69)
0 0 w 1
0 0 I w+1 ]

A kovetkezd probléma az M(k) matrix inverzének meghatarozésa, mert ennek ellentettjével tudjuk
majd kifejezni a Green-fiiggvényt. A matrix egy tridiagonalis matrix, melynek inverzét kell meghataroz-
nunk. Tovabba szimmetrikus matrixrol van szo, igy az inverze is szimmetrikus lesz, tehat foglalkozhatunk
csak a jobb fels6 haromszogmatrixszal. Igy a képletek j > i-re érvényesek, ha azokkal az alabbi médon
indexeljiik a matrixokat: (M™1);; .

Az inverz meghatarozasahoz hasznaljuk az invertalds altalanos képletét. Vagyis minden matrix-
elemhez kiszamoljuk az elGjeles aldeterminanst, majd leosztjuk a teljes métrix determinansaval. ElsG
lépésként hatarozzuk meg az M maétrix determinansat! Probéljuk meg ezt visszavezetni az alabbi
képletben szereplé méatrix ismert determinansara:

w 1 0 0 0
1 w 1 0 0
0 1 w w

o
(@]
— &
€ =

L <4 nxn
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ahol U,, Csebisev méasodik tipusi polinomja.
Ha az M matrixot elsG sora majd az utols6 sora alapjan kifejtjiik, akkor visszavezethetjiik a fenti
matrix tipusi determinansara:

det M = M, (@) = (1+©)?Un-2(5) = 201 + &)Un-3(5) + Un-a(5): (71)
A kés6bbiekben még sziikségiink lesz a Csebisev-polinomok egy masik kombinaciojara, melyet a

kovetkezdk alapjan definialunk:

Bu(w) = (1 0)Un-1(5) = Una(5). (72)

A B, (w) polinomot hasznaljuk fel az inverz kiszamitashoz, melyet egyszerii determinans-szamolassal
kaphatunk, ha tébb oszlopa és sora szerint kifejtjiik. Ezek utan kaphatjuk az alabbi dsszefiiggést,
ahol az elGjeles aldeterminans tulajdonsaga miatt benne maradt egy elGjellel vald szorzas:

Bi_1(w)By—j(w)
M, (w)
Ebb6l mar a Green-fiiggvény is felirhato, mivel az a fenti kifejezés —1-szerese. Majd visszahelyettesitve

a korabbi polinomokat tisztdn a Csebisev mésodik tipusi polinomok fiiggvényében fejezhetjiik ki a
Green-matrix elemeit:

(M), = (—1)"* (73)

B 1(w) By j(w)

G(w)ij = Mn(w)

(_1>i+j+1

Y

azaz

(L4 @)Uia($) = Uio($)] |1+ 0)Un-g1(5) = Un-ja($)
L+ wPUn—2(3) = 20+ @)Uns(3) + Una(3)

A Green-fiiggvény meghatarozasa utdn mar az eredé ellendllast is felirhajuk két tetszéleges pont
kozott. Ennek alapjait a 3.2 részben mutattuk meg, az ott leirtak alapjan az eredd ellenéllas egydi-
menzié esetén:

G(W)ij _ (_1)i+j+1. (74)

Ryy(l) = R% de [Gis() + Gy () — 2G5 (x) cos L] (75)
A jelolések hasonloan az eddigiekhez: ro = [a, ahol [ € Z, és ka = «x.

Mint ennek a fejezetnek a bevezetgjében lattuk, hogy az ellenallas-szalag specialis esete az ellenal-
laslétra (n = 2), melynek eredd ellenallasat specialis esetre (i = 1,7 = 2,1 = 0) kozépiskolai mod-
szerekkel is meg lehet hatarozni. A félvégtelen-ellenallaslétra eredd ellenallasdt meghatarozhatjuk,
ha képzeletben még egy elemet hozza tesziink. Az igy kialakitott rendszer eredd ellenallasanak meg
kell egyeznie az eredetivel. Ebbél adodik, hogy az ilyen halézat ellenallasa (1 4+ v/3)R. Az altalunk
kivalasztott specidlis esetben két ilyen félvégtelen-ellendllaslétra, és egy R ellendllas van parhuzamos
kapcsolva. Igy az eredd ellenéllasra ;i*/g}% adodik. Ezt az eredményt klasszikus modszererrel kaptuk.
Nézziik meg, hogy a Green-moédszer is tudja-e ezt az eredményt szolgaltatni!

A szalag elég keskeny, ezért most nem érdemes a (74) egyenletet hasznalni, hanem térjiink vissza
a Green-matrix el6allitasahoz. Egy 2 x2-es (69)-ban adott M matrixot konnyen invertdlhatunk. A

kapott Green-matrix:
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1 [ —1—-w 1 (76)

RN 1 —-1-w
Az erd§ ellenallast specidlisan erre az estre az alabbiak szerint kaphatjuk meg, majd behelyettesitve
w értékét

ng(O) = R% ' dz {GH(x) + G22(«7;) - 2G12(l’)] )

1 [ 1
2] 44 -
F12(0) = R27T v (=4 +2cos(z))? +2(—4+2 cos(x))( cos )
I 1 1+ \/'
~ R /_ vy = g R (R 0.55TI5R). (77)

Az integralas a Mathematica nevi programmal egzaktul elvégezhets, az eredmény pontosan mege-
gyezik a fenti kozépiskolds modszerrel kapott értékkel.

A szalagok jellegzetes eredd ellenallasainak vizsgalatahoz vegyiink egy 35 egység vastagsagu haloza-
tot (n = 35). Vegyiink két szomszédos azonos tipustt pontot, melyek kozott mérjiik az ellenallast.
Numerikusan meghatarozzuk az ellenéllast a kiilonboz6 tipusa pontok (i) fiiggvényében (vagy is an-
nak fiiggvényében, hogy milyen messze van a szalag szélétsl). Az ereddt az alabbi integral segitségével
hatarozzuk meg:

Ra(1) = R% /_ " i 2G5 (2)(1 — cos ). (78)

A numerikus eredmények a 8. 4bran lathatoak:

Ezen példa segitségével megmutattam, hogy minél inkabb az ellenallas-szalag kézepén valasztunk
pontokat, annal inkabb a négyzetracsnal megismert ereds ellenallas értékeket kapjuk. A jelentGsebb
eltéréseket csak a szalag szélén kaphatjuk.

3.5. Neégyzetes félsik

Ebben a részben meghatarozzuk a félvégtelen négyzetes ellenallas-halozat Green-fiiggvényét és eredd
ellenallasat. Erre a késGbbiekben csak mint félsik fogunk hivatkozni. A félsikra ebben az esetben
ugy tekintiink, mint egy olyan ellenallds-szalagra, melynek a szélessége végtelenhez tart. Vagyis
egy olyan egydimenzios ,négyzetracsra”’, melyhez minden pontban egy végtelen pontbol allo bazist
rendeliink hozza. A fizikus intuici6 alapjan a félvégtelen halozat adatait megkaphatjuk, ha n — oo
hataratmenettel éliink az ellenallas-szalag esetén.
A Green-fiiggvényt megkaphatjuk, ha az ellenallas-szalag Green-fiiggvényében n — oo hataratmenetet

képezziik:

(L+0)Uia(8) = Uis($)] [+ @)Uy 1) = Unya(9)]
no (1+w)2Un 2() 2<1+w>U 3(5) + Un-a(3)

(_1)i+j+1‘ (79)

Viszont felmeriil az a probléma, hogy hogyan lehet a Csebisev-polinomok hanyadosdnak limeszét
képezni. Igy elGszor ezt a részkérdest kell megoldanunk.
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8. dbra. Két szomszédos azonos tipusi pont eredd ellendlldsa, annak figguényében, hogy milyen messze
helyezkednek el a 35 eqység széllességil szalag szélétsl.  Jol ldthatd, hogy a két oldal szimmetrikus, tovdbbd
minél messzebb helyezkednek el a pontok a szalag szélétdl, anndl jobban kozelitik a négyzetrdcs két szomszédos
pontja kizotti eredd ellendllds értéket, azaz a 0,5R értéket.

Elgszor irjuk fel két egymés kovets Csebisev-polinom hanyadosidnak limeszét, majd hasznaljuk fel
a polinomok rekurziés Osszefiiggéseit. Igy egy algebrai egyenletet kaphatunk a hanyados limeszére,
melyet Hi-gyel jeloliink:

o U q(w/2 . wU,—-U, 1
Hif2) = tim IR iy ST ) -

RS
|
—~
0]
o
~—

Definialjuk tovabba a Hj polinomokat az alabbi Osszefiiggés alapjan:
. Un—k(w/2)
H 2) = lim —————=.

A (80) egyenlethez hasonloan, itt is felirhatjuk tetszéleges Hy polinomot, melybe ha behelyettesitjiik
a Csebisev-polinomok rekurzios Osszefiiggéseit, akkor szintén egy rekurzios osszefliggést kapunk:

Up—a(w/2)

(81)

u)ljnJrl - Un

Hk(u)/Q) = (,L)Hk,1 - kaz. (82)

Az ilyen tipusi rekurziok esetén a polinomokat ki lehet fejezni a Csebisev-polinomok, valamint a
sorozat els6 tagjanak segitségével. Innen kaphatjuk az alabbi Osszefiiggést Hj-ra, ahol minden tagot
analitikusan ismeriink:
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w w w w
5) - Hl(§)kal(§> - ka2(§)- (83)
A félsik Green-fiiggvényét (79) egyenlet fentebb definaltuk, igy mar elvégezhetjiik benne a hatarérték-
szamitast, és az alabbi kifejezést kaphatjuk meg, melyben minden szerepl§ polinom By, Hy kordbban
definidlasra keriilt. Tovabba az w helyére is be kell irni a (67)-ben adott ka-tol fiiggs kifejezést:

Hy(

. B._ (w) L
felsik i—1 i+j5+1
[(A+w)/Hj—1(5)-1/H;(5)]  [(1+w)/Hj—2(5)-1/H;—1(%5)]  [(1+w)/H;j—3(5)—1/H;—2(%)]

Hasonléan, mint az ellenallas-szalagnal itt is numerikusan abrazoltuk a 9. &bran a szomszédos,
de azonos tipusi pontok kozott mérhetd eredd ellenéllast. Az dbrazolashoz itt is a (78) egyenletet
hasznaltuk fel, a grafikonon i fliggvényében (milyen messze helyezkedik el a félvegtelent hatarold
egyenestdl) abrazoltuk a mérhetd ellenallast.

1 n=12
0,64 -

0,62 -
0,60

0,58

neighbor

R
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[e)]
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0,50 e

9. abra. Két szomszédos azonos tipusi pont eredd ellendlldsa, annak figguényében, hogy milyen messze
helyezkednek el o négyzetes félsik hatdrolé egyenesétél. Jol ldthatd, hogy minél messzebb helyezkednek el a
pontok a félsik szélétdl, anndl jobban kézelitik a négyzetrdcs két szomszédos pontja kozotti eredd ellendllds
értéket: a 0,5R-et.

A 10. abran az azonos tipust pontok kozotti eredd ellendllds értéket vettiik fel, de most nem
szomszédos pontok esetében, hanem a tavolsaguk fliggvényében. Tehat az R;;(l) fliggvényt abra-
zoltuk, négy kiilonb6z6 tipusi pont esetén (i = 1,2,3,00). A végtelen hatareset értékei gyakorlatilag
a négyzetes ellenallas-halozat eredd ellenllasinak felelnek meg ekkor Rgguare(l,0) fiiggvény keriilt
abréazolasra, a jelolés (2.1) fejezethez hasonlo. Jol lathato, hogy ¢ névekedésével az eredd ellenallas
értéke konvergdl a négyzetracs értékeihez, de minél tavolabbi pontokat néziink annal lassabb ez a
konvergencia.
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10. dbra. Azonos tipusi pontok kozotti eredd ellendllds értéket vettem fel a tdvolsdguk fiigguényében a né-
gyzetes félsikon. Tehdt az R;;(l)figguényt dbrdzoltam, négy kilonbozd tipusid pont esetén (i =1,2,3,00).

Végezetiil a legkisebb i, értékekre analitikusan is elvégezhet§ az integral a Mathematica segit-
ségével. Ezeket az adatokat a 4. tablazatban foglaltuk Ossze. A legmeglepébb, hogy par ismerds
szam is felttinik. Példaul a hatar egyenesen a két szomszédos pont kozotti eredd ellenallas éppen meg
egyezik a négyzetracs egyik négyzet képzeletbeli atlojanak két végpontja kozott mérhets eredgjével.
A hatar két masodszomszédos pontja kozott mérhets eredd ellenalldsa pedig 1R, ami meg mutatja,
hogy egy nagyon ,csuf, hosszi” integralnak is lehet szép eredménye.

| 2 | i3
IS T
’ 1—2 ‘ +12-18 ‘ _% ‘ +150- 28 ‘
(o[ sz | & | 00w

4. tabldazat. A félvégtelen ellendllds-hdlozat ereddje a legkisebb i és | értékekre.

4. Ellenallas-hal6zatok perturbalasa

Ebben a fejezetben tetszéleges (nem csak végtelen, vagy periodikus) ellenéllas-halozatok perturbéalasa-
val foglalkozunk, azaz az ellendllas-halozat egy darab ellenallasat elhagyjuk, ahogy az a 11. abréan
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lathato. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben az eredeti halézat Green-fiiggvényének segitségével
ki lehet fejezni a perturbalt rendszer Green-fiiggvényét, valamint az ered ellenéllast tetszéleges két
pont kozott.

A szakirodalomban, mar vizsgaltik a perturbalast, de azokban nem mutattak meg, hogy tet-
sz6leges ellenallasgrafra is megoldhatd. Numerikusan csak a legegyszeriibb esetet, a négyzetracsot
vizsgaltak meg|7].

4.1. Perturbalas elmélete

Legyen adott egy graf, melynek az élei R ellenallasok. Minden csiicsdba mutasson egy r; vektor,
melyeket jobb alsé kis betiikkel indexeljiik! A (2.1) fejezethez hasonléan, az adott csticsban a fesziilt-
séget V(ry), a be vagy kifolyo aramot, pedig I(ry) jeloli. Ekkor a Kirchoff-egyenletek miatt létezik
egy linearis operator: Ly, mely kapcsolatot teremt a két mennyiség kozott:

Lo(r;,ry)V(ry) = —RI(r;). (85)
Ennek az operatornak definidlhatjuk a Green-operatorat, mely az Aramerdsségek segitségével hatarozza

meg a fesziiltség értékeket. Igy a Green fiiggvények tulajdonsagai:

LOGO = —1, (86)

RGo(rs,vg)I(ry) = V(ry). (87)

Az eredd ellenallas a r; és r; vektorok altal meghatarozott két pont kozott: R,(i,j) = Ro(rs,r;).
Ehhez a jeloléshez hasonloan Gy(i, k) =Go(r;, ry).

Ha kivancsiak vagyunk az ered$ ellendlldsra az r; és r; vektorok altal meghatarozott cstcsok
kozott, akkor be kell vezetniink az egyik pontban I, a masikban pedig ki kell vezetni I, aramot. Igy
a rendszer tetsz6leges m pontjaban a befoly6 dramot az alabbi alakban frhatjuk:

Felirhatjuk tetszéleges pontban a fesziiltséget is:

V(rn) = RGo(h,m)I(r,,) = Rlg[Go(h,i) — Go(h,]j)]. (89)

Az ered§ ellenallast pedig az Ohm-torvény alapjan mar adodik:

Lo V() = V(ry - - . -
Fali.§) = I = RiGu(i ) + G )~ Golid) — Gl ) (90)
Felhasznélhatjuk, hogy a Green-fliggvény két valtozojaban szimmetrikus. Ez tetszéleges grafra is
igaz, mert azzal van kapcsolatban, hogy az Gsszekotések paronként kolcsonosek. Igy a kifejezés az

alabbiak szerint egyszertisodik:

Ro(i,j) = R[Go(i, 1) + Go(j,j) — 2Go(i, )] (91)

Perturbaljuk az ellenéllas-halozatot. Tekintsiik az r;, és r;, szomszédos csticsokat, és vegyiik ki a
kozottiik elhelyezkeds élet. Ennek a perturbalt ellendllas-halézatnak a Green-fliggvényét szeretném
felirni az eredeti Ggsegitségével. A perturbalasra tekintsiink tgy, mintha a perturbalt racsba az
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11. abra. Egy dltaldnos ellendlldsgrdif perturbdldsa sordn az ig és a jo kizé esd ellendlldst kivessziik, melyet
szagatottan jeldlok. Az ellendlldst pedig az i és a j pontok kizitt mérem. Az dbrdval is illusztrdlni szeretném,
hogy tetszédleges véges vagy végtelen ellendldshdlozat perturbdldsdrdl van szo.

r;, és r;, pontokban gy vezetnénk be illetve ki dramokat, hogy az kiadja az Osszekotd élen folyo
aramerdsséget. Igy megkaphatjuk az eredeti racs aram és fesziiltség eloszlasat. Ezt a plusz dramot
(Aram-perturbaciot) jeloljiik 07(r,,)-mel! Ennek értéke a fent leirtak alapjan:

5I(rm)R = 6mi0 [V(rlo) - V(rjo)] + 5mj0 [V(rjo) - V(rio)]? (92)

ahol a képletben szereplé potencidlok mér perturbalas utani halézaton érvényesek. A modositott
halozat [ és V kozotti Osszefiiggései:

Lo(rs,v)V(ry) = —RI(r;) — ROI(xy). (93)

A perturbalt dramot tartalmazéd tagot atvihetjiik a méasik oldalra. Ekkor az egyenletet tekinthetjiik
gy, mintha az operatort perturbalnank:

Lo(ri,ri)V(ry) + ROI(r;) = [Lo(rs, vx) + La(rs, re)]V (k). (94)

Lq(r;,ry) felithato a korabbi (92)-os képlet segitségével, melyre az alabbi alakot kapjuk, nincs érvény-
ben az Einstein-féle autoszummas konvencio:

Li(ri, vx) = i [0iok — Gjok] + Gijo[0jor — digk] = (Diio — dijo) (Figk — Fjok)- (95)

A kapott linearis egyenletrendszer a felirt modositd taggal egyiitt az alabbi alakot 6lti:

[Lo(ri, tx) + (0iig — dijo) (Gigk — 0jor )|V (r) = —RI (1) (96)

A képletet operator jeloléssel is felirhatjuk, ha V(ry), I(r;)-t a valtozojuk szerint vektorba rendezem:

[LO + (rio - I'j0> °© (rio - rjo)]v = —RL (97)

A perturbélt rendszer Green-fiiggvénye elGjeltsl eltekintve nem més, mint a modositott linearis
operator inverze:
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G=—(Lo+Ly)" (98)

A perturbalt lineéris operator Green-operatorat a Dyson-egyenlet segitségével fejezhetjiik ki:

G = Gg + GyL,G. (99)

Ennek formélis megoldésat az alabbi sor alakjaban kereshetjiik:

G =Gy + GoL1Gy + GoLiGoL1Gy + ... . (100)

A mi esetiink szerencsére egyszeriibb, mert az operatort egy didddal moédositottuk. Ilyenkor az inverz
kompakt alakban felirhato:

_ Go(r; or;)Gy
L sor) =Gy — ——LH—, 101
( otr orj) 0 1—|—er01'1‘ ( )
Végiil a perturbalt Green-fiiggvény a kévetkezd alaki lesz:
G =G+ G0<ri0 — rjo) o (rio — rjo)GO, (102)
1- (rio - rjo)GO(rio - rjo)
illetve koordinata reprezentaciéban:
G(i,j) _ Go(i,j) + [G()(lu 10) - GO(lv.]O)][GO(lOuJ) B GO(J07J)] (103)

1 = [Go(i, 1) + Go(j,J) — 2Go(i,])]
Ezennel meghataroztuk a perturbélt halozat Green-fliggvényét az eredeti graf Green-fiiggvényének
segitségével tetszGleges ellenéllasgrafra
Az eredd ellenallast is felirhatjuk az eredeti ellenéllas-halozat eredd ellenallasainak fiiggvényben.
Az eredg ellenéllast a (91) képlet alapjan szamolom:
R(i,j)

[Go(i,1p) — Go(i,jo) — Goll,1p) + Goli Jo)]?
1 = [Go(i, 1) + Go(j,J) — 2Go(i,])]

A képletben felismerhetjiik az eredeti halozat eredd ellenallas értékeit, azokat is beirva, meg kapjuk

a vart Osszefiiggést, mely segitségével a perturbélt racs ellenallésai ismerté valtak:

[Ro(i, i) — Ro(i,do) — Rolj,ip) + Ro(i, do))*
A(R — Ro(i,])) '
Ez az Osszefiiggés tekinthetd jelen fejezet f6 eredményének.i=1
A probléma specialis esetét érdemes tovabbi vizsgalatok ald vetni. Meérjiikk az eredd ellenallas
értékét a perturbalt él két végpontja kozott, ekkor i = ig, j = jo adddik. Az egyenletben két azonos
pont kozotti ellenallas értelemszertien nulla. Igy a specialis esetben az eredé ellenallas értéke:

-R()(iaj)2

= Go(i,i) + Go(j,j) — 2Go(i,j) + (104)

(105)
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Ennek atrendezés utan egy jol ismert egyenletet, a parhuzamos kapcsolas Osszefiiggését kaphatjuk:

1. (107)

Itt felismerhetjiik, hogy a szabalyos racs ebben a specialis esetben tekinthets gy, mintha a perturbalt
élet parhuzamosan kapcsoltuk volna egy R ellenallassal. Az ehhez tartozé parhuzamos kapcsolasok
eredgjérsl szolo képletet kaptuk meg. Ezek alapjan specidlis esetekben ki lehet szamolni a per-
turbalt szabdlyos racsok eredé ellendllasat a perturbalt él két végpontja kézott. Néhény esetre az
eredményeket az 5. tablazatban foglaltuk Gssze.

’ Négyzetracs

R
’ Héaromszogracs %

| 2]
|2 |
’ Hatszogracs } 2R }

’ Kockaracs %

5. tablazat. Ha a legegyszeribb szabdlyos racsokat perturbdljuk, akkor konnyen meghatdrozhatjuk a perturbdlt
él két végpontja kozotli eredd ellendllds értékét, ezeket az értékeket foglalja dssze a tdbldzat.

4.2. Hatszogracs perturbaci6ja

Az el6z6 részben leirtak alapjan, tetszéleges olyan halozat eredd ellenallasat vizsgalni tudjuk, melyet
gy kapunk, hogy ismert halozatbol egy ellenéllast elhagyunk. Igy perturbalhatjuk a négyzetracsot,
a hatszogracsot, az ellendllas-szalagot, stb., de ezeket akar tobbszdr is perturbalhatjuk. Ugyanis az
el6z6 levezetés alapjan tetszéleges egymas utani perturbélast is végrehajthatunk. A szakirodalomban
eddig csak a négyzetracs perturbalasara keriilt sor [7]. Ebben a fejezetben a hatszogracs perturbaciojat
mutatjuk be analitikusan és numerikusan is. De mint emlitettiik, a dolgozatban el6fordulé halézatok
koziil, akarmelyiket perturbalhatjuk.

Ha a perturbalt hatszogracs Green-fiiggvényét szeretnénk felirni, akkor az el6z6 részben levezetett
(91) altalanos egyenletet kell hasznalnunk. Az egyetlen probléméat csak az jelenti, hogy a hatszogracs
elemzése soran felhasznalt jeldlésmodra kell atirni a képletiinket. A hatszogracsnal két kiilénbozé
tipust pontot kiilonboztettiink meg: (A,B). Ha egy ellenallast kivesziink, akkor az a hatszogracs
topologéaja alapjan bizonyosan egy A és egy B tipust pontot kot Gssze. Az eredd ellenallast vizsgalva
két lehetGségiink van, vagy két azonos, vagy két kiilonb6z6 tipust pont koézott keressiik az eredd
ellenallast. Legyen a perturbalt él két végpontjdhoz tartozé vektor ri,ry. Az eredé ellenallast pedig
az origd és az rovektor altal meghatarozott pontok kozott vizsgaljuk, ahogy az a 12. abran lathato.
Igy az ereds ellenallas értéke:

[Raa(0,r1) — Rap(0,r2) — Raa(ro,r1) + Rap(ro, r2)]?
4<R—RAA(0,I'0)) ’

R4a(0,19) = Raa(0,19) + (108)

[Raa(0,r1) — Rap(0,12) — Rap(ro,r1) + Rpp(re, r2)]?

R O,r =R O,I' +
45(0, 1) 48(0, o) 4(R — Rap(0,10))

(109)
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Az Rpp és az Rpy egyszer( transzforméacioval visszavezethets az el6bbi egyenletekre.

Specialis esetben numerikusan kiszamoltuk az ellenalldst. Tekintsiik a 12. abran lathaté pertur-
balt hatszogracsot, melynek (2/3, 1/3) és (1,0) kozotti élét kivettem. Az eredd ellenéllast, pedig az
orig6 és az (n,0) pontok kozott hataroztuk meg. A geometria alapjan lathato, hogy mindig két azonos
tipust pont kozott vizsgalodunk. Az adatokat a 13. dbran abrazoltuk, ahol a perturbalt ellenallasok
mellett referenciaként a perturbalas nélkiili teljes hatszogracshoz tartozo eredményeket is felvettiik
viszonyitas céljabol. Igy az Rhezagonal(1,0), és a Rpezagonatperturs(n, 0) fiiggvényeket abrazoltuk.

A numerikus vizsgélat sordn lathatjuk, hogy a perturbalas nem meglepd moédon noveli az eredd
ellenallas értékét. Valamint megallapithatjuk azt a sejtést, hogy aszimptotikusan a két abrazolt gorbe
kiilonbsége egy allandohoz konvergél.

Mas elrendezésben is perturbalhatjuk a hatszdgracsot, amelyet a fentiekhez hasonléan konnyen

12. abra. A perturbdlt hatszégrdcs koordindtdzdsa. A vékony egyenes mentén vettem fel az eredd ellendllds
értékeket.

5. Konklazio, kitekintés

A fenti dolgozatban attekintettiik az ellenallds-halozatok Green-fliiggvény segitségével torténd vizs-
galatanak alapjait, majd megmutattuk ennek a moédszernek bizonyos altalanositasi lehetdségeit. A
dolgozat els§ részében a mar kordbban is vizsgalt szabalyos racsok jellemzdGit tekintettiik at, a 3.
fejezetben tetszéleges bazissal rendelkezd szabalyos racsok esetét dolgoztuk ki. Végiil az utolso fe-
jezetben a perturbalt ellenéllas-halozat Green-fiiggvényét hataroztuk meg. A fent leirt halézatokat
az elméleti Osszegzés utan specialis esetekben numerikusan is megvizsgaltuk.

A probléma megoldasa soran megprobaltuk hangsilyozni, hogy a Green-fiiggvény alkalmazasi
teriilete milyen tag, nagyfoku szabadsagot és altaldnositési lehet&séget ad a kutatok kezébe. Bar ez a
kutatas nem tartozik a fizika kutatas jelenlegi élvonaldba, olyan moédszereket alkalmaztunk amelyeket
mindenkinek érdemes elsajatitania.
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13. &bra. A perturbdlt hatszogrdcs és a teljes hatszogrics eredd ellendlldsai az origd és az (n,0) koordindtdji
pontok kozott. A perturbdlds sordn a (2/3, 1/8) és (1,0) kozotti élt vettem ki.

Munkank soran megprobaltuk felvazolni, hogy mely ellenéallas-halozatok eredé ellenallasat tudjuk
egzaktul meghatarozni, de arrél kevesebbet irtam mely halozatok vizsgdlata nem megoldott még.
Ilyenek példaul a végtelen ellenallas-héalozatok, melyek nem periodikusak egyetlen iranyba sem (példaul
a négyzetes negyedsik). Az ilyen tipusu halozatok az altalunk vizsgalt példak mintajara nem megold-
hatoak, mert egyetlen irdnyba sem teljesen periodikusak. Ezek vizsgalatahoz egy 1j 6tlet sziikséges.

Ez a dolgozat leginkabb elméleti kutatasnak mindsiil, kdzvetlen felhasznalasi teriiletet nehéz lenne
talalni. De mas kutatasi teriileteken felhasznalhaté eredményekre jutottunk. A Poisson-egyenlet
a fizika mas teriiletein (kvantummechanika, szilardtestfizika) is felbukkan, ennek megoldasat jelen
dolgozatban bizonyos racsokra megoldottuk, igy ezek az eredmények konnyen beilleszthet6ek az ott
foly6 kutatasi munkakba.

Itt emlitenénk meg, hogy a statisztikusfizikdbol ismert Potts-modell hatarértékben éppen az
ellenallas-halozatokat adja vissza. Errdl részletesebben F. Y. Wu cikkében olvashatunk|9]. A szilardtest-
fizikai kutatasokban is felhasznaljak az ellenallas-hélozatokra vonatkozod Osszefiiggéseket, példaul a
dielektromos Gsszeomlas modellezésekkor [10].

Masrészt a munkankat a fizika tanitasban is fontosnak érezziik, mivel egy olyan probléma megoldasarol
van sz6, melynek alapjaival a didkok el6szor kozépiskolaban ismerkedhetnek meg. Ugyanis ott
talalkozhatnak elGszor a végtelen ellenaldshalozatok legegyszeriibb példaival, mint példaul az ellenal-
laslétra, vagy a végtelen négyzetracs kétszomszédos pontja kozott mérhets ered6 ellenallas problémaja.
A didkok szamara egy tovabb gondolasi lehetséget ad, hogy a probléméat magasabb egyetemi szinten
ismét, mélyebben tanulmanyozhassak.

Mobius-szalagra vagy Klein-kancsora helyezett ellenallasok esetét.

Témavezetémmel kozosen az itt kapott eredményeket egy kiilfoldi szaklapban szeretnénk pub-

likéalni.
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Koszonetnyilvanitas

Els6k kozott szeretnék koszénetet mondani jelenlegi témavezetémnek Cserti Jozsefnek, aki a témat
felvetette nekem, és ramutatott, milyen lehet&ségek nyilnak még ebben a témakorben. Tichy Gézanak
és Pozsgay Balazsnak, akik atolvastak dolgozatomat, és a kari TDK utan segit6 dtleteket nyujtottak
nekem. Tovabba David Gyuldnak, kinek az orain elhangzott gondolatai nagy mértékben segitették
a felvetett problémak megoldésat. Valamint Hagyméasi Imre 4.éves fizikus hallgatonak a Latex és a
stilusok terén adott segitségéért.
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