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Kivonat

Célunk felhébeli esécseppek mozgasanak és az ezzel kapcsolatos alapjelenségeknek a
tanulmanyozasa, numerikus szimulacié segitségével. Az es6cseppek mozgasegyenletében
a nehézségi és a kozegellenalldsi er6 jelenik meg. A kozegellenallasi er6t az esécseppnek
a leveg6hoz viszonyitott sebessége hatarozza meg, igy az esGcsepp mozgasaban koézponti
szerepet tolt be a leveg6 aramldsa. A megfigyelések szerint a vizcseppek inhomogén elosz-
last kovetnek a felhOben, ami gyakran szélas, sot, fraktalszerti. A hagyoméanyos modellek
tobbsége ezt a szerkezetet a cseppek kaotikus mozgésdhoz koti, amit idoben periodikus
levegéaramlasban mutat ki. Egy valédi felhében azonban a levegbaramlas idoben nem pe-
riodikus. Ilyen esetben a hagyomanyos kaoszelmélet fogalmai nem alkalmazhatéak. Ebben
a dolgozatban az aperiodikus levegdaramlidsban megfigyelhetd viselkedést egy viszonylag
1j fogalom, a snapshot attraktor segitségével kezeljiikk. Ez lényegében a hagyomanyos
kaotikus attraktor altalanositdsa tetszéleges id6fiiggésii mozgasegyenletekre, és tnmaga
is id6fiiggs. A vizsgélataink soréan egy olyan modellt tekintettiink, amelyben a leveg6-
aramlas térben periodikus, mig az idobeli viselkedését a klasszikus Lorenz-attraktorbdl
kinyert aperiodikus jel hatarozza meg. Ha a térbeli periodikussagot periodikus hatérfel-
tétellel vettiik figyelembe, akkor a kévetkezét taldltuk: a kezdetben egyenletes eloszlasu
részecskesokasag egy adott konvergenciaidé eltelte utdan rahtzédik a fentebb emlitett att-
raktorra, és jellegzetes szalas fraktalszerkezetet mutat, ami viszont idében valtozik. A
periodikus hatarfeltételt elhagyva a sokasig tomegkozéppontja fiiggdleges iranyban ko-
zelitOleg egyenletesen siillyed, azonban a siillyedés sebessége jelentésen eltér a nyugvod
kozegbeli siillyedés sebességétdl. A sokasag szétterjedését a részecskék fliggbleges koordi-
natainak a statisztikai szorasan keresztiil vizsgaltuk, és arra a kovetkeztetésre jutottunk,
hogy a sokasag fliggbleges iranyu kiterjedése idében diffuzids jelleggel n6. A difftizids no-
vekedés azonban erés fluktudcidkat mutat. Hasonlé novekedés tapasztalhato a vizszintes
koordindta tekintetében is, azonban a hosszi tava diffizids egyiitthato értéke vizszintes
irdnyban sokkal kisebb mint fiiggdleges irdnyba. A dolgozatban az aperiodikus gerjesztés
kiilonbo6z6 realizéciéit is Osszehasonlitjuk, és kimutatjuk, hogy ezek hasonlé jellegli, de
részleteiben nagyon eltérd viselkedésre vezetnek.

1. Bevezetés

1.1. A szimulacié célja

A felhében lejétszdé folyamatok [I] mikéntje még napjainkban sem teljesen tisztazott. Pedig
a felhobeli viszonyok felderitése kiilonosen érdekes lehet, hiszen nemcsak meteorologiai mo-
dellek allithatéak fel az tjabb eredmények alapjan, hanem a Fold klimavaltozasanak mélyebb
megértésének kapcsan is felhasznalhatéak [2]. A jelenleg rendelkezésre allo eszkozok, melyek
a felhobeli folyamatok behatobb megismerését szolgaljak: modellek felallitasa és a modelleken
alapulé numerikus szimulaciok elvégzése, kisérletek készitése, felhoben uralkoddé viszonyokrél
adatok gytijtése és ezek feldolgozasa. Ezen modszerek koziil mi a modellezést valasztottuk,
felhobeli esocseppek palydjanak behatobb tanulmanyozaséra.

Sok meteorologiai szamolas alapul azon a feltevésen, hogy a felhobeli részecskék, esocsep-
pek, a nyugvo vagy allandé sebességgel daramld kozeghen érvényes siillyedési sebességgel esnek



a Fold felszine felé. Kordbbi vizsgalatok sordn [3] mér belattak, hogy ez a feltevés idében pe-
riodikus aramlastérben nem igaz, a részecskék atlagos esési sebessége eltér a nyugvo kozegben
megfigyelhetotol, és a pontos értéket csak a teljes dinamika kovetésével lehet meghatarozni.
Most még egy lépést kivanunk tenni a realisztikus felhémodell felé, azzal, hogy megvizsgaljuk,
miképpen mozognak az esOcseppek idoben aperiodikus sebességtérben.

Tekintve, hogy egyetlen esécsepp mozgésa rendezetlen, és sem numerikusan, sem a valdsag-
ban nem kovetheté pontosan, tovabba tipikusan sok esGcsepp van jelen a felhében: az egyetlen
lehetoséglink, hogy sok esOcsepp egyiittesét, és ezen egyiittes mozgasanak a statisztikajat vizs-
galjuk. FEz azt jelenti, hogy a kdoszelmélet [4, [5] eszkozeit fogjuk arra hasznédlni, hogy az
esOcseppek mozgasat jellemezziik. Az es6cseppek mozgasegyenlete dnmagaban egyszert, de a
kozegellendllasi erén keresztiil fligg a kozeg sebességterétol. Ez utdbbi gerjesztésként jelenik
meg. A mozgas csak akkor lesz bonyolult, kaotikus, ha maga a sebességtér is valtozatos. Az
ilyen tipusu problémakat kaotikus sodrodésnak [5] nevezziik. A kaotikus sodrédas azon kevés
kaotikus jelenségkor egyike, ami valoban megfigyelheto tiszta formaban a természetben. Ha
a felhSket tekintjiik, benniik a magas paratartalmi levegé a mérések [6] szerint valoban ka-
oszra utalé mintazatokban rendezdédik el. Ennek megfeleléen valéban remélhetjiik, hogy az
eredményeinkkel le tudunk irni legalabb bizonyos felhébeli alapjelenségeket.

El6szor a szimulacio alapjat szolgaltatdé modellrdl lesz sz6. Ezt kéveti egy rovid osszefoglald
a disszipativ dinamikai rendszerekben megjeleno kaoszrol és a snapshot attraktorrél. Ezutan
bemutatjuk a szimuldciés eredményeket: periodikus hatarfeltétel mellett végzett szimulacio
esetén, itt roviden illusztraljuk, hogy kiilonb6zo kezdeti feltételekkel inditott részecskék ugyan-
ahhoz az attraktorhoz konvergédlnak, és ezen feltétel elhagyasaval, utana kovetkeznek a részecs-
kék statisztikai. Megvizsgaljuk az attraktor fraktdldimenzidéjanak az idofejlédését is. Végiil
ellendrizziik, hogy mi torténik a sebességtér masik realizacidja mellett. A dolgozatot egy rovid
osszefoglaloval és kitekintéssel zarjuk.

1.2. A modell

Feltételezziik, hogy az esOcseppek kisméretii, egyméassal nem kolcsonhatd, gomb alakt részecs-
kék. Az es6cseppek mozgasat két eré hatarozza meg: a kozegellendllasi és a nehézségi. A
kozegellendllasi erot az egyszerliség kedvéért a Stokes-torvénnyel irjuk le. Mivel feltételeztiik,
hogy a cseppek gomb alakuak, a cseppek mozgasegyenlete (a felhajtéerét elhanyagoltuk, ennek
okaroél késébb nyilatkozunk):

mi = —6mna(t — u(r,t)) + mg, (1)

ahol m egy es6csepp tomege, 1 a viszkozitas, a az esOcseppek sugara, g a nehézségi gyorsulds
vektor és u(r,t) a kozeg dramlasi sebessége a csepp r helyén kiértékelve. Egy esGcsepp témege
a kovetkez6képpen frhaté fel: m = p,(4ma®)/3, ahol p, a csepp slirlisége. Az egyenlet mindkét
oldalat elosztva m-mel, és a v kinematikai viszkozitas segitségével felirva n-t (v = n/py, ps a
kozeg siirlisége) a kovetkezd Osszefliggésre juthatunk:

=G _urt) +g (2)



Mint korabban emlitettiik a felhajtoeré elhanyagolhatd. Ugyanis, ha megvizsgaljuk a csepp-
re hato erok fiiggdleges komponensét:

Fy - Fk('jzegellenéllési,y - prg‘/r + pfg‘/rv (3)

és kiemeljiik p,-t,azt kapjuk, hogy

Fy = Fisregellenaliasi,y — Pr (1 — ?) qV,. (4)

A striségaranyokat tartalmazo Z—f tag elhanyagolhaté az 1-es mellet, mivel

pi _ Plevegd . 12922% 1

pr P 1000X T 10007

(5)

igy a -ban elvégezve az elhanyagolast, megkapjuk a egyenlet y komponensét.

Ezutan bevezethetéek v’ = r/L, ' = u/U és t' = (U/L)t dimenziétlan valtozok, ahol L
a rendszer karakterisztikus hossza, U a rendszer karakterisztikus sebessége és n fliggblegesen
felfelé mutato egységvektor. A nehézségi gyorsulas felirhatd a kovetkezo alakban: g = —g - n.
Osszuk el az egyenletet U?/L-lel:

9 vL py Lg
v = —§Wg(r’ —u') — 72 (6)
Az A tehetetlenségi paraméter,
9vL p
. (7)
2a2U p,
segitségével kaphato az egyenlet végso alakja:
r' = —A(r' —u + Whn), (8)
ahol
Lg

A W paraméter jelentése: nyugvo kozeg esetén a részecskék egyenletes W sebességgel esné-
nek lefelé hosszi id6 utan, amikor a kozegellenallas mér egyensulyt tart a nehézségi erével. W
neve ezért siillyedési vagy esési hatarsebesség. Ezutan mar a mozgasegyenlet dimenzidtlanitott
alakjaval dolgozhatunk tovabb, elhagyva a vesszos jelolést.



A kovetkezd tablazatban lathatéak a —ben szereplé paraméterek értékei:

Paraméter | Ertéke | Paraméter Ertéke
pf/pr 1/1000 g 10 m/s?
L 100 m v 107° m?/s
U 1 m/s A 5
a 1 mm w 0.8

1. tablazat. A részecskék mozgasat leiré modell paraméterei

Bar a valédi felhében U = 1 m/s-ndl nagyobb sebességek fordulnak el6, mi mégis ezt a
sebességparaméter értéket valasztottuk, mivel ez az érték jellemzi a sebességtérben létrejovo
fluktuaciokat, ami vizsgalatunk targya. Tovabba, a W értékére se a tablazatban szerepld érték
adodna, ha a megfelel6 szamokat frnank az értékét meghatarozo egyenletbe, hanem ~ 200 m/s
(ez az érték kaphaté ha @ egyenletet megszorozzuk U-val és elosztjuk A-val). Ez az érték
azonban irredlisan nagy, rdadasul ilyen magas esési sebességértéknél a kozegellenallast sem a
Stokes-torvény irja le. Ezért valasztottuk a valosaghoz kozelebb allo 0.8 értéket, tovabba azért,
hogy az irodalommal [7] 6sszhangban legyiink. Az A tehetetlenségi paraméterre a becsléseinkkel
4.5 adodik. Ez azonban csak hozzavetdleges becslés, az irodalommal valé 6sszhang kedvéért az
ehhez kozel all6 A = 5 értéket valasztottuk.

Két dimenzios vizsgalat esetén két valtozéval jellemezhetd a es6eseppek (a tovdbbiakban:
részecskék) helyzete: egy vizszintes () és egy fuggbleges (y) koordinataval.

1.3. A Reynolds-szam vizsgalata

Kiszamitottuk a vizcseppekre jellemzé Reynolds-szamot is: Re = (aU)/v = 100. Ez az ér-
ték még nem jelent teljesen kifejlett turbulens aramlast, viszont nem is lamindris, tehat nem
hasznalhaté a Stokes-torvény a kozegellenallasi erd kiszamitasara. Mivel azonban az irodalom-
ban nagyrészt a Stokes-torvényt haszndljak, ezért az 6sszhang kedvéért, mi is igy tettiink, és
alapjelenségeket a Stokes kozelitésben is tudunk vizsgalni.

Ebben a Reynolds-szam tartomanyban, akar turbulens, akir laminaris az aramlas, kialakul
egy arnyékzona, melyet az alabbi dbrak demonstralnak:

(b) Re = 2000

1. dbra. Henger koriil kialakult aramlési kép, két kiilonbozé Reynolds-szam esetén.
Forras: http://arpad.elte.hu/~bene/hidro/eloadas/11_eloadas/11_eloadas.html


http://arpad.elte.hu/~bene/hidro/eloadas/11_eloadas/11_eloadas.html

Am fontos hangstlyozni, hogy a mi esetiinkben a jelenség nem jatszott szerepet, mivel
Stokes-féle kozegellenallast hasznalunk.

1.4. A gerjeszto sebességtér

A egyenletben az u(r,t) tag még nincs definidlva. A szimuldcié elvégzéséhez egy olyan
sebességteret kerestiink, mely rendelkezik a felhoben uralkodd sebességtér kever6 és nyird tu-
lajdonsdgaival. A vélasztasunk egy korabban mér vizsgalt [7], 8] sebességtéren alapul. Ez az
eredeti sebességtér alabb lathaté dimenzidtlan alakban:

Uz (r,t) = 0.5{1 + tanh|ysin(27t)] } sin(27y), (10)
uy(r,t) = 0.5{1 — tanh[ysin(27t)]} sin(27z). (11)

A tanh tag a sebességtér amplitiddjat valtoztatja, Ggy, hogy amikor tanh[ysin(27t)] = 1,
akkor u, = sin(27wy) és u, = 0, és forditva, tanh[ysin(27t)] = —1 esetben u, = sin(27z) és
u;, = 0. Mivel v = 20/7 nagy, a tanh tag lényegében a két emlitett érték kozott valtako-
zik, id6ben egységnyi periédussal. Osszegezve: u, és u, komponens amplitidéja 0 és 1 kozott
valtakozik idéegységnyi periddussal, és ellentétes fazisban van. A térbeli fliggést tekintve: wu,
vizszintes sebességtér-komponens értéke a fliggdleges koordinata fiiggvényében valtozik 1 cella-
nyi periédussal, és forditva, u, fliggdleges sebességtér-komponens értéke a vizszintes koordinata
fiiggvényében valtozik 1 cellanyi periédussal. Ha egy cellat tekintiink, azon beliil barmelyik se-
bességkomponens értéke szinuszos, a szinuszfiiggvény a cella kozépvonalanal valt elojelet.

Amint tehat lathaté, u(r,t) az idének periodikus fiiggvénye, és fiigg a részecske r helyzeté-
tol is. Viszont, egy valdsagos felh6ben az aramlasi sebesség idében nem periodikus. Ennek a
problémanak a kikiiszobolésére, az aperiodikus sebességtér megvaldsitasara, numerikusan integ-
raltuk az 1963-as Lorenz-modellt [9], melynek, szintén dimenziétlan, egyenletei alabb lathatéak.
A Lorenz-modell X (t) valtozojanak értékeit hasznaltuk az aperiodikus gerjesztés megvaldsita-
sahoz:

X =0y - X),
Z=XY - B2,

ahol o =10, 5 = 8/3 és p = 28.



A vizsgalataink soran a kovetkezd kezdeti értékeket hasznaltuk:

Valtozé | Kezdeti értéke
X 0.100001
Y 0
Z 0

2. tablazat. A Lorenz-modell valtozoinak kezdeti értékei. Ezt a realizaciét hivjuk a tovabbiak-
ban modellrealizacionak.

Miel6tt a Lorenz-modellbdl szamitott adatokat felhasznaltuk volna, hagytuk, hogy a Lorenz-
modellbeli X, Y és Z értékek megérkezzenek a Lorenz-attraktorra [9], azaz a kezdeti értékeket
a t = —100 idopillanatban irtuk elé és a cseppek mozgasat t = 0 pillanattdl vizsgaltuk. A
sebességtér és tagjaban a sin(27t) tényez6t a Lorenz-modellbdl vett X (4¢) értékekre
cseréltiik, ezzel biztositvan az aperiodikus sebességteret, azaz a rendszer aperiodikus gerjesz-
tését. Az argumentumban szerepld 4-es szorzofaktorra az idéskalak Gsszehangolasa miatt volt
szitkség. A kovetkezd két abra az idofiiggd tanh tag értékeit mutatja be az id6 fiiggvényében:
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(a) Az id6ben periodikus sebességtér idofiiggése. (b) Az id6ben aperiodikus sebességtér id6fuggése.

Az 1d6 nagy részében a sin(2wt) és az X (4t) fiiggvények , kivezérlik” a tanh fliggvényt, igy az
+1 vagy —1 értéket vesz fel, azaz altalaban az egyik sebességtér komponens értéke nulla. A két
érték kozotti valtasok a periodikus esetben pontosan 0.5 idéegységenként torténnek, az aperi-
odikus esetben viszont szabalytalan idékozonként (éppen ezért lesz aperiodikus a sebességtér).
A numerikus integralds részleteirdl a 2 fejezet bevezet8jében, a[3l tédblazatban olvashatunk.



1.5. Kaosz disszipativ dinamikai rendszerekben

A kaotikus dinamikai rendszerek [4, 5] igen eltéréek lehetnek, dm felfedezhetéek kozos tulaj-
donsagok benniik. A dinamikai rendszereket konzervativ és disszipativ kategéridba sorolhatjuk.
Mindkét kategoriaban létrejohet tranziens és permanens kdosz. Tranziens kaoszrol beszéliink,
amikor a kaotikus viselkedés csak rovid ideig figyelheté meg, permanens kaoszrél pedig akkor,
amikor a rendszer idobeli viselkedésére végig jellemz6 a kaotikus viselkedés. Konzervativ rend-
szerben a fazistérfogat idében allandé. Ebben az esetben a kdosz a gerjesztés (azaz a mozgas-
egyenlet explicit id6fiiggése) nélkiil is fellép. Témankban azonban a relevans eset a disszipativ,
gerjesztett rendszerekben fellépo kdosz. Disszipativ rendszerben a fazistérfogat exponencialisan
csokken.

Idében fejlesztve ezeket a rendszereket azt tapasztaljuk, hogy az allapotukat leird valto-
z0k (helykoordinéta, sebességkomponens) id6ében szinte véletlenszertien valtoznak, kiillonb6z6
idépillanatokban felvett értékeikben semmiféle rendezettség nem tapasztalhatd. A helykoor-
dindtak és a sebességkomponensek altal kifeszitett teret fazistérnek nevezziik, a rendszer egy
konkrét idofejlodését pedig fazistérbeli trajektérianak. Ha egy kaotikus rendszerben megvizs-
galjuk egy fazistérbeli trajektoria idofejlodését, akkor, a rendezetlenség ellenére, elegend6 id6t
varva a trajektéria egy , kiilonos” geometriai alakzathoz, egy fraktalhoz, fog tartani. Kiilonb6zo
kezdeti feltételekkel inditva két fazistérbeli trajektoriat és vizsgdlva azt, hogyan valtozik a két
trajektoria tavolsaga az idével, azt a kovetkeztetés vonhatjuk le, hogy a tavolsaguk az idovel
exponencialisan novekszik. Ezen felfedezés alapjan fogalmazhaté meg a kaotikus viselkedés
masik tulajdonsaga: a kaotikus rendszerek érzékenyek a kezdeti feltételekre. Ha a fazistérben
trajektoriak sokasagat inditjuk el, akkor ezek egy konvergenciaidé eltelte utan ,rahizoédnak”
a korabban emlitett fraktdlra. Ekkor azt mondhatjuk, hogy a trajektoridk sokasaga rajta van
a kaotikus attraktoron. A kaotikus attraktor tehat egy olyan vonz6 objektum, mely bevonz-
za a fazistérbeli trajektoridk sokasagat és meghatarozott fraktalszerkezet tartozik hozza. Az
attraktor tulajdonsagai a trajektériasokasag statisztikajanak segitségével vizsgalhatdak.

A fentieket illusztrdlandd, bemutatunk a Lorenz-modell [9] egy adott realizaciéja esetén
kialakul6 attraktort alabb:

2. abra. A Lorenz-modell kaotikus attraktora.
Forras: |http://mth21202f08.files.wordpress.com/2008/09/lorenz_attractor. jpg?w=
490

A kaotikus viselkedés hatterében periodikus trajektoriak stabil és instabil sokasagai allnak.
A periodikus trajektéridk a fixpontok altalanositasai, az alapjelenséget a fixpontok segitségével
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ismertetjik. A fixpont olyan pont a fazistérben, amit egy trajektoria soha nem hagy el. A
fixpontoknak létezhet taszité és vonzo iranyuk, az el6bbi jeloli ki a fixpont instabil, az utébbi
a stabil sokasagat. Tegyiik fel, hogy mindkét fajta irany létezik. Ekkor egy fazistérbeli trajek-
toria megkozelitheti a fixpontot, de ha nem éppen a vonzo iranyaban, azaz a stabil sokasagan
halad, akkor nem jut el a fixpontba, hanem a taszité iranya, azaz az instabil sokasdga mentén
elhagyja azt. Mivel a stabil sokasag nullmértékii a fazistérben, majdnem minden trajektoria
igy viselkedik, vagyis az ilyen fixpont instabil. Belathato, hogy az elobb emlitett tipikus gorbe,
amin a fixpont megkozelitése és elhagyasa torténik, egy hiperbola, ha kelléen kozel vizsgaljuk
a fixponthoz. Ezért szokas hiperbolikus fixpontrol beszélni. Természetesen léteznek masfajta
fixpontok is, de a kaotikus dinamikai rendszerekben a hiperbolikus fixpontok jatsszak a legna-
gyobb szerepet. Ugyanis a kaotikus rendszerekben tulajdonképpen az torténik, hogy a tipikus
fazistérbeli trajektéridk a hiperboldk mentén megkozelitik és elhagyjdk a hiperbolikus fixpon-
tokat, illetve az ezekhez hasonlod, szintén hiperbolikus tulajdonsagu periodikus trajektériakat.
A kaotikus mozgds fennmaraddsahoz tehat az is sziikséges, hogy a fazistérben végtelen sok
hiperbolikus tulajdonsagu periodikus trajektoria legyen. A mozgas kiszamithatatlan jellege ab-
bol adodik, hogy nem lehet elére megmondani, hogy milyen sorrendben fogjédk a trajektoriak
,meglatogatni” a kiilonbo6z6 periodikus trajektoridkat.

Osszefoglalva a kaotikus rendszerek kozos tulajdonsigai:
e hosszi tavon aperiodikus, idében nem elorejelezhetd a mozgasuk,
o ¢rzékenyek a kezdeti feltételekre,

o fazisteriikben fraktalmintazatok jelennek meg.

1.6. A snapshot attraktor

Belathaté, hogy aperiodikusan gerjesztett kaotikus rendszereknél is létezik a fazistér trajekto-
ridit magara hizo attraktor. Ezt az attraktort nevezziik snapshot attraktornak [10]. Ez egy
nem tul régi és viszonylag kevéssé elterjedt fogalom a kdoszelméletben.

A snapshot attraktor hasonld szerepet tolt be, mint a ,klasszikus” attraktor: egy olyan
objektum, mely a fazistérbeli trajektoridkat, az id6 muldsaval, magdhoz ,vonzza”. A pon-
tos definicié azonban nem alapulhat azon, hogy a trajektéridk hova konvergalnak a jovében
aszimptotikusan, hiszen maga a snapshot attraktor idében aperiodikus valtozik, és igy sem-
milyen értelemben sem konvergal sehova. A pontos definicié ehelyett az aszimptotikusan régi
multban inditott trajektoridkon alapul: a snapshot attraktor egy adott ¢ idépillanatban az az
objektum, amire ezek a trajektériak érkeznek. Ez a definicié tetszdleges t idopontra értelmes,
és 1igy megengedi maganak a snapshot attraktornak az idobeli fejlodését.

A numerikus szimulaciok soran nem sziikséges a végtelen régi miltban inditani a trajektori-
akat: létezik egy jol meghatarozott konvergenciaidd, aminek az elteltével a trajektéridkat mar
a snapshot attraktoron lévéknek tekinthetjiikk. Ez egyuttal lehetdséget ad a snapshot attrak-
tor numerikus kirajzolasara is: ha trajektoridk sokasdgat inditjuk el, akkor a konvergenciaid6
eltelte utan ennek a sokasagnak a fazistérbeli elhelyezkedése nem rajzolhat ki semmilyen més



halmazt, mint a snapshot attraktort. S6t, ha innentol koévetjiikk ennek a trajektoriasokasag-
nak az idofejlodését, akkor, minthogy ez a sokasag folyamatosan a snapshot attraktoron kell
maradjon, maganak a snapshot attraktornak az idéfejlodését latjuk.

A sajat numerikus szimulaciéink soran pontosan a fentiek szerint jarunk el: kimutatjuk,
hogy a kezdeti trajektoériasokasag egy véges id6 alatt rahizodik az attraktorra, és innentdl
kezdve azt mondjuk, hogy a trajektériasokasag segitségével magat az attraktort kovetjiik.

2. Szimulaciés eredmények bemutatasa és interpretacidgja

El6szor a periodikus hatarfeltétellel végzett szimulacié eredményei keriilnek bemutatasra. Ezen
eredmények az attraktor kvalitativ elemzésére alkalmasak. Ezutdn megmutatjuk, hogy két, kii-
16nb6z6 kezdeti feltételekkel inditott, részecskesokasag trajektéridi ugyanarra az attraktorra
htzédnak ré a konvergenciaido eltelte utan.

Majd a periodikus hatarfeltétel nélkiil végzett szimulacios eredmények kovetkeznek. Segitségiik-
kel a részecskék (a modell-es6cseppek) kozegbeli mozgasardl (esésérol, térbeli szétterjedésérol)
nyerhetoek ki adatok, statisztikak. Megvizsgaljuk a gerjesztd fiiggvény konkrét realizacidjanak
a szerepét is: az eredményeket Osszevetjiik egy mésik realizacié eredményeivel.

A részecskék kezdetben térben homogén médon, racson eloszlatva helyezkedtek el a fazistérben
egy cellan beliil, sebességiik 0 volt. Az alabbi tdblazatban lathatéak a numerikus integralas
paraméterei.

Paraméter Ertéke

Integralasi séma | Negyedrendii Runge-Kutta [I1], dlland6 1épéskozzel
Lépéskoz 3.90625 - 1073

Részecskék szama 99856

3. tablazat. A numerikus integralas paraméterei.



2.1. Periodikus hatarfeltétellel végzett szimulaciok
2.1.1. A fraktalszerkezetet kialakulasa

ElSszor a fraktalszerkezetet kialakulasat kivanjuk bemutatni az alabbi abrakon keresztiil. Ossze-
hasonlitas céljabdl hozzavessziik ehhez a periodikus gerjesztéssel [7] késziilt szimuldciok abrait
is:

3. abra. A homogén eloszlasbdl kialakulé fraktalszerkezet kezdeti idéfejlodése az (z,y) sikban.
Aperiodikus gerjesztés esetén.

1
0.9 /
08
07 |
06
= 05!
0.4
03
02
0.1
0

\ B

09 ¢

08

07

0.6

> 055
0.4 5y
-
02
0.1
0

4. dbra. A homogén eloszlasbdl kialakulé fraktalszerkezet kezdeti idéfejlddése az (z,y) sikban.
Periodikus gerjesztés esetén.

Mind aperiodikus, mind periodikus gerjesztés mellett vilagosan megfigyelhet6, hogy a kez-
detben homogén részecskeeloszlas dsszehizodik, vagyis a rendszer valoban disszipativ médon
viselkedik. Az Osszehuzdédéas egy bonyolult, szalas szerkezet felé torténik. A periodikus ger-
jesztés esetében, azaz a [ dbran a kivalasztott idépillanatok a gerjesztés periédusidejének
tObbszorosei, igy a periodikus gerjeszto fliggvény mindig ugyanabban a fazisban van. Ennek a
kovetkezménye, hogy a szélas szerkezet ezekben az idopillanatokban megegyezik. Ugyanez nem
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mondhaté el az aperiodikus gerjesztés esetérol . abra).
A kovetkezo abrasorozat a hosszu id6 elteltével kialakult szerkezetet mutatja be, amelynek a
jellege az id6 mulasaval mar nem valtozik:

04 06

X X X

(a) t = 82 (b) t = 86 (c) t =90

5. abra. A részecskék (x,y) sikbeli helyzete a snapshot attraktoron kiillonboz6 egész értéki
idopillanatokban. Aperiodikus gerjesztés esetén.

" e e _

0.8 / 0.8 / 0.8
0.7 0.7 0.7
0.6 0.6 0.6
> 05 > 05 > 05
0.4 0.4 0.4
0.3 \ 0.3 \ 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
0 A\ 0 A\ 0 A\
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X X
(a) t = 82 (b) t = 86 (c) t =90

6. dbra. A részecskék (z,y) sikbeli helyzete a kaotikus attraktorokon kiillonb6z6 egész értékii
idopillanatokban. Periodikus gerjesztés esetén.

A megfigyelt, szalas szerkezetek fraktalnak mutatkoznak, ami arra utal, hogy kaotikus att-
raktorokrol [4, 5] (vagy ehhez hasonlé objektumokrol) lehet sz6. A5l dbrasorozaton lathato,
hogy aperiodikus gerjesztés mellett valéban minden idépillanatban mas fraktalszerkezettel van
dolgunk, mig a @ abrasorozaton, tehat periodikus gerjesztés mellett [7], a fraktalszerkezet
ugyanaz marad minden abran.

A CD-n mellékelt parhatfel.mp4 videén lathaté a részecskék térbeli eloszlasa az id6 fligg-
vényében és a fraktalszerkezet idébeli valtozasa.
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2.1.2. Konvergencia az attraktorhoz kiilonb6z6 kezdeti feltételekbol

Kiilonb6zo kezdeti sokasagok ugyanahhoz a fraktdlalakzathoz konvergdlnak, ha a fraktélalakza-
tot egy adott idopillanatban vizsgaljuk, ezért jogosan beszélhetiink attraktorrol. Annak ellené-
re, hogy a bl abran bemutatott eredménybol kovetkezik: ez az objektum a mi rendszeriinkben
csak idofliggo lehet.

A most kovetkezo két részben csak az aperiodikus gerjesztés esetét vizsgaljuk. A fentieket
illusztralando, két kiilonbo6zo kezdeti eloszlassal végzett szimulacido eredményeit mutatjak az
aldbbi dbrak. Az egyik esetben csak a cella bal oldalan (x < 0.5) helyeztiink el homogén
modon részecskéket, a masikban pedig csak a jobb oldalon (z > 0.5).

7. dbra. A cella bal oldalardl inditott részecskék helyzetének idéfejlodése az (z,y) sikban.

1
09 )
08
0.7
0.6

> 05
0.4
03
02

1 R T
F v

8. abra. A cella jobb oldalardl inditott részecskék helyzetének idéfejlddése az (z,y) sikban.

A két korai dllapotrol késziilt dbra, [7a] és[Bal, j6l mutatja, hogy a két eset egymads ,inverze”. A
abran ott talalhatdak fehér, részecske nélkiili, teriiletek, ahol a [8a] &bran részecskék vannak
és forditva. Az ez utani dbrakon mar megegyezik a részecskék térbeli eloszlasa, azaz a két
esetben ugyanahhoz a halmazhoz konvergédltak. A megvizsgalt idépillanatokbdl kovetkezik,
hogy a konvergenciaid¢ koriilbeliil 8-10 idéegység. Figyelemreméltd, hogy nem ismétli 6nmagat
az attraktor, sszhangban a [l dbran latottakkal.
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2.2. Periodikus hatarfeltétel nélkiil végzett szimulaciok

A periodikus hatarfeltétel elhagyasaval a részecskesokasdg térben szétterjed és fiiggdleges irany-
ban elkezd lefelé siillyedni. Ezt az alabbi abrak és a CD-n mellékelt eses.mp4 vide6 illusztral-
jak, amelyeken a részecskék térbeli eloszlasa lathatd kiilonbo6zo idépontokban:

0.5 0

-0.5

2.5 -5 -8
-0.4 0 0.4 0.8 12 -0.7 -04 -0.1 02 05 08 L1 14 -1 05 0 05 1 L5 2

X X

(a) t =2 (b) t = 4 ©)t=6
9. dbra. A homogén eloszlasbdl kialakulé fraktalszerkezet kezdeti idéfejlodése az (z,y) sikban.

-65 -65 -65

-70 -70 -70

-75 -75 =75

> -80 > -80 > -80
-85 -85 -85
-90 -90 -90
-95 -95 -95
4 3 -2 -1 01 2 3 4 5 4 -3 2 -1 01 2 3 45 4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5
X X X
(a) t = 82 (b) t = 86 (c)t =90

10. dbra. A részecskék elhelyezkedése az (z,y) sikban hosszu id6 elteltével, egész értékii idépil-
lanatokban. A [T0al, [I0B], [I0d részdbrdk ugyanazt a térrészt mutatjak.
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Alabb két szomszédos cella kinagyitott képe figyelheté meg:

1 1.2 14 16 18 2

(a) Sok részecskés cella. (b) Kevés részecskés cella.

11. abra. Két egymas mellett elhelyezkedo cella részecskeeloszlasa t = 90 idopontban. A celldk
helyzete: a[llal dbrdn z € [0,1] és a[l1b] dbrén x € [1,2]. Az y koordindta mindkét esetben
y € [—81,—80].

Korabban mar lattuk, hogy egy periodikus hatarfeltétellel ellatott cellaban megfelel6 id6 el-
teltével kialakul a fraktalszerkezet. A periodikus hatarfeltétel a mozgasegyenlet szempontjabdl
ekvivalens azzal, ha tobb cella van jelen, és térben cellanyi periddussal valéban periodikus a
sebességtér. Akar kevés, akar sok részecske keriil egy adott celldba, ,rahtizédnak” a részecskék
a snapshot attraktorra, csak egyik esetben kevesebb, mig a masik esetben tobb részecskével
torténik meg ez a folyamat. Ennek az eredményét lathatjuk a [I1] dbrdn.

Most mar tehat tudjuk, hogy a térbeli szétterjedés folyamata soran is az attraktor tulajdon-
sagai érvényesiilnek. A szétterjedés a kovetkez6 mechanizmussal torténik: Az altalunk vizsgalt
attraktoron léteznek olyan hiperbolikus tulajdonsagn trajektoridk (a periodikus instabil trajek-
téridk aperiodikus megfelel6i), amelyek atlépik a cellahatéart. Mivel egy altalanos trajektoéria
véletlenszertien ,valogat”, hogy milyen sorrendben kovet egymds utan egy-egy hiperbolikus
trajektoriat, véletlenszertien fog cellahatarokat atlépni. Ezzel véletlenszeriien fog bolyongani a
szomszédos celldk kozott. Jegyezziik meg, hogy a véletlenszer(i bolyongas sok részecske esetében
diffiziéhoz vezet [12]. Ez a mechanizmus mind vizszintes, mind fliggbleges irdnyban miikodik,
az utobbiban azonban egy hatarozott irdanyu sodrddas is megjelenik, a nehézségi eré hatasara.

A térbeli szétterjedés egy érdekes jelenséget tesz jol lathatéva. A [9b] és [0d dbrdkon mér el-
kezdddik a részecskék térbeli eloszlasanak ,,0sszefogazodasa”, azaz a nagy sliriiségl szalkotegek
vizszintes iranyd egymas kozé tiiremkedése, de egy fiiggleges iranyban kiterjedo, kacskaringo-
76 lres savval jol elvalasztva egymastol. Ez késobb egy dllandésult allapot lesz az esés soran
abra). Mivel az tres sav minden fiigg6leges cellaoszlopban jelen van, azt is megfigyelhet-
jik, hogy maguk a részecskék is kiilonbo6z6 oszlopokba rendezddnek. Az oszlopok megjelenése
a rendszer vizszintes periodicitasanak koszonheto. Az oszlopok hatarai azonban nem egész
szamu koordinatakra esnek, s6t két szomszédos oszlop at is fed, mindazonaltal ugyanazon y
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koordinatanal nem talalkoznak egymassal. Az ,0sszefogazddas” jelensége tehat annak a meg-
nyilvanulasa, hogy az attraktorban van egy Osszefliggd, nagyjabdl iires sav a cella aljatol a
tetejéig, ahogyan ez a [l abran is lathat6. Ennek a savnak az id6ben folyamatos jelenléte an-
nak lehet a kovetkezménye, hogy az esés soran a részecskék athaladnak az egyes cellak ,balra”
és ,jobbra” kever6 tartomanyan is. A késébb bemutatasra keriilo statisztikak . abra )
szerint a sebesség vizszintes komponensének a (v,) varhatéd értéke koriilbelil ugyanannyiszor
vesz fel pozitiv értékeket, mint negativ értékeket, azaz a részecskék a cellak balra és jobbra
kever$ tartomanyat ugyanolyan gyakorisiggal latogatjak meg. Igy ha a részecskék mar bedll-
tak valamilyen alakzatra, akkor ez az alakzat vizszintes irdnyban nem tud atrendezédni. A [10]
abran lathato, hogy az oszlopok azért ingadoznak: hol kozelebb, hol tavolabb helyezkednek el
egymastol.

Megjegyzendd, hogy a periodicitas miatt végtelen sok oszlop 1étezik, de a véges sok részecske
ezen oszlopok koziil csak véges szamut tolt ki. Rendkiviil érdekes, hogy még viszonylag hosszi
id6, 90 idGegység utan is alig 5 oszlop alakul ki, a sokasag vizszintes iranyu kiterjedése mintegy
5 cellanyi, ahogyan ez a abrardl leolvashatd. A fiiggbleges kiterjedése ugyanekkor mar
b6 30 cella, a vizszintes érték 6-szorosa. Ez mar-mar nagysagrendi kiilonbségnek tekintheto a
vizszintes és a fliggoleges iranyu szétterjedés titeme kozott.

2.3. A részecskék statisztikaja

Ahogyan az el6z6 részben leirtuk, a cellan belill komplex alakzatok jelennek meg, a cellanal
nagyobb méretskalakon viszont véletlen bolyongéast végeznek a részecskék. Ez a részecskék
sokasaga folott kiértékelt statisztikakban is tiikrozodik. A szimuldcié kézben minden 1épés soran
meghatéaroztuk a részecskék z és y koordindtdinak atlagértékeit ((x) és (y)) és szérdsnégyzeteit
(02(x) és o*(y)), illetve a v, és v, sebességkomponensek atlagértékeit ((v.) és (v,)). Ezeket az
értékeket abrazolva az id6 fliggvényében, informacio szerezheté az attraktor tulajdonsagairdl,
ill. ezek idofejlodésérdl. Itt tjra fontossa valik az 6sszehasonlitas a periodikus gerjesztés esetével
[7]. Az atlagok szamtani atlagok, a szérasnégyzet pedig a megfelelé numerikus becslés érdekében
a kovetkezo képlet segitségével szamithato ki:

70 = 5 Lo ) (12)

ahol N a részecskék szdma, ¢ a részecske vizszintes vagy fuggbleges koordinataja (r vagy
y), (q) a részecskék koordinatainak atlaga és ¢; az i-edik részecske koordinataja.

2.3.1. A sebességek statisztikaja

A részecskék (v,) és (v,) statisztikdi szempontjabdl irrelevans a térbeli hatarfeltételek periodi-
citasa. Igy ezek a statisztikdk akkor is érvényesek, amikor a részecskék térbeli szétterjedését
vizsgéaljuk, de mégis jellemzik az egyetlen cellan beliil megjelen6 attraktort.
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Az alabbi abrakon lathaté a részecskék (v,) és (v,) értékeinek idofiiggése:

0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

<V,>

-0.001
-0.002
-0.003
-0.004
-0.005
-0.006

50 100 150 200 250 300 350 400
t

(a) Aperiodikus eset.

<V,>

0.005
0.004 r
0.003 r
0.002
0.001 r
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-0.002
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-0.004
-0.005

0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

(b) Periodikus eset.

12. dbra. A (v,) id6fuggése.
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0

A (v,) komponens mind aperiodikus, mind periodikus gerjesztés mellett koriilbelil ugyan-
annyiszor vesz fel negativ, mint pozitiv értékeket, és egy-két kiugrd értéktol eltekintve az értéke
(vgy) € [—0.003,0.003] tartomanyban mozog. A (v,) komponens a periodikus esetben egy W
esési sebességnél nagyobb sebességérték kortl oszcillal, aperiodikus esetben pedig egy sokkal
nagyobb rendezetlenséget mutaté fiiggvény figyelheté meg, amelynek a tipikus értéke azonban
szintén nagyobb, mint W. Ez nem jelent mést, mint hogy a részecskék atlagosan gyorsabban

50 100 150 200 250 300 350 400
t

(a) Aperiodikus eset.
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A2t
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0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

(b) Periodikus eset.

13. abra. A (v,) id6fiiggése.

esnek, mint ha nyugvo kozeghen esnének.
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Erdemes ,rdkozelitve” is megvizsgalni ezeket a fiiggvényeket:

-0.8 -0.82
-0.9 r -0.84 |
al -0.86 |
A A
= -1 =~ -0.88 |
v v
q2 ) 0.9
-1.3 -0.92
1.4 ‘ ‘ ‘ -0.94 ‘ ‘
150 152 154 156 158 160 150 152 154 156 158 160
t t
(a) Aperiodikus eset. (b) Periodikus eset.
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(¢) Aperiodikus eset. (d) Periodikus eset.

14. abra. (v,), és a gerjeszt fliggvény amplituddja, ¢ € [150, 160] tartomanyon.

Altaldnosan elmondhat6, hogy tanh[yX (4t)] = +1 esetben egy maximalis érték felé konver-
gl (vy), és tanh[yX (4t)] = —1 esetben egy minimélishoz.

Mindkét tipusi gerjesztés mellett megfigyelheté egy ennek kévetkezményeként eloallo, fi-
részfog fiiggvényre emlékeztetd viselkedés. A periodikus esetben ez kisebb (a sokasig véges
méretének tulajdonithatd) fluktudciéktol eltekintve szabalyos, ~ 0.05 amplitiddval és 1 értéki
periédusidovel, ezzel szemben az aperiodikus esetben egy sokkal zavartabb esettel allunk szem-
ben, mely nagyobb fluktudcidkat mutat. Ha Osszehasonlitjuk a (v,)(t) fiiggvényt a gerjesztd
fiiggvény idofiiggo tagjaval, mindkét esetben tisztan latszik a korrelacio a ketto kozott. A pe-
riodikus esetben tanh[ysin(27t)] = +1 értékhez a fiirészfog ,teteje”, (v,) ~ —0.84, tartozik,
a tanh[ysin(27t)] = —1 esethez a flirészfog ,alja”, (v,) =~ —0.94. Ezek szerint a sebesség fo-
lyamatos fluktualasa a gerjeszto fiiggvény valtasainak koszonheto. Ez ésszerii, hiszen a kozeg
sebességének a megvaltozasa nélkil a részecskék elobb-utobb felvennék a kozeg sebességét.
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Erdemes megnézni az iddsorok kezdetét is:

0 0
R+e™¢ —r R+e™¢ v
-0.2 1 1 -0.2 1
04 | ] 04 |
A 06 A 067
>>‘ >>‘
Vool T Vo o8 —
1 1
42} 1 42}
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0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
t t
(a) Aperiodikus eset. (b) Periodikus eset.

15. abra. (v,) kezdeti exponencidlis lecsengése. A szaggatott vonal az illesztést jeloli.

Mindkét gorbe a homogén kezdeti feltételbol, a 0 sebességbdl indul. A kezdeti szakasz
exponencialisnak mutatkozik addig, amig el nem éri a késObbi, staciondrius viselkedést. A
t € [0,0.75] szakaszra R + e "¢ alaku gorbe illesztethetd, melynek paramétereit az aldbbi
tablazat tartalmazza:

Paraméter Periodikus Aperiodikus
R -0.8117 £+ 0.0005 -0.8 £1-10°°
c 0.2144 4+ 0.0009 | 0.223144 +2- 107"
K 4.82 + 0.01 5+2.6-107°

4. tablazat. Az illesztett exponencidlis fliggvény paraméterei, periodikus és aperiodikus ger-
jesztés esetén. A hibdk az illesztésbol adddnak.

Osszességében a kétféle gerjesztés mellett egy hasonld jellegii viselkedés mutatkozik t €
[0,0.8] tartomanyon, béar a flirészfogszerti jelleg kordbban jelentkezik aperiodikus esetben. Ez
osszefiiggésbe hozhatd azzal, hogy aperiodikus esetben k paraméter értéke nagyobb, mint peri-
odikus esetben, azaz erésebb az exponencidlis lecsengés. Az lathaté, hogy a (v,) értékek mind
aperiodikus, mind periodikus esetben —R ~ W = 0.8 értékhez konvergalnak. A k valtozo azt
jellemzi, milyen gyorsan kovetkezik be a konvergencia, ez kapcsolatba hozhaté a fazistérfogat-
Osszehiz6dasi tényezovel [B], ami az A tehetetlenségi paraméterrel fejezhetd ki, innen szarmazik
a megfigyelt érték. Tehat az idésorok kezdete az attraktorra torténé konvergenciarol ad tajé-
koztatast.
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2.3.2. A részecskekoordinatak statisztikaja

Most bemutatjuk a {(x), (y), o%(x) és o?(y) értékek idébeli fejlédését, ami informdaciéval fog
szolgéalni a részecskesokasag szétterjedésérol.

<X>

16. dbra. (z), (y), o*(z) és o*(y) idSfiiggése. Aperiodikus

0.5
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0

50 100 150 200 250 300 350 400
t

illesztést jelolik.
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17. abra. (z), (y), o%(z) és o*(y) iddfiiggése. Periodikus eset. A szaggatott vonalak az illesztést
jelolik.

Az (x) értékek egy ideig konstansak maradnak, majd elkezdenek fluktudlni. Am ezen vélto-
zésok nagysaga igen kicsi egy cellamérethez viszonyitva, mind aperiodikus: (0.493 — 0.5)/1 =
0.07, mind periodikus esetben: (0.4965—0.5)/1 = 3.5-1073. Vagyis a részecskesokasig tomegko-
zéppontja vizszintes iranyban lényegében helyben marad. A helyben maradas megfelel az el6zé
részben tett megallapitasnak, miszerint a (v,) komponens ,koriilbelil ugyanannyiszor vesz fel
negativ, mint pozitiv értékeket”. Természetesen kérdéses, hogy idében tovabb vizsgalédva, hogy
valtozna ez a fliggvény.

Az (y)(t) fiiggvény gyakorlatilag linedris, azaz a részecskesokasig tomegkozéppontja fiiggd-
leges irdanyban lényegében egyenletes sebességgel esik. Tehat azt mondhatjuk, hogy hosszabb
idotavon az esési sebességnek van egy jol meghatarozott atlagértéke. Bar az el6zo részbol tud-
juk, hogy ennek a sebességnek vannak fluktuaciéi, ezek most elhanyagolhatd jelentéségiinek
bizonyulnak.
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Ezért ésszerti 1épés —wt + b alakt egyenest illeszteni az adatpontokra, az illesztéssel kapott
paramétereket az alabbi tablazat tartalmazza:

Paraméter | Aperiodikus eset Periodikus eset
w 0.928 £2.4-107° | 0.880235 £6- 10~
b 2.350 £ 0.005 0.6891 £0.000135

5. tablazat. A (y)(t) értékekre illesztett egyenes paraméterei. A hibék az illesztésbdl adédnak.

Lathat6, hogy az egyenesillesztéshol kapott w siillyedési sebesség értéke mindkét gerjesztés
mellett 1ényegesen eltér a mozgasegyenletben szereplé W = 0.8 értéktdl, de egymastdl csak
kevéssé. A szorasnégyzetek vizsgalatanal el6szor vizsgdljuk meg az aperiodikus esetet :
o?(x) altaldnos tendencidit nézve azt mondhatjuk, hogy a szérasnégyzet egy kozel linedris
névekedést mutat idében, mely erds fluktudcidkkal terhelt. Bizonyos tartoméanyokon azonban
megtorpan a névekedés és rovid ideig o?(z) koriilbeliil konstans marad, mint példaul ¢ ~ 230,
t ~ 310 és t ~ 370 id6pontokban. Az egész fliggvényen megfigyelheté egy kis amplitudoju
fluktudcié, mely ,raiil” a o2(z) értékekre és a teljes vizsgalt id6tartoméanyon jelentkezik, és
egy idénként jelentkez6é fluktuacio, mely a kozel egyenletes novekedést zavarja meg. A két
jelenséget nehéz egyértelmiien szétvalasztani. Ezzel szemben a 0(y) sokkal ,,simabb” fiiggvénye
az idonek és csak bizonyos szakaszokon mutat linearis novekedést, pl.: ¢ =~ 10—60, t ~ 70— 150,
t ~ 290 — 335 idStartomanyokon. Erdekes megfigyelni, hogy az els6 két kozel linesris szakasz
kozott szinte ugrasszerli a valtas” (¢t =~ 65 idépillanatban). | Tavolrdl nézve”, vagyis a hosszi
tavi viselkedésre koncentrdlva, o?(z) és o2(y) is linedrisan, azaz difftiziés moédon névekszik.
Ez a fejezetben részletezett mechanizmus helyességére utal. A fluktuaciok az aperiodikus
gerjesztésnek, azaz az attraktor folyamatos valtozasanak az eredményei.

Periodikus gerjesztésnél a o%(y) linedrisan, azaz difftiziésan né az id6 fiiggvényében. Ami
a legszembetiinobb jelenség, hogy ez a linedris novekedés gyakorlatilag teljesen tiszta, szemben
az aperiodikus gerjesztés esetével, ahol hatalmas fluktuaciok vannak.

A o2 fiiggvényekre 2Dt + ¢ alaki egyenest illesztettiink ¢ > 10 értékekre (kivéve periodikus
esetben a o?(z) fiiggvényre, tekintve, hogy az szemmel ldthatéan nem névekszik; kés6bb még
visszatériink rd). Ezzel meghatdrozhaté D, a hosszatavi difftizios egytitthatd. Az illesztés
soran kapott értékeket az alabbi tablazat tartalmazza:

Paraméter \ Aperiodikus eset \ Periodikus eset
o?(x) értékekre illesztett egyenesek paraméterei

D, 0.004144 +1.16 - 10°° -

Cy -0.037 £ 0.0005 -

o(y) értékekre illesztett egyenesek paraméterei

D, 0.23465 4 7-107° 0.075792 1.32-107°
Cy -16.01 4+ 0.03 -0.263 £ 0.0006

6. tabldzat. A o? értékekre illesztett egyenesek paraméterei. A hibdk az illesztésbdl adédnak.
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Két fontos észrevételt kell tenniink:

e Aperiodikus esetben D, ~ 56D,. A . abran (t = 90-nél) azt lattuk, hogy az y
irdnyu kiterjedés koriilbeliil 6-szorosa az x iranyu kiterjedésnek. Ez az érték nem tiikrozi
a fenti értéket. Egy magyarazat erre az lehet, hogy amint majd a kés6bb bemutatando
hisztogramokon is latni fogjuk, ebben a pillanatban az x iranyu eloszlas nem igazi Gauss-i,
hanem még diszkrét, azaz még nem terjedt ki elég cellara.

e A periodikus és az aperiodikus eset D, értékeit Osszehasonlitva azt taladljuk, hogy az
aperiodikus esetben a diffizios egytitthatd értéke koriilbeliil haromszorosa a periodikus
esetben mutatkozo difftizios egytitthatonak. Ez, szemben a siillyedési atlagsebességre
kapott eredményekkel, szamszertileg nagyon eltéré eredmény a két eset kozott.

Vizsgdljuk most meg periodikus gerjesztésnél a o?(z) fiiggvényt. Ez el6szér egy konstans
értékhez konvergal, majd ekoriil ,oszcillal”. Ezt az ingadozéast a kévetkezo dbran mutatjuk be:

-300
-310
-320
0.257 E
-330
0.256 |
> -340
0.255 |
— -350
& 0254t £
© -360 -
0.253
-370
0.252 |
-380 — : :
0.251 : - : : -0.4 0 0.4 0.8 1.2

150 152 154 156 158 160
t X
18. dbra. A o?(x) értékek idbeli ingadozdsa periodikus gerjesztés esetén, és periodikus hatér-
feltétel nélkiil késziilt abra a részecskeeloszlasrol az (x,y) sikban, t = 390.625.

Az ingadozas aperiodicitasa feltehetoleg ezittal is a kis sokasagméretnek tulajdonithato. A
novekedés hidnya arra utal, hogy a trajektoridk vizszintes irdnyban nem tavolodnak el az eredeti
poziciéjuktol. Ha megvizsgéaljuk a részecskék hosszi id6 utan mutatkozo térbeli elhelyezkedését,
valéban ezt tapasztaljuk. Az altalunk tekintett periodikus esetben tehat szélséségesen kicsi, 0
értéki a vizszintes iranyu diffiizios egyiitthato, szemben a nemnulla értéki fiiggoleges iranyu
diffuziés egytitthatoval.
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2.4. A hisztogramok vizsgalata

Utolsé lépésként, csak az aperiodikus gerjesztés esetében, bizonyos idépontokban meghaté-
roztuk a részecskéknek az eloszlasat. Mind egységnyi (durvaskédla) mind 1/6-nyi (finomskéla)
cellamérettel. Az x illetve y tengelyt felosztottuk egy bin méretli tartomanyokra és megszamol-
tuk, hogy azon tartomanyon beliil hany részecske tartézkodik, majd a kapott értéket elosztottuk

a részecskék szamaval és a cellamérettel, igy normaltuk a kapott hisztogramot.

2.4.1. Az y-eloszlas durvaskalasju vizsgalata

Az egységnyi binmérettel végzett szamitasok eredményei alabb lathatoak:
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—i20 —éO —40
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(f) t = 150

19. abra. A részecskék y koordinatainak a normalt hisztogramja kiilonbozé idépontokban. A
binméret egy cellanyi. A szaggatott vonalak az illesztést jelolik.

A kezdeti bizonytalansagok utan Gauss-i jellegii vagy legalabbis igen hasonl6 viselkedés
tapasztalhatd, melynek varhaté értéke és maximum csicsa az idével csokken. A hisztogramok
szélessége idovel no, egyfajta ,szétfolyas” figyelheté meg.
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Annak érdekében, hogy Osszehasonlitsuk a hisztogramboél szarmazé statisztikai paraméte-
reket a szimuldci6 sordn szamitott értékekkel, Gauss-gorbét illesztettiink a [I9) 4bran lathaté
(c), (d), (e) és (f) hisztogramokra, melynek alakjit a kovetkezd képlet irja le:

1 (z—p)?
0wt (13)

fx) =

2ro

ahol p a Gauss-eloszlas atlaga és o a széréasa.
A hibék az illesztésbol adodnak, a szérasnégyzet hibdjat a kovetkezOképpen szamitottuk:

A(c?) = 20Ac (14)

ahol Ao az illesztésbol kapott abszolut hiba.

t 1 o {y) | o*(y)
80 | -71.63 £ 0.05 | 22.0 £ 0.35 | -71.3 | 21.4
90 | -80.93 £ 0.05 | 254 £ 0.4 || -80.7 | 24.9
120 | -108.1 + 0.03 | 34.0 + 0.33 || -107.8 | 334
150 | -137.72 + 0.04 | 534 £ 0.6 | -137.4 | 52.6

7. tablazat. Az illesztett Gauss-eloszlasok paraméterei, és ezek Osszevetése a szimulaciébdl
kapott értékekkel.

Az illesztett gorbéket a [19, dbran is jeloltik, és kivald egyezést latunk az adatpontokkal.
Tovébbé, amint az a[7] tdblazatbdl leolvashatd, az illesztett és a szimulaciébdl kapott értékek jol
korrelalnak egymassal. Ez megerdsit minket abban, hogy a Gauss-eloszlas valéban jol jellemzik
a részecskék térbeli eloszlasat.

A hisztogramok alapjan arra a megallapitasra juthatunk, hogy a részecskék esésiik soran
kozel diffiziés modon terjednek szét y irdnyban, ami 6sszhangban van korabbi vizsgalataink
eredményeivel.
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2.4.2. Az y-eloszlas finomskaju vizsgalata

Az 1/6 cellamérettel végzett szamitdsok eredményei aldbb lathatdak:

0.25 : 0.25 : : 0.25
0.2 0.2 0.2
0.15 0.15 0.15
0.1 0.1 0.1 ]
0.05 0.05 0.05 W\\ ]
0 0 0
25 15 55 45 35 8 75 65 55
y y y
(a) t = 20 (b) t = 50 (c) t = 80
0.25 0.25 0.25
0.2 0.2 0.2
0.15 0.15 0.15
0.1 0.1 0.1 ]
0.05 WM 0.05 MMW% 0.05 W
0 0 0
95 -85 75 -65 125 115 -105 95 155 -145 -135 -125 -115
y y y
(d) t = 90 (e) t = 120 (f) t = 150

20. abra. A részecskék y koordinatainak a normalt hisztogramja kiillonb6z6 idopontokban. A
binméret 1/6.

Amint az abrakon ldthatd, egy bizonyos idé eltelte utan a finomskaldja eloszlas is egy
Gauss-alakhoz tart, ahol a belso szerkezetet a Gauss-ra ,,railé” egyenetlenségek képviselik. Az
egyenetlenségek a fraktalszerkezetet mutatjak meg. Amint az[I0d abrén is latszik, y irdnyban
is megfigyelheto mintazat a részecskék eloszlasaban, am ez a mintazat a térbeli periodicitas
miatt nem lehet eltérd a kiillonbozé cellakban. Az eloszldasban megfigyelheté egyenetlenségek
amplitidoja azonban mutat némi helyfiiggést, ennek a jelenségnek a magyardzata még tisz-
tazandd. Az egyenetlenségek részleteit tekintve azt a felfedezést tehetjiik, hogy sok és kevés
részecskével rendelkez6 binek kovetik egymaést. Ennek a valtakozasnak az amplitidoja azonban
idében er6sen valtozik. Az idobeli fiiggés a valtdsokhoz, pontosabban az azok kozotti szi-
netekhez kothet6. Ugyanis a gerjesztofiiggvény valtasai okozzdk a kaotikus viselkedést, ami
durvaskalan diffiziéhoz és Gauss-i viselkedéshez, finomskalan pedig fraktalszerkezethez vezet.
Ha nincs valtas a gerjesztofiiggvényben, akkor a fraktalalakzat elmosédik, ami pedig a fluktu-
aciok amplitidojanak csokkenéséhez vezet.

Az y-iranyu finomszerkezet vizsgalata tovabbi kutatasok fontos része lehet, aminek kereté-
ben az eloszlas helyfiiggését lehetne felderiteni.

25



2.4.3. Az x-eloszlas durvaskalaju vizsgalata

Az egységnyi cellamérettel végzett szamitasok eredményei alabb lathatéak:
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07 —mm———————— 07 —mm———————— 0.7
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0.2 0.2 0.2
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X X X
(d) t = 90 (e) t = 120 (f) t = 150

21. abra. A részecskék x koordinatdinak a normalt hisztogramja kiilonbozé idopontokban. A
binméret egy cellanyi.

Amint az lathato, az eloszlds aszimmetrikus egy esetet kivéve (21d)). Fontos megérteni, hogy
ez az asszimmetria nem feltétlenil a részecskék eloszldsanak tulajdonsaga, hanem a binhatarok
megvalasztasanak fliggvénye.
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Az effektus demonstralasara készitettem az aldbbi abrat:

Szamolt részecskeeloszlas
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22. abra. A binhatarok hatasat demonstrald abra. A sotét fiiggoleges vonalak a binhatarokat
jelolik.

Ahogyan az abran is latszik egy lehetséges valés eloszlasban az oszlopok hatarai nem esnek
egybe a binhatarokkal, ezért a szamitott eloszlasunk aszimmetrikus lesz. Példaul: a x € [0, 1]
binbe a jobb oldali és a kozéps6 oszlopbdl is esnek részecskék.

Az x-iranyu durvaskalaju eloszlasrél hasonldéan nyilatkozhatunk, mint az y-iranyuarél, Gauss-
i jellegti az eloszlas, azzal a kiilonbséggel, hogy x-irdnyban a kisebb diffiziés egyiitthaté miatt
az adatpontok altal kirajzolt eloszlas kevésbé szétterjedtebb.

A tovabbi vizsgalatok sordn érdemes lehet egy olyan algoritmust kidolgozni, mely helyesen
talalja el a megfelel6 binhatarokat.
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2.4.4. Az x-eloszlas finomskalaju vizsgalata

Az 1/6 cellamérettel végzett szamitdsok eredményei aldbb lathatdak:
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23. abra. A részecskék x koordinatdinak a normalt hisztogramja kiillonb6z6 idépontokban. A
binméret 1/6.

Ezen abrasorozat segitségével kivanom szemléltetni azt a jelenséget, amit az eses.mp4 vi-
dedn is észrevehetiink. Amint az lathato, bizonyos idépillanatokban sokkal jobban kivehetéek
a fejezetben targyalt oszlopok és élesen latszanak a hisztogramon. Vannak olyan idépon-
tok, jelen esetben csak egy, amikor viszont ,egybefolynak” a hisztogramon az oszlopok .
A magyarazata a jelenségnek az, hogy bizonyos idopontokban a lefelé esO részecskék, amik
x-iranyban oszlopokba rendezédtek, a sebességtérben torténo valtas hatasara egymasba tiirem-
kednek és ezért a hisztogramon nem mutatkozik meg olyan élesen az oszlopok helye, mint a
tobbi idépontban. Ehhez az effektushoz adéik még a fentebb emlitett ,binhatar”-effektus.

2.5. Fraktaldimenzid kiszamitasa

A részecskék térbeli eloszlasanak fraktaldimenziéjat az tgynevezett ,box counting” modszer
segitségével hataroztuk meg harom iddpillanatban aperiodikus gerjesztés esetén, periodikus
hatarfeltétel mellett. Ezen részecskeeloszldsok a [3a] [3¢| és [pa] Abrakon lathatdak.

« sz

gitségével numerikusan meg lehet hatarozni egy adott fraktalszerkezet fraktaldimenzidjat.
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Ha a két dimenzids térben van egy fraktalalakzatunk, akkor a box counting dimenziét a kévet-
kezOoképpen szamolhatjuk ki:
Fedjiik le a teret egymashoz oldalaikkal illeszked6 négyzetekkel, boz-okkal, melyeknek oldal-
hossza legyen €. Szamoljuk meg, hogy ekkor hany négyzet segitségével fedheto le a fraktalalak-
zat, ezt a mennyiséget jelolje N (e).

Ekkor a box counting dimenziot a kovetkezo képlet segitségével hatarozhatjuk meg:

o loa(N(9)

13 Jog(1/e) (15)

A gyakorlatban a bozr counting dimenzié meghatarozasahoz a kovetkezot kell tenntink. Egy
adott € értéktdl elindulva csokkentjiik az oldalhosszt és minden egyes 1épésben kiszamoljuk N (e)
értékét. Ezutan log(1/e) fliggvényében dbrazolva log(N (€))-t egyenest illesztiink az adatpontok
linedris szakaszara, és az egyenes meredeksége lesz a fraktaldimenzié értéke. Az e — 0 limesz
természetesen nem érhet6 el. A box counting szamlalds eredményei és az adatokra illesztett
egyenesek (alakjuk ax + b) az aldbbi abrdkon lathatdak:

Dgx +b e Dox +b e 11
12 12 b 10
10 / 10 - 9
= = = 8
z 8 & 8r O -
Z e Z < e
R ! R g ‘
4 4 r 4
L 3
2 2 >
0 0 1
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
log(1/e) log(1/e) log(1/e)
(a) t =2 (b)yt=6 (c)t =82

24. abra. A box counting szamlalas adatpontjai és az illesztett egyenesek (szaggatottal jelolve)
kiilonb6z6 idépontokban.

8. tablazat. Az egyenesillesztésbdl kapott box counting dimenzid értékek, illesztésbol adodd

hibakkal.

A fraktaldimenzié az attraktor eléréséig idében csokken, ami megfelel az elvarasainknak,

t Dy Nlesztési tartomany
21 1.9993 £+ 0.0001 [1,5]
6 | 1.967 £+ 0.005 [1,4.2]
82 1.73 £ 0.01 [1,4]

hiszen a részecskeeloszlas idében ,,6sszehtzédik”.
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3. A Lorenz-rendszer egy masik realizaciéja esetén meg-
jeleno attrakor

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy mas kezdofeltételekkel realizalt Lorenz-rendszer milyen
eltéro szerkezetekhez vezet az attraktorban, illetve a részecskék statisztikajaban milyen eltérések
fedezhetdek fel.

Az alabbi tablazat mutatja az eltéré kezdeti feltételeket:

Valtoz6 | Kezdeti értéke
X 0.100001
Y 0.000001
Z 0

9. tablazat. A Lorenz-modell valtozdinak kezdeti értékei, a méasodik realizacié esetén. Vegyiik
észre, hogy alig tériink el a modellrealizacid . tablazat) kezdeti feltételeitol.
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Az alabbi dbrak a fraktalszerkezetet mutatjak be a két kiillonb6zo realizacié esetén, kiilon-
b6z6 idopontokban:

-0.7 -04 -01 02 05 08 11 14 4 -3 -2 -1 01 2 3 45 4 -3 -2 -1 01 2 3 45

X X X

(a) t =4 (b) t = 86 (c) t = 90

25. dbra. A fraktalszerkezet idéfejlédése az (x,y) sikban a modellrealizaci6 esetén.

-5 -95
-0.7 -04 -0.1 02 05 08 L1 14 -4

26. abra. A fraktalszerkezet id6fejlodése az (z,y) sikban a masodik realizaci6 esetén.

A részecskeeloszlas alakja a szimulacié kezdetén tér el a legjobban. A mésodik realizacio
esetén is megfigyelhetoek a korabban emlitett effektusok, a részecskék , Osszefogazddasa” és
oszlopokba rendezddése, de jol lathatéan ezen jelenségek mas modon jelennek meg ebben az
esetben. A fraktalok geometriaja és a részecskék stirlisége a fraktalon nagyon eltéro.
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A szérasnégyzetek idofejlodése lathato a két killonbozo realizacid esetén a tovabbi két abréan:

Sl R — 180 T Nodel
3 [ Masodik ] 160 r Masodik
140 |
120 |
= = 100 f
“% % 80t
60 t
40 |
20 /
0 . e —
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400

t t

27. abra. A koordinatdk szorasnégyzeteinek az idofejlodése a két realizacié esetén.

A o%(z) idéfiggésében, mindkét realizacié esetén felfedezhetd a fiiggvényre |, raiils” kis fluk-
tuacio, illetve a o?(x) névekedésének kisebb megtorpandsai. A méasodik realizaci6 esetén o2(x)
nem sokkal ugyan, de meredekebben névekszik, mint a modellrealizicié o?(z) értékei.

A o?(y) fiiggvény szintén hasonld viselkedést mutat, mint a modellrealizacié o(z) fiiggvénye.
A mésodik realizacié esetén o?(y) el8szor nagyobb értékeket vesz fel id6ben, mint a modellreali-
zacio esetén, majd kisebbeket. Kisebb ,ugrasok” figyelhetéek meg benne, és igy egy linearishoz
kozelibb jellegli ndvekedést mutat idoben.

Az abrak alapjan azt mondhatjuk, hogy a két realizacié esetén kezdetben erdsen, kés6ébb ke-
véshé eltérd fraktalszerkezetek alakulnak ki, melyek szétterjedése hasonld, de nem ugyanolyan
moédon torténik. Azt mondhatjuk tehat, hogy az eredmények jellege megegyezik, de a snapshot
attraktor pontos idofejlédése erésen fligg a gerjeszto fiiggvény pontos alakjatol.

4. Az eredmények Osszefoglalasa

Es6cseppek mozgasat tanulmanyoztuk egy térben periodikus, keverd és nyiré tulajdonsigu
levegbaramlast leir6 modellben. Az aramlast idoben aperiodikusnak valasztottuk, és Ossze-
hasonlitottuk az id6ben periodikus aramlés [7] esetével. Megvizsgaltuk a térbeli periodicitéast
periodikus hatarfeltétellel figyelembe vevo szimulaciok soran kialakulo fraktélszerkezeteket ape-
riodikus és periodikus gerjesztéssel is, és azt a kovetkeztetést vontuk le, hogy az aperiodikus
esetben valéban egy idoben valtozé, kaotikus jellegli attraktorral, egy snapshot attraktorral van
dolgunk. Megallapitottuk, hogy kiilonb6zo kezdeti feltételekkel inditott trajektoridk egyazon
snapshot attraktorhoz konvergalnak.

Ezutan a periodikus hatarfeltétel elhagyasaval végzett szimulaciok eredményei keriiltek be-
mutatasra, melyeknek elemzésével a részecskék térbeli szétterjedésérol kaptunk informaciokat.
A részecskeeloszlas abrai alapjan azonositottuk az eloszlast és magat az attraktort jellemzo f6bb
jelenségek magyarazatat is megadtuk. Itt fontos észrevétel volt, hogy a részecskék kiterjedése
y irdnyban 6-szor nagyobbnak mutatkozott mint z irdnyban.
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A szimuldci6 soran késziilt statisztikdkat elemezve a kovetkezéket talaltuk: A (v,) értékek
kezdetben exponencidlisan tartanak a W = 0.8 esési sebességértékhez, és a késébbi flirészfog
fiiggvényre emlékeztetd viselkedésiik kapcsolatba hozhatd a gerjesztd fliggvény idofliggésével
(,valtasaival”). Mind aperiodikus, mind periodikus esetben a W nyugvé kozegbeli esési sebes-
ségnél atlagosan gyorsabban esnek lefelé a részecskék, am az aperiodikus és a periodikus esési
sebesség értéke nem tér el nagyban egymaéstél. Osszehasonlitva az aperiodikus és periodikus
szimulaci6é koordinata-statisztikait arra a megallapitasra jutottunk, hogy a legnagyobb eltéré-
sek a két eset kozott a szorasnégyzetben mutatkoznak: ez az aperiodikus esetben haromszor
olyan gyorsan novekszik, mint a periodikus esetben.

A szorasnégyzet viselkedése az aperiodikus esetben mind fiiggéleges, mind vizszintes irany-
ban diffiziéra utal. A szordasnégyzetek idofejlodésébdl meghatarozott diffizids egytitthatok azt
mutatjdk, hogy a hosszitava diffiziés egyiitthaté az y iranya kiterjedés vizsgélatakor (D)
hozzévetélegesen 56-szor nagyobbnak adédott, mint x irdnyt esetben (D).

Amikor az aperiodikus gerjesztés esetére koncentraltunk, a fiiggéleges koordinata durvas-
kalaju hisztogramjainak a vizsgdlata nyoman szintén azt a kovetkeztetést vontuk le, hogy fiig-
gbleges iranyban kozel diffizio jatszodik le a részecskék siillyedése kdzben. Hasonldéan nyilat-
koztunk a vizszintes irany durvaskalaju eloszlasarol. Kordbbi megfigyelésinkkel 6sszhangban
itt megallapitottuk, hogy a diffizié sokkal kisebb mértéki. A finomskaldja eloszlas felfedte a
a részecskeeloszlas belsé szerkezetét. Fiiggoleges irdanyban felfedeztiik, hogy a finomszerkezet
hely és idofiiggs és vizszintes iranyban pedig felfedeztiik a térbeli eloszlasban beazonositott
oszlopokat és azok idobeli viselkedését.

A szérasnégyzetek idofejlodésébol meghatarozott diffizids egyiitthatok azt mutatjak, hogy
a hosszutavu diffuzids egyttthaté az y irdnyu kiterjedés vizsgalatakor (D,) hozzavetdlegesen
56-szor nagyobbnak adédott, mint z irdnyd esetben (D).

Meghatéaroztuk a fraktaldimenziot néhany pillanatban, hogy tajékozodjunk a fraktalalakzat
szerkezetvaltozasairdl. Azt taldltuk, hogy a fraktaldimenzié az attraktorra valé rahuzodasig
idében csokken.

Altaldnosabban fogalmazva elmondhatjuk, hogy az aperiodikus gerjesztés mellett kialakuld
snapshot attraktort vizsgaltuk a részecskék viselkedésén keresztil. Arra jutottunk, hogy ezen
attraktor bizonyos tekintetben hasonléan viselkedik, mint a periodikus gerjesztés mellett meg-
jelené ,klasszikus” attraktor, de sok szempontbdl el is tér tole. A legszembetiinébb eltérés,
hogy az attraktorra megérkezé részecskék térbeli eloszlasa altal kirajzolt fraktalszerkezet min-
den idopillanatban més. A részecskék atlagsebességeinek és szorasnégyzeteinek statisztikajan
jol latszott, hogy aperiodikus esetben nagyobb fluktudciokkal terheltek (pl. (v,) és o2(y)),
mint periodikus esetben. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy az aperiodikus gerjesztés esete
egy realisabb kozelitése a valosagnak, hiszen a valods, természetben lejatsz6dé folyamatokban is
altalaban fluktuaciokkal terhelt statisztikak jelentkeznek.
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5. A modell hatarai és a kutatas folytatasa

Mint minden modellnek, a mi modelliinknek is megvannak a hatarai. A modellben a kozegel-
lenallasi erot a Stokes-torvénnyel vettiik figyelembe, mely csak laminaris aramlas esetén igaz
és elhanyagoltuk a részecskék kozotti kolesonhatast. A | természetesebbnek” mutatkozo, fluk-
tuaciokat mutaté eredmények alapjan azonban azt mondhatjuk, hogy ez a modell kozelebb
all a valésdghoz, mint elédje. Ezen feliil alkalmasnak bizonyult 1j, potencialisan a felhékben
is megnyilvanulé alapjelenségek kimutatasara. Habar a mi modelliinkben a nyugvé kozegben
mérheténél nagyobb atlagos siillyedési sebesség nem kapcsolodik a gerjesztés aperiodicitasa-
hoz, ez a jelenség egy fontos vondsa a valdsagos, turbulens aramlasoknak [13, [14], [I5]. Ebben
a turbulens jelenségben fontos szerepet tolthet be az, hogy a vizszintes irdnyd mozgas més
jellegil, mint a fiigg6leges irdnyt [I5]. A két irdny kozotti jelentds eltérés nalunk is megjelenik
a diffuzios egytitthatoban.

A fentiek alapjan van értelme a vizsgalat folytatasanak. Mindenképpen fel kell deriteni rész-
letesen az iranyfiiggo diffuzié jelenségét. A kaoszelméleti fogalmak koziil még nem vizsgaltuk
meg a Ljupanov-exponens [5] értékét, aperiodikus és periodikus esetben, illetve a Lorenz-modell
egy masik realizaciojaban. A box counting dimenzidt is érdemes lehet kiszamitani tobb idopil-
lanatban, hogy idébeli valtozasat jobban lassuk.

A tovabbiakban érdemes lehet megalkotni egy olyan algoritmust, mely helyesen taldlja el a
binhatarokat az x-eloszlas tekintetében, illetve tovabb vizsgalni az y-eloszlas finomszerkezetének
helyfiiggését.

A valbsagnak még jobb kozelitése lenne, hogyha a részecskék kozotti kolesonhatést is figye-
lembe vennénk. Egy ilyen modell akar mar biztos meteorolégiai allitasok megfogalmazéasara is
alkalmas lehet.

6. Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetomnek, Drétos Gabornak, a dolgozat megirdsaban nytjtott
segitséget és azt a sok id6t amit rdm szant. Az ¢ itmutatdsa és biztatasa nagyon hasznosnak
bizonyult a szimulaciok kivitelezése, interpretacioja és a dolgozat megirasa kdzben. Koszonettel
tartozom tovabba Tél Taméasnak aki hasznos tanacsokkal latott el minket.
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