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1. Bevezetés

A populaciédinamika az él6lények egyedszamanak és népességviszonyainak
térbeli és idobeli valtozasanak menetét adja meg. Habar a lefrds soran
hasznalt differencidlegyenletek csak kozelitését adjak meg a valésagnak, mégis
érdekes tapasztalatokat és motivumokat kaphatunk meg beloliik.

A populaciédinamika tekinthetd egy altalanos keretrendszernek, mely-
ben ragadozdk, novényevok és ezek taplaléka szerepel, am kénnyen behe-
lyettesithetiink szinte ugyanazon egyenletekbe més-més paramétereket (kon-
centracio, katalizator), és latszik, hogy a kialakulé dinamika hasonlé mintazatokat
fog kovetni.

2. Alapfeltevések és a logisztikus egyenlet

Tekintstink tehat egy populaciot, mely n darab egyedbdl all. Ennek valtozasa
a t idé fiiggvényében, elsé ranézésre (ha més befolydsol6 tényezd nincs) a
populécié létszamaval aranyos lesz. Legyen a az adott populaciora jellemzo
szaporodasi rata, vagyis At id6 alatt ennyi utéd jon vilagra.
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Ha At id6t elég rovid tartomanyra nézziik, akkor hatéresetben a fenti
egyenlet a
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kifejezésbe megy at. A megoldéas pedig a valdsagban is tapasztalt expo-
nencidlis novekedést fogja megadni.
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Persze a valosagban egy populacié novekedése sokkal tobb tényezotol
fligg, vizsgaljuk meg el6szor, hogy hogyan valtozik az egyedszam a d haldlozési
rata bevezetésével.
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Ebben az esetben megmarad az exponencidlis gorbe, azonban értékkészlete
alapjan ez csokkend vagy novekedo lesz, ha konstans létszamu populécié ka-
punk, akkor az nem lesz stabil. Masodik kozelitésként persze bevezethetjiik
az élelemforras korlatossagat, ennek hatasat a populacié egyedszamanak valtozasara
egy szorzotényezovel szemléltethetjiik.
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Ha feltevésiink szerint a rendelkezésre all élelemkészlet elegend6 egy
maximélisan k (kapacitds) létszamu populacié ellatdsahoz, akkor F(k)=0,
tehat F() nem enged tovabbi szaporodast (kis populdcié esetében F() nem
modositja az eredeti Osszefiiggést F(0)=1). Ezt a feltételt az F(n)=1-n/k
egyenlet elégiti ki. Behelyettesitve tehat az eredeti differencidlegyenlet az
alabbi kifejezésre médosul.
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Ezt nevezziik a populaciodinamika logisztikus egyenletének, amely meg-
felel6 skélazas mellett n/k=x a kovetkez§ alakra hozhato.
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Ennek megoldéasa r-t6l és x0 kiindulasi értékétol fiiggden csokkend vagy
novekvo szigmoid jellegti gorbe.
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A logisztikus egyenlet tehat egy nemlinearis differencidlegyenlet, és ott
vannak ugynevezett fixpontjai, ahol a dx/dt=0. Jelen esetiinkben ez x=0
és x=1 helyen van. Ezek a pontok lehetnek stabilak és instabilak is, hiszen
ha a fixpontbdl kitéritjiik visszatérhet oda vagy exponencidlisan eltavolodhat
a megoldas. Lathaté tehat, hogy ezek vizsgalata perturbaciékkal a legegy-
szeriibb. Legyen a differencidlegyenlet a
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alaku.
Innen kis perturbéaciéval kitéritve kapjuk a
x(t) = x4 +€(t)
alakt linedris kozelitést. Ezt Taylor-sorba fejtve, majd a magasabb rendii
tagok elhagyasaval kapjuk a
(t) = e (0) exp f' (1)1
alaki megoldést. Ez akkor lesz stabil, ha t — 0 esetben € (t) — 0.

3. Két faj versengése

Ha egy adott tertileten két faj kiizd egyazon taplalékért, akkor ezek kolesonhatasba
lépnek egymassal és a gyorsabban szaporodd, vagy valamely mas tulajdonsagat
tekintve elényben 1éve faj akar ki is szorithatja a masikat a tertiletrol teljesen.
Legyen a két faj differencidlegyenlete:

@—Tn 1—E
a0 k1

d’I’LQ i 1— o
ar 2 s

A versengés szerint, ha az egyik faj szaporodik, akkor mindkét faj szamara
kevesebb eleség jut, azaz az egyenlet jobb oldala negativ részében jelentkezik
a csatolas:
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Itt « és B dimenzid nélkiili paraméterek, kifejezi az egyes fajok élelemfogyasztasanak
aranyat. Az egyenletekben szerepl6 paraméterek méas-mas értékeinél vizsgaljuk
a kialakul6 rendszereket.



4. FEredmények

4.1. Euler-moédszer, Runge-Kutta médszer, Analitikus
megoldas

Els6 feladat a numerikus és analitikus megoldasok kiilonbségének dbrazolasa
volt, vagyis hogy az eljarasok mennyire kiilonboznek egymastol. Az Euler-
modszert és az adaptiv Runge-Kutta modszert hasonlitottam ¢ssze az anali-
tikus megoldassal.

4.1.1. FEuler-moddszer

#include <cmath>
#include <fstream>
#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;
int main(){
cout << "Euler modszer populacio dinamika" << "Add meg r-t es y(0)-t: ";
double r, y, tMax, dt, t;
string FileName;
cin > r >> y;
cout << "Add meg time t_max-t: ";
cin >> tMax;
cout << "Add meg a kimeneti fajl nevet: ";
cin >> FileName;
cout << " Add meg t_O-t: ";
cin >> t;
cout << " Add meg dt-t: ";
cin >> dt;
ofstream dataFile(FileName.c_str());
y=dt*rxy*(1-y);
dataFile << t << ’\t’ << y << ’\n’;
while (t < tMax){
t+=dt;
y+=dt*xr*y*(1-y) ;
dataFile << t << ’\t’ << y << ’\n’;
}
dataFile.close();
}

4.1.2. Runge-Kutta mdédszer

A Runge-Kutta médszerhez az inga szimuldcidja sordn is hasznalt vector.hpp-
t, és odeint.hpp-t hasznéaltam.

#include <cmath>
#include <cstdlib>
#include <iostream>
#include <fstream>
#include <string>
using namespace std;
#include "vector.hpp"
#include "odeint.hpp"



using namespace cpl;

const double pi = 4 * atan(1.0);

Vector f(const Vector& x) {
double t = x[0], y = x[1], r=1;
Vector £(2);

f£[0] = 1;
f[1] = rxy*x(1-y);
return f;

}

int main() {
string FileName;
cout << "Add meg r-t es y(0)-t: ";
double y, r, tMax;
cin >> y >> r;
cout << "Add meg t_max-t: ";
cin >> tMax;
cout << "Add meg a kimeneti f&jl nevet: ";
cin >> FileName;
double dt = 0.01, accuracy = le-6, t=0;
ofstream dataFile(FileName.c_str());
Vector x(2);
x[0] = t;
x[1] = y;
while (t < tMax) {
adaptiveRK4Step(x, dt, accuracy, f);
t = x[0], y = x[1];
dataFile << t << ’\t’ << y << ’\n’;
}
dataFile.close();
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4.1.3. Csatolt logisztikus modell

Az Euler-médszerrel az eredmények jol vissza adtak a jegyeztben megtaldlhato
logisztikus egyenlet megoldésait, kiillonbozo r értékekre.
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9. dbra. r = —0.5

4.2. Fajok ero6forrasért valo versengése

A szimulécié soran igazolodik a kompetitiv kizaras torvénye, vagyis a = § =
1 esetén nem létezhet stabilan két faj. A két faj egytittélése csak aky < k;
és Pk < ko esetén valdsul meg.

#include <cmath>

#include <fstream>

#include <iostream>

#include <string>

using namespace std;

int main(){

cout << "Euler modszer populacio dinamika" << "Add meg r-t es y(0)-t: ";
double r, y, tMax, dt, t, rl, r2, yi, y2;
string FileName;

cin >> r >> y;

ri=r;

r2=r;

yi=y;

y2=y;

cout << "Add meg alfa es beta erteket: ";
double alfa, beta;

cin >> alfa >> beta;

cout << "Add meg k1l es k2 erteket: ";
double ki1, k2;

cin >> k1 >> k2;

cout << "Add meg time t_max-t: ";

cin >> tMax;
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cout << "Add meg a kimeneti fajl nevet:

cin >> FileName;
cout << " Add meg t_O-t: ";
cin >> t;

cout << " Add meg dt-t: ";

cin >> dt;
ofstream dataFile(FileName.c_str());

yl=yl+rixylsdt*(1-(yl+alfa*y2)/kl);
y2=y2+r2xy2*xdt* (1- (y2+beta*yl) /k2) ;
dataFile << t << ’\t’ << y1 << y2 << ’\n’;
while (t < tMax){
t+=dt;
yl+=yl+rixyl*dt*(1-(yl+alfaxy2)/k1);
y2+=y2+r2*y2*xdt* (1- (y2+betaxyl) /k2) ;
dataFile << t << ’\t’ << y1 << y2 << ’\n’;

}
dataFile.close();

}
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4.3.

#include
#include

<cmath>
<fstream>
#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;
int main(){

Lotka-Volterra modell

cout << "Euler modszer populacio dinamika" << "Add meg R-t es F-t: "

double R, F, tMax, dt, t;
string FileName;
cin >> R >> F;
cout << "Add meg a es b erteket: ";
double a, b;

cin >> alfa >> beta;

cout << "Add meg c es d erteket: ";
double c, d;

cin >> ¢ >> d;

cout << "Add meg time t_max-t: ";

cin >> tMax;

cout << "Add meg a kimeneti fajl nevet:
cin >> FileName;

cout << " Add meg t_O-t: ";

cin >> t;

cout << " Add meg dt-t: ";

cin >> dt;

ofstream dataFile(FileName.c_str());
R=R+a*R*dt-b*RxFxdt;
F=F-d*F*dt+c*F*R*dt ;

".
B

dataFile << t << ’\t’ << R << F << ’\n’;
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while (t < tMax){

t+=dt;

R+=R+a*R*dt-b*RxF*dt;
F+=F-d*Fxdt+c*F*R*dt;

dataFile << t << ’\t’ << R << F << ’\n’;

}

dataFile.close();

}
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15. abra. b = 0.001, ¢ = 0.001
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