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1. Bevezetés

Ebben a jegyzdkonyvben az egyszerti ingat és annak eseteit vizsgdljuk. Be-
mutatjuk a matematikai, majd a csillapitoé és gerjesztd tagokkal bévitett inga
szimuldcidinak eredményeit. Az egyes értékek valtozdsat megvizsgaljuk Euler,
Euer-Cromer és adaptiv Runge-Kutta differencélegyenlet-implementacié segitségével
is.

2. Modbdszer

A matematikai ingat a kovetkezd egyenlet segitségével irhatjuk le:
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ahol 6 a kitérés, g gravitdcids gyorsulds és | az inga hossza.
Csillapitassal:
d?6 g do
=2 g 2
az ~ 10 Yat @)
ahol ¢ a légellendlldsi/sirlédasi allandd.
Szinuszos gerjesztd erdvel:

d?6 g do .
el —79—qa + Fpsin(wpt). (3)
ahol Fp a gerjesztés amplituddja, wp az erd korfrekvencidja.
A fizikai inga, melyben eltérés, hogy nem alkalmazzuk a sin(x) =z, 2 << 1
kozelitést, igy megengedhetjik a nagyobb kitéréseket is:
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3. Megvalositas

Az implementéciét ahonlaprol letoltheté kod segitségével valdsithatjuk meg.
Néhany valtoztatds utdn a programunk a kimeneti fijl negyedik oszlopdba el-
menti az aktudlis energiat, és még két file-t készit amikbe a program eredeti
miikddéséhez hasonldéan tarolja a méasik két moédszer eredményeit. A futds
soran kétszer hivjuk meg az alabbi fliggvényt annyi kiilonbséggel, hogy az Euler
modszer hasznalatakor az X és a V értékeket forditott sorrendben frissitjiik.

vector<vector<double>> EulerCromer (double theta, double omega, double tMax, double dt) {
double X = theta;

double V = omega;

vector<double> Eredmeny;

vector<vector<double>> Kiirando;

Eredmeny.clear();

double T = 0;

while(T < tMax){

Eredmeny.clear();

double A = -X*(g/L)-q*V+F_D*sin(Omega_D*T) ;

V += A *x dt;
X +=V * dt;
T += dt;

Eredmeny.push_back(T) ;
Eredmeny.push_back(X) ;
Eredmeny.push_back (V) ;
Eredmeny.push_back(energy(X,V));
Kiirando.push_back(Eredmeny) ;

}

return Kiirando;

}

4. Eredmények

4.1. Kitérés, Szogsebesség, Energia

Az egyszerli matematikai inga vizsgédlata sordn lathatjuk, hogy a gerjeszt6 és a
csillapité er6 nélkiil a kitérés és a szogsebesség allandé amplitiddja és koztiik
kis fazisskiilonbség van. Figyelemre mélt6 az energia szép konstans értéke. A
csillapitott esetben megfigyelhet6 az értékeken, ahogy a surlédas miatt folyam-
atosan csokkennek, a maximumokra kozelitoleg egy exponencialis gorbét illesz-
thetiink. Gerjesztés esetén a kitérés és a szogsebesség burkoléja, valamint az
energia is periédikusan valtozik. A fizikai inga, amely minden tagot figyelembe
vesz, az Osszes tObbi eset tulajdonsagait tartalmazza, egyszerre figyelhetjiik meg
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1. dbra. Kitérés-id6 fiiggvény

az exponencialis csokkenést és a periddikussagot, idével megtorik a szabalyossag,
a megoldas labilissa valik.

4.2. Fazistér

A fazistéren (4) a matematikai inga esetén megkapjuk a vart ellipszist, melynek
tengelyei a koordindtatengelyekkel parhuzamosak. A csillapitassal a trajektéridn
latszik, ahogy bespirallozédik, gerjesztett esetben kellden sok ideig varva meg-
figyelhetnénk, hogy a gérbe 6nmagaba zarul. Ahogy az Gsszes tobbi értéken is
latjuk itt is Osszesitédnek a fizikai ingdban az el6z6 két eset tulajdonsagai, és
hogy az id6 muldsaval a megoldéds destabilizalodik.

4.3. Differencidlegyenlet megoldé modszerek 6sszehasonlitasa

Az Euler, Euler-Cromer és Runge-Kutta mdédszerek vizsgalatara legmegfelelébb
az energia és a farzistér alakuldsdnak nyomonkovetése. Az energiaértékeken (6)
megfigyelhetd, hogy az Euler médszer alkalmazéasaval az energia exponencialisan
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2. abra. Szogsebesség-ido fiiggvény
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4. dbra. Matematikai és Csillapitott inga fazistere
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. abra. Gerjesztett és Fizikai inga fazistere
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6. abra. Szamitasi mdédszerek alkalmazasa matematikai inga esetén

a végtelenbe divergal, mig a masik ketto esetében elfogadhaté. A Runge-Kutta
modszer azonban lathatéan pontosabb megoldast ad, kisebb a fluktuacidja a
valés érték koril. Ezen feliil észre vehetjiik, hogy a matematikaiinga, vagyis
idealizaltabb esetben a kiilonb6z6 implementacidk is ”idedlisabban” viselkednek,
vagyis a matematikai inganal majdnem tokéletesen konstans értéket adott vissza
a Runge-Kutta médszer az energiara.

Hivatkozasok

[1] http://complex.elte.hu/ csabai/szamszim/simLec3.pdf
[2] http://complex.elte.hu/ csabai/fizZNum?2/index.html
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7. abra. Szamitasi mddszerek alkalmazasa fizikai inga esetén
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