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1. Bevezetés1.1. A granuláris anyagokGranuláris vagy szem
sés anyagoknak azokat a rendszereket nevezzük, amelyek nagy számú (104−1015) makroszkopikus(1̃0µm − 10m) része
skéb®l állnak. Ebben a mérettartományban a része
skékre ható er®k a gravitá
iós er®, a kétrésze
ske összenyomásakor fellép® taszítóer®, és az érintkezési pontokban fellép® súrlódási er®; a legegyszer¶bb esetbena része
skék közti esetleges köl
sönhatás(ok)tól eltekintünk.A része
skék átlagos helyzeti energiájához képest az egy szabadsági fokra jutó kBT termikus energia elhanyagolható,így a granuálris anyagokat nem lehet statisztikus �zikai módszerekkel leírni. Nem alakul ki termikus egyensúly, küls®behatás nélkül a rendszer bármely metastabil állapota fennmarad; keveredés és homogén eloszlások kialakulása helyettrendez®dés és szegregá
ió lép fel, valamint komplex struktúrák alakulnak ki.1.2. A mérés elve1.2.1. A nyomás méylségfüggése granuláris oszlopokban - a Janssen-modellEgy R sugarú, ρ átlagos s¶r¶ség¶ granuláris anyaggal töltött hengeres edényt vizsgálunk. A Janssen-modell f®bbfeltételezései:
• A függ®leges nyomás nagysága 
sak a mélységt®l függ:

P (x, y, z) = P (z) (1)
• A vízszintes irányban mérhet® nyomás arányos a függ®leges nyomással:

Phor = KP (z) (2)
• A falaknál fellép® tapadási súrlódási er®k mind felfelé mutatnak, és maximális értéküket veszik fel:

dFfrict = µKP (z) · 2Rπ dz, (3)ahol µ a fal és az anyag közti súrlódási együttható.Az anyag minden dz vastagságú, S = R2π felület¶ vízszintes szeletének egyensúlyban kell lennie. Ezekre a szeletekrehat a gravitá
iós er®, a fölötte és alatta mérhet® nyomás különbségéb®l adódó er® és a falaknál fellép® súrlódási er®:
ρgSdz −

dP (z)

dz
Sdz − dFfrict = 0 (4)A (3) egyenletet behelyettesítve:

dP (z)

dz
+

1

λ
P = ρg (5)ahol

λ =
R

2µKAz (5) lineáris di�eren
iálegyenletet megoldása a P (0) = 0 kezdeti feltétellel:
P (z) = λρg

(

1− e−z/λ
) (6)Vagyis z növelésével a nyomás λ karakterisztikus távolságon exponen
iálisan telítésbe megy. A konkrét feladatra felírvaaz egyenletet:

P (z) = m∞

(

1− e−m/m∞

) (7)A mérés során szeretnénk meghatározni m∞ értékét, és így a fenti összefüggést igazolni.
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1.3. Mér®eszközök
• Granuláris anyagok: m¶anyag- és üveggolyók, valamint köles
• M¶anyagpoharak és mer®kanál
• Üveghenger
• Táramérleg
• Talpas fémhenger szorosan beleilleszked® dugattyúval
• Indigó
• Karton- és fénymásolópapír2. A mért adatok2.1. Kalibrá
ióA granulátumokat m¶anyagpohárból töltöttük a hengerbe; a pohárba mér®kanállal raktuk az anyagot. Meg kellettmérni, hogy hány g egy kanálnyi, illetve egy pohárnyi anyag tömege. Egyúttal a mérleg érzékenységét is ellen®riztük.Kanál M¶anyag (g) Köles (g)1 10 102 20 223 28 364 38 505 48 646 58 767 68 908 78 1029 88 11610 98 12811 108 �
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A kanalba fero koles tomege

Egy kanálnyi köles tömege: mkol = 13, 22 g± 0, 6%2.2. A Janssen-együttható kiszámításaA Janssen-egüttható megadásához szükséges összefüggések (5), (6) és (7) alapján:
λ =

R

2µK
;λ =

m∞

ρA
, (8)amelyb®l a K Janssen-együttható triviálisan következik:

K =
R

2µλ
(9)A s¶r¶séget a henger d = 4, 7 
m-es átmér®jéb®l, valamint a benne lév® anyag magasságából számíthatjuk. A hengerkeresztmetszete A = 17, 35 
m2-nek adódott.2.3. A súrlódási együttható meghatározásaA Janssen-együttható kiszámolásához tudnunk kell az üveg és a két granuláris anyag között fellép® tapadási súrlódásegyütthatójának nagyságát.Ennek meghatározásához rendelkezésünkre állt egy üveglap, amely ugyanabból az anyagból készült, mint a henger,amivel mértünk, ill. egy könny¶ papír téglatestre a granuláris anyagainkból egy-egy sor ráragasztva. A téglatestet (amérend® granuláris anyaggal lefelé) ráhelyeztük az üveglapra, amelyet lassan elkezdtünk dönteni. Megkerestük azt aszöget, amelynél a téglatest éppen elindul. Ennek a szögnek a tangense lesz a tapadási súrlódási együttható.Mi közvetlen módon a szög szinuszát mérük, mert a lejt® összes hossza L = 25, 0(0, 1)cm (hibája elhanyagolható amagasság hibájához képest), ill. megmértük mindkét esetben a lejt® magasságát:

• hmuanyag = 5, 3(0, 5)cm; δh = 9%

• hkoles = 5, 4(0, 5)cm; δh = 9%A hibákat hozzávet®legesen be
sültük, a megasságértékeké abból származik, hogy nagyon pontatlanul lehetett 
sakbeállítani a szöget, amelynél elindult a téglatest. Mivel
µ0 = tgα =

sinα

cosα
=

sinα√
1− sin2α

, (10)ezért
• µmuanyag

0
= 0, 216; δµ0 = 9% kb. marad, a számolások után is;

• µkoles
0 = 0, 221; δµ0 = 9%. 3



2.3.1. M¶anyaggolyók
n 1. mérés 2. mérés 3. mérés1 42 32 342 54 60 563 64 80 744 76 94 905 92 106 1086 104 120 1127 114 132 1188 124 142 1289 132 148 14210 140 152 14811 146 162 15612 150 168 15813 156 174 16214 160 178 16615 162 184 16816 164 186 16817 172 186 17418 172 188 174A görbékre P (z) = m∞

(

1− e−m/m∞

) alakú görbét illesztettünk (ld. 1, 2, 3. ábrák). Az illesztési paraméter m∞értéke:1. mérés: 174± 3 g2. mérés: 205± 2 g3. mérés: 185± 2 gEzek átlaga: 188 g ±8%. A súrlódási együttható: µmua = 0, 216 ± 9%, a hengerben lév® anyag magassága h = 49, 5
m volt. Ezekb®l adódik, hogy Vhenger = 858, 83 
m3, amib®l a hengerben lév® 3·18 kanálnyi anyag tömegének(m = 3 · 18 · 9, 84 = 531, 36 g ±0, 6%) ismeretében: ρmua = 0, 619 g/cm3, azaz λ = 17, 5 1/
m. (9)-be behelyettesítvemegkapjuk a keresett eredményt:
Kmuanyag = 0,3107± 17,6%.2.3.2. Köles

n 1. mérés 2. mérés 3. mérés1 40 40 362 66 70 643 84 82 824 100 98 1025 112 114 1106 126 128 1227 138 138 1348 146 146 1429 158 152 14610 160 160 15211 164 164 15812 168 168 16213 174 170 16614 176 174 16815 176 178 17016 184 182 17217 186 186 17618 184 188 176Ezekre az adatokra is görbét illesztettünk (ld. 4, 5, 6. ábrák). Az illesztési paraméter értéke:4



1. mérés: 183, 74± 1, 84 g2. mérés: 183, 19± 2, 01 g3. mérés: 173, 41± 1, 58 gAz el®z® logikát követve: m̄∞ = 180, 11 g ±3%; µkol = 0, 221 ± 9%; h = 61, 6 
m → Vhenger = 1070, 5 
m3 →
ρkol = 0, 667 g/
m3 → λ = 15, 56 1/
m →

Kkoles = 0,3417 ± 12,6%.3. A mikroszkopikus er®eloszlás vizsgálata3.1. Elméleti háttér - a q-modellA q-modell a granuláris anyagokban lév® er®lán
ok lefutásának statisztikus leírására szolgál: jóslatot ad az egyes szem-
sékre ható er®k eloszlására. A modell feltevései megtalálhatók a mérési leírásban.Ezek alapján a feltevések alapján a q-modell az alábbi er®eloszlás-alakot jósolja nagy v redukált súlyok esetén:
P (v) = AvN−1e−αv (11)Látható, hogy ez az eloszlás sokkal lassabban 
seng le, mint a Gauss-eloszlás: mérésünkben éppen ezt kívánjuk meg-mutatni.3.2. A mérés leírásaAz er®eloszlás méréséhez kis üveggolyókból álló granuláris anyagot használtunk. El®ször egy üreges fémhenger alapjlapjá-nak helyére tettünk fehér papírlapot, arra indigót. Ezután a hengert feltöltöttük az üveggolyókkal. A hengerbe jólilleszked® másik, dugattyúszer¶ hengert beletettük, majd egyikünk ráállt az elrendezésre (így lett nagyon nagy a re-dukált súly az alsó szem
séken).Ekkor az alsó szem
sék belenyomódtak az indigóba, amely gondosan kivitelezett mérés esetén a nyomóer® nagyságá-val arányos foltot hagyott a fehér papíron. A henger szétszedése és a papír kivétele után még ötször megismételtüka mérést, lehet®leg minden alkalommal ugyanakkora súllyal terhelve a golyókat. A kapott öt papírlapot 600 dpi-ben,szürkeárnyalatos színmélységben beszkenneltük, majd a szkennelt képekb®l digitálisan kivágtuk a munkánkhoz szükségesöt körlapot, amelyek a belenyomódási mintázatokat tartalmazták. A képek végig veszteségmentes BMP-formátumbanvoltak.A labor honlapján található kiértékel®programokkal nyertük ki adatainkat a képfájlokból. El®ször a dispot nev¶programmal 245-ös küszöbszintnél meghatároztuk a foltok méretét mind az öt képen, majd a kapott adatokat egyetlenszövegfájllá összefésülve a histog programmal eloszlást készíttettünk bel®lük. 15-ös dobozméretet használtunk, merttöbbet is kipróbálva (ld. 7. ábra) ez látszott legalkalmasabbnak.3.3. A mért adatokA 8. és a 9. ábrán látható az öt mérés összesített adataiból készített er®eloszlás de
imális, ill. logaritmikus skálán, arájuk illeszteni próbált eloszlásokkal együtt.A logaritmikus skálán jól látszik, hogy az eloszlás korántsem 
seng le annyira, mint a Gauss-görbe, bár nem illeszkediktökéletesen a q-modell által kínáltra sem. Az viszont mindenképpen egyértelm¶, hogy a nagyobb er®k súlya ezenelrendezésben sokkal jelent®sebb volt, mint egy normáleloszlástól várnánk.Az illesztett görbék alakja:

• Gauss- (normális) eloszlás: f(x) = ae−
(x−m)2

2σ2

• q-modell: f(x) = AxN−1e−αxAz illesztések eredményei az 8. és a 9. ábrákon láthatók. 5



a m σ A N α1. mérés 62550± 336% −342± 64% 112± 28% 535± 18% 1, 06± 7% 0, 032± 7%2. mérés 2119± 141% −162± 67% 89± 26% 317± 28% 1, 1± 10% 0, 030± 12%3. mérés 62453± 746% −483± 132% 151± 58% 748± 18% 0, 74± 9% 0, 017± 11%4. mérés 1382± 149% −266± 59% 130± 24% 135± 19% 1, 12± 7% 0, 022± 9%5. mérés 3648± 132% −273± 46% 124± 19% 250± 14% 1, 12± 5% 0, 024± 6%Összes mérés 70312± 206% −330± 50% 122± 26% 1773± 14% 1,04± 6% 0,026± 6%Így látható, hogy az er®eloszlás valóban nem normális eloszlást követ, hanem a q-modellnek megfelel®t, azaz sikerültigazolni a (11) összefüggést.3.4. Konziszten
iavizsgálatA mérés során azt is meg akartuk vizsgálni, hogy vajon az er®eloszlás, amelyet nézünk, homogén-e, vagy pl. a nagyobber®k valahova kon
entrálódnak. Ezért felosztottuk a képeket: el®ször a köröket két félkörre ("jobb" és "bal") szim-metrikusan, majd egy bels® kis körre, és egy küls® körgy¶r¶re, kb. a sugár felénél.Az ezután következ® ábrák mutatják be, hogy a körlapok két fele, ill. a közepe és a küls® része közötti eloszláásközött van-e különbség.Az illesztett eloszlások paramétereit tartalmazza a következ® táblázat:
a m σ A N αBal oldali félkörök 26881± 277% −301± 73% 0.009± 32% 1121± 20% 0.98± 8% 0.025± 9%Jobb oldali félkörök 26881± 371% −301± 97% 0.009± 42% 739± 28% 1.1± 11% 0.029± 12%Körlapok 26881± 260% −301± 67% 0.009± 29% 634± 20% 1.18± 7% 0.031± 8%Körgy¶r¶k 26881± 365% −301± 96% 0.009± 42% 1443± 23% 0.9± 11% 0.023± 12%Jól látszik az ábárkból, és a táblázat adataiból, hogy míg az eloszlás tengelyesen nagyjából szimmetrikus, a nagyobber®k a küls® körgy¶r¶be kon
entrálódnak.
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1. ábra. A m¶anyaggolyók redukált tömege a valódi tömeg függvényében, I. mérés
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2. ábra. A m¶anyaggolyók redukált tömege a valódi tömeg függvényében, II. mérés
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3. ábra. A m¶anyaggolyók redukált tömege a valódi tömeg függvényében, III. mérés
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4. ábra. A köles redukált tömege a valódi tömeg függvényében, I. mérés
8



 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 180

 200

 0  100  200  300  400  500  600  700  800

R
ed

uk
al

t t
om

eg
 (

g)

Valodi tomeg (g)

Koles, II. meres

5. ábra. A köles redukált tömege a valódi tömeg függvényében, II. mérés
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6. ábra. A köles redukált tömege a valódi tömeg függvényében, III. mérés
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7. ábra. Hisztogram-dobozok méretének próbája
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8. ábra. Az egyes foltméretek gyakorisága de
imális skálán
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9. ábra. Az egyes foltméretek gyakorisága féllogaritmikus skálán
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10. ábra. A foltméretek bal oldali félkörökön mérhet® eloszlása
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11. ábra. A foltméretek jobb oldali félkörökön mérhet® eloszlása
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12. ábra. A foltméretek középs® körlapokon mérhet® eloszlása
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13. ábra. A foltméretek küls® körgy¶r¶kön mérhet® eloszlása

13


