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1.  A mérés célja 
 

 ������� � �	��
�������
������������������ �!�����"$#&%' $��(*)+�,��(-!��.��(*)/��0��
  $����#$1����$!�23�4��!�2�!�����5!6��!������ ��!��
merevnek ítélt anyagok is (pl. fémek) rugalmasan deformáló7�8�9�:;:$<&=�> ?�@ A$9�B�C�>�C�@�96DFEHG�G =
viszont az következik, hogy rezgésre is képesek. Ezen rezgések behatóbb vizsgálata volt a mérés 
célja egy adott geometriájú és anyagú minta rezonanciafrekvenciáinak és egy 
rezonanciagörbéjének mérésén keresztül. 

 

2. A mérés elve 
 
 I J	K�LMK6NON�P�LRQ�SUT�V*WYX�K�Z�[&\ J	T�S�]$\ ^3N�S$_�XUZ�T�X3\�S�Z5`�T�Z Ja\ S�Zb_UcdT�V*W*T�S�T�Ne`�_�N�Q�f�P�Z-g/\ ]$N�V*Q6hiZ�_�Jkj

melynek magassága elhanyagolhatóan kicsiny volt a minta 
hosszához képest -ld. 1-l6mon�p�q�r�s tvu$w*w x�l�w*l�m y�q�n�z�{*|
rezgéseivel foglalkoztam. Ebben az esetben felírva a neutrális 
szál mozgásegyenletét és a változók szeparálásával (y-ra, 
mint helykoordinátára és t-}�~������ �$����� �����*� }�������}�~��
��~����&� �$�*����������~����$~�� ���������$���  

- ����� � �v�� �  ¡�¢�£��0¡R¤¥�§¦;¨ ¦;¨ ¦;¨ © ¨•• •
+ + =

ª'« ªH« ª¬« ¯® °&ª±«² ³ ´ ³κ ω ω  differenciálegyenlet adódik, 
melyben κ µ�¶6·¹¸5º�º�µ�»&¼ ½b¾6·�¿Rµ'ÀÂÁ�º�º�Á�Ã,Ä ½�Å�Æ�Ç*Á�Ä È ω É�Ê�ËdÌÂÊ�Í�Î�Ï ËRÊ�Î0É*Ð�Í3Ñ$Ò�Ë¯Ó�Ë�Ê�Ñ$Ô*Ê�Õ$Ö�× ØÙÌÛÚ�Ü ω0 a csillapítatlan 
rezgés saját körfrekvenciája, f0

 Ý�Þ�ß3à�á�â�ã	Þ�á�ä/å�æ�á*ç�ä/àéè�ê$ë	Þ�á*ì�Þ�í�â�è�î�ë	â�ï3à ë,ð�ñ5à�åFá*Þ�ìdòÛÞ�å�ã�è�æ6å¯à�Þ�ì ó6ôõã
Þ�á*ä*Þ�ç&ñ Þ�èöë	Þ�á�÷&ñ ß$ð6å�à ß ø�Þ�çùð�ñ�ñ�â�ç�ß�îùì�æ6å�ã0Þ�à�úkû�ü ý üþ�ÿ þ�ÿ������$þ þ§ÿ�ÿ

= −ω ω ϕ ω , ���	��
ϕ ω
κω

ω ω=
−

�
 � �  és 

� ���� ��� � �
ω ω ω κ ω= − +

−� � � ��� ���
�
��
 (A az amplitúdó). 

- �������  "!�#�$%$ &('�)+*��,$% ��.-��/�,0��1�
24365
275 8

365
9;:

<
< = > > ?@BA @BA

+ =ω
ρ C�D C.EGF�HJI�D HLK�MONQP�D R%S DTC

határfeltételeket is figyelembe véve a ch(λl)⋅cos(λl)=0 egyenlet következik ( λ ω
ρU V W WX Y[Z=
\^]6_`;a , l 

a minta hossza az x tengely mentén). Ennek végtelen sok megoldása van: ki = λil= 0,5⋅(2i-
1)⋅π+xi, ahol xi értéb�c�ded�f�ghc,ikj�c.bmlonqprc,s�jtduc,v%w%cxs�y c,jzc,b�{ y}|~f�gQc,v%��y�����f(��d bG{��myub��G�%c.j�bGc,��d b��o���Gv%w
ω

ρ
�

�� �
�=









���
�

�
��� , i=1,2,3,4.... (ρ a térfogat, q pedig az ab felület). 

Ezen függvények segítségével már meg tudjuk oldani a mérés technikai kivitelezését. A 
mérés során ki �,�h�����u����� �,��� �+�.�G�.�¡ G¢,£¤¢.¥B¢x�h£���¦���§�¨G©«ªr¬k�. �G�.�G®�¦ ¢�ªr¯G�%�%°��(°.�G�. «��¥.°��z� °,¬(�z°, ��~±o²³¥7°x¬(�
®x°����(¥7�.¬  m¦���¥7´,�¶µ�� �m¦·¢.¥ A(ω̧u¹rº�»�»%¼%½.¾G¿%À Á�ÂxÃÄ½,Å�Æ+Ç,È.ÉËÊ%Ì�È,ÉËÊ ¼%Í�Á Í�ÆËÆ�Î~Á·Ï�Ê Ð�Ñ�¾mÒxÓ�ÔG»%¿ ω ω κ= −

Õ Ö× Ø Ø
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van a maximum helye és értéke pedig Û
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Ábra 1 
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3.  A mérés kivitelezése 
 
 è éhê.ë(ê�ìíì�îGë(ï.ðòñôó�õ�ö�÷,ø�óG÷.ù ø�÷.úxû�ðmü ó�ñ~üýë(ê�ì+ù�þ ÷,øz÷,ó�÷.ø4óG÷~þzþýéh÷,ÿ%ö%ñ~þ���ì��/ø�ñ,ð�ü�� ÷,ÿ��%ë(ê�ì+ù.ø	�Gÿ��ÿ%÷xë�
L÷�ì�ù.ø�÷,ðmümñ é ü/ðGø�ï.ø�"û�î�ÿ�� ñ.ù�÷,ë üzì�éh÷,ë(øÄþ ÷xÿ��%÷,ð�� ï,é ñ�éQ÷xú.ûGñ.ðmü/ó�ñ~ü�ë(÷.ù,ÿ%ê�ì(÷.óG÷.ø ð�÷ ñ.óGñ���ï�þ �%îGù7ù.ñ ñ

gerjesztés, másrészt a minta rögzített végét kellett úgy befogni, hogy az valóban rögzített legyen, ������������������������� ���!���#"�$%���'& (�(#) *+�,��-.�/& �,0�*��21�354������ �6���'&7��) 0�����8#&�*+35����9��'&�:���;�*<�,�#)<=����?>�*�:�(�(#) *A@��,B#) �����-C������-D*<E�3F��� =G�.3H) ��*<�I�'&��,0KJ4,��1��5JL:�&M)<&�& � �!��0��,B �N�,*�>�9�� &�"POQ�,��4�*RE��������'�S�!T,��T�(����U�V0�E�9���*<0��,�
eszközöket használtam a mérés során: 

• hanggenerátor, tekercs 

• WYX2Z�[�\�Z,]�^'_ `,a5b,X c ∆(1/f)=∆T=0,05 µs) 
• pick-d�e�fYe�g h�i�i�jkh'l h�m�n<o2j�p5j�q+l�h�p5h,irs,ntq!i�u�n vxw q#y�j#l�n<p5w,o  
• z<{#|�}�~5��� � ∆d=0,05 mm) 
• mérleg (∆m=0,00005 g) 
 

3.1. Rezonanciafrekvenciák mérése 
 ��� �N�������F�����5�

rtem a K3-as minta rezonanciafrekvenciáit. Az általam mért legalacsonyabb 
rezonanciafrekvencia f0=133,761±0,001 Hz (δT=10-6 ⇒ ∆f≈0,001 Hz) volt. Mivel az 
f1=275,598±0,001 Hz-t is rezonanciafrekvenciának mértem, ezért az f1 az alapfrekvencia 
(f≈551,18 s-1 nem volt az). Ezeken kívül még két rezonanciafrekvenciát sikerült kimérnem: f2= 
1750 ,792±0,001 Hz és f3= 4912,049±0,001 Hz-t. Ezen mért frekvenciaértékek összevetését az 
elméleti ki

2/kj
2  értékekkel az egyes táblázat tartalmazza 

Táblázat 1 

 
kj 

 
Elvi érték 

 
k1

2/kj
2 

 
f1/fj 

Relatív 
eltérés [%] 

k1 1,8751 1 1 0 
k2 4,69409 0,159568 0,157413 1,35 
k3 7,85476 0,056988 0,056106 1,55 

 

3.2. Rezonanciagörbe mérése 
 

Miután kimértem az alapfrekvenciát, meg tudtam határozni a rezonanciagörbét körülötte. ��� ���/�����,�,���������/�<� �����������! ��,¡
bb volt bizonyos amplitúdó értékekhez tartozó frekvenciát 

megmérni, ezért nem a frekvenciaértékek lettek "kerek" számok, hanem az amplitúdóértékek. A 
2-es táblázat tartalmazza mért adatokat, az 1-¢/£G¤�¥�¦�¤�§©¨�¢,ª#« ¬F¤,¥�¦�¤��®#¯�°<±,² ³�¢�°t´¶µ�²5±,·#« ²k¤/¯<«<£Q¸,¦�°�¸,³
helyét leolvasva f0=275,623±0,001 Hz-t kaptam rezonanciafrekvenciának és ∆f =0,337±0,002 Hz 
sávszélességnek. (f hibáját a 3.1. ¹�º�»�¼�½�¾�»À¿ Á/Â Ã�¼<¾,Ä�»�¾�ÄÆÅFÁ�Ç�ÈYÁ'¿�Á ¿ Á�»ÀÉ!Ê�Ë,Åkº#¿�¼<¾,ÅÌÄ#Í�Î Ï  
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Táblázat 2 

U (V) f (Hz) 
10,998 274,042 
19,998 274,664 

30 275,104 
36 275,197 
45 275,280 
54 275,350 
60 275,380 
60 275,381 
66 275,408 
72 275,445 
78 275,465 
84 275,488 
90 275,518 
96 275,532 
96 275,669 
90 275,691 
84 275,716 
78 275,741 
69 275,779 
60 275,819 
54 275,862 
45 275,936 
36 276,045 
30 276,153 

25,98 276,257 
21,99 276,368 

 

3.3. A rezonanciafrekvencia l2-es függése és a                                               
minta Young-moduluszának kiszámítása 

 
3-8 cm között változtatva a minta1 Ð�Ñ�Ò�Ó Ð�Ô Õ!Ò�Ô,Ö×Ô'ÕxØkÔ,Ð�Ù�ÑRÚ,Ò l(TÛxÜ�Ý�Ü�Þ<ß�à�Ü�Þ×ÜMà�á�â�ã�Þ<à�ã,ä

mérési eredményt kaptam (3-å/æ#ç<è,é�ê�è,ë�å�çíì ê è'æ�îïåMð�ñ�ò�ó�ç<ð�ó,ë ô#ê î�å/ê ô�õ�öS÷,øúù -as ábrán látható az 
adatsor az illesztett egyenessel, melynek meredeksége m=0,43±0,01 lett.  

û üý
ü
ý
ýπ

ρþ
ÿ��
�

�
�=







 , ahol I = ��� �	�
� ��� ��� ��

�
�� � �����
� �����
� �����

�
��� � � �"! � �#� $	�

= ± ⋅ −

−
∫∫ , ρ =

%
&#'"(  = 2500±100 

kg/m3, q = ab = 4,65⋅10-5 m2 ⇒ )
*
+ ,- . / ,- .=







 = −

0 0 0
1�2

0 0
132

4 4
ρ π ρ π

=57±6 GPa=E. 

Ha E-t az egyik hosszhoz tartozó körfrekvenciából számolom ki: 5
6
7 89=
:
; : ;�<= = =ρ

ω  ⇒ 

E=54±5 GPa>@?BADCFEGCIH#?JE#?LK�MJNPO"QRH"SUT VWTFSBXZYZSJ["C]\R?J[^SUT [ SLNPSJ_#Aa`JQ"Q#YZSbTdcfe�g [ l=81,1 mm és 
T=2909,67 µs-al számoltam.) 

                                                           
1 A K3-as minta vastagított vége miatt nem tudtam változtatni a befogás helyét, ezért a 3.3. pontban a 3-as mintát 
használtam. Ennek adatai: m = 11,8046±0,0001 g, a = 1,50±0,01 cm, b=0,31±0,01 cm, l0=10,03±0,01 cm. (Tehát a hjilklmonqp rUh s hjtlu�vxwIyxk{z}|l~ δρ=δm+δa+ δb+ δc≈0,04.) 

Ábra 2 

274,0 274,5 275,0 275,5 276,0 276,5
0

20

40
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 A mért adatok
Az illesztett görbe típusa: Lorentz

χ2    =    2.88044

y0 14.23807 ±0.98392
xc 275.6037 ±0.00201
w 0.47446 ±0.01332
A 64.36587 ±1.89951

U (V)

f (Hz)
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Táblázat 3 

l (mm) l2 (mm2) T (µs) 
81,1 6577,21 2909,676 
63,1 3981,61 2214,431 
58,4 3410,56 1602,814 
44 1936 884,417 
30 900 477,604 

(l hibája: ∆l≈0,1 mm) 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.4. Minta csomópontjának mérése 
 
A K3-as mintának a korábbiakban mértek és k2 értéke alapján megbecsülve csomópont 

várható helyét a T=570,286 µs-�G���"�L��� �"�#�W��� � � f2 rezonanciafrekvencia esetén). A 4-es táblázat ���L�P�d�b�]�a�L�J�������a�L�P���B�#�J�d�#�"�J�������d� �G�j�U�]�#�W����� �L�P�b��¡¢�#�"£#���d¤J¥Z�G���¦¤B§Z�D����¡ £#����¨#�b©ª�#§#¤b��¡¢�"�#£"�]«}¤J�d¬G��
második oszlop: a mért effektív feszültségértékek), a 4-es ábra pedig ábrázolva az U(d) 
függvényt. Az ábráról leolvasva U minimumának helyét d≈6,4±0,2 cm-nek adódik. Ez jól 
illeszkedik a becsült értékhez, hisz azt k2=4,69409 és l0=8,2±0,2 cm-® ¯±°G²�³j´�µB¶¸·W¯ ¹Zº�»
dbecsült=0,774⋅l0≈6,35±0,15 cm.  

 

Táblázat 4 

d (cm) Umért (V) 
7,35 6,3 
7,2 4,6 
7,1 4 
6,8 2,3 
6,65 1,2 
6,4 0,4 
6,2 0,6 
6,1 1 
5,98 1,8 
5,85 2,8 
5,7 3,2 
5,3 5,8 

 
 
 
 
 

Ábra 3 
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 A mért adatok
 Mért adat. A nagy 

eltérés miatt nem vettem
vettem figyelembe az egyenes
illesztésénél.

 A maradék 4 pontra illesztett
egyenes

T
 (

µs
)

l2 (mm2)
 

Ábra 4 
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 A mért adatok,
törtvonallal összekötve
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3.5. A detektor hatásának mérése 
 
A mérés befejezéséül megmértem, hogy mennyire befolyásolja a detektor, mint egy ¼"½#¾#¿�À#ÁJ¾ÃÂ#ÁJ¿dÄÃÅ"ÆGÇdÈ ÉJÊ ÁÌË�ÍI¾#¿dÁÎÈjÏ�ÁJÀ#ÁBÐDÊÑÉLÏLÒZÓbÈjÓL¿}ÔÖÕÎÉLÒZËaÓBÊP×ZÉfÁfÊÑÉLÏL½"¾#ÁJ¾#ØUÍIÁUÙdÊPÉLÅ"×ZÉJ¾"ØUÍ ÚB¿oÁfÐ"ÉL¿dÉBÅ#¿d½"ÊÅ"ÆGÇ]Û"¾#À"Û#Ï ¼#½#¾"¿ ÜlÁUÍ À"ÁJ¾ÝÁJÏ^Þ -ös ábrán látható görbét kaptam eredményül. Az 5-ös táblázatban ßZàBá#á"àLâäãdåUæ ç�è#á"çdåLç�ßZåfàféaêJëÑçoàLì#àJç�í"âïî�åbæ�ð íWð¦ñUæ í"òGóGàfì"åJç�åLâ#ç�í#ë�ç�ôJßZíGæ�ðjôLõ#àfàöéD÷ á#ç�àfø#åbãªí"õZôUð�÷Öò"í#á"ç]ù}ôJçdú l; û üUýjþ#ÿ�����þGý����]þ���	�
 û������������� �"ÿ��Wý�� ÿ ����� d hibája ≈0,03 cm, T-é továbbra is 0,05 µs (abszolút). ����� ��!�� "$#&%�')(�*,+.-)/�- 0 12/�3�4.576 89* "�0:6<;�- 0=-)(�0>3�!��:',0>6:')(?*>@A-B#C0=-)0>0D@A3�!�4.6�0>%�"�5.3�8E6)0=F (HGI6<;�- 0>-�(�0>3�!J�:' 0>6�'

(?*=@I-�#C0>-�0>0K- ! 0H/�-�' 5J@>L�4.4�-)0M',- "�"�-)(N0>-)(
intettem és a forgatónyomatékot a minta rögzített végére O.P�Q�R�S>T�P�UVS=R)S>O.R O.W)S>S=W)X Y[Z \�].W_^�W XE`�W a Q bdc�\.] e_f�g�T�T�W Q R h�W)i�Z j�k�l�f�Z k bmR U)R U Q R

rezonanciafrekvencia. Az ábrán az is látszik, hogy ez a függés nem lineáris, hanem valami egyéb, 
általam nem beazonosított függés. 

 

Táblázat 5   

d (cm) T (µs) 
1,01 3630,395 
1,58 3629,979 

2 3629,53 
2,5 3627,092 

3,01 3621,187 
3,45 3617,33 

 
 
 
 
 

Ábra 5 
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 A mért adatok,
törtvonallal összekötve

T (µs)
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