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1. Bevezetés

Ebben a mérésben a szilárdtestek rugalmas tulajdonságait vizsgáljuk di-
namikus módszerekkel. Ezek sokkal előnyösebbek, mint a statikus módsze-
rek, ugyanis a mérési hibát okozó külső zavarok kiküszöbölhetők továbbá kis
amplitúdójú rezgésekkel dolgozunk, így a minta maradandóan nem defor-
málódik.

2. A mérés elmélete

A mérés során az egyik végén befogott téglalap keresztmetszetű rúdban ki-
alakuló transzverzális rezgéseket vizsgáljuk. A rúd egy rezgése diszkrét saját-
módusok szuperpozíciójaként állítható elő. A gerjesztés alkalmas megválasz-
tásával az egyes sajátmódusok külön is gerjeszthetők. Az i-edik sajátmó-
dus kitérését leíró függvény hely- (x) és időfüggő (t) függvények szorzatára
bontható: zi(x, t) = Zi(x)Ti(t). A helyfüggő rész a rudat leíró negyedrendű
differenciálegyenlet megoldásával kapható meg:
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ahol l a rúd hossza, ki pedig az i-edik módushoz tartozó állandó, melynek
értéke megtalálható [1] jegyzetben. A mérés során az i = 0 alapmódus és az
első néhány felharmonikust mérjük.
A gerjesztő generátor feszültsége szinuszos, ezért a minta minden pontja csil-
lapított kényszerrezgést végez. Az időfüggő rész alakja:

Ti(t) = Ai(ω) sin(ωt− δi(ω)).

Az i-edik amplitúdójának frekvenciafüggését az
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formula írja le, ahol Ai0 a gerjesztés nagyságától függő amplitúdó-állandó, κi

a súrlódást leíró csillapítási tényező, ωi0 pedig az i-edik módus sajátkörfrek-
venciája, amely az
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formulával számolható. Ebben E a rúd hosszirányú Young-modulusa, ρ a
minta sűrűsége, q pedig a keresztmeszete, I pedig a másodrendű felületi nyo-
matéka:

I =

∫∫

q

z2dzdy.

Téglalap keresztmetszet esetén:

I =
1

12
ab3,

ahol a az alap hossza, b pedig a magasság. A sajátkörfrekvenciát megadó öss-
zefüggésből következik, hogy egy minta i-edik módusának sajátfrekvenciáját
megkaphatjuk az alapharmonikusból:
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A fémből készült rudat időben ωg frekvenciájú szinuszos jelű elektromágnessel
gerjesztjük, amelynek következtében rá

F (t) ∼ α cos(ωgt) + β sin(2ωgt)

alakú gerjesztőerő hat. Az első tag az örvényáramok és a gerjesztő elek-
tromágnes alatt található állandó mágnes kölcsönhatásából adódik és ωg

frekvenciájú erőt gyakorol a mintára. A második tag az örvényáramok és
a változó mágneses tér közötti kölcsönhatásból származik és 2ωg frekven-
ciájú. Tehát minden sajátmódus kétféle frekvenciával gerjeszthető, az egyik
az ωg = ω0i egyenletnek tesz eleget, a másik pedig ennek a fele.
Az amplitúdót mérve a gerjesztőfrekvencia függvényében megkapjuk a rezo-
nanciagörbét. A görbe ∆ν félértékszélessége kifejezhető a κ csillapítási ténye-
zővel:

∆ν =
κ

π
. (4)
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3. Mérési eredmények

3.1. A minták geometriai adatai

3.1.1. Az „A” minta

Az „A” minta egyik vége vastagított volt, azért, hogy a befogásnál jól
teljesüljön a határfeltétel. Jelölje a szélességét D, a rezgő rész vastagságát h1,
hosszát l1, a kiszélesedő rész vastagságát h2, hosszát l2! Az adatokat lehetőség
szerint több pontban csavarmikrométerrel vagy tolómérővel mértem, a minta
tömegét pedig analitikai mérleggel mértem.

D = (15.06 ± 0.01)mm
h1 = (1.99 ± 0.01)mm
h2 = (10.02 ± 0.01)mm
l1 = (79.99 ± 0.05)mm
l2 = (20.01 ± 0.01)mm
mA = (14.6456 ± 0.0001)g































⇒
IA = 9.8 ± 0.2mm4

ρA = (2703 ± 20) kg

m3 .

3.1.2. A 13-as számú minta

A 13-as minta téglatest alakú volt, szélességét jelöljük D-vel, hosszát l-lel,
vastagságát pedig h-val! A mért értékek:

D = (15.10 ± 0.04)mm
h = (3.04 ± 0.02)mm
l = (100.00 ± 0.05)mm
m13 = (38.5522 ± 0.0001)g















⇒
I13 = 35.3 ± 0.8mm4

ρ13 = (8398 ± 90) kg

m3 .

3.2. A sajátfrekvenciák mérése

Először az „A” minta első négy sajátfrekvenciáját mértem mindkét le-
hetséges gerjesztő frekvenciánál. A mérési adatok az 1. táblázatban láthatók.
Jól látható, hogy az ugyanazon módushoz tartozó párosával előforduló ger-
jesztési frekvenciák valóban egy 2-es faktorban különböznek. Továbbá leol-
vashatjuk, hogy a (3) elméleti összefüggés is kis hibával teljesül.
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ν (Hz) i ν0i/ν00 (mért) (ki/k0)
2 (számolt) eltérés

127.22 0 0.499 felező frekvencia -
254.60 0 1 1 -

803.88 1 3.157 felező frekvencia -
1607.5 1 6.314 6.267 0.7%

2259.2 2 8.873 felező frekvencia -
4517.4 2 17.743 17.547 1.1%

4439.3 3 17.436 felező frekvencia -
8879.0 3 34.874 34.386 1.4%

1. táblázat. Az „A” minta sajátfrekvenciái.

3.3. Az „A” minta Young-modulusa

A Young-modulust a (2) egyenlet segítségével számíthatjuk ki:

Ei = 4π2ν2
i

l4

k4
i

ρq

I
. (5)

Az egyes módusoknál számolt értékek és a belőlük képzett átlag:

E0 = (7.0 ± 0.1) · 1010Pa
E1 = (7.1 ± 0.1) · 1010Pa
E2 = (7.1 ± 0.1) · 1010Pa
E3 = (7.2 ± 0.1) · 1010Pa















⇒ ĒA = (7.1 ± 0.1) · 1010Pa.

3.4. A rezonanciagörbe mérése

Az alapharmonikus frekvenciájának közelében mértem a rezonanciagör-
bét. A mérési eredmények a 2. táblázatban illetve az 1. ábrán látható. A
rezonanciagörbe számunkra fontos paraméterei:

Alapharmonikus frekvencia: ν00 = (254.50 ± 0.01)Hz

Félértékszélesség: ∆ν = (0.38 ± 0.05)Hz.

3.5. A csillapítási együttható

A κ csillapítási együtthatót a (4) képlet segítségével a félértékszélességből
határozhatjuk meg:

κ = π · ∆ν = (1.2 ± 0.1)Hz. (6)
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ν (Hz) A (mV) ν (Hz) A (mV)

251.81 4.2 254.58 82.0
252.34 5.2 254.64 76.0
252.40 5.4 254.73 64.0
252.55 5.9 254.78 57.0
252.66 6.2 254.86 46.0
252.97 7.4 254.97 34.0
253.04 7.8 255.66 10.0
254.02 31.0 255.81 9.0
254.12 43.0 255.95 7.9
254.23 57.0 256.14 7.1
254.28 65.0 256.31 6.4
254.35 76.0 256.76 5.2
254.43 84.0 257.04 4.6

2. táblázat. A rezonanciagörbe mért értékei.
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1. ábra. Az amplitúdóval arányos feszültség frekvenciafüggése.

3.6. Az alapharmonikus frekvenciájának hosszfüggése

A 13-as számú mintánál megvizsgáltam, hogyan függ az alapharmonikus
frekvenciája a rezgő hossztól. A 4-8 cm-es tartományban 1-cm-enként mér-
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tem a rezonanciafrekvenciát. A mérési eredmények a 3. táblázatban láthatók.
A (2) képlet felhasználásával megkaphatjuk az alapmódus frekvenciájának

l (cm) ν (Hz)

8 251.90
7 327.68
6 457.85
5 653.82
4 1019.86

3. táblázat. Az alapharmonikus frekvencia hosszfüggése.

hosszfüggését:

ν00 =
1

l2
k2

0

2π

√

EI

ρq
.

Tehát, ha ábrázoljuk a frekvenciaértékeket 1/l2 függvényében, egy m mere-
dekségű egyenesre illeszkedő pontsorozatot kapunk, amelyből a minta Young-
modulusa megkapható:

E13 =
4π2

k4
0

ρ13q

I13

m2.

Az illesztés eredménye a 2. ábrán látható. Az illesztett egyenes meredeksége:

m = (1.624 ± 0.005)Hz · m2. (7)

Ezzel a 13-as minta Young-modulusa:

E13 = (9.2 ± 0.4) · 1010Pa.
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2. ábra. Az alapharmonikus frekvenciája 1/l2 függvényében.
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