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1. Amerés célja

A mérés célja néhany kiilonbdzé anyaga ¢€s alaku fémtargy rugalmas allanddinak
meghatérozésa volt és ezen keresztll a testek mechanikai rugalmas deformécidival valé
ismerkedés a kisérleti fizika oldalardl.

2. Améreés elve

A mérést arugalmas deformaciok két specidlis esetén keresztll vizsgaltam meg. Az egyik a
(gyakorlatilag is nagy jelentdségii) rud lehajlasa, ha a végét ismert F erdvel terhelem (a rud sajat
sulyét elhanyagoltam), a masik pedig a csavaras, mas néven atorzio jelensege.

2.1. Rud lehajlasa

Az elso esetben egy egyik végén mereven (tehat abban a pontban elfordulasra képtelen) és
vizszintesen befogott rudat vizsgdltam, melynek hossza |, a szabad végén a lehgjlasa s és F
fliggbleges er6 hat r4d a szabad végén. Levezethetd, hogy ebben az esetben

F Ox> x°0 o :
z(x) = Tz ); —%B ahol zaz G.n. neutralis szal fiiggbleges tengely menti lehajlasa, E anyagi

dllando, neve Young-modulusz, | a keresztmetszet masodrendii nyomatéka, x pedig az éppen

vizsgdlt pont vizszintes tavolsaga az origotdl, amit a rud befogott végénél vettem fel. Mivel én a
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rad végénédl mértem a lehgjlast és z(x=I)= - s, ezért s= Innen a Young-modulusz az

.
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ezért E-t nem egy F-s parbdl hataroztam meg, hanem tobb, kiilonb6z6 F értéknél megmértem a
lehajlést és az igy kapott F(s) pontsorra egyenest illesztve hataroztam meg a Y oung-modulusz
ertékét. Ezen kivil a meérés gyakorlati kivitelezése miatt nem egy végén befogott rudat
vizsgdtam, hanem mindkét végén aldtdmasztott, de elfordulni képes, és kdzépen F erével terhelt
rudat. Ez az eset ekvivalens azzal, amikor 1/2 hosszisagu és F/2-vel (a végen) terhelt rudat

3

F
vizsgdom. Ezért E =4—81E)S— | az altalam mért esetekben (kor ill. téglalap keresztmetszetii

targyak) kovetkezoképpen szamolhato ki:

E = Osszefliggéssel mar konnyen kiszamolhatd. Mivel st nem tudtam kozvetlenil mérni,

, 2 2 2 S 1 4R in(2¢)0"
L = |2 ={J0’(r*cos¢) (r)dr*d¢=J0’(cos¢) d¢*JO’(r) dr="_r | *%ﬁm( ¢)% 0
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2.2. Csavaras

Ha egy, az egyik végen befogott henger (melynek hossziisga |, sugara pedig R) masik
végére M forgatonyomatékkal hatunk, akkor a szabad vég ¢ szdggel elfordul. Bebizonyithato,

2IM . ..
hogy ¢ = R ahol csak G aismeretlen: ez a'Y oung-moduluszhoz hasonléan anyagi jellemzo,
neve torzémodulusz.
. ) ) 2IM
A torzibmoduluszt két modon is megmértem. Az egyszeriibb modszer szerinta G = W

Osszefliggés kozvetlen kihaszndlasaval tudtam mérni G-t. Ugyanis a mérésben vékony drétrél

volt sz6, ezért torziés ingat hasznatam, melynek lengésidge 7 =27t ng Innen

8701 o : .
G= R K 77 ahol K:= R Mivel ©-t nem ismertem, ezért megmértem két kiilonbozo
© mellett a lengésidét. Ha ugyanis M/¢ dland6 marad, és ©-t Ugy vatoztatjuk meg, hogy az inga

2
res  _ T wes

tomegét ndvelem, de kozépen terhelve, akkor a Steiner-tétel értelmében

g

eIerhelt Tz’e"he”
T2 lres
Oures= Ogyy ETZ# , ahol a Osyy az ingéra helyezett stilyok tehetetlenségi nyomatéka.
terhelt — Ures

Kicsivel bonyolultabb volt a masik modszer: ebben az ingat a forgastengelyétl a
tévolsagra egy-egy tércsaval terheltem, melyeknek tdmege és tehetetlenségi nyomatéka ismert
volt  (my, ©p il m,  ©y). Ekkor, szintén a  Steiner-tétel miatt:

K K

Ocreds = Opres + O1 + O, + (m1+m2)@2. Innen: 772 (az) = E(GUres + @] + @2) + 5 Lm, + m,) &’.

Abrézolva a T?(a?) parokat, rajuk egyenest illesztve megkaptam a G ill. a Oyes értékeét.

3. Amérés kivitelezése

A mérés kivitelezése soran a kovetkez6 dolgokat hasznaltam:

* lengésszamldo ora 10 lengés mérésére: A t=0,0005 s
* mikrométercsavar A R=0,02 mm

* tolomérd A d=0,05 mm

* mérleg A m=0,00005 g

* lehajlasmérd A s=0,01 mm

3.1. Rudak lehajlasanak merese

A 2.1. pontban leirtaknak megfeleléen mértem meg a kdvetkez6 mintak lehajlasat:
aluminiumbdl késziilt henger (3-asszamu minta), vorosréz henger (7-es szamu minta) és téglalap
alapu egyenes sargaréz haséb (8-as minta).



3.1.1.  Aluminiumbol készilt henger

A henger 4tmérdjét d=10,96+0,4" mm-nek mértem, a hossza pedig =300 mm volt. A
kezdeti lehajlas az F=12,50 N alap terhel6 er6 hatasara 1,16+0,01 mm volt. Az 1-es téblazatban
mar a terheld er6 és az alapterheld erd kiilonbségét tiintettem fel (elsé oszlop), igy keriilve el a
minta stlyat ellenstilyozo erd figyelembevételét. A méasodik oszlop tartalmazza a mért lehajlas és
az alaplehajlas kulonbségét. A tablazat melletti 1-es doran mér az F(s) pontpérokat tiintettem fel,
az illesztett egyenessel egyetemben.

Téablazat 1 Abral
F (N) | As. (mm)
7,5 0,13 R 0,0010 - /
10 | 017 £ ~
15 0,25 4 00008 /X
20 0,33 /
25 0,42 0,0006 - /Z/
27,5 0,45 ’ //
30 0,5 el
40 | 0,66 0,0004 1 e
50 | 082 _~
55 0,91 0,0002 4 e
/Y/Z ‘ = Mért pontok
// Az illesztett egyenes
0,0000 £ T T T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60
F(N)

Az illesztett egyenes meredeksége %=m= 1,637010°+810° m/N (3m=0,005). Jelen

P F Pl ,
esetben £ =—[—=—[=(0,485+0,082) 00" = (48 +8) GPa, ahol a hiba mértékét a
481 s 481 m

OE= 38l +4[8R+ dm=0,17 mddon szamoltam.

Tehat Eajuminium= (48+8) GPa

Mivel ez majdnem 20%-o0s hiba ezt a mérést illene megismételni egy masik, jobban
megmunkalt aluminiumhengerrel.

3.1.2. Vorosrézbdél készult henger

A mérés soran allandé adatok, felsorolasszer(ien: a henger atméréje: d=8,9+0,02 mm, a
hossza I=300 mm, F=25 N alap terhel6 erd, Asy = 1,99+0,01 mm. A 2-es téblazat és a 2-es dbra
3.1.1. pontbeliek mint§ éra készult.

Az &bran lathatd, hogy az illesztett egyenes illeszkedhetne pontosabban is a mért pontokra.

Azonban megkoveteltem, hogy az egyenes y=alX alaku legyen, hisz % = all . Természetesen az

illesztésnél |étrej6tt nagyobb hiba jelzi, hogy ezen mérés hibaja nagyobb mint amit a miiszer
hibgjanak tekintettem.

! A mikrométercsavarral +0,2 mm pontossaggal tudtam mérni, de az aluminium hengernél ennél nagyobb ingadozéast
tapasztaltam. Valdsziniileg a henger megmunkalasa nem sikeriilt elég jol.



Abra?

Tablazat 2
F(N)| As (m) T 000141
5 0,00006 ~
7,5 0,00011 4 0,0012
10 0,00016 ]
15 0,00027 0,0010 =
20 0,00038 ]
30 0,00059 0,0008 -
40 0,00080 ]
47,5 | 0,00101 0,0006
52,5 | 0,00107 ]
60 0,00124 0,0004 - p
Az egyenes meredek- 0,0002 < = Mért pontok
Sége: m= 2,03|:[[05 10,03E|]_O'5 1 x Az illesztett egyenes
— 0,0000 T T T T T T 1
m/N (0m=0,015). 0 10 20 30 40 50 60

L F(N)
Innen a mar ismert

modszerrel;

Everss&=(89+9) GPa (0E=0,1)

3.1.3. Sargarézbdl készilt téglalap alapu egyenes hasab

A mérés soran alland6 adatok, felsorolasszeriien: a rovidebbik alapél: a=5,0+0,1 mm, a
hosszabbik alapél: b=8,1+0,1 mm, a hossza |=300 mm, F=25 N alap terhel6 er6, Asy = 0,58+0,01
mm. A 3-as tablazat és a 3-as abra az el6zdek mintdjara késziilt. A mintat a hosszabbik élével
fektettem fel.

Tablazat 3 Abras3
F(N) As. (M) . 200057
5 0,00001 E
12,5 0,00003 4 0004 - T
20 0,00005
30 0,00008
40 0,00010 0,0003
60 0,00016 1
80 0,00021 |
100 0,00026 0,0002
115 0,00028
125 0,00033
135 0,00041 0,0001 +
Mért pontok
Az illesztett egyenes
0,0000 T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140

F(N)



Az egyenes meredeksége: m= (2,69+0,07)[10° m/N (3m=0,024). Ennél a
7l
mintageometrianal a keresztmetszet masodrendii nyomatéka nem — [R*, hanem |= 1/12@°H

EttS] eltekintve E-t teljesen azonos mddon lehet szamolni, mint eddig. Ezért:

E = (2,5+0,2)[10" Pa (5E=0,1 ebben az esetben is).

3.2. Alehajlas|®-os fiiggésének kisérleti ellendrzése

Az 1>-6s fliggést egy minta adott terhelésével végeztem. A minta a 7-es szami
vorosrézhenger volt, a terhelési er6 F=30 N. Minden alkalommal alkalmaztam el6feszitést, Fo=25
N-t A 4-es tablazat els6 oszlopaban olvashatéak az | mintahosszak (cm-ben), a masodikban
pedig a behajlasok killonbségei [(terhelt lehajl&s)—("a apterheléses” lehajlas)] mm-ben.

Téablazat 4 Abrad
F (N) As (mm)
30 0,64 -
28 0,49 g 0,7
26 0,05 ~
24 0,38 4 os1
22 0,26 o5 .
20 0,2
18 0,13 04
16 0,5 1 @
14 0,12 0.3
12 0,05 ]
024
10 0,01 |
0.1 @ = Mért pontok
Az dbrérol IeOIV35haIé, hogy Az illesztett egyenes
1A A 22 r4 O’O T T T T T T T T T T T 1
alehajlas valdban a hossz kobével 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
aranyos. A két megjelolt adat P em?)

tdlontdl kilég a sorbdl, ennél a
kettonél a mérés nem sikeriilt elég
jol.

1
3.3. Az 1—2 Sl dsszefliggés kisérleti igazolasa
)

Az ]—2 = —L §sszefiiggést értelemszeriien a 8-as mintan tudtam kisérletileg igazolni. Mivel
1 My
a 3.1.3. pontban mar kiértékeltem egyszer azt, mikor a mintat a hosszabbik élére merdlegesen
terheltem, ezért itt most csak a méasik eset kiértékelése és a két eredmény Osszehasonlitasa van
leirva. Ennek megfeleléen az 5-0s tablazat és 5-0s dbra tartalmazza a mar szokasos informaci okat
a szokasos elrendezésben. Ezuttal az alapterhelés F=5 N volt, az alaplehajlés pedig s=0,63 mm.



Abras

Téblazat 5 _
F (N) As (m) E 0,00018 —_
7,5 0,00001 2 0’00016 -
20 0,00002 1
50 0,000055 0.00014 7
100 0,0001 0,00012 -
130 0,00013 1
140 0,000145 0000107
145 0,00015 0,00008
150 0,000155 0.00006 ]
165 0,00016 ' ]
0,00004 |
Ezt az esetet jeldlve 0,00002 - - Mért pontok
_ — 3 _ - 1 Az illesztett egyenes
121el, |2—1/12B[5_ =8,43110 oooo00 o
m lesz, m; pedig: 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
m;=(1,01:+0,01)(10°® F(N)
-6 -10
m, 1,010 0,84010 1,
Innen —=——7"--=0,375=0380=———; =—
m, 2,69007° 221007 1,

3.4. Torzidosinga

A meérés soran egy d=0,51+0,02 mm arméréjii és 1=59,8+0,1 cm hosszsagu torzios szalat
hasznaltam. A két stly, mellyel az ingat terheltem m;= 196,8516 g, Ri1=2,25 cm, m,=196,3651 g,
R=2,25 cm. A digitalis mérleg és tolomérd jelen esetbeli nagy pontossaga (a relativ hibak 1
ezrelék alatt maradtak) miatt a hibakat nem vettem figyelembe (m és R). Az 1-es indexii stlyba a
7-es szam volt belelitve, a 2-es index(ibe a 8-as.

34.1.  Atorzibmodulusz "egyszerlbb" mérése

"Egyszeriibb" mérésnek azt nevezem, amikor az iires ingét terheltem meg a forgastengely
mentén. A mérés sordn mindig 10 lengésid6t mértem, melyeket elosztva 10-el a kovetkezd
lengésidoket eredményezte: Tyes=4,9793 S, T1= 5,0662 s, To= 5,1751 s (T, -€l jeldltem amikor
csak az 1-estércsavolt rgjta, T, -vel mikor mindkettd).

Mivel Osgy = 0,5MR?, ezért ©; = 49,82806125[10° kgii?, ©, pedig 49,7049159410°

Ures

T2
kg’ Innen Oyres 1= O, B 5 —=00014 kg, Ogres 2= 0,00124 kgii?. Léathato, hogy
Terhelt ures

a mérés mégsem volt elég pontos, mert kiillonbozd Orenges €SEEN NEeM ugyanazt a © értéket
kaptam. A relativ hiba nagységa 56~0,08, tehét ©j,,,=0,0013+0,0001 kglih®*.



3.4.2. Atorzibmodulusz "bonyolultabb" mérése
Az el6z6ekbol kovetkezoéen azt nevezem "bonyolultabb" mérésnek, melynél az ingat a
forgastengelyétdl a tavolsigra egy-egy ismert tomegli és tehetetlenségi nyomatéku tarcsaval
. K K 3y N
terheltem (my, ©1 ill. mp, ©,), saz T*(a?) =5(@mes +0,+0,) +ED[m1 +m,) [&* Gsszefliggés

felhaszndlésaval dlapitottam meg G és Oyes Ertékét.
A 6-o0s tablazat tartalmazza a mért lengésidd(a) pontparokat, a 6-o0s dbra pedig az abrézolt
T%(a®) pontpérokat s argjuk illesztett egyenest.

Tablazat 6 Abraé

T(s) [aem)| T°() | a’(m) » o 180+
6,4773 | 6 |41,95542|0,0036| T ()

7,3246 8 |53,64977| 0,0064 1607
8,2677 | 10 |68,35486| 0,01 140
9,3167 | 12 | 86,8009 | 0,0144 ]
10,4795| 14 |109,8199| 0,0196 120
11,5534 | 16 |133,4811| 0,0256 0]
12,6955| 18 |161,1757| 0,0324 ]

80 4

Az dorén 1&thato egyenes 60
egyenlete: T?=b+c[(8%) ]
=27,14+4154[(%). Az illesztési “7 + Amen adaiok
pontossag: b=27,14+0,47, 28:“.; R = A.Z Neszten cgrenes |
c=4154+25. 0,000 0,005 0,010 0015 0020 0025 0030 0,035

a’ (m?)

8nll
(0.5’
Innen G= (3,3+0,6)[10"" Pa (6G= c+3K =c+4Bd+3l = 0,006+0,157+0,016=0,18). Létszik,
hogy ez a viszonylag nagy (18%-os) relativ hiba nagy része elsésorban a torzi6s szal hosszanak
mérési hibgabdl szarmazik.

_ K K 1
Mivel c=-—~ [gm, +m,), ahol G=""[{m, +m,) ahol K = =0,355451476100'° — .
¢ m

Glb

G ismeretében mar Oye IS konnyen kiszdmithatd: Oyes = X 0,-0, =
_ (m, +m,) _ 2 _ _ _ _
=——0-0,-0,= 0,0025+0,0001 kgih® = O3 (50=5b+dc=0,02+0,01=0,03)

C
Lathato, hogy ezuttal nagyon eltérnek a kiilonb6zé modon mért © értékek. Valoszintisitem, hogy
az eltérés oka az dtalam pontosnak tekintett a értékek a val 6sagban nem annyira pontosak, s igy
aT(a%) pontokraillesztett egyenes egyenlete eltér az dtalam szamolttdl. (Megforditva szamolva,
ahhoz, hogy a3.4.1. pontban kiszamolt Oinga értéket kapjam itt is, az ezt eldontd b/c aranynak kb.
0,038-nak kéne lennie a jelenlegi 0,065 helyett; ez valtozatlan meredekség mellett b=16-ot

jelentene.)



