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A meérés célja

A mérés soran kiilonb6z6 anyagok rugalmas tulajdonsagait vizsgaljuk kétféle
modszerrel. Az els6ben hdrom minta Young-moduluszat hatarozzuk meg
ugy, hogy vizsgéaljuk a behajlasukat terhelés esetén, a méasodiknél peig egy
torzios szal torzio-moduluszéat vizsgaljuk torzios inga segitségével.

Felhasznalt mérdeszkozok

e "A5" jelzés6 hasab minta e Csavarmikrométer
n n s Aati 3
o "EF2" jelzésd henger minta o Tol6mérs
e "S1" jelzést henger minta o
e Mérdgszalag

o "71"-es jelzésd torzids szél

e Torzids inga
e "5"-0s jelzésd tarcsa

Kétkara emeld

o "8"-as jelzésd tarcsa

Sulyok

e Analitikai mérleg

A mérés elméleti hattere

Young-modulusz mérése

A mérés alapja, hogy a testek rugalmas deformacioja sorédn a testek bizo-
nyos részei rovidiilnek, masok megnytlnak, de van egy neutrélis zona, amely
hossza allandé marad. Ra a kovetkezd Gsszefliggést irhatjuk fel:
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ahol s a lehajlas mértéke, [ a felfiiggesztések tavolsaga, I a test masodrendi
nyomatéka, F' a testre hato deformald ers, F pedig az altalunk keresett
Young-modulusz. A masodrendi nyomaték definicié szerint:
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Mivel a mi esetiinkben hengerrel és hasdbbal dolgozunk, ezért kor és tég-
lalap keresztmetszeti I-ket kell alkalmaznunk:
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rom
[kor = T
ab?
]tegla = ﬁ

ahol R a kor sugara, a a téglalap alapja és b a magasséaga.

Torziomodulusz mérése

A G torziés modulusz és a torzios inga T periddus ideje kozti Osszefliggés a
kovetkezs:

ahol O a lengd rendszer tehetetlenségi nyomatéka, K a tozids ingéara jellem-
z6 allando, amely magaba foglalja a hosszat (1) és a sugarat (r). Mivel ©
rendszerint nem ismert ezért tgy jarunk el, hogy a tehetetlenségi nyomatékot
ismert mértékben véltoztatjuk. Ehhez m; ~ my és ©; ~ O, tulajdonsagu
tarcsakat alkalmazunk. Legyen m; + mo = M és ©1 + O, = Og, a tarcsik
tavolsaga a forgastengelytsl pedig a. Ekkor a kévetkezd Gsszefiiggések allnak
fenn:

O = Ojpga + Os + Ma®

K KM
,_Z—'2 = a(@inga "‘ @S) + G CL2
Ha T2-et a® fiiggvényeként abrazoljuk akkor ez egy egyenes egyenlete. Az
egyenes meredeksége m = % és tengelyetszete b = g(@inga +0Og),igy a G

torzidmodulusz és az inga sajat tehetetlenségi nyomatéka meghatarozhatoak
az alabbi egyenletekbdl:

KM
a=""
m
Gb
@inga = ? _@S



Meérési adatok és kiértékelés
A mérési adatokat digitalis iton kaptam meg a jarvanyhelyzetre valo tekin-

tettel, ezeket dolgozom most fel a jegyzSkonyvemben.

Young-modulusz mérése
"A5" jelzésli minta

A minta geometriai adatai és az adatok atlagai:

a [mm]| | b [mm]

11.95 8.05

11.96 8.05 a [mm] | b [mm]
11.96 8.04 11.956 | 8.046
11.95 8.05

11.96 8.04

A masodrendd nyomatékok pedig:

ab® ~10 4
1, = 12 = (5.1897 £ 0.0024) - 10 m

b 3
I, = % = (11.4593 £ 0.0043) - 100 m*

Rogzitett alatamasztési tavolsag (I = 0.4 40.001 m mellett) a lehajlasok:

m |kg| | F=m-9.81[N| | s, (a az alap) [mm]| | s, (b az alap) [mm]|
0.5 4.905 0.615 0.517
1 9.810 0.800 0.606
2 19.62 1.178 1.186
3 29.43 1.543 0.939
4 39.24 1.950 1.113
5 49.05 2.307 1.271
6 58.86 2.703 1.461
7 68.67 - 1.610
8 78.48 - 1.775




Az adatokra egyeneseket illesztettem:

® 3 alappal mert adatok
a5l — a alappal mertre illesztett egyenes
# b alappal mért adatok
b alappal mertre illesztett egyenes
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Az egyenesek egyenletei:
So(F) =mg - F + b, ,ahol m, = 0.03867 + 0.0002 , b, = 0.4200 + 0.0076

sp(F') = my - F' + by, ,ahol my, = 0.01560 £ 0.0019 , b, = 0.5437 £ 0.0896

A meredekségek mértékegysége ", viszont a szdmoldshoz -t hasznél-

tam, az atvaltashoz pedig eloszottam az eredeti meredekségeket 1000-rel. Igy
méar meghatérozhatoak lettek a Young-moduluszok:

I
= — =64.44£0. P
«= 18T m. 6 0.38 GPa
E L v 74.59 +9.12 GP
b 48]b-mb

Hasonlitsuk Gssze %Z : f—" ardnyokat, mert elméletben egyezniiik kell! Valo-

jaban azonban ez az arany 2.4788 : 2.2081. Ez az eltérés a mérési pontatlan-
sagokbol kell, hogy szarmazzon.



"F2" jelzésd minta

A minta geometriai adatai:

d [mm]
7.93
7.93
7.94
7.93
7.94

Ezekbdl az atlag atmérs: d = 7.934 4+ 0.01 mm, vagyis a sugar amivel
szamolni fogok: r = 3.967 &+ 0.005 mm. A masodrendi nyomaték tehéat:

7’47'('

[=—= (1.9451 4 0.0098) - 107** m*

Rogzitett alatamasztasi tavolsag (I = 0.4 4+ 0.001 m mellett) a lehajlasok:

m |kg] | F=m-9.81[N] | s [mm]
0.5 4.905 0.590
1 9.810 0.761
2 19.62 1.082
3 29.43 1.417
4 39.24 1.747
5 49.05 2.039
6 58.86 2.400
7 68.67 2.698
8 78.48 3.055
9 38.29 3.330




Az adatokra egyenest illesztettem:

o mert adatok *
illesztett egyenes
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Az egyenes egyenlete:
s(F)=m-F +b ;ahol m = 0.0330 +0.0002 , b = 0.4369 4+ 0.0102

A mértékegységeket az el6z6 mintanal targyalt modszerrel valtottam at a
megfelel6 eredmény érdekében. Tehat a Young-modulus:

FE =

1

l3
— = 207.72 + 3.86 GPa

48 Im



"S1" jelzési minta

Ezzel a mintédval nem az eddigi modszert hasznaljuk a Young-modulus meg-
hatarozaséara. Itt allando terhelések mellett az aldtamasztas tavolsdgat val-
toztatva keressiik az eredményt. Ezzel 1ényegében igazoljuk az s lehajlas
[3-t6l valo fiiggését. A mért lehajlasok esetén a terhelések:

s1—mq =0.5 kg és S — my = 4.5 kg

A mérési tablazat:

[|m] | Plm3] || sy [107°m] | s5 [10™°m] | s = s — 51[10~°m]
0.40 | 0.0640 43.8 187.2 143.4
0.38 | 0.0549 41.3 164.7 123.4
0.36 | 0.0467 60.8 165.7 104.9
0.34 | 0.0393 71.6 164.1 92.5
0.32 | 0.0328 71.5 146.9 75.4
0.26 | 0.0176 58.9 101.2 42.3

Es az illesztett egyenes:

& mert adatok >
00014 illesztett egyenes
L]
0.0012
]

— 0.0010
£ .
u

0.0008

*
0.0006
00004 {—*
002 0.03 0.04 0.05 0.06
1”3 [m~3]

Az egyenes egyenlete:
s(I*) =m - 1* + b ,ahol m = 0.0217 4 0.0004 , b = 0.00005 £ 0.00002

Itt a meredekség mértékegysége megfelels, mivel mar az illesztés el6tt min-
dent m-be és m3-be valtottam &t.



A minta masodrend nyomatékara is sziikségiink lesz a szdmolashoz.
A geometriai adatok:

d [mm]
9.93
9.92
9.93
9.92
9.93

Ezekbdl az atlag atmérs: d = 9.926 & 0.01 mm, vagyis a sugar amivel
szamolni fogok: r = 4.963 4+ 0.005 mm. Igy mar felirhato, hogy:

4
[ =— = (4.7650 £ 0.0144) - 107! m*

4
A raterhelés 4 kg volt, vagyis F' =4 -9.81 = 39.24 N. Végiil pedig a Young-

modulusz: 1 F
= SIm =79.06 £ 1.70 GPa

Torzidbmodulusz mérése

A mérés soran az inga periddusidejét vizsgaljuk eltérs tarcsahelyzetek, azaz
eltérs tehetetlenségi nyomatékok, esetén. A tarcsak adatai:

m |g] | d[mm| | R [mm]
H-0s tarcsa | 194.648 | 45.05 22.525
8-as tarcsa | 196.362 | 45.00 22.5

A tarcsak tehetetlenségi nyomatékai:

1
05 = §m5R§ = (4.9380 4 0.0110) - 10~° kg - m?

1
O = Engg = (4.9704 £ 0.0111) - 10~° kg - m?



A torzids szal geometriai adatai:

d |mm]|
0.70
0.71
0.70
0.70
0.70

A hossza pedig [ = 591 + 1 mm

Ezekbdl az atlag atmérs: d = 0.702 & 0.01 mm, ebbdl a sugar: r =
0.351 4 0.005 mm. Igy mar kiszamolhatjuk a K allandot:

1
= — = (9.7859 £ 0.5742) - 10" —
m

A lengésidsket (T') és a hozzajuk tartozd tarcsahelyzeteket (a) az alabbi
tablazat tartalmazza:

alem| | @® [em?] || T [s] | T7 [s?]
0 0 2.8807 | 8.2984
3 9 3.5677 | 12.7285
4 16 4.0236 | 16.1894
) 25 4.5746 | 20.9270
6 36 5.0920 | 25.9285
7 49 5.7245 | 32.7699
8 64 6.2799 | 39.4371
9 81 6.9131 | 47.7910
10 100 7.6158 | 58.0004
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T?-et abrazoltam a? fiiggvényében és az adatokra egyenest illesztettem:

&0
& mert adatok [
illesztett egyenes
50
&
~ P .
L4
[F5]
= [
™ 30
<
— ®
20 =
L)
@
10
[ ]
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
a™~2[m~2]

Az egyenes egyenlete:
T?(a®) = m. - a* + b ,ahol m, = 4924.54 + 33.50 , b = 8.33 £ 0.18
Igy mar meghatarozhato a torziomodulusz az alabbi modon:

K - (ms5+ msg)
me

G = =T77.7£5.09 GPa

Az iires inga tehetetlenségi nyomatéka pedig:

Gb

Oinga = ' 05 — Og = (5.6318 £ 0.1600) - 10~* kg - m?
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Ismeretlen test tehetetlenségi nyomatékanak mérése ingaval

Ha az ingara ismeretlen tehetetlenségi nyomatéku testet helyeziink, akkor
meghatarozhatjuk a © értékét a kdvetkezs egyenlettel:

G
®:p = ET;? - @inga

A mérés soran egy hengert vizsgaltunk ezzel a modszerrel, egyszer allo, egy-
szer pedig fekvs helyzetben. A mért lengésiddk:

Tallo =27245s

Tfek:vo =2.7346 s
Ezeket behelyettesitbe a képletbe:

Oulto = 2.6198 kg - m?

O fekvo = 3.0576 kg - m?

Hibaszamitas

A mérés sordn az inga hosszat mérdszalaggal mérték, melynek bizonytalan-
sdgat £1 mm-nek vettem. A tércsakat tolomérével mérték, ennél + 0.05
mm-t vettem hibédnak. A t6bbi hosszisagot csavarmikrométerrel mérték le,
melynek bizonytalansaga £0.01 mm. Az alatdmasztasi tavolsagokat milli-
méterskalarol olvastak le, ezért itt &1 mm hibéval szamoltam. Az analitikai
mérlegnél £0.001 g volt a bizonytalansag, idémérésnél pedig abszolit pon-
tossagot feltételeztem. Az egyenesek egyenleteinek bizonytalansagait az il-
lesztéprogram szamolta ki (erre a célra Pythont hasznéaltam).

Masodrendd nyomatékokra hasznélt hibaképletek hasab esetén:

AT _Ba
I a b

AL_ &by A
I b a

Es henger esetén:
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Young-modulusok hibaira hasznalt képlet rogzitett alatamasztasi tévol-

sagok esetén:
AE Al Am L3 Al

E 1 + m l
Az alland6 terheléses mérésnél ugyanezt alkalmaztam, annyi kiilonbséggel,
hogy elhagytam az [-t tartalmazo tagot.
A tarcsak tehetetlenségi nyomatékainal a kovetkez6 modon szamoltam:

A@_Am_l_? AR
© m R

A K allandé hibaja a kdvetkezs egyenletbdl kaphaté meg:

AK AU A
K 1 r

A torziomoduluszé pedig:

AG AK Am. Ams+ Amg
=— 4+ +
G K Me ms + Mg
Az inga tehetetlenségi nyomatékénal az egyszertiség érdekében és a tomeg-

mérés nagy pontossiga miatt elhanyagoltam a tomegfiiges tagokat és a ko-
vetkez$ Osszefliggést hasznaltam az illesztett egyenes alapjan:

A(az‘nga o Ame + &

@inga Mme b

Diszkusszio

A mérést sajnos a jarvanyhelyzet miatt nem végezhettem el személyesen,
de ennek ellenére igyekeztem a legjobb tudasom alapjan feldolgozni a digi-
talis uton kapott adatokat. A mérések pontosra sikeriiltek, kivéve a hasab
b alaplapi mérésénél 3 kg-os terhelésnél. Ebbdl kdvetkezGen a téle fiiggd
mennyiségek hibai is szdmottevéek lettek.

Felhasznalt irodalom

e Bohonyey - Havancsak - Huhn: Mérések a klasszikus fizika laboratori-
umban, szerkesztette: Havancsak Karoly, ELTE Eotvos Kiado, Buda-
pest, 2003.
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